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PROPAGATION VERTICALE DES ONDES. 389 

De la propagation verticale des ondes dans les liquides ; 

PAR M. P.-A. CORNAGLIA, 

Ingénieur en chef du Génie civil, 
Ancien élève de l'école nationale des Ponts et Chaussées de Paris. 
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1. 

i. Soit une masse liquide en agitation, uniquement par l'effet du 
mouvement des ondes produites dans cette niasse par le vent, ou par 
toute autre cause qui agisse d'une manière analogue. 

Avant tout, de nombreux faits d'observation prouvent positivement 
que l'agitation, en certaines circonstances, se propage à des profon-
deurs considérables. 

Il suffit de citer l'exemple du banc de Terre-Neuve, dont la réaction 
sur les ondes est très sensible aux bâtiments qui s'en approchent, bien 
qu'il se trouve de 8om à ifiom au-dessous de la surface de la mer. 

Ce fait démontre que l'agitation sur le banc doit être bien puissante 
pour produire des effets sensibles à travers une colonne liquide de si 
grande hauteur, et qu'elle doit s'étendre encore bien plus bas. 

Par contre, l'agitation devient insensible à une certaine profondeur. 
Les matières extraites au moyen de la sonde prouvent que les plus 

terribles tempêtes de l'Atlantique n'ont pas la force de produire sur le 
fond, le long du plan de pose du télégraphe, une ondulation suffisante 
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pour corroder les organismes très délicats qui y sont déposés, ni deles 
transporter aux alentours, ni même d'y mêler des grains de sable, si 
tins qu'ils soient (* ). 

Quelquefois l'agitation devient insensible à des profondeurs beau-
coup moins grandes 

Les plongeurs sont d'accord pour affirmer que d'ordinaire, à des pro-
fondeurs peu considérables, la mer reste sensiblement calme au fond, 
bien qu'elle soit très agitée à la surface. 

Non loin des côtes, et par conséquent à des profondeurs moyennes, 
mais assez grandes encore pour qu'on ne puisse pas y jeter l'ancre, 
les navires peuvent tenir suffisamment bien, pendant une nuit entière 
de gros temps, sur une ancre flottante, descendue à la profondeur 
d'une centaine de brasses au moins. 

L'ancre flottante est formée par une croix de Saint-André sur laquelle 
on étend fortement une voile; on la suspend à un grelin attaché aux 
quatre extrémités de la croix. 

Ce mode de mouillage ne tient plus si l'on descend cette ancre à peu 
de mètres seulement de profondeur. 

La différence de pression sur les deux faces de l'ancre est toujours 
égale au poids de l'eau déplacée, quelle que soit la profondeur à 
laquelle l'ancre se trouve; d'autre part, les résistances du navire et 
de l'ancre flottante dans la direction de leur câble d'union sont op-
posées l'une à l'autre, et respectivement proportionnelles au carré de 
leur vitesse relative par rapport au liquide en contact dans cette même 
direction; on doit conclure de là que, dans ces conditions, l'ancre se 
trouve dans un liquide ambiant assez tranquille pour pouvoir tenir. 

Quelles que soient du reste les causes par lesquelles l'agitation se 
propage plus ou moins profondément, d'après les faits qu'on vient de 
citer, elle ne s'étend donc pas au delà d'une certaine limite; et cette 
limite, contrairement à l'opinion de quelques-uns qui ont voulu trop 
généraliser certains faits d'observation, n'est pas absolue, mais va-
riable selon les circonstances dans lesquelles l'agitation se produit. 

Et comme l'action d'une force s'affaiblit en se transmettant, il s'en-
suit que l'agitation doit aller toujours en diminuant d'une manière 

(' ) MARRY, Géographie physique de la mer. 
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continue, quelle qu'en soit la loi, à mesure que de la surface on des-
cend vers la limite où elle cesse tout à fait. 

On peut représenter cette limite par un plan horizontal, si le fond 
lui-même est horizontal, et si les ondes sont égales entre elles; c'est ce 
qu'on doit supposer quand on se propose uniquement d'étudier la 
propagation du mouvement dans la direction verticale. 

D'ailleurs, si des causes exceptionnelles n'interviennent pas, l'obser-
vation fait voir qu'une onde, dans un bref trajet, conserve très approxi-
mativement la même forme et la même vitesse; et que les ondes qui 
lui sont immédiatement adjacentes lui sont aussi très approximative-
ment égales, au point qu'on peut les regarder toutes comme telles, et 
comme animées d'une vitesse uniforme. 

Or, dans le plan de la section droite des ondes; les verticales com-
prises entre la surface du liquide et la limite de l'agitation sont d'au-
tant plus longues que du point le plus bas de l'onde on va vers son 
sommet, et vice versa, elles sont d'autant plus courtes à mesure que dû 
sommet on s'approche du point le plus bas suivant. 

Par suite, pendant le pacage de l'onde, chacune de ses verticales 
subit successivement toutes les phases de longueur de toutes les autres 
comprises entre les deux extrémités de l'onde. 

Et comme l'observation montre encore que le liquide ne possède pas 
1111 vrai mouvement de translation continu, mais un mouvement apparent 
dans le sens de l'avancement des ondes; comme, d'autre part, le li-
quide est continu et incompressible ('), et qu'aucune molécule située 
au-dessus de la limite d'agitation ne le dépasse jamais pour venir se 
mêler avec celles qui se trouvent en dessous, et vice versa, il s'ensuit que 
l'afflux de liquide vers le sommet de l'onde doit s'opérer moyennant 
un écoulement correspondant des creux adjacents, et inversement. 

L'observation enseigne encore que dans le mouvement des molé-
cules il n'y a pas de confusion : s'il en était autrement, elles s'embar-
rasseraient l'une l'autre, et. bientôt le mouvement cesserait ; tandis que 
les faits démontrent, au contraire, que les ondulations se propagent 
dans la direction horizontale à de très grandes distances sans diminuer 

(') Incompressible dans Je sens entendu par les pliysiciews, c'est-à-dire qu'il ne 
change sensiblement de volume que1 sous d'énormes différences depression. 
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beaucoup de grandeur, s'il n'intervient pas d'autres causes, et que sur 
le même point elles durent encore longtemps après la cessation de la 
cause qui les a produites. 

De tout cela il faut conclure que les molécules oscillent entre cer-
taines limites, aussi bien dans la direction verticale que dans l'horizon-
tale, et que les oscillations vont toujours en diminuant à mesure que 
les molécules se trouvent à une plus grande distance de la surface du 
liquide. 

2. Le colonel Emy a expliqué très plausiblement tout ce mécanisme 
des ondes de la manière suivante : 

Soit d'abord une masse liquide en repos avec la surface en RR; 
divisons (fig. ι) celte masse en un certain nombre de tranches VmnQ 

Fig. ι. 

···· *··> -

t ! Æ'ß 

par des plans verticaux Pm, Q η normaux à la direction du mouvement 
de translation des ondes qui se produisent les unes à la suite des autres. 

Lors du passage d'une onde, chaque tranche, de volume constant, 
s'allonge continuellement dans la période montante de l'onde, à partir 
du point plus bas Β jusqu'au sommet A; et vice versa, dans la période 
descendante, elle se raccourcit continuellement à partir du sommet A, 
jusqu'au point le plus bas Β suivant. 

Le volume des tranches ne variant pas, la forme doit varier; par 
conséquent, l'allongement et le raccourcissement suivant la direction 
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verticale se produiront au moyen d'un amincissement et d'un gonfle-
ment correspondant suivant la direction horizontale. 

En outre, comme à sa base PQ, située dans la surface limite de l'agita-
tion SS, chaque tranche doit rester telle qu'elle était lorsque le liquide 
était en repos, c'est-à-dire à la même position et de la même largeur, 
il s'ensuit que les allongements et les raccourcissements dans une di-
rection, et les amincissements et gonflements correspondants dans 
l'autre direction, bien que produits sur toute l'étendue des tranches, ne 
pourront cependant pas être uniformes, et seront d'autant plus.grands 
qu'ils seront plus éloignés de la limite d'agitation. 

Dès lors, les tranches qui doivent toujours se juxtaposer exactement 
entre elles, en vertu de la continuité du liquide, viendront à s'incliner, 
et, selon leur degré d'amincissement ou de gonflement dans les divers 
points, se courberont suivant PMNQ, convergeront vers le sommet de 
l'onde et divergeront (le son point le plus bas, de sorte que le déplace-
ment vertical des molécules produit sur elles-mêmes un déplacement 
horizontal. 

Ces déplacements diminuent tous au fur et à mesure qu'ils s'éloignent 
de la surface, de telle sorte que l'agitation diminue aussi jusqu'à sa 
limite. 

De tout cela il résulte encore : 
i° Que les couches horizontales R'R' du liquide en repos se gonflent 

pendant le mouvement dans leur milieu et s'amincissent à leurs extré-
mités, de sorte qu'elles viennent à se plier suivant une courbe B'À'B' 
qui représente l'onde interne correspondante au niveau primitif R'R.' ; 

20 Que les molécules situées sur la même verticale Ρ m dans le li-
quide en repos viennent dans le mouvement à se disposer sur une 
autre courbe PM, qui passe par le pied Ρ de la verticale dans la limite 
de l'agitation, et qui converge vers le sommet et diverge du point le 
plus bas de l'onde. 

Les molécules se trouveront donc au point d'intersection des courbes 
respectives des deux systèmes différents. 

Et comme, dans le passage d'une onde entière, chaque tranche passe 
successivement par toutes les formes que prend le nombre infini de 
tranches dans lequel on peut imaginer divisée la masse liquide, il s'en-
suit que la suite de tous les points d'intersection d'une même onde 
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interne, rapportés k la même verticale, représentera les trajectoires des 
molécules situées au même niveau dans le liquide en repos, ou bien 
sur la même onde interne lorsque le liquide est en mouvement. 

De plus, si l'onde suivante est égale à celle que l'on considère, 
comme on l'a supposé, puisque leurs tranches correspondantes sont 
identiques dans toutes les deux, il s'ensuit que la même molécule 
devra se trouver périodiquement, à l'intervalle d'une onde entière, 
précisément à la même position qu'auparavant, et sa trajectoire, dans 
ces conditions, sera une courbe fermée. 

Les axes horizontal et vertical de cette orbite indiqueront les limites 
des oscillations des molécules dans ces directions. 

Mais les molécules situées sur une même verticale dans le liquide en 
repos doivent toutes se mouvoir, au même moment, dans des condi-
tions analogues : quand l'une d'elles s'élève, par exemple, toutes les 
autres, jusqu'à la limite de l'agitation, s'élèvent aussi, quoique en diffé-
rente mesure, et toutes passent au même instant par les mêmes parti-
cularités du mouvement. 

Par conséquent, les ondes internes et l'onde visible, suivant lesquelles 
se disposent les molécules qui sont au même niveau dans le liquide en 
repos, et les orbites décrites par les molécules situées sur la même 
verticale dans le liquide en repos, doivent être toutes des courbes syn-
chrones, quelle que soit la loi de propagation du mouvement dans la 
direction verticale. 

En d'autres termes, les ondes internes ont la même amplitude et 
sont disposées de la même manière que l'onde visible, tout en dimi-
nuant de hauteur à mesure qu'elles se trouvent'plus bas, et les orbites, 
dont la forme est en corrélation avec celle des ondes, sont décrites 
en temps égaux, bien qu'elles deviennent de plus en plus petites à 
mesure qu'elles se trouvent à des profondeurs plus grandes. 

3. Tout cela est parfaitement d'accord avec les phénomènes que 
l'on observe dans la nature. 

.En effet, lorsque la mer est suffisamment agitée et que les eaux sont 
claires, s'il s'y trouve des corps en suspension, des brins d'algue par 
exemple, on aperçoit que les corps situés sur la même verticale ont 
tous au même instant un mouvement vers le large quand ils se 
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trouvent dans le creux de l'onde, et vers la rive, quand ils se trouvent 
au contraire sur le dos, c'est-à-dire dans le flot, abstraction faite de la 
grandeur des mouvements qui sont plus prononcés vers la partie supé-
rieure. 

On ressent les mêmes effets quand on se livre à l'exercice de la na-
tation, surtout quand on se tient debout sans faire aucun mouvement, 
et si l'on se trouve à une profondeur à peu près égale à la hauteur de 
la personne. 

Évidemment, cela n'arriverait pas si à toutes les profondeurs les agi-
tations n'étaient pas synchrones. 

4. D'après cela, et quoi qu'il en soit de l'explication donnée des dif-
férents phénomènes naturels qu'on a cités, il est incontestable que le 
mouvement vertical des molécules y produit un mouvement hori-
zontal correspondant. 

Il s'agit de déterminer ces divers mouvements. 
A ce sujet, il est à noter que les méthodes générales de la science 

abstraite et pure, rigoureusement suivies jusqu'à présent sur cette ma-
tière, n'ont pas encore permis d'arriver à des résultats d'un usage 
vraiment pratique; et cela à cause du caractère des expressions algé-
briques auxquelles on parvient : ce qui leur a fait donner par Lagrange 
le nom de rebelles. 

Dans cet état de choses, l'ingénieur, dans les questions d'art, se 
trouve abandonné à ses propres appréciations, lesquelles sont plus ou 
moins justes, selon que ses observations sont plus ou moins complètes 
et exactes, et ses déductions plus ou moins légitimes. 

De là les interminables discussions qui sont pour ainsi dire une ca-
ractéristique des questions de travaux maritimes. C'est pourquoi, ayant 
essentiellement en vue de donner des règles qui soient au moins suffi-
santes à l'ingénieur pour ses applications, on suivra une méthode spé-
ciale : à l'aide des faits constatés par l'observation, on suivra pas à pas 
et de près le phénomène, en appliquant séparément les principes à 
mesure que l'on verra se présenter de nouvelles circonstances pouvant 
exercer une influence sur son développement, et en laissant de côté 
tout ce qui compliquerait inutilement les procédés et les résultats 
analytiques. 
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II. 

5. Si l'on connaissait les forces qui les produisent, on obtiendrait 
directement la détermination des mouvements cherchés. 

Or, à ce propos, on doit noter que chaque effet est proportionné à 
la cause qui le produit et vice versa ; de sorte que, par les données de 
Tonde elle-même, qui est un effet, on peut en apprécier la cause, c'est-
à-dire l'intensité et la direction de la force qui produit cette onde, ou 
qui est capable de la produire, en même temps qu'elle est capable 
d'engendrer les divers mouvements qui se développent dans la masse 
liquide 

Ceci posé, un point quelconque d'une masse liquide dans les condi-
tions d'agitation énoncées plus haut se trouve simultanément soumis: 

i° A l'action produite par le déplacement de cette protubérance de 
liquide qui forme Tonde visible; 

20 A la réaction des molécules qui· l'environnent dans leurs mouve-
ments. Dans la réaction des molécules sont compris les effets du frot-
tement dû à la viscosité; mais comme, d'après ce qu'on a dit, les faits 
démontrent que la diminution de l'agitation est très lente par rapport 
au temps et à la distance, on peut négliger le frottement dû à la 
viscosité du liquide, et restreindre cette réaction à l'impulsion ou à 
l'empêchement réciproque que les molécules en mouvement exercent, 
à cause de la différence de leurs vitesses. 

Du reste, notre but n'est pas d'étudier comment l'agitation aug-
mente ou diminue avec le temps et la distance, mais de rechercher 
quels sont les effets produits dans l'intérieur d'une masse liquide par 
l'agitation que l'on observe à la surface, au même moment et en des 
points voisins de celui où Ton fait l'observation. 

6. Que Ton rapporte la masse liquide à des systèmes d'axes de 
coordonnées placés dans le plan de la section droite de Tonde : 

Les axes des abscisses (#) seront horizontaux, et positifs de gauche à 
droite, sens dans lequel on supposera que Tonde se déplace; 

Les axes des ordonnées (y) seront verticaux, et positifs de bas en 
haut. 
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Pendant le mouvement de .l'onde, chaque point de la masse liquide 
viendra successivement traverser la verticale R'S' {fig· 2) qui passe 
par le point le plus bas de l'onde. 

Soit ρ la profondeur du point quelconque que l'on considère, au-

Fic· 0. 
. 

I i il 
i —- ^t-

L ' 

i i ! ! 

dessous du point le plus bas R' de la-surface du liquide. 
Fixons dans cette position les axes des coordonnées du point; et 

soient par rapport à eux, au bout du temps t, 

χ
f

v les coordonnées du point; 
//, r les composantes de sa vitesse ; 
ζ la hauteur de la colonne liquide au-dessus de ce point, c'est-à-

dire la longueur de la verticale comprise entre le point et la surface 
du liquide. 

Jourtt. de Math. (3e série), tome VII. — Septembre 1881. • 38 
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Soient encore : 

Ύ l'ordonnée correspondante à ρ = ο, c'est-à-dire celle du point qui 
se trouve à la surface du liquide ; 

U,V les composantes de sa vitesse. 

Appelons encore, pour les deux branches montante et descendante 
de l'onde, 

À la hauteur de l'onde visible, c'est-à-dire la différence de niveau entre 
son sommet et les points les plus bas des creux adjacents; 

L la demi-amplitude de l'onde, c'est-à-dire la distance des verticales 
qui passent, l'une par son sommet et les autres par les points plus 
bas susdits ; 

Τ le temps du passage d'une onde entière ; 
W sa vitesse de translation suivant la direction horizontale. 

7. Du moment que, comme on l'a dit, le mouvement de transla-
tion de l'onde en direction horizontale peut être regardé comme uni-
forme sur un bref trajet, on aura 

W = Y· 

Après le temps I, l'onde qui, k l'origine du temps T, se trouvait en 
OM'R', se sera transportée en î'M, R, par rapport à la verticale R'S'fixe 
deposition ; ou, ce qui revient au même, la verticale R'S'viendra en r's' 
par rapport à l'onde OM'R'; son point G se trouvera en g, au point 
de rencontre de la verticale r's' avec l'horizontale Gg; et la molé-
cule de liquide qui était en G se trouvera en G', à la distance χ de 
la verticale r's', et à la distance ./ de l'horizontale G g\x,y étant les 
coordonnées de la molécule G' par rapport aux axes ayant leur origine 
en g. 

Maintenant, sur la verticale qui passe par le sommet de l'onde, et 
en G< à la même hauteur que le point G, c'est-à-dire à la profondeur 
sous l'horizontale menée par R', plaçons l'origine d'un autre système 
d'axes coordonnés qui se déplacent avec l'onde, c'est-à-dire qui aient 
le même mouvement de translation en direction horizontale; l'axe des 
abscisses (X) sera horizontal et positif de gauche à droite; l'axe des 
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ordonnées (y) sera vertical et positif de bas en haut: par rapport à 
ces axes les coordonnées du point G' seront 

abscisse L-W/+a? = X; 
ordonnée / ou Y 

si le point correspond à ρ = ο. 
La suite, à un instant donné, de tous les points ayant pour coordon-

nées courantes X, Y constitue la courbe de l'onde visible dans la posi-
tion qu'elle occupe dans cet instant. 

En général, l'ordonnée y = gg' du point G' correspond à l'abscisse 

χ = g'G' qui, à son tour, correspond au temps t = yy- Par suite, si 

à l'extrémité de l'abscisse 

IIG' = HE' -E'g·' - g'G' = L - Wi 4- = X, 

qui correspond au même temps t que l'abscisse a?, on porte l'ordonnée 
de la trajectoire du point 

y=/M> 

on aura le lieu géométrique des positions que le point viendra prendre 
successivement par rapport à l'onde pendant tout le temps T; ou en-
core la courbe sur laquelle, à un instant donné, se trouveront tous les 
points situés dans les mêmes conditions de profondeur que le point 
que l'on considère; en d'autres termes, on aura la courbe qui repré-
sente la forme de l'onde dans l'intérieur de la masse liquide, ou plus 
simplement la courbe de l'onde interne, 

/ = F(L-W/ + «) = F(X), 

correspondante à une profondeur déterminée ρ, et rapportée aux axes 
de coordonnées ayant leur origine en G,. 

En y faisant ρ = ο, ce qui entraîne y = Y, on aura la courbe de 
l'onde visible 

Y = F'(X). 

Or, l'observation montre que, dans le mouvement des ondes, les 
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déplacements des molécules dans la direction horizontale sont toujours 
très petits en comparaison de la demi-amplitude de l'onde et des 
espaces parcourus par celle-ci. 

C'est pourquoi l'on peut négliger le terme χ en comparaison des deux 
autres L et Wt, prendre simplement X = L — W* pour l'abscisse du 
point G', et écrire 

y = F(L-W/). 

Les fonctions qui représentent la trajectoire du point et la courbe 
de l'onde interne sur laquelle il se trouve ont des valeurs égales 
pour des valeurs déterminées de a? et de X correspondantes au même 
instant t; mais la première y = f(x) est rapportée aux axes dont l'ori-
gine est en g, mobile par rapport à l'onde considérée comme fixe; 
tandis que l'autre y — F(X) est rapportée aux axes dont l'origine est 
en G, fixe par rapport à l'onde qui se déplace. 

On aura par conséquent encore 

ζ =p ·+- Y — y. 

8. Soient maintenant mn, pq les courbes de deux ondes internes 
consécutives, correspondantes respectivement aux profondeurs ρ et 
ρ -h dp\ là hauteur ζ = mm' peut prendre deux accroissements divers 
selon que le temps varie, ou la profondeur. 

Le premier accroissement dX se compose de deux termes, rela-

tifs, l'un cd = ~dX à l'onde interne, l'autre c'd' = ̂ dX à l'onde 

. visible ; ils correspondent tous les deux à l'accroissement 

me = m'e' = dX = — W dt, 

puisqu'on a la relation X = L — W t. 

Cet accroissement ~ dX se rapporte à deux points divers m, d, qui 

se succèdent immédiatement à la distance horizontale dX sur la même 
onde, ou bien au même point m à l'intervalle de temps dt. 

Le second accroissement mp=^-~dp se rapporte à deux points m, 
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p, qui se suivent immédiatement au même instant sur la même verti-
cale à l'intervalle dz en rapporl avec l'accroissement dp

m 

A l'accroissement qui représente à un instant donné, ou bien 

à une abscisse donnée, l'intervalle en direction verticale de deux 
ondes internes consécutives, correspond l'accroissement mq qui re-
présente, dans le même instant, l'intervalle des deux mêmes ondes en 
direction horizontale; ou encore représente la distance de deux points 
sur deux ondes internes consécutives, lesquels à un instant donné 
se trouvent à la même hauteur. 

Appelons, pour abréger, 

d'z l'accroissement mp=z^dp, afin de le distinguer de l'autre ~ dX 

que l'on désignera simplement par dz ; 
d'X l'accroissement mq, pour le distinguer de l'autre me — dX. 

9. Venons à l'examen de l'action produite par le déplacement de 
l'onde visible, et considérons un point quelconque G' au-dessous de 
l'horizontale qui passe par le point le plus bas de l'onde. 

Par l'effet de la gravité et de la réaction du fond, les molécules eu 
H, G', E', sur la même horizontale, se trouveront d'abord respective-
ment soumises aux pressions hydrostatiques, qui ont pour mesure la 
hauteur des colonnes liquides OH, M'G' et E'R\ si la densité du li-
quide est égale à l'unité, comme on le supposera, et comme cela arrive 
approximativement pour l'eau. 

De plus, en vertu de l'égalité de pression en tous sens que possèdent 
les liquides, ces pressions s'exerceront aussi suivant l'horizontale HE', 
de sorte que dans cette direction la molécule en G' se trouvera en 
même temps soumise à la même pression M'G' dans les deux sens 
opposés G'H et G'E'. 

Or, si l'on considère deux molécules consécutives quelconques sur 
la même horizontale, à cause de la continuité et de l'incompressibilité du 
liquide, la pression analogue M'G' à laquelle se trouve soumise cha-
cune des deux molécules se transmettra à l'autre ; les pressions d'une 
molécule vers l'autre étant opposées se détruiront réciproquement pour 
la partie commune à toutes les deux, et finalement l'une des molécules 
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poussera ou tirera l'autre avec son excès de pression et dans le sens 
de cet excès. 

Ces excès de pression, parle même motif de la continuité et de l'in-
compressibilité du liquide, se transmettront d'une molécule à l'autre, 
de sorte qu'en dernier lieu la molécule en G' se trouvera soumise au 
maximum de l'excès de pression qui puisse se déterminer sur l'horizon-
tale HE', et par conséquent se trouvera d'un côté soumise à l'excès de 
pression OH — G'M', et de l'autre à l'excès de pression M'G' — E'H'. 

Toujours encore à cause de la propriété de l'égalité de pression dans 
tous les sens que les liquides possèdent, ces excès de pression s'exer-
ceront tant en direction horizontale HE'qu'en direction verticale G'M'. 

En tout donc, la molécule en G' se trouvera soumise dans le sens 
positif de l'axe des y à l'excès de pression 

(OH - G'M') - (M'G' - E'R') = M'P' - (B'S# - M'F) = A - aYB. 

expression dans laquelle YM. représente l'ordonnée de la courbe de 
l'oiide visible correspondante à l'abscisse L — Wt + oc, à laquelle or-
donnée, comme on l'a déjà vu, on peut substituer l'ordonnée Y

D
, ou 

simplement Y du point D' correspondant à l'abscisse L —· Wt. 
Alors l'excès de pression auquel se trouve soumise la molécule en 

G' en direction verticale aura pour valeur A — 2 Y, et représentera la 
charge, c'est-à-dire l'effort auquel la molécule obéit pour aller re-
prendre sa position de repos ; ou bien encore l'effort qui, en ce point, 
tend à ramener le liquide à niveau. 

Il en sera de même pour tout autre point comme G" de l'autre côté 
de la verticale qui passe par le sommet de l'onde, et comme la hauteur 
de l'onde, d'après ce qu'on a dit, peut être considérée comme la même 
des deux côtés de cette verticale, il s'ensuit que, pour toutes les molé-
cules situées au-dessous de l'horizontale qui passe par le point le plus 
bas de l'onde, la charge à laquelle elles se trouveront soumises en 
direction verticale aura pour valeur A — 2 Y. 

De même, pour chaque molécule Γ située au-dessus de l'horizon-
tale qui passe par le point le plus bas de l'onde, l'excès de pression 
auquel elle se trouvera soumise dans le sens positif de l'axe des y aura 
pour valeur 

(ΟΚ-ΓΪΓ)-Ν'Β; 
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on retranche N'B, parce que, la pression produite dépendant unique-
ment de la colonne liquide sur la verticale qui passe par I', la molécule 
est soumise par en haut à la pression I'N', et par en bas au manque 
de pression I'B, puisque la colonne I'B se trouve sans contraste; en 
d'autres termes, le point I', à cet égard, suivra les mouvements (lu 
point B, qui se trouve soumis à l'action de la colonne la plus grande. 

Or 
(OR - l'N') - N'B = Ok- BN' - N'B = A — 2Y, 

c'est-à-dire la même expression que pour les points G', G". 
Cette expression se réduit . 

Pour Y — — à o, 

Pour Y = ο à A, 
Pour Y = A à —A. 

10. £11 raisonnant d'une manière semblable, dans le sens positif de 
l'axe des ûc, la molécule en G' est soumise à l'excès de pression 

(OH - G'M') +- (G'M' - E'R') = OH — E'R' = H- A; 

et, par analogie, la molécule en G" sera soumise à l'excès de pression 
— A ; ces excès de pression représentent la charge qui, en direction 
horizontale, tend à ramener les molécules à leur position de repos. 

Si, au lieu des points comme G' et G" au-dessous de l'horizontale 
passant par H', on considère les points comme I' qui se trouvent au-
dessus, ces points se trouveront soumis à l'excès de pression 

OR - I'N'-t- NT - ( - I'B) = OR + I'B = Ok =+ A, 

et à l'excès de pression — A pour les points tels que I", comme pour 
les points G', G". 

11. Ces charges cependant se modifient à cause du mouvement. 
Quand une onde passe, les molécules appartenant au même niveau, 

c'est-à-dire à la même couche horizontale très mince dans le liquide en 
repos, viennent l'une après l'autre prendre la même position par rap-
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port à l'onde interne ou visible sur laquelle elles se disposent dans le 
mouvement, de sorte que cëtte onde se transporte parallèlement à 
elle-même en direction horizontale, tandis que les molécules, après 
le passage-d'une onde entière, viennent se trouver à la même position 
qu'auparavant; c'est ainsi qu'a lieu le mouvement apparent du liquide. 

L'onde avançant par un mouvement rectiligne horizontal, chaque 
point de sa courbe effleure successivement toutes les molécules des 
couches très minces contiguè's; car, en s'élevant et s'abaissant, elles se 
portent continuellement contre cette courbe à son passage, pour se 
disposer à leur tour sur l'onde respective à laquelle elles appartiennent. 

Par conséquent, chaque point de cette courbe dans son mouvement 
de translation exerce une action sur les molécules effleurées. 

Si, après cela, on considère un temps très court, les molécules 
effleurées se trouveront comprises dans un intervalle horizontal égalau 
trajet horizontal du point de la courbe, car dans cet intervalle elles 
parcourent toutes très approximativement le même espace horizontal. 

Par suite, chacune de ces molécules éprouvera, pendant un instant, 
l'action du point de la courbe, et s'il s'agit d'un temps très court, elle 
éprouvera en moyenne, pendant tout ce temps, une action qui aura 
pour mesure l'action individuelle du point divisée par une quantité 
proportionnelle à son trajet horizontal dans le même temps, parce que 
cette action individuelle, qui reste constante pendant ce temps, se fait 
sentir également, et par conséquent se répartit uniformément sur 
toutes les molécules comprises d;ins ce trajet, et cela quelle que soit la 
direction suivant laquelle s'exerce l'action. 

Nous disons quantité proportionnelle à son trajet horizontal, parce 
que, dans un intervalle donné, le nombre des molécules effleurées 
varie suivant Γ inclinaison de la tangente à la courbe de l'onde. 

Or une courbe n'est autre chose qu'une suite de points ; par consé-
quent, l'action qu'un arc élémentaire de l'onde exerce sur une molé-
cule pendant tout le temps de son passage auprès d'elle sera égale à 
la somme de l'action moyenne de tous ses points, action moyenne qui 
se fait sentir sur toutes les molécules comprises dans un trajet égal à la 
projection horizontale de cet arc élémentaire, parce que dans cet 
espace de temps tous les points de cet arc élémentaire, et pas d'autres, 
passent auprès des molécules. 
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D'autre part, plus Γ inclinaison de la tangente à la courbe est 
grande, et plus l'arc élémentaire de la courbe dans un intervalle donné 
devient grand; et le nombre de ses points augmente précisément 
comme pour les molécules en contact. 

Par conséquent, l'action ressentie, dans une direction déterminée et 
à un instant quelconque, par une molécule pendant le passage de 
l'onde en contact, sera égale à l'action totale exercée dans cette 
direction par l'arc élémentaire qui, dans cet instant, passe auprès de 
la molécule, divisée parla projeciion horizontale du même arc, ou plus 

généralement divisée par la projection de l'arc élémentaire considéré 
sur la direction du mouvement de translation de la courbe qui exerce 
sa propre action sur les molécules effleurées. 

Et comme ces arcs se suivent immédiatement sans interruption ni 
superposition, l'action de l'onde sur la molécule sera continue; en 
outre, elle aura toujours la même valeur, quelle que soit la longueur 
de l'arc, pourvu qu'il soit très petit, parce que son action totale aussi 
bien que la projection sur laquelle se répartit cette action lui sont 
proportionnelles. 

12. D'après ce qui précède, l'excès de pression verticale auquel, 
dans leur ensemble, se trouvent soumises les molécules disposées le 
long d'un arc élémentaire quelconque de l'onde interne ou visible, 
ayant pour projection horizontale dX, aura pour valeur ( A — 2Y) 
et cette expression indiquera aussi l'action verticale de l'arc élémen-
taire sur les molécules en contact. 

Ensuite, par l'effet du déplacement de l'onde, l'action verticale de 
l'arc élémentaire sur les molécules effleurées en un point quelconque 
aura pour valeur 

<A-aY)rfX , 

c'est-à-dire sera égale à l'excès de pression verticale auquel sont sou-
mises les molécules dans cette direction. 

Horizontalement, chaque arc élémentaire d'onde de hauteur dy et 
de projection horizontale dX subira dans cette direction un excès de 
pression A dy, et pendant son déplacement, l'onde exercera sur les mo-

lécules en contact l'action A abstraction faite du signe. 

Journ. de Math. (3« série), tome VII. — SEPTEMORB 1880. h 
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L'action A ̂  s'exerce évidemment dans le même sens que l'excès 
de pression A, et par conséquent sera de même signe. 

Or, les ondes internes doivent être comme l'onde visible, montantes 
et descendantes pendant les mêmes périodes; car, à cause de la pré-
pondérance décisive de la composante verticale des forces sur la com-
posante horizontale, ainsi que le révèle dans la nature la grande 
différence d'intensité des mouvements dans ces deux directions, 
cette composante verticale détermine principalement la forme des 
ondes. 

D'autre part, comme la charge verticale a une valeur constante pour 
toutes les molécules situées au même instant sur la même verticale, 
l'allure générale des ondes doit être la même pour toutes, sauf la dif-
férence de leur grandeur qui se trouve en corrélation avec la plus 
ou moins grande réaction des molécules, selon les différents points (le 
la masse liquide considérés. 

Alors le > dans la période montante, sera négatif, et vice vena sera 

positif dans la période descendante, c'est-à-dire se trouvera précisé-
ment de signe contraire à l'excès de pression A. 

Par conséquent, l'action A^ et l'excès de pression A devant avoir 

le même signe, on devra, dans tous les cas, adopter — A^ pour ex-

pression de l'action horizontale des ondes sur les diverses molécules de 
la niasse liquide. 

La charge à laquelle se trouveront soumises toutes les molécules de 
la masse liquide en dépendance de la forme des ondes se trouvera 
donc modifiée de la manière suivante : 

Dans la direction verticale A — a Y; 

Dans la direction horizontale — A · 

15. Après avoir ainsi tenu compte des causes inhérentes à la forine 
des ondes, pour le reste, chaque effet, comme on la déjà dit, étant 
proportionné à laucause qui le produit, et vice versa, on pourra regarder 
la force qui anime chaque molécule de la masse liquide par l'effet du 
déplacement de l'onde visible, comme proportionnelle aux susdites 
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charges modifiées, c'est-à-dire l'égaler à 

a(A— 2Y) dans la direction verticale; 

— Λdans la direction horizontale. 

La quantité α doit être la même pour les deux charges, car autre-
ment le principe de l'égalité de pression dans tous les sens, dont 
elles sont déduites, ne se trouverait plus vérifié. 

Cette quantité se déterminera d'après la condition que l'onde visible 
déduite des calculs ait la hauteur A observée, et qu'elle coïncide, dans 
chacun de ses points, avec la courbe de l'onde relevée, oti adoptée 
dans les tentatives de calcul. 

14. 11 est à remarquer qu'en se transmettant de la face verticale d'z 
à la face horizontale d'X d'un élément de liquide d'z χ d'X

r
 les pres-

sions exercées en direction verticale par les colonnes liquides OH 
et E'R' agissent toutes les deux dans un sens sur l une des faces d'X, 
et dans le sens opposé sur l'autre, tandis que la colonne MO', au con-
traire, agit dans le même sens sur toutes les deux. 

Par contre, en direction horizontale, les colonnes OU et E'R'agissent 
l'une dans un sens et l'autre dans le sens opposé sur les deux faces d'z, 
et la colonne M'G', en transmettant la pression qui lui est due, agit 
dans lin sens sur l'une des faces d'z et dans le sens contraire sur l'autre. 

Par conséquent, les colonnes liquides Oïl et E'R' tendent à com-
primer l'élément en direction horizontale et à le dilater en direction 
verticale, et vice versa la colonne M'G', combinée avec la réaction du 
liquide qui se trouve au-dessous, tend à le comprimer en direction 
verticale et à le dilater en direction horizontale. 

Par ces compressions et expansions, les tranches liquides verticales, 
dans lesquelles on peut imaginer divisée la masse liquide en repos, 
s'allongent et se raccourcissent verticalement pendant le passage de 
l'onde, et en correspondance s'amincissent et se gonflent horizonta-
lement, et par suite se plient l'une sur l'autre, engendrant ainsi les 
divers mouvements des molécules. 

15. Passant à la réaction des molécules, on a d'abord à observer 
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que, s'il n'intervient pas d'autres causes, tous les points de la masse 
liquide situés sur la même verticale devraient avoir, dans cette direc-
tion, la même vitesse, comme étant soumis à la même charge. 

Au contraire, comme les faits le démontrent, l'agitation, qui n'est 
autre chose que du mouvement, diminue avec la profondeur, ce qui 
fait que ces points doivent avoir entre eux une vitesse verticale diffé-
rente. 

Quoi qu'il en soit, soit ν la vitesse verticale à la profondeur ζ après 
Je temps t, la vitesse dans la même direction et sur la même verticale, 
c'est-à-dire dans le même instant, à la profondeur ζ -4- d'z, sera 

c-h -jrd s; 

la différence de ces vitesses, savoir la vitesse gagnée par le point infé-
rieur par rapport au point supérieur, sera 

d'za~* 

ou encore la colonne ζ aura, par rapport au point qui est au-des-

sous, la vitesse relative — 4rzd'z. 

Avec cette vitesse relative, la colonne frappe le liquide qui est au-
dessous d'elle ou bien l'aspire, et ainsi se produit cette mutuelle im-
pulsion ou empêchement de mouvement qu'exercent les molécules, et 
qui forment leur réaction. 

Pour la déterminer, il faut remarquer que, suivant la direction ver-
ticale, la colonne s, qui s'appuie sur la base d'X et a comme elle la 
vitesse v

y
 possède la quantité de mouvement ν. 

De même, la colonne 5 -|- d'z possède la quantité de mouvement 
(s -h d'z) ̂  ■+-—^d'z^j, ou simplement » parce 

que l'on peut négliger d'z en comparaison de s. 
Par conséquent, dans l'intervalle de sa hauteur d'z, l'élément de 

masse —-— se trouve avoir gagne dans 1 unite de temps une quantité 

de mouvement égale à la différence des quantités de mouvement 
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communiquées respectivement à ses bases inférieure et supérieure, 
c'est-à-dire égale à 

zd'X β , dvJt\ zd'X zd'X tb ,, 

expression qui, rapportée à l'unité de masse de l'élément, donne 

zd'X dv ,. i»· dv 

et Représente la valeur de la force à laquelle se trouve soumis l'élément 
par cette cause. Mais le coefficient différentiel d'une fonction ne 
change pas par le changement de grandeur de l'accroissement que l'on 
donne à la variable, pourvu que cet accroissement reste très petit. Et 
comme la distance dz de deux ondes internes consécutives, qui à 
l'origine des temps se réduit à dp> peut se représenter par k dp, £ étant 

fonction du temps seulement, on pourra substituer ̂  à et de cette 

façon la réaction des molécules en direction verticale deviendra 

z Tp 

16. La réaction des molécules en direction verticale a pour me-
sure la profondeur du point considéré dans l'endroit où il se trouve, 
multipliée par le coefficient différentiel de sa vitesse verticale par 
rapport à la profondeur. 

Or, si l'on s'en tient à l'observation, la vitesse en direction verticale 
diminue à mesure que ζ augmente; par conséquent, à mesure que ζ 
augmente, la réaction des molécules croit d'un côté et diminue de 
l'autre. 

D'autre part, la vitesse diminue avec la force actuelle, c'est-à-dire 
à mesure que diminue la résultante de toutes les forces, et comme 
la charge reste constante pour tous les points situés sur la même 
verticale, il advient eu définitive que la réaction des molécules en direc-
tion verticale est opposée au mouvement et croit avec la profondeur; 
et le mouvement diminue en correspondance jusqu'à s'éteindre com-
plètement. 
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17. Par analogie, pour la réaction des molécules en direction hori-
zontale, si le même point situé à l'abscisse L-Xa dans cette direction 
la vitesse u, le point situé au même instant sur la même horizontale à 

l'abscisse L — X H- d'X aura dans cette direction la vitesse a -h ̂ r,d X, 

et la vitesse relative du second point, par rapport au premier, sera 

rfXrfX· 

D'autre part, comme on l'a vu, de toutes les colonnes liquides qui 
agissent sur l'élément en direction horizontale, la colonne M'G' est la 
seule qui agisse dans un sens sur l'une des faces dζ, et dans le sens op-
posé sur l'autre. 

La colonne M'G'= ζ est donc celle sans laquelle il n'y aurait pas de 
vitesse relative entre les deux points; par conséquent, la même colonne ζ 
qui règle la vitesse relative des faces d'X de l'élément règle aussi la 
vitesse relative des autres faces d'z, en exerçant sur toutes la inènie 
pression ζ par unité superficielle. 

Et comme la pression de la colonne s sur la face d'ζ est s d'z, la 
réaction des molécules en direction horizontale rapportée à l'unité de 
niasse aura une expression analogue à celle de la réaction en direction 
verticale, 

ëFx "2 TFxlFz ~~ s7f\ — zd'\ 

III. 

18. Les équations du mouvement seront donc, dans la direction 
verticale, 

S = «(A-*\) +
 3
φ 

et dans la direction horizontale, 

Λ=-κΑ5χ + 53λ· 
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Dans ces expressions, il n'est fait aucune distinction sur l'amplitude 

des branches montante et descendante de Ponde, parce que, les équa-
tions du mouvement ayant pour toutes les deux la même forme, il 
n'y a pas de raison pour qu'une branche doive être différente de 
l'autre. 

19. Il reste à exprimer la condition de continuité. 

Évidemment, si le liquide est continu et incompressible, un quel-
conque de ses éléments changera bien successivement de forme suivant 
les diverses positions qu'il occupera pendant le passage de l'onde, mais 
il ne changera jamais de volume. 

Or, un point situé à la distance L — X de la verticale fixe R'E' dans 
le liquide en repos viendra se trouver à la distance L — X + ® decette 
même verticale dans le liquide en mouvement, puisque le point s'est 
déplacé de la quantité -h χ de sa propre verticale. 

De même, un point placé à la distance 

J, -X. + '*<*' X> rfx = F. - χ - dx, 

dans le liquide en repos, se trouvera à la distance 

I. - X + χ + = ι. - x + * - rfx +· dx. 

dans le liquide en mouvement. 
Par conséquent, la distance horizontale des deux points, qui dans le 

liquide en repos était 

(L-Χ-dX) - (L - X) = - dX, 

sera, dans le liquide en mouvement, 

0 _ d x 

c'est à-dire que, dans le passage du repos au mouvement, la distance 
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— dX des deux points se trouvera augmentée de la quantité -f- ̂  dX, 
cc qui du reste est évident. 

Avec les éléments de largeur — dX (abstraction faite du signe) pen-

dant le repos, et — dX 4- ̂  dX dans le mouvement, le liquide res-

tera sans intervalles ni superpositions dans la direction horizontale : 
par conséquent, pour examiner la condition de continuité, on adoptera 

— dX + — dX pour largeur des éléments dans le liquide en mouve-
ment. 

Le liquide restera de même sans intervalles ni superpositions dans 
la direction verticale pendant le mouvement, si l'on a égard aux élé-
ments compris entre deux ondes consécutives, correspondantes respec-
tivement aux profondeurs petp-bdp. 

Alors la hauteur d'un élément quelconque sera le d'z correspon-
dant à l'abscisse L— X-ha?, hauteur à laquelle, d'après ce qu'on a vu, 
on peut substituer celle qui correspond à l'abscisse L — X, savoir 
simplement d'z. 

Si donc on appelle Ε le volume d'un élément quelconque mis en 
mouvement, l'on aura 

Β=(-ή
+
^Α)ή=(-

1+
*)ΛΛ 

Mais afin que la condition de continuité et d'incompressibilité soit 
satisfaite, il faut que ce volume soit constant à chaque temps; il faudra 
donc en égaler à zéro la différentielle par rapport au temps, ce qui 
donne 

dt dX dX1 ~dp P~ y~dXJ d^dX Φ = <>» 

et, en otantles facteurs communs, 

Ίχ}Τρ~~ y~dx)dfdx-°> 

équation qui exprime la condition voulue. 
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20. D'après ce qui a été dit jusqu'ici, les équations du mouvement 
des divers points de la masse liquide seront 

m = ~ΟΛ <ί\+ S Λ· 

W = K(A-^)+2ψ· 
5 =p-l·- Y—γ, 
χ = L - W*, 

d'\c ds / dx\ (l^z 

auxquelles équations il faut ajouter les deux équations générales sui-
vantes : 
9 

da- = udly 

dy =■ vdt. 

Pour chaque point on a donc sept équations entre huit variables, 
χ. jr, ζ, i/, e, l, X, Y et la quantité p% en en éliminant six, on arrivera 
à une relation entre les deux autres variables, la profondeur ρ et les 
données de l'onde, savoir sa hauteur, son amplitude et sa vitesse. 

Le mouvement sera donc parfaitement déterminé en fonction de ces 
données et de la profondeur du point que l'on veut considérer, pourvu 
qu'on donne la profondeur du fond, comme 011 le verra plus loin. 

21. Mais, comme il est facile de le voir, la réduction des sept équa-
tions à une seule, quand même cela serait possible, serait si difficile et 
conduirait à des résultats si compliqués, qu'il faudrait renoncer à toute 
idée de poursuivre l'opération par ce moyen. 

Pour arriver à la solution du problème, ce sera donc le cas de la 
chercher approximativement par la méthode dite de faussa position, 
en commençant par attribuer à quelques-unes des variables des ex-
pressions telles qu'elles concordent assez bien avec la réalité des 
choses. 

Dans ce sens, considérant que le mouvement des molécules est oscil-
latoire, et que le moyen le plus convenable de le représenter est d'em-
ployer une fonction de sinus et de cosinus, avec là combinaison desquels 

Journ. <fe Math, (3E série·), tome VII. — SEPTEMBRE 1881. 4o 
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«η arrive à exprimer toute sorte d'oscillation, on peut d'abord supposer 
que la courbe de l'onde visible soit une sinusoïde, comme du reste l'a 
considéré Laplace quand il a donné les lois de propagation horizontale 
d'une onde inince suivant la théorie du mouvement orbitaire. 

L'équation de la sinusoïde est la fonction la plus simple dont le 

^ se réduise à zéro aussi bien pour X = ο que pour X = L, comme en 

effet cela arrive <jms la nature, où la vitesse verticale est nulle au 
sommet et au point le plus bas de l'onde; par conséquent, quelle que 
soit la vraie courbe de l'onde, la sinusoïde s'en approchera au moins 
dans le voisinage de ces deux points. 

D'ailleurs, si l'on observe les ondes quand a cessé l'action des forces 
qui les ont produites, et quand elles ne se trouvent pas modifiées» 
sensiblement au moins, par la réaction du fond ou des rives, ou par 
le croisement d'autres ondes provenant d'une direction différente; en 
d'autres termes, si les ondes ne sont en aucune façon dérangées, pré-
cisément comme 011 le suppose dans la question dont il s'agit, dans ces 
conditions, on voit que leur forme concorde assez bien avec celle de 
la sinusoïde. 

L'équation de la courbe de l'onde visible serait donc 

Y=£(.+co»i4). 

Après cela, si l'on examine les expressions de^ et
~^' φ" repré-

sentent la valeur de la force actuelle qui sollicite un point quelconque 
dans les deux directions horizontale et verticale, on voit qu'elles ont 
la même forme pour tous les points. 

En outre, l'observation montre que l'agitation décroît à mesure 
que la profondeur augmente ; de sorte que les forces actuelles qui les 
produisent diminuent aussi quand ζ croît, jusqu'à devenir nulles à la 
limite de l'agitation. 

Enfin,.la charge à laquelle sont soumises les molécules dans la di-
rection horizontale change pour toutes de signe sur les verticales qui 
passent par le sommet et par les points le plus bas de l'onde. 

Tout cela revient à dire que les ondes internes conservent une cer-
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taine ressemblance avec l'onde externe et qu'elles se trouvent toutes 
comprises entre celle-ci et une ligne droite horizontale qui représente 
l'onde interne à la profondeur où l'agitation du liquide ne se fait plus 
sentir. 

Par conséquent, si l'on appelle a la hauteur de l'onde interne corres-
pondante à la profondeur/?, on peut admettre que l'expression de/ 
soit de la même forme que celle de Y, dans laquelle on substitue seu-
lement a k A, c'est-à dire soit 

/=^
,
+«ΜΠ

Ί:
). 

Avec ces valeurs de Y et de/% celle de ζ sera 

ζ = ρ -ι — I ι -f- cos π j J, 

expression qui, en ce qui concerne les erreurs commises sur Y et y, n'en 
contient que la différence. 

22. Si de ces expressions on tire les valeurs des divers facteurs qui 
entrent dans les équations du mouvement, on a 

A — 2Y = — A cos π y j 

rfS - ~ ;r.s,niIr 

dv T,T dv τ,, απ. λ 

ψ = 2^ Ε 8ΐηπ L' 

et les équations du mouvement deviendront 

du . a π · λ , Λ— a ( ;>./> , \ \ du 

— = — « A COST: r + W —-- 7 H 1 4- COST: Ρ- -7- r sin π τ ; 
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expressions dans lesquelles dt= — ψ ·, on en déduit u et v, pour 

des profondeurs déterminées, exprimés au moyen de la seule va-
riable X. 

23. En ce qui dépend des lignes trigonométriques, si l'on divise l'am-
plitude de l'onde en quatre intervalles égaux à partir de X = L jusqu'à 

X = — L, le facteur siiur j sera positif dans le premier et le deuxième 

intervalle, et négatif dans le troisième et le quatrième : COSTT-J- sera au 

contraire positif dans le deuxième et le troisième, et négatif dans le 
premier et le quatrième. 

En conséquence, en ce qui regarde le déplacement de l'onde visible, 
action qui, en déterminant le mouvement, prédomine sur la réaction 
des molécules, qui ne fait que la modifier, en direction horizontale, 
cette action sera positive dans le premier et le deuxième intervalle, et 
négative dans le troisième et le quatrième. Dans la direction verticale, 
au contraire, cette action sera positive dans le premier et le quatrième 
intervalle, et négative dans le deuxième et le troisième. 

En d'autres termes, savoir la force actuelle qui produit le mou-

vement en direction horizontale, de positif devient négatif en pas-
sant de la période montante de l'onde à la période descendante, 
dans laquelle période X est négative ; en outre, sa valeur est nulle, 
c'est-à-dire, la vitesse dans la direction horizontide est un maximum 
ou un minimum sur les verticales qui passent par X = L et X = o, 
c'est-à-dire par les points les plus bas et par le sommet de l'onde. 

Et comme, dans les points voisins de X = L, l'abscisse X diminue 

quand le temps croît, et sin π -j- de négatif devient positif, par cejte 

raison, u aura une valeur minimum, et vice versa elle aura une valeur 

maximum dans le voisinage de X = o, parce que, X diminuant, sinir γ 
de positif devient négatif. 

Le au contraire, de positif devient négatif, en passant du pre-

mier au deuxième intervalle, et vice versa, de négatif devient positif, 
en passant du troisième au quatrième; dans ces passages, il devient 
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nul, ce qui revient à dire que la vitesse en direction verticale est un 
maximum ou un minimum sur les verticales qui passent par le milieu 
des demi-amplitudes de Tonde, et sera un maximum pour X = et 

un minimum pour X = — - · 

En outre, dans le trajet d'une onde entière, les accroissements du et 
(h passent symétriquement par des valeurs égales et de signes contraires. 

Tout cela explique que le mouvement des molécules est orbitaire, 
et qu'à un maximum ou minimum de vitesse dans une direction cor-
respond une vitesse nulle dans l'autre. 

Quant à la réaction des molécules, il faut remarquer d'abord que, 
à cause de dX. = — Wdt, on a ~ et le terme qui le con-

tient comme facteur dans l'expression de ~ deviendra de signe con-

traire à c'est-à-dire qu'il deviendra négatif dans le premier et le 
deuxième intervalle, et restera positif dans le troisième et le quatrième. 

En second lieu, la hauteur a de Tonde interne, d'après ce que l'on a 
vu, diminue à mesure que ρ augmente, de sorte que sera toujours 
négatif, et le terme qui le contient comme facteur dans l'expression 
de > à cause aussi de l'autre facteur sinrc ^-> deviendra négatif dans 

le premier et le deuxième intervalle, et restera positif dans le troisième 
et le quatrième. 

En d'autres termes, aussi bien dans la direction horizontale que 
dans la verticale, la réaction des molécules sera toujours négative 
pendant la période montante de Tonde, et positive, au contraire, dans 
la période descendante, comme du reste on pouvait le prévoir en ob-
servant le mode suivant lequel se comportent les tranches verticales 
et. horizontales du liquide; c'est-à-dire, comment elles s'allongent ou 
se raccourcissent, et' quel est l'effet produit par leur allongement et 
leur raccourcissement. 

IV. 
24. Du moment que ces équations subsistent pour une valeur quel-

conque de z, elles subsisteront encore pour les molécules à la sur-
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face du liquide, pour lesquelles ζ = ο; et dans ce cas elles devien-
dront 

r/U α A2 π . . X 

rfX ~ W AcoSîr ]/ 

En les intégrant et en observant que 

U = — — — W — et V= —= -M7-» 

on aura, pour la première, 

U = W-, — COSÎÎ Ύ 4- const. ; 

clans cette équation, pour 

X = -» U = o, const. = ο, 

dX ~~ W2 2 C0S7r L; 

χ = — -γττ- sin 3Γ τ 4- const : 

dans celle-ci, 
X=L, a?=o, const. = ο. 

Pour la seconde équation on aura 

ou pour 
V = — A — βιηπ-τ 4- const.; 

Χ = L, Y = ο, const. = ο 

dX ~ W2 Î Sm7I L; · 

ν α , Ls Χ 

et puisque pour 

X = L, Y= o, const. = 4- A 
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et alors 
Y — A ί ι H- COSJT j )· 

Mais pour 
X = ο ... Y = A, 

"par suite 

α— a h*' 

et l'on aura définitivement 

,, .... A2 π2 \ 

.r ~ r r Slll 77 T, 

V = W-rsinsr. 

γ = 4-
C
„

SI
>), 

comme l'équation dont on était parti. 

25. La valeur de la quantité α — ~ ^ est caractéristique; on peut 

la considérer comme la moitié de la force vive de l'unité de niasse avec 
la vitesse W de propagation des ondes, divisée par le carré du rayon 
du cercle qui a pour circonférence l'amplitude 2L de l'onde, le long 
<le laquelle les molécules accomplissent leur révolution. 

Il était, du reste, bien naturel que la valeur de a dût être formée 
par ces éléments, car, en évaluant les charges et leurs modifications, 
on avait déjà bien tenu compte des dimensions en hauteur de l'onde 
visible et de la forme des ondes en général, mais il manquait encore 
d'introduire dans le calcul leur amplitude et leur vitesse, choses qui 
doivent exercer une influence bien décisive sur l'intensité due au dé-
placement de l'onde visible. 

En outre, le produit de la quantité « ainsi obtenue, par chacune des 
deux charges trouvées plus haut, constitue une vraie force, puisqu'il 
en résulte la moitié d'une force vive divisée par un espace linéaire, et 
multipliée par le rapport de deux lignes, dont le numérateur est la 
charge. La proportionnalité de a aux forces qui représentent l'action 
produite par le déplacement de l'onde visible est donc admissible. 
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26. Si 1 'on passe maintenant aux molécules clans l'intérieur de la 
masse liquide, l'équation de leur mouvement dans la direction verti-
cale deviendra, d'après la valeur trouvée de a, 

dv ...Ait5 X A — ai 2 ρ X\ da π . X 

Eu intégrant, on aura 

ν = W- j-ί>ιηπ j- Η- ροοαπγ 

4 T-COSÏÏT- Η —COS'IRR 4-const. 

Pour X = Ε, ν = ο ; par suite 

const. = Η i-P-t ; τ- -» 

et, à cause des relations 

V Ν 1 ~~' COS27TR 

et 

η A . FT Λ L 

on aura 

5x = -1 LsmnL -tç w(/+C0S"eJ 

~ w ττΡ ν
 + cos,iL) + 4w — ττΡ (' - ζ)· 

En intégrant, 

y = -COMTE - IWdp\P
 +
 — )

X
 ~ Γννφ(f + — b

sm,t
 Î7 

-h jyjTr J~( X SU127TR -h const. 
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Pour Χ = L., .y = ο; par suite, 

const. - + - + ^SXdp [Ρ
 +

 ~J~) ~ pv ~T" 'jcIjj 

et par conséquent, en réduisant, 

r = A ' ■+ co.*
r

) + + j _ )(T. · - X, 

~ ÏÏWtp{p + — η ; Ηη* Π - w — ÎÇ r*s,n2π
 L ' 

Mais, pour X — o, on doit avoir jr -- a; par conséquent, 

°~ dplf^ 8^A fl
']aW' 

d'où 

d(A — a) 2 W dp 

équation différentielle homogène; pour l'intégrer, il suffira de faire 

(A — a) = yp
v 

d'où 
d(A — a) — ρ d-Q H- qdp. 

Eu substituant ces valeurs et en réduisant, on aura successivement 

dp_ __ (M" 8η)^Τ| _ _ (h, oW r/η 

η iW-ΙΛ MW 3 + r, Γ'" 

_ h dj) ?.W \~17~ ST|.) 

Journ. de Math. [Ί* série), tome VII. - SEPTEMBRE I88I . 4« 
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En intégrant, on aura 

—γ—\ogp = log»; - -jj~I°g( ι - + const.; 

passant aux nombres, substituant à η sa valeur et réduisant, on ob-
tient 

(A-a)conet.-j»'· -) . 

Pour la détermination de la constante, il faut remarquer que, tant 
qu'il y a mouvement, il y a aussi réaction des molécules, et vice versa. ' 

Or, si grande que soit la profondeur, la vitesse pourra bien devenir 
très faible, mais elle ne pourra jamais s'éteindre complètement, parce 
que le coefficient différentiel de la vitesse verticale par rapport à la 
profondeur, qui constitue l'autre facteur de la réaction des molécules, 

ne peut jamais se réduire à zéro, attendu que ~ = ο est le symbole 

distinctif d'un maximum ou d'un minimum de vitesse, dont il n'est 
pas question ici, et non pas d'une vitesse nulle. 

Du reste, quelle que soit la profondeur du liquide, chacune de ses 
molécules est soumise à l'excès de pression àz A en direction horizon-
tale, et A — 2Y en direction verticale; l'effet de ces forces est bien 
paralysé plus ou moins par la réaction des molécules en mouvement, 
mais ilne peut pas rester entièrement détruit, parce qu'il n'y a pas de 
réaction là où il n'y a pas mouvement. 

Donc le mouvement ne cessera qu'à des profondeurs infinies, pourvu 
que s'y prête l'extension des colonnes liquides. 

En réalité cependant, le mouvement s'arrête au fond sur lequel re-
pose le liquide, car là, à cause du manque d'élasticité, à chaque 
instant la composante des forces normale à la surface du fond sera dé-
truite ; les molécules qui y sont en contact ne s'en détacheront pas, 
et la hauteur de l'onde interne y sera nulle. 

Par conséquent, si Ρ représente la profondeur du fond au-dessous 
du liquide, la constante devra être telle, que pour ρ = Ρ on ait a = o, 
et l'on aura par conséquent 

A const. = Ρ L f -j- ι - ^ ρ 1 > 



PROPAGATION VERTICALE DES ONDES. 3a3 

<l'où 

-(fr( ij,w · 

Pour ρ = ο, le rapport prend la valeur qui se réduit à 

£ en le tirant de l'expression de ̂  savoir du rapport des 

différentielles du numérateur et du dénominateur. 

Par consequent, la quantité 8 —— varie entre g ρ et -y- · 

Quant à la valeur de l'observation montre que l'onde se brise 

quand, elle arrive sur des profondeurs à peu près égales a sa propre 
hauteur; ceci revient à dire que, par défaut de profondeur, elle doit 
avoir ressenti déjà des perturbations avant d'arriver à ce point; en 
d'autres termes, pour se développer clans des conditions normales, 
comme 011 le suppose dans la présente question, l'onde a besoin de pro-
fondeurs suffisantes, plus grandes que A. 

A cause de cela, ρ sera une fraction d'autant plus petite que Ρ sera 

plus grand, et ses limites extrêmes seront ο et 1. 

La valeur de — ensuite, comme 011 le verra plus loin, reste com-

prise entre les limites i et > environ. 

A l'aide de toutes ces valeurs limites, on arrive à reconnaître que le fac-

-y-yy "TA— ) est Pr^s t0lltes les fois qu'il s'agit 

dfc points situés à une certaine distance de la surface du liquide, pour 

lesquels —— est proche de son minimum. 

Ce même facteur est encore voisin de l'unité, oscillant entre o, 851 

et I,25O, quand est près de son minimum, quand même -—- se-

rait, au contraire, voisin de son maximum. 
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Enfin, ce n'est que dans les cas d'ondes très rapides et de peu d'am-
plitude, et de points situés à de très petites profondeurs, que·ce rap-
port acquiert une certaine grandeur, de i, 60 à 4,00 tout au plus, selon 

que ρ a une valeur maxima ou minima. 

Si l'on considère cependant que ce facteur a un exposant fraction-
naire, de sorte que sa valeur se rapproche encore davantage de l'unité, 
et, d'autre part, que, quand il s'agit de points à une profondeur très 
petite, pour lesquels ce facteur s'écarte davantage de l'unité, l'autre 

■ 

facteur ( pj sera faible, leur produit sera faible aussi, et il n'y aura 

pas alors une grande différence à prendre pour 

une valeur approchée. 
Par toutes ces raisons, en pratique, on pourra le considérer comme 

égal à 1, et poser 

· = λ|,-({)'} 

Cette expression simple de a se déduit immédiatement de l'équation 
Ο 

différentielle originaire, dans laquelle 011 néglige la quantité g (A — a ), 
qui, dans la plus grande partie des cas, est très petite en comparaison 
de p. 

27. Des données obtenues sur les ondes mesurées, on déduit que le 

rapport -j— varie de ^ à ^ environ, et généralement reste compris entre 

^ et c'est-à-dire que les décroissements de a varient, suivant les cas, 

comme les racines cubiques ou carrées du rapport ρ · 

Cela montre comment, même dans le cas des plus grandes valeurs 

de la valeur de a décroît tout d'abord rapidement de manière à 

se réduire considérablement à peu de distance de la surface du liquide; 
puis, cette même valeur décroît de moins en moins rapidement, pour 
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se maintenir à peu près constante jusqu'à de très grandes profondeurs, 
s'il en existe. 

28. Ayant ainsi obtenu les valeurs de a et de en fonction de ρ, 

on peut les substituer dans les expressions de ν et y pour en tirer les 
valeurs correspondantes à des valeurs déterminées de X. 

On peut aussi les substituer dans les équations du mouvement en 
direction horizontale, pour en tirer les valeurs de u et de a? après avoir 
exécuté les intégrations nécessaires. 

Mais le calcul deviendra plus simple et plus exact en même temps, si, 
à l'action du déplacement de Tonde visible et à la réaction des molécules, 
on substitue la force actuelle capable par elle seule de produire le 
même mouvement, c'est-à-dire substituer la force 

— ΝΤ> — τ sin7Tr = — W Τ Η SUIT: R 

en direction horizontale, et 

^UCOSTTT- = W -R?COSÎRR 

en direction verticale, pareillement à ce qui arrive pour Tonde visible, 
pour laquelle la réaction des molécules est nulle. 

Alors il suffira de substituer α à A dans les expressions trouvées plus 
haut pour les molécules à la surface du liquide, et ainsi Ton aura 

tt = WTn C0S7I R > 

x = -y r sin π -r 3 

ν ~\N - r sinrc 

l + COM*)· 

Ces valeurs démontrent que le mouvement en direction horizontale 
est proportionnel au carré de la hauteur de Tonde sur laquelle se trouve 
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la molécule considérée : en direction verticale il est simplement pro-
portionnel à la première puissance de cette même hauteur. 

Les vitesses suivront donc, dans un certain rapport, la loi de varia-
tion de a. 

29. On pourrait aussi obtenir la valeur de χ eu intégrant l'équation 
qui exprime la continuité et l'incompressibilité du liquide. 

Mais, à part les difficultés que l'on pourrait rencontrer dans l'opé-
ration, il faut remarquer que, du moment qu'il faut renoncer à une des 
équations originaires à cause de la nouvelle relation introduite en se 
donnant les expressions de Y et y, il est préférable de s'en tenir aux 
équations du mouvement pour calculer la valeur de x, parce qu'elles 
la donnent en rapport avec la force horizontale, ce qu'il importe pré-
cisément d'obtenir. 

Dès lors, l'équation de continuité ne sè trouvera plus parfaitement 
satisfaite, et la différentielle du volume de l'élément par rapport au 
temps, d'où l'on a obtenu cette équation, fera connaître l'erreur pro-
venant des valeurs dey et de χ obtenues comme il a été dit plus 
haut, savoir l'excès ou le défaut de volume que l'élément présente en 
comparaison du volume qu'il devrait avoir dans chaque point. 

Le coefficient différentiel 

dE ' d1 χ dz / dx\ d2s I .y , 

se trouve exprimé au moyen du volume absolu dXdp. 
Comme il importe que ce coefficient soit exprimé par rapport au vo-

lume (avec son propre signe) que l'élément a dans la position même 
où il se trouve, il suffira de multiplier et de diviser en même temps 
dXdp par (— dX -+- dx) d'z. 

On obtient 

dxdP- al('~ dx + *») d z 

= - rfT" {~dx + d*)d'z 

= — dX-i-ch)d'z, 
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en observant que le rapport — dx est très approximativement égal à 

Γ unité. 
Par conséquent, on aura 

dX=-[dV-{l-dt)d?m.7k\[-dX + d
*
)d

*· 

Le coefficient 

^ d*x ( dx\ d*z dp 

indique le degré de grandeur de l'erreur, et offre le moyen de cal-
culer de combien un coté dé l'élément se trouve plus allongé ou plus 
raccourci qu'il ne devrait l'être au point où il se trouve, quand 011 
donne l'allongement ou le raccourcissement de l'autre côté. 

En y substituant leurs valeurs à chacune des quantités, c'est-à-
dire 

dp da 

dpdX" ΙΓφδΐη7Γϋ' 

dx a5 π2 Χ 

et 

d'x a* π3 . X 

on obtient 

% a' ir1 ■ X it I + IPCOS*L . X 

et puisque 

a2 it . X 1 

dp L PL __ L . ·ψ 
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on aura 

, 8ΐηπ = r .τ cos π -

Pour Χ = L et Χ = ο, on a â = ο; la condition de continuité est 
donc toujours parfaitement satisfaite sur les verticales qui passent par 
les points les plus bas et par le sommet de l'onde. 

Pour X== â prend la valeur maxima 

4 17 L ÏFT75 

A mesure que ρ augmente, cette valeur diminue, et d'autant moins 
rapidement que ρ est plus grand ; par conséquent, à son tour, elle a un 
maximum qui correspond kp = o, et dont la valeur est 

y _ £ +1. 

c'est la limite extrême de l'erreur. 
Pour ρ = Ρ, la valeur de â' devrait être nulle, parce que là la hau-

teur de l'onde interne est égale à zéro ; au contraire, elle devient 

V _ it AW 

Cette différence, qui provient de ce qu'on a posé == 1 » fait v°ir 

que la véritable erreur sera encore plus faible que celle que l'on a 
trouvée. 

Eu égard à la petitesse de A, de W et de π par rapport à L, on voit 
que la valeur de sera très petite, pour peu que l'onde atteigne une 
certaine amplitude aL; elje sera, en outre, d'autant plus petite, que 

l'onde se développera sur des profondeurs d'une certaine grandeur. 
Dans le cas particulier qui sera traité dans la suite, on a 

Pour pz=^o δ'4 —. 0,03^8, 
Pourj3=iul δ':=ο,οο35, 
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^c'est-à-dÎPeSdéjà moins de ~ de δ',, 

|PourjD = P δ, = 0,000014. 

^^Cïbnisidérant en outre que l'erreur varie entre zéro et le maximum 
relatif et d'un autre côté que l'erreur calculée est plus grande 
que l'erreur réelle, on doit conclure que, avec les valeurs de χ et de y 
qu'on a prises, la condition de continuité est suffisamment bien satis-
faite pour les ondes d'une certaine amplitude, "qui sont précisément 
celles qui intéressent davantage l'ingénieur. 

Et, quand même, pour les petites ondes, le coefficient & serait plus 
élevé, les mouvements des molécules sont alors si faibles, surtout en 
direction horizontale, qu'au point de vue absolu, dans les cas ordi-
naires de la pratique, on pourra encore conserveries mêmes valeurs de y 
et cle a?, qui, à cause de cela, peuvent être adoptées dans tous les cas. 

La faiblesse des erreurs trouvées en adoptant pour l'onde une forme 
approximative confirme la justesse du procédé qu'on a suivi. 

50. On doit remarquer la particularité que l'erreur de volume des 

éléments représentés par ~ est toujours positive, aussi bien dans la 

période montante que, dans la descendante, comme on peut facile-
ment le reconnaître, en observant que, pour X négatif, les deux fac-

teurs sin π ^ et χ du coefficient — $ et de (— dX H- dx), largeur de l'é-

lément, changent tous les deux de signe. 
Cela indique qu'avec la valeur adoptée de y et avec celle de χ que 

l'on en a déduite, chaque élément de volume absolu (dX — dx)d'z 
possède à chaque instant un excès de volume qui ne devrait pas se 
présenter si la condition de continuité était parfaitement satisfaite. 

En d'autres termes, afin que cette condition fut toujours complè-
tement satisfaite, il faudrait en chaque point raccourcir l'un ou l'autre 
côté de l'élément, ou tousles deux ensemble, en corrélation avec 
l'excès de volume qu'il présente à ce même point; ce volume se ré-
duit à zéro au sommet et aux points les plus bas de l'onde, et 
acquiert une valeur maxima au milieu de la demi-amplitude de l'onde. 

Ceci posé, il est à remarquer que, si l'on réduisait même d'une ma-
Journ. de Math. (3· série), tome VII. — OCTOHHE 1881. /,2 
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nière sensible, d'après la même loi, les ordonnées seules des ondes, les 
valeurs de χ que Ton obtiendrait avec les nouvelles courbes ne diffé-
reraient pas sensiblement de celles qu'on a déjà trouvées, attendu que le 

seul facteur variable, qui entre dans l'expression de l'action du 

déplacement de l'onde visible en direction horizontale, et qui avec la 
sinusoïde a pour valeur 

r sinrr τ- > 

changerait très peu, à cause de la petitesse du rapport limite y- · 

Suivant les observations faites, le rapport γ descend bien souvent 

au-dessous de o,o4; généralement il est compris entre 0,06 el o, i3,et 
très rarement il dépasse cette dernière limite. 

Par conséquent, en portant les réductions sur les ordonnées, les 
vraies courbes des ondes devraient être plus déprimées vers le milieu 
des deux branches que ne le sont les sinusoïdes, 

Cela est parfaitement d'accord avec ce que l'on observe dans la na-
ture, où les courbes des ondes visibles apparaissent un peu plus minces 
et plus aiguës à leur sommet et plus plates dans le creux, abstraction 
faite, bien entendu, de la forme plus aiguë que les ondes présentent 
dans des circonstances spéciales, comme, par exemple, quand elles se 
forment sous l'action du vent. 

D'après cela, si l'on représente par dX l'augmentation de longueur 

du côté d'z correspondant à l'augmentation de volume ^gdX. de l'é-

lément à un instant donné, la somme de toutes ces augmentations dX 
sur une verticale donnée à partir du fond jusqu'à l'onde interne cor-

respondante à la profondeur ρ, c'est-à-dire I dX, fera connaître en 

chaque point de. combien il faut raccourcir l'ordonnée de la sinusoïde 
correspondante, afin d'avoir la courbe de l'onde corrigée, ou, pour 
mieux dire, plus approchée. 

La nouvelle ordonnée s aura pour valeur 

ε=γ-Χ. 
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Ën procédant d'une manière analogue, 011 arrivera à l'approximation 
que l'on vent. 

Or, par rapport au volume (— dX +- dx) d's de l'élément avec son 
propre signe, on a 

— — — oV ■ - dX 4- dx)d'z, 
par suite, 

d\ = - U Z =- jjjp
 lp

 - [l - gjj) ]ψ. 

ou encore 

a2 ic» 2 da ' 1 C0STr L . X 

-Ιι + ΪΓ·μι)Γ»Ι™πΙ Φ· 

d'où 

λ=-ΤΡ8,ηπΕΛ — 2 (,ρ; +(ρ) J ψ . 

+ 8PsinII rJ
a

 β f/" 

4- ττι cos τι γ- δίηπ τ I a2 da -+■ -τ τι da Λ- const., 

puisque à /> correspond a, et que pour ρ — Ρ, a = ο. 
Eu observant en outre que, pour ρ — Ρ, >.·= ο, on aura définiti-

vement 

4 L3 Sl1171L ( 2W4-L 2* 

4W 4- L J 24 L3 Slïl7f L 

4 τ-, δΐηπ-τίοβπτ H- - r smff T · 

A X — L et X = ο correspond toujours λ = o. 
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Dans le cas de X = auquel correspond Γ augmentation maxima 

du volume des éléments," et par conséquent le raccourcissement 
maximum de l'ordonnée de l'onde sera 

Γ) 2w+L Ϊ* 

L ρ ΪΙ ι. + Α3 ΠΊ Α Κ 

A la surface du liquide pour laquelle ρ = ο et a = A, on aura 

λ· "" 4 L8 \ aW-t-L 4~ 4W -+-L/ 24 L» + a L* 

En faisant l'application de cette formule au cas numérique traité plus 
loin, on obtient 

λ', = οω,45ι, 

et, par suite, l'ordonnée du milieu des branches de l'onde visible qui, 
avec la sinusoïde, était de 4m>000 avec la courbe corrigée, devient de 
3ra,54ç). 

31. En substituant y -h - à y dans les expressions 

χ — r rsinrïT> 

J'=f(,+C0i"ti)· 

c'est-à-dire en élevant de la quantité ^ l'origine des coordonnées, on 

obtient 

' « Y" ·+" —j—r X2 — I, 

équation qui montre que, en adoptant les sinusoïdes pour courbes des 
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ondes, les trajectoires des molécules sont des ellipses ayant 

Le demi-axe vertical — -, 

Le demi-axe horizontal —7 — =- , 

b dénotant Taxe horizontal. 
La valeur des axes de ces orbites s'obtient également à l'aide des 

expressions de χ et dey, dans lesquelles on fait respectivement 

K=- et X = o. 

52. Si l'on représente par q la profondeur rapportée au niveau 
moyen de la surface du liquide, savoir à la surface du liquide en repos, 
on aura 

-ΧΓ α* π2 

et, par rapport à ce niveau, la profondeur à laquelle se trouve 

L'extrémité inférieure des orbites est... q ~ρ 

Leur centre q = ρ H 1 

Et leur sommet - q" = p-\- — — «. 
2 

La vitesse horizontale maxima a lieu : 
* 

A la profondeur q, à l'abscisse X = L, où elle a pour valeur 

ιι, _- Wj j-2; 

A la profondeur q", à l'abscisse X = o, avec une valeur 

,h = +V/j
O> 

c'est-à-dire égale et en sens contraire à celle qui correspond à la pro-
fondeur q. 
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La vitesse verticale est maxima à la profondeur q\ et a pour valeur, 

=+W- r à l'abscisse Χ = ^, 

et 

= — W - ~ à l'abscisse X = — -, 

c'est-à-dire égale et en sens opposé à celle qui correspond à l'abscisse 

X — — * 

y. 

35. En résumé, on tire les conclusions suivantes : 
i° Les ondes visibles d'une masse liquide y déterminent des ondes in-

ternes d'une hauteur de plus en plus petite à partir de la surface jusqu'au 
fond, toutes de la même amplitude et d'une certaine ressemblance entre 
elles. 

2° Les molécules ont un mouvement périodique et décrivent des orbites 
dont le grand axe est vertical. 

?)" Les ondes internes et l'onde visible, ainsi que les orbites des molé-
cules situées sur la même verticale dans le liquide en repos, sont toutes 
des courbes synchrones et isochrones. 

Si l'on admet que les courbes des ondes internes et de l'onde visible 
soient des sinusoïdes simples de l'équation 

.r = 2^1 H-COST:
 f

J> 

la hauteur des ondes internes est 

•A-af: 
La vitesse des molécules, à un instant déterminé t = -ψ- > est : 

En direction horizontale u = W %· cos π 

En direction verticale ν = W - r- sin π γ · 
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Les orbites sont des ellipses représentées par l'équation 

4/s + Tn*s='. 

rapportées à leur centre. 
Les courbes des ondes, après une première correction, ont pour 

équation 

° = 2\
 cosjt-j-J ζ ps.nji j-

χ (Ρ-ρ)- aW_hL - ïw h 4\V+i; îE 

7 rr smïï T f-.smir r costît- r si η 7: T · 

54. De ces conclusions découlent les corollaires suivants : 
La vitesse est dirigée : 
Horizontalement dans le sens de la marche des ondes dans le 

deuxième et le troisième intervalle, et en sens contraire dans le premier 
et le quatrième; 

Verticalement, elle est dirigée de bas en haut dans la période mon-
tante, et de haut en bas dans la période descendante. 

Les vitesses, dans les deux directions horizontale et verticale, ont 
respectivement deux maxima égaux et en sens opposés ; ceux en direc-
tion horizontale se trouvent à des profondeurs différentes. 

À la vitesse maxima dans une direction correspond une vitesse 
nulle et un déplacement maximum dans l'autre. 

♦La vitesse a une valeur maxima : 
En direction horizontale, sur les verticales qui passent par le sommet 

et par les points les plus bas de l'onde; 
En direction verticale, sur les verticales qui passent par le milieu des 

demi-amplitudes de l'onde. 
Les vitesses et les déplacements maxima des molécules sont et 

correspondent respectivement aux profondeurs et aux abscisses sui-
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vantes : 

Χ= L, ι=ρ+Ί, U,=-JV
TP

,
 r, = — 3 ' 

Χ = ο, u
2
 = 4-WJ ρ, 

Χ = -,
 ?==/

,+ __, c, =+W - j-> *,=-ΙΓ 

Χ=--> ?'=/
,+ _—, f» =—w -

 Γ
 ·, = Η-

ΤΙ
. 

55. Comme on le voit, le mouvement des molécules est orbitaire, 
ainsi que l'a pressenti Newton, en disant qu'il avait lieu per circulum : 
bien entendu, le grand géomètre n'a jamais voulu dire par là que 
les trajectoires des molécules fussent des cercles parfaits, mais simple-
ment que les molécules retournaient périodiquement à la même po-
sition, sans quoi il y aurait transport de liquide dans le sens de la 
inarche des ondes, ce qui est contraire aux faits observés. 

Par un procédé graphique et en partant de considérations purement 
géométriques d'invariabilité du volume de la masse liquide agitée par 
des ondes, le colonel Eniy en a décrit, comme on l'a vu, le mouve-
ment. 

Ses appréciations étaient justes quant à la nature du mouvement, 
mais naturellement le procédé qu'il a suivi ne lui a pas permis de le 
mesurer, et ne devait donner autre chose qu'une idée générique du 
mode suivant lequel le phénomène devait s'accomplir. 

56. Voulant passer, à quelque application pratique, on doit noter 
d'abord qu'on n'a pas d'observations complètes d'ondes dans la Mé-
diterranée. 

Parmi celles qui furent mesurées dans les autres mers, on choisira 
celle qui a été relevée par Scoresby sur l'Atlantique du Nord, pour 
laquelle 

A=8m,oo, L= W= ι4"',6. 

On choisit cette onde de préférence à d'autres, d'abord parce que, 
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indépendamment du grand soin de l'observateur, c'est celle qui se 
rapproche davantage des plus grandes de la Méditerranée, et ensuite 

parce que le rapport =1,12 s'approche, sans le dépasser, du coef-

ficient limite i,a5 donné par la formule d'Airy, W = \,2*>\[2Ϊ^ dans 
le cas de très grandes profondeurs. 

La profondeur de l'Atlantique du Nord, sur la plus grande partie de 
la ligne entre Liverpool et Boston, le long de laquelle Scoresby fit ses 
observations, peut être évaluée à 2000 brasses anglaises environ, comme 
011 le relève sur la Carte de la Géographie physique de la mer, par 
Maury; on peut donc adopter approximativement Ρ = 36oo,n. 

Avec ces données, 011 obtient les résultats du Tableau suivant; avec 

Fig. 3. 

» .t TE—>-

•UM <·" "M U. U, M . 

les valeurs de a et de ρ données dans ce Tableau, on a construit la 
courbe représentée fig. 3. 

L'inspection de ce Tableau et de cette courbe démontre, ce qui du 
reste était déjà apparu par l'examen de l'expression de a, que l'agi-
tation produite par le mouvement des ondes diminue bien consi-
dérablement d'énergie à peu de distance au-dessous de la surface du 
liquide, mais qu'elle s'étend à de très grandes profondeurs, s'il y en a. 

Port-Maurice, f(j novembre 1879. 
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Tableau des vitesses et des déplacements maxima de l'eau, produits à des profondeurs 
déterminées dans l'Atlantique du Nord par l'onde levée par Scoresby. 

A = 8,00, L = 85, o, W = 14,6, Ρ = 36oom. 

X = L=85,o. X = ο X - - =42,5 X=—t 

Ç- «,· rr Ç"· q'. vr a:,. v
v
 x

v 

ο 8,ο 4,o —■ o,3ig — 4»° — 4'° 0,0 a,i58 — 0,591 
1 7,520 5,o — 0,282 — 3,760 — 2,5 1,2 2,029 — o,5a3 
2 7»3gi 6,0 — 0,272 — 3,6g6 — \,U ^ 2,3 *,994 — o,5o5 
ά 7,227 — 0,260 — 3,6i4 H- 0,8 Jj 4,4 i,g5o — o,483 § 

6 7,111 10,0 — o,a5a — 3,556 2,9 S . 6,4 1,919 — 0,467 Ί . 
8 7,019 i2,ο — 0,246 — 3,5io 5,ο le 2 8,5 1,894 — ο,455 H .2 

10 6,94« *4,« — ο,a4o — 3,47χ 7»1 s — ΙΟ»5 1,873 — ο,445 § £ 
ι5 6,j83 ι g,ο — 0,229 — 3,3g2 12,2 ·£ © ι5,6 ι ,83ο — o,4a5 ~ § 

ao 6,656 2<k,o — 0,221 — 3,328 17,3 ** ^ 2θ,7 '»79® — 0,409 > ^ 
5ο 6, i5g 54,ο — 0,189 """ 3,θ8θ ' 47»® ® Si 5ο,g 1,662 — ο,35» S g, 

100 5,664 ιο4,ο — ο, ι6ο — 2,832 9®>3 ^ m 101,2 1,528 — 0,396 Λ 

2οο 5,ο36 2θ4,ο — 0,126 — 2,5Ι8 χ99>° J*"® 201,5 J,35g — 0,234 £·"°· 
5οο 3,94ο 5ο4,ο — 0,077 — *»97° 5οο,ι ^ ·2 5Ο2,Ο ι,ο63 — ο,ι43 ^ -g 

IOOO 2,848 1004,0 — 0,θ4θ — l,4a4 lOOl.a Ε 1003,6 0,768 — 0,075 * S 
2000 ι,463 2004,0 — ο,011 — 0,732 2002,5 g, 2ΟΟ3,3 o>3g5 — 0,020 g, 
3οοο ο,486 3οο4,ο — o,ooia — 0,243 3οο3,8 3οο3,8 ο,ι3ι — ο,οο2 
35οο 0,077 35ο4,ο — ο,οοοο3 — ο,ο39 35ο3,9 35ο4,ο ο,ο2ΐ -- ο,οοοοό 
36οο ο,ο 36ο4,ο ο,ο ο,ο 3θο4,ο 36ο4,ο ο,ο ο,ο 
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