JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

H. POINCARE
Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle

Journal de mathématiques pures et appliquées 3¢ série, tome 7 (1881), p. 375-422.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1881_3_7_ 375_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1881_3_7__375_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

COURBES DEFINIES PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE. 375

Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle ;

Par M. H. POINCARE,

Ingénieur des Mines.

Une théorie compléte des fonctions définies par les équations diffé-
rentielles serait d'wne grande utilité dans un grand nombre de ques-
tions de Mathématiques pures ou de Mécanique. Malheureusement, il
est évident que dans la grande généralité des cas qui se présentent
on ne peut intégrer ces équations 4 l'aide des fonctions déja connues,
par exemple a1’ alde des fonctions définies par les quadratures. Si I'on
voulait donc se restreindre aux cas que 'on peut étudier avec des inté-
grales définies ou indéfinies, le champ de nos recherches serait singu-
li¢rement diminué, et 'immense majorité des questions qui se présen-
tent dans les applications demeureraient insolubles.

11 est donc nécessaire d’étudier les fonctions définies par des équa-
tions différentielles en elles-mémes et sans chercher  les ramener 4 des
fonctions plus simples, ainsi qu'on a fait pour les fonctions algébri-
ques, qu'on avait cherché 4 ramener 4 des radicaux et qu’on étudie
maintenant directement, ainsi qu’on a fait pour les intégrales de diffé-
rentielles algébriques, qu’on s’est efforcé longtemps d'exprimer en.
termes_finis.

Rechercher quelles sont les propriétés des équations différentielles
est donc une question du plus haut intérét. On a déja fait un premier
pas dans cette voie en étudiant la fonction proposée dans le voisinage
d’un des points du plan. 1l s'agit aujourd hui d’aller plus loin et d’étu-
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dier cette fonction dans toute I'étendue du plan. Dans cette recherche,
notre point de départ sera évidemment ce que 'on sait déja de la fonc-
tion étudiée dans une certaine région du plan.

I’étude compléte d’une fonction comprend deux parties :

1° Partie qualitative (pour ainsi dire), ou étude géométrique de la
courbe définie par lafonction;

2° Partie quantitative, ou calcul numérique des valeurs de la
fonction.

Ainsi, par exemple, pour étudier une équation algébrique, on
commence par rechercher, i Vaide du théoréme de Sturm, quel est
le nombre des racines réelles, c'est la partie qualitative, puis on
calcule la valeur numérique de ces racines, ce qui constitue I'étude
quantitative de 'équation. De méme, pour étudier une courbe algé-
brique, on commence par construire cette courbe, comme on dit dans
les cours de Mathématiques spéciales, c’est-a-dire qu'on cherche
quelles sont les branches de courbes fermées, les branches infinies, etc.
Aprés cette étude qualitative de la courbe on peut en déterminer
exactement un certain nombre de points.

C'est naturellement par la partie qualitative qu'on doit aborder la
théorie de toute fonction et c'est pourquoi le probléme qui se présente
en premier lieu est le suivant :

Construtre les courbes definies par des équations différentielles.

_ Cette étude qualitative, quand elle sera faite complétement, sera de
Ia plus grande utilité pour le calcul numérique de la fonction et elle y
conduira d’autant plus facilement que I'on connait déja des séries
convergentes qui représentent la fonction cherchée dans une certaine
région du plan, et que la principale difficulté qui se présente est de
trouver un guide sar pour passer d’une région ou la fonction est repré-
sentée par une série A une autre reglon du plan ou e]le est exprimable
par une série différente.

D'ailleurs, cette étude qualitative aura par elle-méme un intérét du
premier ordre. Diverses questions fort importantes d’Analyse et de Mé-
canique peuvent en effet s’y ramener, Prenons pour exemple le pro-
bléme des trois corps : ne peut-on pas se demander si I'un des corps
vestera toujours dans une certaine région du'ciel ou bien s'il pourra



COURBES DEFINIFS PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE. 377

s'éloigner indéfiniment ; si la distance de deux des corps augmentera,
on diminuera 4 l'infini, ou bien si elle restera comprise entre certaines
limites ? Ne peut-on pas se poser mille questions de ce genre, qui seront
toutes résolues quand on saura construire qualitativement les trajec-
toires des trois corps? Et si l'on considére un nombre plus grand de
corps, qu'est-ce que la question de l'invariabilité des éléments des
planétes, sinon une véritable question de Géométrie qualitative,
puisque, faire voir que le grand axe n’a pas de variations séculaires,
c’est montrer «u’il oscille constamment entre certaines limites ?

Tel est Je vaste champ de découvertes qui s’ouvre devant les géo-
métres. Je n'ai pas eu la prétention de le parcourir tout entier, mais
j'ai voulu du moins en franchir les frontiéres, et je me suis restreint
a un cas trés particulier, celni qui se présente d’abord tout natuarelle-
ment, c'est-a-dire & 1'étude des équations différentielles du premier
ordre et du premier degré.

Dans ce qui va suivre, je considére les courbes définies par une

équation de la forme

dr _ dy

XY
ot X et Y sont deux polynémes entiers en et en y. Ces courbes, je
les appelle des caractéristigues.
* Sil'on considére les deux portions d’une méme caractéristique qui
se trouvent de partet d’antre d'un de ses points, on aura divisé cette
caractéristique, & moins qu’elle ne soit une courbe fermée, en deux
dema-caractéristiques distinctes. Ces deux demi-caractéristiques joue-
ront, dans ce qui va suivre, un role de quelque importance. Par
exemple, supposons que la caractéristique soit la spirale logarith-
mique

p=e,

on pourra la diviser en deux demi-caractéristiques, comprenant, la
premiére, tous ceuxde ses points pour lesquels

p<1,

la seconde, tous les points pour lesquels

p>1.

Journ. de Math. (3¢ série), tome Vil. — Noveupre 1881,
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Afin d’éviter les difficultés que pourrait présenter ’étude des bran-
ches infinies, nous supposerons que les courbes sont projetées gnomo-
niquement sur une sphére. Soient un plan P, et un point quelconque
(@, y) dansceplan; si 'on considére une sphére quelconque divisée en
deux hémisphéres par un plan paralléle au plan P et que nous appelle-
rons plan de I'équateur; si l'on. joint le centre de la sphére au point
(@, ¥), la droite, ainsi déterminée, coupera la sphére en deux points
diamétralement opposés; nous appellerons (x,y, 1) celui qui est situé
dansle premier hémisphére, (x, 7, 2) celui qui est situé dans le second
hémisphére.

Toute ligne droite du plan P se projettera sur la sphére suivant un
grand cercle. Aussi, quand nous parlerons de la tangente en un point &
la caractéristique, il s’agira de I'arc de grand cercle qui touche la ca-
ractéristique en ce point.

Tout grand cercle coupe I'équateur en deux points w, et w,; 'angle
de direction du grand cercle qui passe par les points diamétralement
opposés w, et w, sera 'arc compris entre w, et un point fixe de |'équa-
teur. Le coefficient angulaire sera la tangente de Pangle de direction.

Enfin, les points d’inflexion d’'une caractéristique seront les points
ou elle est osculatrice 4 un grand cercle.

Il est évident que, dans ces conditions, si I'on excepte ‘quelques
points singuliers, par tous les points de la sphére passe une caractéris--
tique et une seule, et le coefficient angulaire de la tangente est donné
par I'équation

!

_ dy

- Y.
G

X Y

Dailleurs, tout est symétrique par rapport au centre de la sphére.

CHAPITRE 1.

DEFINITIONS ET GENERALITES.

Avaut d'aller plus loin, il est nécessaire de donner certaines défini-
tions et certains théorémes généraux qui seront d’'un grand secours
dans I’étude qualitative des courbes sphériques.
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Considérons d’abord des courbes sphériques ne présentant ni point
double, ni point d'arrét.

Nous appellerons cyele splzenque une courbe telle qu’aprés en avoir
parcouru un arc fini on revienne au point de départ : par exemple,
un petit ou un grand cercle.

Nous appellerons spirale sphérique une courbe qui coupe un cycle
sphérique en un seul point, par exemple la loxodromie, qui coupe
les paralléles en un seul point.

Un cyclg sphérique divise la surface de la sphére en deux régions
que nous appellerons, P'une, V'intérieur du cycle; 'autre, I'extérieur ; on
ne peut passer de I'une & 'autre sans couper le cycle.

Si I'on joint deux points d’une caractéristique par un arc de courbe
quelconque qui n’ait avec la caractéristique d’autre point commun
que ses deux extrémités, I'arc de courbe et 'arc de caractéristique
compris entre les denx points formeront, par leur ensemble, un cycle
sphérique. Par exemple, si I'on joint par un arc de grand cercle les
deux extrémités d'un arc de petit cercle, ces deux arcs formeront un
cycle fermé.

Mais il peut se présenter deux cas.

Premier cas. — Les deux branches de courbes formées par la carac-
téristique prolongée au dela des deux points que I'on a réunis par un
arc de courbe quelconque, sont toutes deux intérieures ou toutes deux
extérieures au cycle formé par les deux arcs.

Dans ce cas, nous dirons que I'arc de courbe sous-tend 'arc de ca-
ractéristique. ‘

C'est ce qui arrive, par exemple, dans le cas des deux extrémités
‘d'un arc de petit cercle réunies par un src de grand cercle.

Deuxiéme cas. — Les deux branches de courbes formées par la carac-
téristique, prolongée au dela des deux points qu’on a réunis par un arc
de courbe quelconque, sont, I'une intérieure, I'autre extérieure an
cycle formé par les deux arcs.

Dans ce cas, nous dirons que l'arc de courbe sur-tend V'arc de ca-
ractéristique. .

Supposons, par exemple, que la caractéristique soit une loxodromle ;
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elle coupera un méridien quelconque en une infinité de points. Con-
sidérons parmi ces points d’intersection deux points consécutifs et
concevons qu'on les joigné d’une part par un arc de loxodromie,
d’autre part par un arc de méridien, Parc de méridien sur-tendra I'arc
de loxodromie.

De la définition méme des cycles on peut tirer immédiatement les
résultats suivants :

1° Deux cycles se coupent en un nombre pair ou infini de points;

2° Toute courbe algébrique se compose d'un ou plusieuss cycles;

3° Toute courbe algébrique coupe un cycle quelconque en un
nombre pair ou infini de points.

TrtorkMe 1. — S l'on divise une caractéristique, qui r’offre ni point
double, ni point {’arrét, en deux demi-caractéristiques, st l’une de ces
demi-caraciéristiques ne coupc aucun des cycles algébrigues qu'en un
rombre fini de points, la caractéristique donnée est un cycle.

En effet, construisons une courbe plane C définie de la maniére sui-
vante : I'abscisse d’un point 3; quelconque de la courbe Csera 'arc de
la caractéristique, compté depuis un point fixe , jusqu'a un point a;
correspondant 4 8;, et 'ordonnée de f3; sera 'angle de direction de la
tangente a la caractéristique au point ;.

1° A un point 3; de la courbe C correspond toujours un point «; et
un seul de la caractéristique;

2° La caractéristique n'ayant pas de point d’arrét, la courbe C n’en
aura pas non plus; '

3° A un point ; de la caractéristique correspond : ou un point ;
de la courbe G, si la caractéristique n'est pas un cycle; ou une infinité
de points §; si la caractéristique est un cycle ;

4° La courbe C ne coupe qu'en un point les droites paralléles a
'axe des y;

5° A l'une des demi-caractéristiques correspond la partie de la
courbe C située 4 droite de I'axe des y; a I'autre, la partie située a
gauche de cet axe. Nous supposerons, pour fixer les idées, que la demi-
caractéristique qui, d’aprés hypothése, ne coupe aucun cycle algé-
brique qu'en un nombre fini de points est celle qui correspond 2 la
demi-courbe C, située a droite de P'axe des y.
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Premiére hypothése. — 1l y a sur la demi-courbe C une infinité de
points 3; correspondant a des points ; situés sur I'équateur.

Comme par hypothése la demi-caractéristique considérée ne coupe
I'équateur (qui est un cycle algébrique) qu’en un nombre fini de
points, il n’y a qu’'un nombre fini de points «; sur I'équateur. 1l faut
donc qu’a un point a; correspondent un nombre infini de points §;,
c'est-a-dire que la caractéristique soit un cycle.

Deuxiéme hypothése. — 11 y a sur la deini-courbe c une infinité de
points §; ot la tangente & la courbe C est paralléle 2 I'axe des .

C'est dire qu'il y a une infinité de points f; correspondant i des
points &;, qui sont des points d'inflexion de la caractéristique. Or le lien
des points d'inflexion des caractéristiques est une courbe algébrique ;
donc, par suite de I'hypothése faite 4 I'énoncé du théoréme, il y a seu-
lement un nombre fini de points d’inflexion & la caractéristique
donnée. 1l faut donc encore qu’a un point ¢; corresponde une infinité
de points f3;, c’est-2-dire que la caractéristique soit un cycle.

Si I'on suppose qu'aucune des hypothéses 1 et 2 ne sont remplies,
quand I'abscisse du point §; sera plus grande qu’une certaine valeur ,,
ce point correspondra  un point ¢;, qui sera toujours dans un méme
hémisphére, dans le premier hémisphére par exemple, et 'ordonnée
de f; ira toujours en décroissant ou toujours en croissant, toujours
en croissant par exemple. On se trouve donc en présence d'un troi-
siéme cas qui comporte Ini-méme deux hypothéses.

Troisiéme hypothése. — Quand x varie depuis x, jusqu'a l'infini,
I'ordonnée de B;, c’est-i-dire I'angle de direction de la tangente 4 Ia
caractéristique, va toujours en croissant. mais en restant plus petit
qu'une quantité donnée.

Soient

B, le point de la courbe C dont I'abscisse est z,;

%, le point correspondant de la caractéristique;

«, @, la tangente a la caractéristique en , ;

@, le point ol #, », rencontre I'équateur; )

@; un point quelconque de la caractéristique correspondant i un
point B; situé a droite de 8, ;
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@;; 1a tangente en ce point ;
w; le point ou cette tangente rencontre I’équateur.

Quand «; s’avancera sur la caractéristique, w; se déplacera vers Ia
droite, mais en restant toujours sur I'arc d’équateur w, wy; la demi-
caractéristique o, a;, qui ne peut franchir équateur, est convexe par

Fig. 1.

hypotheése, et tout entiére comprise dans le triangle sphérique «, », ©,,
c’est-a-dire que sa longueur curviligne reste toujours plus petite que
2,9, + w, 0y, cest-a-dire qu'elle ‘est finie, ce qui est absurde; la
troisiéme hypothése est donc inadmissible.

Quatrieme hypothése. — Quand z varie depuis x, jusqu’a l'infini,
Iordonnée du point §;, c’est-a-dire I'angle de direction de la tangente
a la caractéristique, va toujours en croissant jusqu’a I'infini.

C'est-a-dire que I'angle de direction de la tangente a la caractéris-
tique peut prendre toutes les valeurs

yo -+ nrw,

" ouy, est une constante donnée et n un nombre positif entier quel-
conque. C'est dire que la tangente de 'angle de direction, c’est-a-dire
le coefficient angulaire de la tangente 4 la caractéristique, est égale a

tang y,

pour un nombre infini de points f; différents.
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Or le lieu des points ot le coefficient angulaire de la tangente 4 la
caractéristique est égal & tangy, est une courbe algébrique qui ne peut,
d’'aprés I'hypothése, rencontrer la demi-caractéristique qu’en un
nombre fini de points «;. 1l faut donc encore ici qu’a un point ¢; cor-
respondent une infinité de points 8;, c'est-i-dire que la caractéristique
donnée soit un cycle.

En résumé, des quatre hypothéses que I'on peut faire, la premiére,
la deuxiéme et la quatriéme conduisent d ce résultat, que la caracté-
ristique est un cycle; la troisiéme est inadmissible.

Le théoréme est donc démontre.

Définition. ~ Nous appellerons polycycle une courbe fermée comme
le cycle, mais présentant des points doubles.

Exemple : intersection de la sphére avec un cylindre qui lui est tan-
gent en un point.

Systéme topographigue. — Si I'on trace sur la sphére un systéme de
cycles et de polycycles tel, que par chacun des points de la sphére
passe un cycle ou un polycycle, et un seul, excepté en quelques points
singnliers par lesquels ne passe aucun cycle, nous dirons que ce sys-
teme de cycles est un systéme topographique, parce qu'il est analogue
au systéme des courbes de niveau d’un terrain.

Les points doubles des polycycles sont alors analogues aux cols de ce
terrain, les points singuliers par lesquels ne passe aucun cycle sont
analogues aux fonds et aux sommets du terrain; de sorte que nous ap-
pellerons ces divers points : cols, fonds et sommets du systéme.

Par exemple, le systéme des courbes

S(#»,y) = const.,

ou fest un polynéme entier en x et en y, si ces courbes ne coupent
pas I’ equ.xteur, est un systéme topographlque. Les cols sont les points
ouYon a i la fois

f f df a@f d&if .
== (dxdy) ddp > 0
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les sommets sont les points oul'on a

af dx dy &f a&f dyf . .
dz — dy =0 (71_57-) dzt dyt <o, >0

les fonds sont les points oul'on a

Y=L =o, (BL)-ZTi<o Fi<o

dz — dy — azf dz? dy* dz*
De méme, si ’on a entre z, et ¥ une relation algébrique
 feag)=o
telle que I'on n'ait jamais :
. g_f —o

et que z ne puisse rester fini et réel quand x et y sont infinis et réels,

le systéme des courbes
z = const.

est un systéme topographique. °
Par exemple, soit

Sz, x,y)=(—a)—a(2?+y*+1)=0;
af

= e peut étre nul que si

2+y ' +i1=o,
ce qui est impossible.
De plus, si Pon considére z comme une constante, les termes du
degréle plus élevé s’écrivent

~ (@t~ 25°), -

c'est-a-dire que les courbes z =const. ne coupent pas I'équateur,
c’est-a-dire que ces courbes forment un systéme topographique.

Le lieu des points ou chacun des cycles d’un systéme topographique
est tangent & une caractéristique s’appellera la courbe des contacts.

Si le systéme topographique est algébrique, la courbe des contacts
sera elle-méme une courbe algébrique.
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Si I'on considére un systéme topographique et I'un des polycycles
du systéme correspondant i.un des cols du systéme, une partie des
fonds et des sommets est a 'extérieur du polycycle, une autre partie a
U'intérieur, de sorte que chaque col distribue d’une certaine mantére les
fonds et les sommets du systéme. ‘

Deux systémes topographiques sont analogues lorsqu’ils ont mémes
cols, mémes fonds, mémes sommets et que les fonds et les sommets
sont distribués de la méme manicre par les cols.

CHAPITRE 1I.

ETUDE DES CARACTERISTIQUES DANS LE VOISINAGE D'UN POINY
DE LA SPHERE.

Avant d’étudier les propriétés des caractéristirques dans toute 1'¢-
tendue de la sphére, il faut rappeler les résultats déja acquis relative-
ment & I'étude de ces courbes dans une région limitée de la sphére.
Les principaux théorémes qui se rapportent a cette étude sont énoncés
et démontrés dans divers Mémoires de Cauchy, intitulés Memoires sur
le calcul des limites, etinsérés aux tomes XIV, XV et XVI des Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences et dans le céléebre Mé-
moire de MM. Briot et Bouquet, inséré dans le Tome XXXVI du
Journal de I’Ecole Polytechnique. Je me suis moi-méme occupé de cette
question dans une Note qui se trouve dans le XL.V® Cahier du Journal
de I’Ecole Polytechnique et dans une Thése pour le doctorat que j'ai
soutenue devantla Faculté des Sciences de Paris.

Supposons d’abord que le point autour duquel on veut étudier les
caractéristiques soit

r=a, y=2_§

X et Y, quisont des polynémesen x et en y, peuvent étre également
considérés comme des polynomes enz — x ety — f3.
De sorte que

X=ay4-a,(x—a)+a(y—f)+....
Y=0b,+b(x—a)+b(y—f)+
“Journ. de Math. (3¢ série), t. VII. — Novineng 1881, -/}9
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Premier cas. — a, et b, ne sont pas nuls 4 la fois ; supposons, par
exemple,

'équation différentielle peut s'écrire
d
y = "f (#, ¥)s

ou f est une série ordonnée suivant les puissances croissantes de
z—aety—f.

Donc, en vertu du théoréme démontré par Cauchy (Comptes rendus,
t. XIV), ¥ peut s'exprimer par une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de x — a et se réduisant a 3 pour x = a.

Donc, par le point («, (3) passe une caractéristique et une seule.

Deuxi€me cas. — a, = by = o.

Mais a,, a,, b, et b, ne sont pas nuls i la fois.

Le point («, ) est alors un point singulier ordinaire. Commencons
par rappeler un théoréme relatif 4 ces points singuliers, théoréme que
j’ai démontré dans ma Thése inaugurale.

Si I'équation
(5) (&, —A)(b, —X)—b,a, =0

a deux racines différentes, ), et )y
Si le rapport de ces racines est positif ou imaginaire, l'intégrale gene-
rale de I’ équation

est de la forme

zhz7™ = const.,

ou z, et 3, soni des series ordonndes suwant les puissances croissantes de
x —a,y — [ et s’annulant pour

=, y:ﬁ,
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Supposons que le point(x, y) serapproche infinimentdu point («, ),

de telle facon que p

hm =u;

le coefficient angulaire de la tangente en ce point (z, _y) aura pour

limite
by+ by
a, -+ ayp

Donc la limite de la droite qui joint les points (@, y) et («, ) et la
limite de la tangente a la caracterlsthue au point (, ») forment un
faisceau homographique.

Les droites doubles de ce faisceau sont données par I'équation

(@) + aap) = by + byp.

Soient g, et g, les deux racines de cette équation ; on calculera aisé-
ment }, et A, en fonctions rationnelles de a,, a,, b,, b,, 1, et p,.

Maintenant on peut diviser le deuxiéme cas en quatre cas subor-
donnés principaux.

Premier cas subordonné. — 1.es droites doubles du faisceau homo-
graphique sont réelles, et deux droites conjuguées quelconques du
faisceau sont ou toutes deux dans l'angle aigu formé par les deux
droites doubles, ou toutes deux dans I’ ang]e obtus.

Dans ce cas, A, et J, sont rééls et leur rapport est positif; le théo-
réme ¢ue nous avons rappelé en commencant est donc applicable, et
P'intégrale générale s'écrit

3y 53 = const.,

ou 3z, 3, sont des fonctions réelles de # et de y s’annulant pour

r=a y=0§,

pendant que A, et i, sont deux nombres réels positifs.
Il s’ensuit que toutes les caractéristiques vont passer par le point
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singulier («, 3), pourvu qu'elles pénétrent dans une région de la
sphére assez voisine de ce point pour que z, et 2, soient convergents.
Un pareil point singulier s’appellera un neud.
Soit, par exemple, i étudier les caractéristiques qui satisfont al'é-
quation

dr _ dy
z ~ ay
dans le voisinage du point
r=y=o0.

I'équation générale de ces caractéristiques s’écrira

y =kax?,
ou x’ est une constante. Dans le plan, cette équation représente
une série de paraboles ayant méme axe et ayant leur sommet a I'ori-
gine; sur la sphére, cette méme équation représentera les intersections
de la sphére avec les cones, qui ont le centre de la sphére pour sommet
et ces paraboles pour base.
Toutes ces intersections passent évidemment par le point

r=y=o.

Deuziéme cas subordonné. — Les droites doubles du faisceau homo-
graphique sont réelles; mais deux droites conjuguées du faisceau sont
situées de part et d’autre de ces deux droites doubles.

A
Dans ce cas, - : est réel et négatif, et le theoreme dont nous avoms

parlé n "est plus applicable.

Mais MM. Briot et Bouquet ont fait voir, dans un Mémoire inséré au
Journal de I’Ecole Polytechnigue, XXXVI® Cahier qu'il passe par le
point (a, f3) deux caractéristiques et denx seulement.

Un pareil point singulier s'appellera un col,

Soit, par exemple, 4 étudier dans le voisinage de I'origine des carac-
téristiques définies par I'équation
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L’intégrale générale s’écrit
zy = const.

et les seules caractéristiques qui passent par le point

sont les deux grands cercles
x=o0, y=o.

Troisiéme cas subordonné. — Les droites doubles du faisceau homo-
graphique sont imaginaires, et ce faiscean ne se réduit pas 4 un sys-
téme de droites en involution.

Daas ce cas, A, et ), sont deux imaginaires conjuguées et leur rapport
est imaginaire. Le théoréme général s’applique et I'intégrale genérale
s'écrit '

sz, = const.,

ou z, et 3,, A, et A, sont imaginaires conjuguées.
Soit

z,=b+iy, A =Y<+1d

52_—-&"‘.”, XQ=Y_¢.6.

I’intégrale générale s'écrit alors

(&8 + nz)a(é_z%;l)" = const.
Les courbes £? + 9? = const. (au & et y sont des séries ordonnées
suivant les puissances croissantes de x — a ety — 8, et s’annulant
pour & = &,y = (3) sont évidlemment des cycles qui ne se coupent en
aucun point et qui forment dans la région voisine du point («, 8) un
systéme topographique dont le point (2, f8) est un sommet.
Or, si I'on remarque que les équations

B+t =A, (g—'_':-%): B
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ne donnent pour & et v, et par conséquent pour 2 et y, qu’un seul sys-
téme de valeurs réelles, on reconnaitra que les caractéristiques ne

coupent les cycles
E+n=A

qu'en un seul point et que, par conséquent, ces caractéristiques ne sont
autre chose que des spirales; un point qui parcourt ces spirales dans
un certain sens va en se rapprochant indéfiniment de I'origine.

Un pareil point singulier s'appellera un foyer.

Soit, par exemple, I'équation

dz dy

_"_—__.—-,

z—y  x+Yy

dont I’intégrale générale est

(x* +y?) (x+ ;:) = const.

Si I'on passe aux coordonnées polaires, cette intégrale devient
)
p*e™*“ = const.,

ce qui nous donne, dans le plan, une spirale logarithmique, et, par
conséquent, sur la sphére, une spirale sphérique.

Quatriéme cas subordonné. — 1.es droites doubles du faisceau homo-
graphique sont imaginaires et ce faisceau se réduit 4 un systéme de
droites en involution.

" Dans ce cas, A, et A, sont imaginaires conjuguées, mais leur rapport
est égal 4 — 1. Le théoréme que nous avons rappelé au début n’'est
donc pas applicable en général.

Ce ‘quatriéme cas est plus particulier que les précédents et l| ne se
présentera passi X et Y sont les polyndmes les plus générauz de leur
degre. Bornons-nous donc & quelques remarques.

D'abord, il est impossible qu'une branche de caractéristique vienne
passer par le point a, f, puisque sa tangente devrait étre précisément
P'une des droites doubles de I'involution qui sont imaginaires.
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Mais, d'aprés ce qu’on verra plus loin, toute caractéristique est un
cycle ou une spirale; donc, ou bien les caractéristiques seront des spi-
rales, et un point qui les parcourrait tournerait autour du point («, )
en s’en rapprochant indéfiniment : le point (e, B) serait alors encore
un foyer; ou bien les caractéristiques forment un systéme topogra-
phique dont («, 3) est un sommet, et alors le point (a, 3) est un centre.

C'est ce qui arrive qu:nd le théoréme que nous énoncions au début

estapplicable, malgré la valeur négative de ;—’

En effet, dans ce cas, l'intégrale s'écrit
Z, Zg = A’

5, =&+ Ly,

zy =% —iq;
C'est-a-dire

E+nt=A;

et les caractéristiques forment évidemment, dans ce cas, un systéme
topographique de cycles.
Par exemple, I'équation

dz _ dy
. vy —=a
a pour intégrale générale
x4y = A,

Cas paruculiers laissés de cbté. — Dans ce qui précéde, on a laissé
de coté les cas particuliers ou

).| :Ag, )\| =0,

cas qui ne se présenteront pas si X et Y sont les polyndmes les plus
géneraux de leur degre.

Or, pour que
Ra = 12,
. il faut et il suffit que

(ag““" b2)2 - b| aﬂ -+ a' b2 = 0.

Dans ce cas, MM. Briot et Bouquet ont fait voir qu’une infinité de
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caractéristiques passent par le pomt (e, B), c’est-a-dire qu’on a encore
affaire 4 un neeud.
~ Les cinq cas précédents comprennent tous les points singuliers «, 8,
tels que les deux courbes

X=o0, Y=0

s’y coupent en un seul point et non en plusieurs points confondus.
Ces points singuliers s'appelleront points singuliers de premicre espéce,
et 'on a vu qu'il y avait quatre sortes de pareils points : les noeuds,
les cols, les foyers et les centres.

Reste 4 examiner les cas ou

et ceux ou

ou

Ces cas se présentent quand les courbes X = Y = o se coupent en
plusieurs points confondus au point (, ).

En effet, dire que
a‘ = a2 b= 0,

c'est dire que X = o offre un point multiple en (e, ).
Dire que
b' = bg =0,

c’est dire que Y = o offre un point multiple en (g, §).
Dire que

A =o,
) .
c’est dire que
& _ b
a, b’

c’est-a-dire que les courbes X =0, Y= o sont tangentes au poinl (a, 8).
De pareils points singuliers s’appelleront points singuliers de seconde
espece, et'il’est évident, d’apres ce qui précéde, qu'ils pourront tou;ours
_ étre considérés comme la limite d’un systéme de plusieurs points sin-
guliers de premiére espéce confondus ensemble.
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particularités que peuvent présenter de pareils points sont trop
“nombreuses et trop diverses pour que nous les étudiions en détail.
Remarquons que de pareils points ne peuvent exister si X et Y sont

les polyndmes les plus généraux de leur degre.

Points situés sur I’ équateur. — Dans ce qui précéde, on a supposé
implicitement que « et 3 restent finis, c’est-i-dire que le point («, [3)
n’est pas sur I'équateur.

Mais le cas on «, f3 est sur I'équateur peut se ramener aisément aux
cas déja étudiés.

Considérons d’abord un point de I'équateur non situé sur le grand
cercle

nous poserons

Si l'on considére ensuite z et 2 comme les coordonnées d’un point
dans un plan, ce point ne sera autre chose que la projection gnomo-
nique du point (x,y) de la sphére sur un plan paralléle au plan du
grand cercle

T =o0.

Pour le point (a, 8) de la sphére, ces coordonnées z et ¢ seront finies,
c’est-a-dire qu'on sera ramené aux cas étudiés dans le commencement
de ce Chapitre.

Si I’on voulait étudier les caractéristiques dans le voisinage de Vin-
tersection de ’équateur et du grand cercle

on poserait

et I'on raisonnerait de la méme maniére.

Journ. de Math. (3* série), tome VII. — Decemsnr 1881, 50
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CHAPITRE III.

DISTRIBUTION DES POINTS SINGULIERS.

Taeorime 11, — Tout systeme de caractéristiques admet des points
singuliers.

Premieére hypothése. — Les courbes
X=0, Y=o

se coupent en des points non situés sur I'équateur;
Dans ce cas, ces points d’intersection sont évidemment des points
singuliers.

Deuxiéme hypothése. — Les courbes
X=o0, Y=0

se coupent en un point situé sur I'équateur.
Supposons que ce point ne soit pas sur le grand cercle

nous poserons

et, si m est le degré de celui des deux polynémes X et Y dont le degré
est le plus élevé, nous poserons

X=X, ""Y=Y,.
L'équation différentielle devient alors

ds _  dt
—ZX| — Y.—t.\',

pour ¢ = a, 5 =0} on a, par hypothése,

Y,=X,=o,
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et par conséquent
ZX..=0, Yl—tX|=0’

C'est-a-dire que le point

est un point singulier de I'équation proposée.

Troisieme hypothése. — Les courbes X = o, Y = o ne se coupent en

aucun point. Le degré de X est plus grand que celui de Y. Dans ce cas,
'un au moins des deux polyndmes X et Y est de degré pair. De plus Y,

est divisible par 3, de sorte que

Y, =2Y..
Or il est clair que pour
z=t=o
on a :
z3X,=3Y,— X, =0,

et que par conséquent le point

est un point singulier.

Quatriéme hypothése. — Les courbes X = 0, Y = o ne se coupent
en aucun point. Le degré de X est inférieur 4 celui de Y. Dans ce cas

on poserait
[ I

est un point singulier.

Cinquiéme hypothése. — Les courbes X = o, Y = o ne se coupent en
aucun point. Le degré de X et de Y est le méme,
Si, de plus, X, et Y, sont les termes du degré le plus élevé deXetY,

on n’a pas identiquement
th_) —_— yX2 = 0.
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Dans ce cas, le degré de X et de Y étant m, et nécessairement pair, la
fonction #Y, — yX, est homogéne en a et y et de degré m +1, et

par conséquent de degré impair.
Elle s’annule donc, soit pour x = o, soit pour une certaine valeur

finie de L.
w .
Si elle s'annule pour une certaine valeur ¢ de ﬁ, on aura a la fois

Pour
= a, % =0,

2X.=Y,—tx‘ =0
quand on aura posé

c’est-a-dire que le point

sera un point singulier.
Si la fonction #Y, — yX, s'annule pour x = o, on posera

et 'on verra, comme précédemment, que le point

t=2=0
est un point singulier.

Stxiéme hypothése. — Les courbes X et Y ne se coupent en aucun
point. Le degré de X est le méme que celui de Y si, de plus, X, et Y,
sont les termes du degré le plus élevé de X et de Y; on a identique-
ment

xY,—yX,=o.

Cette hypothése est inadmissible.
En effet, si I'on a identiquement

c‘”.Y«_;zy/ LX)

X, est divisible par x et égal & #X,, Y, est divisible par y et égal
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a yY,, de sorte que I'on a identiquement

oy Y, = yxX,
ou
Y, =X,.

Maintenant Y, = X, est une fonction homogéne de degré impair
en x et en y; donc elle s’annule soit pour x = ¢, soit pour une cer-

. ’ Y
taine valeur réelle « de .

Donc, soit pour a* = o, soit pour 3 = «, on aurait forcément

X,=Y,=o,
c’est-a-dire que les courbes X = o, Y = o se couperaient en un point
de I'équateur, ce qui est contraire 4 I'hypothése

En résumé, des six hypothéses que I'on peut faire, la sixiéme est
inadmissible; si I'une des cinq autres est réalisée, I'équation différen-
tielle admet des points singuliers, soit sur I'équateur, soit hors de
I’équateur.

Cas géneral. — On peut, sans nuire 4 la généralité, supposer :

1* Que les polynémes X ¢t Y sont de méme degré;

2° Que si X, et Y, sont les termes du degré le plus élevé de X et
de Y, on n'a pas identiquement

.’L‘Yg —yX2= 0;

3° Que les courbes X =Y = o ne se coupent nulle part en plu-
sieurs points confondus et ne se coupent pas sur I'équateur;

4° Que I'équation
xY,—yX;=o0

n’ait pas de racines multiples.

Dans ce cas, !'éguateur est toujours une caracteristique, et tous les
points singuliers sont de premiére espéce. De plus on peut, sans nuire
ala généralité, supposer que tous les points singuliers sont des neuds, -
des cols et des foyers.
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Le nombre des points singuliers est évidemment pair, puisque tout est
symétrique par rapport au centre de la sphére.

Le nombre minimum des points singuliers est donc égal 4 2, et ce
cas peut se présenter de deux maniéres :

1° Les courbes
X=0, Y=o

ne se coupent en aucun point; mais I'équation homogéne
-’L‘Y2 - yX.2 =0

admet une solution réelle et une seule.

On a alors sur I'équateur deux points singuliers diamétralement op-
posés. Je dis que ces points singuliers sout toujours des nceuds. Pour
le démontrer, il faut étudier les propriétés générales des points singu-
liers situés sur I'équateur.

Supposons que pour

on ait
zX, =Y, —tX;,=o
et
X,z0, Y,Zo.
Posons .
=Uu-+d,
et soit

X, =z, +h+ A u+hu+...+A,u",
Y, =504 gy 8 Al = U™,

ou £, et v, sont des polynémes entiers en z et en u, et ou les A et les .
sont des constantes. Il vient, en posant

N+ Ut =E,ul,
2 m 2
Pl . A U = U0,

X, =u'g, + €+ 2 + A 1,

Y= utny+ 3+ po+ 4
d’ou I'on tire

Y, — X =25 + U+ (e — hot) + (P -—-La—»- A, )u,
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ou &, et &, sont des polyndmes entiers en z et ». L'équation différen-
tielle s’écrit alors, en remarquant que I'on doit avoir p,= 2,4,

ds du
— 350+ M + 5k + u’t,) (1 ,--)\lx-—) Yie 4 36,4+ u’(),’

ot 9, et 6, sont des polynomes en z et u.
Les racines de I'éguation (5) sont alors

’ —2 et p—Aa—1,

Ces deux racines sont réelles.
Donc tout point singulier situé sur I’équateur est un naeud ou un col.
(C'est ce qu’on devait prévoir, I'équateur étant une caractéristique. )
Pour qu'il soit un neeud, il faut et il suffit que

A+ hod o — hopry >0,

Or le premier membre de cette inégalité est précisément la valeur

que prend pour :
y=oax
Pexpression

wllm d’, <wY2 x yxi)

Nous n’en changerons pas le signe en écrivant

. 3 . Y 4

sera un col si, quand = L passe de @ —¢ 4 &+ l’expressmn o<
X 4

passe du négatif au positif, et qu'il sera un nceud si, quand p.lsae de

Y,
\ ] . el :_ ’ .
@ — ¢ & a+ g I'expression X, — 5 passe du négatif au positif.
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Cela posé, nous allons introduire une considération nouvelle qui
nous rendra les plus grands services. Soit un cycle situé tout entier
dans un hémisphére. Ce cycle divise la sphére en deux régions, dont
T'une, située tout entiére dans I'un des hémisphéres, s’appellera I'in-
térieur du cycle. :

Si le cycle est tout entier dans le premier hémisphére, nous dirons
qu’un point mobile décrit le cycle dans le sens positif s'il a constam-
ment U'intérieur du cycle @ sa gauche; si, au contraire, le cycle était
dans le second hémisphére, un point décrirait le cycle dans le sens
positif s’il en avait constamment l'intérieur a sa droite.

Supposons qu'un point mobile décrive le cycle dans le sens positif

cae — S ¢ .
et considérons les variations de I'expression - Soit % le nombre de

fois que cette expression saute de — @ & + ; soit £ le nombre de
fois que cette expression saute de + ® &4 — x . Soit

h—k
2

l.= ?

le nombre ¢ s’appellera I'indice du cycle.
Si I'on joint deux points A et C d'un cycle ABCDA par un arc AMC

Fig. 2.

situé tout entier 4 I'intérieur du cycle, le cycle ABCDA se trouve dé-
composé en deux cycles ABCMA, AMCDA, et I'on a évidemment

ind. ABCDA = ind. ABCMA + ind. AMCDA,

de sorte qu'on peut ramener le calcul de I'indice d'un cycle quel-
conque au calctil de I'indice des différents cycles infiniment petits qui
le composent.
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Tusonims 1II. — Un cycle infiniment petit qui®ne contient & son in-
térieur aucun point singulier a pour indice .

En effet, si ce cycle n’est pas coupé par la courbe X = o,

h=o, k=0, (= ll—;:-f 0.

Si le cycle est coupé par la courbe X = o, il n’est pas coupé par la
courbe Y = 0; Y est toujours de méme signe et X passe une fois du
positif au négatif, une fois du négatif au positif; d’ou

h—k
2

h=1, k=1, i= =o.

De méme, si la courbe X = o présentait & I'intérieur du cycle un
point multiple d’ordre 72, on aurait

h=m, k=m, (= h;'k=o.

Tukorime IV, — St un cycle infiniment petit contient & son intérieur
un point singulier, son indice est égal a = 1.

I est égal & +1 si le point singulier est un col; & — 1 si le point
singulier est un neeud ou un foyer.
En effet, posons

y— B =psine, xr—a=pcosw,

et supposons que I’on considére le cycle
P Yy

(= B+ (@ — &) =

o étant une constante infiniment petite.

"Pour décrire ce cycle dans le sens positif, il faut faire varier w de-
puis o jusqu’a 2.

Or on a, en négligeant les infiniment petits et reprenant les nota-

-
Journ, de Math. (3° série), tome VIl. — Dicemsre 1881, a1
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tions du Chapitre précédent,

« Y __ b+ bytangw

N 7 @+ aylangw
X s'annule deux fois, car, quand & varie depuis o jusqu'a a7,
a,+ a,tangw

s'annule deux fois pour deux valeurs de » que nous appellerons o,
et o, -+ 7. Pour v = w,— ¢, ou ¢ est infiniment petit, on a

tang = wtangw,— <,

ou ¢ est positif et infiniment petit. On a’donc

Y b+ bytango,— by
X 7 ¢+ a, tangwg— @, %
Remarquons que tangw,= — —; il viendra, en négligeant b,7 de-
a; -

vant b, + b, tang,,

. Y
Dong, si a,b,— a,b, <o, ¥ Pour = w, et pour m = u,+ 7 saute
de —xo'a +~x,ona

h=2, k=o, i= — =1

. . Y
Si, au contraire, a,b, — a,b, > o0, 3 POUr © = w, et pour » = 5,+
saute de +-% i —x, on a

h—k
2

h=o0, k=2, i=

= — 1.

Maintenant, quelle est la condition pour que

a‘bg - agb‘ >(,?
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Reprenons I'équation (5) qui s'écrit

(@, —d)(by— %) —a,b, = 0.

1 est évident qu’on aura
a, bg - agb, > 0,

si les deux racines de I'équation sont imaginaires ou de méme signe,
- c'est-a-dire si le point singulier est un nceud ou un foyer. On aura au
contraire

ab,— a,b, <o,

si les deux racines sont réelles et de signe contraire, ¢’est-a-dire si le
point singulier est un col.
Le théoréme est donec démontré.

ProsriMe L. — Calculer Uindice d’un cycle situé tout entier dans I'un
des hemispheéres..

Soient N le nombre des nceuds, F le nombre des foyers, Cle nombre
des cols contenus a l'intérieur du cycle.

Si I'on décompose le cycle donné en une infinité de cvcles infiniment
petits v,

Un nombre infini des cycles y auront pour indice  o;
N + F des cycles v . » 1y
C des cycles » » +1.

I’indice du cycle donné sera donc
~(N+F—-C)
Prosrive 1. — Calculer Uindice de Iéquateur.

Soient 2N’ le nombre des ncends, 2C' le nombre des cols situés Sur
I'équateur. -
y

Soit { =< = tang w.
xz
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. . . ™. ki3 ) . .
Faisons varier » depuis — - jusqu’a + -» c'est-d-dire tangw depuis
2 2
— o jusqu'a -+ oo . Tout étant symétrique par rapport au centre de
.Y Y, R v
la sphére, ¢ = < prend pour w + 7 la méme valeur que pour &} quand
. . . ™. wo o, 37 Y . .
on ferait varier  depuis + - jusqu’a + —, & repasserait par les mémes
. . T, 1
valeurs que quand o variait de —~a + - |
. m, = Y koo .
Donc, » variant de — 5 & +» i sautera - foisde — o & + o, et
hogp. .
;foxs de +® 4 —»,
Ceci posé, si I'on considére I'expression

H=§3~=;i=-)¥—tangm,
, @
pour w=.— g, on a
H=+=;
pour o = 4+, 0na
2
H=—=.

Soient A le nombre de fois que H passe du négatif au positif, . le
nombre de fois que H passe du positif au négatif, on aura évidem-

ment
p—Ai=1,

Or H peut passer du négatif au positif, soit par o, ce qui correspond
\ . - 1 [) h
a un col, soit par =, ce qui correspond a I'une des > valeurs de o,

Y .
pour lesquelles ¢ saute de — o 4 + .

On a donc
)=+ 2.
De méme )
p=N-+ g,
d'ail "
NH~G=|+h:k=:+L
d’ou

i=N~—=(—1. .
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Scolie. — Si le nombre des nceuds situés hors de 1'équateur est 2N,
celui des foyers situés hors de 1'équateur 2F, celui des cols situés hors
de I'équateur aC, celui des nceuds situés sur 1'équateur 2N’, celui des
cols situés sur I'équateur 2E', on a la relation

N4+N4+F=C~+C+1.

En effet, pour obtenir ce résultat, il suffit d’égaler les deux valeurs de
I'indice de I'équateur obtenues dans les deux problémes précédents.

Corollaire 1. — Le nombre total des nceuds et des foyers est égal au
nombre total des cols plus 2.

Corollaire II. — Le nombre total des points e.mgnhers est un mul-
tiple de 4 plus 2.

Corollaire 111. — Sile nombre des points singuliers se réduit & 2, ces
points sont des neeuds et des foyers; ils sont toujours des nceuds s'ils
sont sur I’équateur,

La courbe X = o et la courbe Y = o se composent d’un certain
nombre de cycles. Considérons deux quelconques de ces cycles : ils se
couperont en un nombre pair de points.

Soient @y, @,, ..., &, les 22 points d'intersection de ces deux cycles
rangés d’aprés I'ordre ou on les rencontre en parcourant 'un des deux
cycles, le cycle X = o, par exemple, dans le sens positif.

TuroriMe V. — Supposons que deux points consecutifs «y et .,
sotent situes dans le méme hémisphere; je dis que st o est un neeud ou un
Jover, ay., est un col, ou réciproquement.

Pour cela il suffit de faire voir que tout cycle qui enveloppe «; et ., ,
a pour indice o.

En effet, soit ( fig. 3) AB I'arc du cycle X = o, sur lequel se trouvent
les points a; et ., soient CD et EF les arcs du cycle Y = o qui vien-
nent couper AB respectivement enoay eto,,.

11 est évident que, pour le cycle ADFBECA, )
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Supposons, au contraire, que les points «; et a,, soient dans deux
hémispheéres différents,

Fig. 3.

Je dis que si a; est un col, &, est un col, et que si % est un neeud
ou un foyer, &, est un nceud ou un foyer.
En effet, supposons que AB vienne couper I'équatear MN en H ( fig. 4).

Considérons le cycle ACHFBEHDA. Ce cycle est parcouru dans les deux
hémisphéres dans le sens positif.

Supposons qu'en franchissant le point A, % sautede — o i + ¢ ;

il en sera de méme quand on franchira le point H ou le point B, c’est-
a-dire que, si '
ind. ACHD =1, ind. ACHFBEHDA = 2.
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D¢ méme, si

ind, ACHD = — 1, ind. ACHFBEHDA = — 2,
c’est-i-dire que, dans tous les cas,
ind. ACHDA = ind. HFBEH. c. Q. ¢ D,

Deuxriéme cas. — Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que
X, et Y, étaient de méme degré, sans que

rY,—vX,
soit identiquement nul.

Nous n’avons pas examiné ce qui se passerait si nous avions identi-
quement
zY,—yX,=o0.

A un certain point de vue, le cas que nous avons étudié est plus gé-
néral que celui que nous avons laissé de coté.

A un autre point de vue, c'est le contraire; car deux polynomes X
et Y quelconques peuvent étre considérés comme des cas particuliers
des polynomes

‘ X+ixZ, Y+2ryZ,

ou A est une constante et Z un polynome de méme degré que X et Y.
Nous allons done supposer que 'on a identiquement

X,=2Z, Y,=yZ,

ot Z cst une fonction homogéne en x et y.

Dans ce cas, I'équateur n'est plus une caractéristique, et par consé-
quent les points singuliers de I'équateur peuvent étre tout aussi bien
des neeuds, des fovers et des cols.

La régle qui permettait dans le cas précédent de trouver l'indice de
I'équateur se trouve en défaut; d’ailleurs, sil’ equateur contient des
points singuliers, les courbes ‘

X=o0, Y=o
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se coupent sur ce grand cercle, qui n’a par conséquent plus, & propre-
ment parler, d’indice.

Supposons donc que I'équateur ne contienne pas de point singulier,
et cherchons quel est I'indice de ce grand cercle.

Nous trouverons que 'on a le long de I'équateur

c’est-a-dire que I'indice de I'équateur sera égal 4 — 1, et sil'on re-
marque qu'il est déja égal a

—(N+F—0C),

2N, 2F, 2C étant le nombre des noeuds, des foyers et des cols, on re-
connaitra que l'on a

F4+~N=(C+41,

c’est-3-dire que le théoréme que I'on avait démontré dans le cas précé-
dent est encore vrai.

Supposons maintenant que 1'é;juation contienne des points singu-
liers, & savoir 2N’ nceuds, 2F foyers et 2C cols, et voyons comment
on pourra tourner la difficulté. ,

Soit ax + Sy +y=o0 un grand cercle qui ne passe par aucun
point singulier. Posons

! — z — ty '
r= ax—i-ﬁy—i—-('y" 2r+ 8y + 1

I’équation différenticlle devient

dx’ dy’
X Ty

ou X’et Y’ sont des polynomes entiers en &' et en y'.
On aura pu-choisir le cercle az + By + 7 = o, de telle fagon que :
1° Aucune réduction ne s’opérant, X' et Y’ soient de méme degré ;
2° Que le grand cercle ax + By-+7="0 ne soit pas une caractéris-
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tique, c’est-i-dire que les termes du degré le plus élevé dey’ X' — 2’ Y’
se réduisent. ,
Si a, b est un point singulier de I'équation

dz __ dy
XY’
' a ' b
= waxibry YT avmay

sera aussi un point singulier de I'équatjon

dx’ dy'
XY

Si a, b est un nceud, un col ou un foyer, a', ¥’ sera un nceud, un col
ou un foyer, de sorte que les nombres des nceuds, des cols et des
foyers sont 2(N + N'), 2(C + C'), 2(F + F’) et que, se trouvant ra-
mené au cas ou I'équateur ne contenait pas de point singulier, on peut
écrire D

N+N+F+F=C+0C+1.

CHAPITRE 1V.

THEORIE DES CONTACTS.

L’étude que nous venons de faire des points singuliers va enfin nous
permettre d’aborder la question des formes géométriques que peuvent
affecter les caractéristiques sur toute la surface de la sphere.

Une premiére considération, d'une importance capitale, est celle du
nombre des points ou un arc ou un cycle donné touchent une carac-
téristique, c'est-a-dire du nombre des contacts de cet arc ou de ce
cycle.

Le nombre des contacts d'un arc ou d’un cycle algébriques est tou-
jours fini.

Remarques preliminaires. — On a vu qu'une courbe algébrique sans
point double se compose d'un certain nombre de cycles; de méme

Journ. de Math. (3¢ série), tome VII. — Dsceusre 1881. 52
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une courbe algébrique 4 points doubles se compose d’un certain
nombre de cycles et de polycycles. Or, ces polycycles eux-mémes peu-
vent étre considérés comme décomposables en un certain nombre de
cycles se touchant aux points doubles et présentant en ces points des
points anguleux. '
~Ainsi la courbe
1t~y = (& 4 )2)?

se compose de deux polycycles diamétralement opposés; chacun de
ces polycycles se compose de deux cycles qui se touchent au point

r=y=o

ety présentent un point anguleux tel que I'axe des deux tangentes soit
de go°. v

On avu qu'une courbe algébrique C coupe un cycle algébrique quel-
conque en un nombre fini et pair de points. Ceci mérile quelques ex-
plications. ' .

Si, en un point donné, la courbe algébrique C passe de I'intérieur du
cyclea Pextérieur, ou réciproquement, nous dirons que la courbe tra-
verse le cycle et ce point comptera pour un seul point d’intersection ou
pour un nombre impairde points d’intersection confondus. Si, au con-
traire, dans le voisinage d'un point donné commun & la courbe C et
au cycle, la courbe C reste tout entiére extérieure ou intérieure an
cycle, nous dirons que la courbe touche le cycle, et ce point comptera
pour un nombre pair de points d’intersection confondus.

Supposons, par exemple, que le cycle donné présente un point an-
guleux a I'origine et que son équation s’écrive

0= (y — &) (y — pa) + 0,

f, étant un polynome ne contenant que des termes de degré 3 et
au-dessus. .

'Supposons qu'un point infiniment voisin de 1'origine soit & I’inté-
rieur du cycle donné toutes les fois que

z>o0, (y—2ix)(y—px)>o,
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et a I'extérieur si

z<o ousi x>0, (y—lz)(ly—pzx)<o.
Soit
0=y — mx -+ 0,

I'équation de la courbe C, ot §, représente un polynéme, ne contenant
que des termes de degré 2 et au-dessus. ,
11 est aisé de voir que la courbe C traverse le cycle toutes les fois

que
(m—3)(m—p)>o

et le touche dans le cas contraire.

Téortme VI. — Le nombre des contacts d’un cycle algébrique qui n’a
pas de point anguleux, qui n’a pas de contact d’ordre supérieur avec
une caracteristique et qui ne passe par aucun point singulier est toujours

Jfini el pair.

En effet, soit
Fz,y)=o0

I'équation de ce cycle, on trouvera ses contacts en cherchant son in-
tersection avec la courbe

dF dF

Cette courbe étant algébrique, ses intersections avec le cycle donné
sont en nombre pair, si 'on a soin de compter pour deux intersections
les points ou la courbe touche le .cycle. Or, en ces points, le cycle
aurait, avec une caractéristique, un contact d’ordre pair, ce que nous
n’avons pas supposé. Donc, il n’y a nulle part plusieurs points d'in-
tersection confondus des courbes

e=o0, F=o.

Donc, le nombre des contacts est pair. C. Q. F. D.
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.

Remarque l. — Le théoréme est encore vrai quand méme le cycle
donné a des contacts d’ordre supérieur avec une caractéristique; a la
condition toutefois que 'on ait soin de compter un contact d’ordre n
pour n contacts.

Remargue II. — Supposons maintenant que le cycle algébrique offre
un point anguleux. Supposons, pour fixerles idées, que ce point angu-
leux soit a l'origine, qne I'équation du cycle s'écrive encore

=(y—1rz)(y—pz)+h

et que l'intérieur du cycle soit défini par les conditions
>0, (y—2a)(y—pz)=

Le polyndéme ¢ s’écrit alors, siX, et Y, sont les valeurs de X etde Y
pour x = y=o,

o =X, [20px— (A +p)y] +Ye[2y— (A +p)2z] +0,,

ou §, est un polyndme ne contenant que des termes du degré 2 et
au-dessus.
Le coefficient angulaire de la tangente 4 1’origine 4 la courbep =o
est alors
Yo A +p)—aXodp
2Y,— Xo(A-+p)

et la condition pour que la courbe ¢ = o traverse le cycle, c’est que

u=[Y,(A+p) —2X ] —2[2Y, — X)A +p)
B=[Yo(r+p) —aXdp] —p[2Ve — X (2 + )

soient de méme signe.
Or, on peut écrire, en simplifiant, ’

]’
]

a= (Yo~ Xod) (p—2),
B=(Yo—Xep)(A—p)i

ce qui prouve que la condition pour que « et 3 soient de méme signe,
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c'est que Y,— Xo)et Y,— X, soient de signe contraire, ou, en
’autres termes, que la condition pour que la courbe ¢ = o traverse le
cycle donné est que la caractéristique qui passe par Porigine ne la
traverse pas.

Done, un point anguleux comptera pour un contact, sila caracté-

ristique qui passe en ce point ne traverse pas le cycle, et pour deux
contacts dans le cas contraire.

Remarque H1. — Supposons maintenant que, le cycle passant tou-
jours par I'origine, l'origine soit un point singulier. Soient

X=uax+ fy+0,,
Y=dx+fy+06,,

6, et G, étant des polyndmes dont les termes sont de degré 2 et au-
dessus.

On aura

dF , dF
=(ax+fy) 7 + («w-i-ﬁy)d +6adx+6q§,

La courbe ¢ = o passe par 'origine.
Si elle n'est pas tangente 4 la courbe F=o, le point singulier
devra compter pour un contact, mais si elle a avec le cycle F= o un

contact du rn**™ ordre, le point singulier devra compter pour n + 1
contacts.

Or, pour qu’elle soit tangente & F = o, il faut et il suffit que, si

dF
dz

~Aa+ BN +ad +fr=o,

+l‘-i—F-—~o '
dy — 7’

c’est-a-dire qu'il faut et il suffit que le cycle F = o soit tangent a une
caractéristique, puisque le coefficient angulaire m de la tangente a
une des caractéristiques passant par P'origine est donné par I'équation

—m(a+fm)+ o' + f'm=o.
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On verrait de méme que le cycle F = o aura, & l'origine, un contact
du n**™ ordre avec la courbe ¢ =o, s'il a un contact du n¥*® ordre
avec une des caractéristiques passant par I'origine.

Donc, un point singulier par ou passe le cycle donné, mais qui n’est
pas un point anguleux, comptera pour n + 1 contacts si le cycle a, en
ce point, un contact du ri*® ordre avec une caractéristique.

Remarque IV. — Supposons enfin que I'origine soit un point sin-
gulier et un point anguleux du cycle donné.
Soient encore
v X=ax+ By + 0,
Y =do'w+ fy+ 0,
F=(y —hx)(y —pw)+ s,

et a I'intérieur du cycle

x>0, (y—iz)(y—pxr)>o.

On aura
¢ = (az + By)[2Apz — A+ p)7]
+ (dw+ fy) [2y — (A+p)x] + 6,

&, étant un polyndme ne contenant que des termes du degré 3 et au-
dessus.

La courbe 9 = o présente donc a l'origine deux branches de courbe.
I.’origine comptera donc pour un nombre pair de contacts si ces deux
branches touchent toutes deux ou traversent toutes deux le cycle,
pour un nombre impair dans le cas contraire ; c’est-a-dire que, pour
que I'origine doive étre comptée pour un nombre impair de contacts,
il faut et il suffit que les deux tangentes 4 I'origine a la courbe ¢ = o
ne soient pas comprises toutes deux dans I'un des angles formés par les
tangentes & l'origine 4 la courbe F = o, c’est-a-dire qu'il faut et qu’il
suffit que

a=[(a'+B2) (A +p)—27p(a+p2)]
= Ma(a'+B2) — («+ 1) (2 + p)]
B=[(+Fp)(A+p)—2dp(a+ fp)]
—p[2(a+fp) — (& + Fp) (A +p)]

soient de signe contraire.
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Or, on peut écrire, en simplifiant,

a=[(a+ L) = A(a+E\)] (A —p)
b=[(«+ fp)~ ¢+ pp)} (A —p)

Si le point singulier est un foyer, I'équation
(¢ + plx) — x(2+px)=

n'a que des racines imaginaires. Son premier membre est donc tou-
jours de méme signe, a et b sont de signe contraire et le point singulier
compte pour un nombre impair de contacts.

Si le point singalier est un col ou un nceud, il compte soit pour un
nombre pair, soit pour un nombre impair de contacts, selon la position
des tangentes a I'origine au cycle F = o.

Résumé. — Le nombre des contacts d’'un cycle algébrique est tou-
jOllI‘S pair 4 la condition :

° Que I'on compte un contact du ™ ordre pour n contacts ;

2" Qu’un point anguleux du cycle donné soit considéré comme un
ou comme deux contacts, selon que la caractéristique qui y passe v
touche ou y traverse le cycle;

3° Qu'un point singulier compte pour » + 1 contacts si le cvcle a,
en ce point, un contact du n'™® ordre avec une caractéristique ;

4° Qu'un foyer qui est un point anguleux du cycle donné soit
compté pour un contact;

5° Qu’un col ou un neeud qui est un point anguleux du cycle donné
soit compté pour un ou pour deux contacts, selon la position des tan-
gentes au cycle au poiut anguleux.

Corollaire, — Si deux arcs algébriques ont mémes extrémités, le
nombre de leurs contacts peut étre de méme parité ou de parité diffé-
rente si les deux extrémités ne sont pas deux foyers; il est toujours de
méme parité si les deux extrémités sont deux foyers.

TrtoriMe VII. — Si, entre deux points de la sphére, on peut mener
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un arc quelconque sans contact, on peut aussi mener entre ces deux
points un arc algébrique sans contact.

En effet, soient
w=q(L), r=4(1)

les équations deT'arc donné, ol ¢ est un paramétre convenablement
choisi. On aura pu choisir le paramétre de telle sorte que les extrémités
de I'arc correspondent &

t=o0, t=mnm.

Si l'arc donné ne coupe pas I'équateur, x ety restent finis quant ¢
varie de o 4 n; ce sont donc des fonctions finies et continues de ¢ entre
ces limites, et il en est de méme de leurs dérivées.

Soient ,, ¥, et x,, ¥, les valeurs de x et de y pour z=o0 et pour
t = n; les fonctions

t .t
& — X, COS - — XqSin —»
2 2

cost ? gin &

Y —JYicosg —Y 2

sont nulles pour ¢ = o et pour t = .
Les fonctions z et y peuvent donc se développer en séries conver-
gentes en sin m¢, de la maniére suivante,

m=wo

. ¢ .t
xr = 2 A, sinmt 4+ x, cos 5 T &asinz,
m=1

mso

. t .t
y= 2 B, sinm¢ + y, COS 5 + Y,SIn -5

m=3

et I'on aura de méme en séries convergentes

m=
dz Zy .t 2 ¢
= E mA,, cosmi — - Sino -+ —=cos-,
m=x
nm=w

dy _ ’ Pl Yo ¢
dt—EmBmcosmt——;sxn;—i-—q—cos?
m=
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- . o - dy dx
Si l'on substitue ces valeurs & la place de =z, ¥ ' T dans I'ex-
pression
dy

X A

Y

on aura une fonction de ¢ qui, quand ¢ variera de o a #, ne s’annulera

pas et dont Je carré restera par conséquent toujours plus grand qu'une
quantité donnée €*.

Soient i
m=y.
. T /
A= 2 A,,sinmt + x, cos ; T aasins,
m=i
m=p
. t .t
B, = E B, sinmt + y, cos 5 TYasin_
y n=t
L'arc

x=A, y=1B,

est algébrique et a les mémes extrémités que I'arc donné.
De plus, on aura toujours pu prendre p. assez grand pour que

dA o . .
Aps By, —> — différent aussi peu que l'on veut de ¢{ti, §(1),
“ d " ’
?i(—;’ dq;, ou bien pour que x? i {-{%‘-‘, ou z etysont remplacés dans

X etY par A et B, dlffere aussi peu que 'on veut de X 4’ —Y %,

ou x ¢l ) sont remplacés dans X et Y par 9 et §; par exemple, pour
que cette expression différe de X —f —-Y= ? de moins de ¢, pour que

I’on ait toujours

Dans ce cas, 'are

sera & la fois algébrique ct sans contact. - ¢. Q. F. p.

Si I'grc donné coupail I'équatenr, mais ne coupait pas le grand
cercle .

ax + fy+y7=o,
Journ. de Matk. (3¢ série), tome VIl. — Drcempre 188;. 53
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on ferait un changement de variables en posant

' Y

— _ ’ .
TEmwy ey YT oy

et le théoréme se démontrerait de la méme maniére.

Si I'arc donné coupait tous les grands cercles de la sphére, on le dé-
composerait en un certain nombre d’arcs secondaires dont aucun ne
couperait tous les grands cercles de la sphére, et le théoréme démontré
successivement pour chacun de ces arcs secondaires le serait également
pour l'arc total.

Takoréme VIII. — Si AB est un arc algébrique sans contact, si AA,
vt BB, sont deux arcs de caractéristiques, on peut mener de A, a B, un
are sans contact. :

En effet, soient
' z=9(t), y=14()

les équations de I’arc AB ol ¢ et { sont des fonclions continues de ¢,
n’ayant qu’une valeur pour chaque valeurde 2. Soient « et 3 les valeurs
de ¢ qui correspondent aux points A et B.

- A chaque valeur de ¢ correspond une caractéristique, et une seule,
de telle sorte qu’a « et 8 correspondent les caractéristiques AA, et BB,.
Soient #y, ¢, 25, . . . les valeurs de zauxquelles correspondent des carac-
téristiques qui vont passer par un col.

Considérons la caractéristique qui correspond a une valeur donnée
de ¢; soit s 'arc de cette caractéristique compté a partir du point ou
elle coupe 'arc AB. Les deux valeurs de s et de ¢ déterminent un point
de la sphére et forment pour ainsi dire un nouveau systéme de coor-
données. Soient

t=2, s=1v lescoordonnéesde A,,
t=p, s=0d lescoordonnéesdeB,,
t=t,, s=s, lescoordonnées des cols, .

t=1d, s=s,
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Une équation
' s=F(¢),

ou F est une fonction continue de ¢, qui ne prend qu'une valeur pour
chaque valeur de ¢, représente un arc de courbe continu et sans con-
tact, toutes les fois que z n'est égal ni & ¢,, nia¢,, ... etsiz=t¢,, par
exemple, toutes les fois que s < s,.

Or, on pourra toujours choisir F de telle sorte que,

pourt=ea, F=y,
pourt=Pp, F=3,
pourt=1¢, F<Is,,
pourz=t¢,, F<Is,,

c'est-a-dire que I'on peut mener de A, 4 B, un arc sans contact et par
conséquent un arc algébrique sans contact. C. Q. F. D.

Trkorime IX. — Si AB et A\B, (fig. 5) sont deux caractéristiques,
si AA, et BB, sont deux arcs algebriques qui ne coupent AB et A,B, en

aucun autre point que A, B, A, ou By, les nombres des contacts de AA,
et de BB, sont de méme parité.

Soit A" un point assez voisin de A pour que I'arc AA’ soit sans contact

Fig. 5.

et que la caractéristique A’B’ aille couper BB, en un point B’ tel que
BB’ soit sans contact.
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" Supposons de méme que A', B, soit un arc caractéristique, et que AA,
B,B, soient sans contact.

On pourra mener, d’ apres le théoréme précédent, des arcs algebrl-
ques AB’ A’ B, sans contact.

Le nombre des contacts du cycle algébrique

AB'B,A'A
doit étre pair.
Or, les caractéristiques AB, A,B, touchent le cycle en A et en B, ;
les caractéristiques A'B’, et A’ B, le traversent en B’ et en A). Donc les
quatre points anguleux comptent pour deux contacts. Donc on a

nombre des contacts AB' <+ nombre des contacts B'B,
+nombre des contacts B,A), + nombre des contacts A\A=o0 (mod. 2),

ou, ce qui revient au méme,

nombre des contacts A, + nombre des contacts BB,=o0 (mod. 2.
C. Q. F. D.

TakoriMe X. — Si un arc de caractéristijue qui ne passe par aucun
point singulier est sous-tendu par un arc de courbe, le nombre des contacts
de.cet arc de courbe est impair.

En effet, soit F = o I'équation de l'arc sous-tendant. Considérons la
fonction F; cette fonction passe, par exemple, du positif au négatif
quand le point (x, y), décrivant la caractéristique, passe par'une des
extrémités de I'arc sous-tendant, et du négatif au positif quand il passe
par 'antre extrémité de cet arc. C'est dire que, quand le point (x,y)
décritl’arc donné de caractéristique, lafonction F passe par un nombre
impair de maxima et de minima.

Or, ces maxima et ces minima sont donnés par I'équation

go:X%-}-—Y?zs:o;
c’est dire que l'arc de caractéristique coupe en un nombt‘e impair de
points la courbe ¢ = o.
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Or, cette courbe, qui est algébrique, coupe en un nombre pair de
points le cycle H formé par 'arc de caractéristique et 1’arc sous-ten-
dant; - donc elle coupe I'arc sous-tendant en un nombre impair de
points. ’ |

Donc le nombre des ¢ontacts de cet arc est impair.

° C. Q. F. D.

Remarque I. — Si I'arc de caractéristique passe par un col, comment
faudra-il modifier le théoréme?

Le col appartient évidemment & la courbe ¢ = o, mais il n’est un
maximum ou un minimum de F qu’a la condition que Parc de caracté-
ristique présente en ce point un point anguleux.

En effet, supposons d’abord qu’il n’y ait pas de point anguleux Les
courbes F = o et 9 = o traverseront toutes deux, en général, le cycle H,
¢’est-d-dire que le col sera un point simple d’intersection du cycle et
de ¢ = o, sans correspondre 4 un maximum ou 4 un minimum de F.

Si, au contraire, il y a un point anguleux, I'une des courbes 9 = o,
I = o traversera le cycle H, pendant que l'autre le touchera, de telle
sorte que, ou bien le col sera un point simple d'intersection de H et
de 9 =0, et en méme temps un maximum de F, ou bien il sera un
point double de H et de ¢ = o sans étre un maximum de F.

Donc, s1I'arc de caractéristique passe par un col et n'yapas de point
anguleux, le nombre des contacts de U'arc sous-tendant est pair.

Si I'arc de caractéristique passe par un col et y a un point anguleux,
le nombre de ces contacts est impair.

Remarque II. — On démontrerait de méme que, si unarc de carac-
téristique ne passe par aucun point singulier, tout arc de courbe qui
le sur-tend a un nombre de contacts pair.

Contacts des systémes topographiques. — Si I'on considére un systéme
topographique algébrique, les contacts de ce systéme formeront une
courbe algébrique.

On distinguera les contacts intérieurs et extérieurs du systéme topo-
graphique, selon que dans le voisinage de ces contacts la caractéris-
tique qui y passe reste intérieure ou extérieure au cycle qu’elle touche,
parmi ceux du systéme topographique.
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La courbe des contacts sera donc divisée en un certain nombre
d’arcs qui seront les arcs des contacts intérieurs et ceux dcs contacts
extérieurs

Ces arcs seront séparés :

1° Par les points singuliers;

2° Par les points ot la courbe des contacts touche un des cveles du
systéme topographique.




