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SUR LES SURFACES OSCULATRICES. -t

Sur les surfaces osculatrices ;

Par 1z P. PEPIN, S. J.

1. On sait qu'il n’est pas toujours possible de déterminer les coeffi-
cients de I'équation générale d’ordre donné m a trois variables de
maniére i rendre la surface représentée par cette équation osculatrice
en un point arbitraire d’une autre surface. Les seules équations que
I'on connaisse propres a représenter des surfaces osculatrices sont celles
du premier et du cinquiéme ordre. On peut, en chaque point d’une
surface donnée quelconque, déterminer soit un plan osculateur, soit
une surface osculatrice du cinquiéme ordre. Mais ces surfaces sont-
elles les seules que 1’on puisse rendre osculatrices? La solulion de cette
question se raméne a celle d'une équation indéterminée du troisiéme
ordre & deux variables. C'est cette équation que je me propose d’étu-
dier. Quoiqu’elle ne semble pas susceptible d’étre complétement réso-
lue, qu’on ne puisse assigner aucune limite au dela de laquelle on soit
assuré qu'elle n’admette plus de solution, on peut établir sur les
nombres propres a la vérifier des théorémes intéressants; on peut
méme trouver toutes les solutions possibles, en nombres inférieurs a
une limite assignée.

2. M. Hermite définit de la maniére suivante les surfaces osculatrices
(Cours d’Analyse, t. 1, p. 144) :

« Une surface regoit le nom d’osculatrice lorsqu’on a disposé de
toutes les constantes qui fixent sa position et déterminent sa nature
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de maniére a obtenir avec une surface donnée le contact de I'ordre le
plus élevé possible. »
Le nombre des conditions 4 vérifier pour une osculation d’ordre nitne

t ij_ﬁ_;_ﬂ_tﬂ ; le nombre des coefficients disponibles dans I'équa-

(m—41)(m+2Y(m<+3)

G — 1.
Par conséquent, une surface de degré m n'est osculatrice en un point
arbitraire d’une surface donnée que dans les cas ou I'on peut trouver
un nombre entier et positif # propre & vérifier I'équation

tion générale d’une surface de degré m est

(m+n(m+2)(m+3) [ = (R4+0(n-+2)
6 - 2 ’

{1) m® +6m*+11m=3(n+1)(n+ 2).

Quand cette condition n’est pas vérifiée, on peut encore, dans cer-
tains cas, déterminer une surface de degré m osculatrice en certains
points d’une surface donnée, en disposant d’une ou de deux coordon-
nées du point de contact, de maniére 4 vérifier une ou deux équations
de condition; si 1'on ne dispose que d’une seule coordonnée, la surface
de degré m peut étre osculatrice en tous les points d’une ligne tracée
sur la surface donnée; sil'on dispose de deux coordonnées, la surface
de degré m ne peut étre osculatrice qu’en des points déterminés. L'équa-
tion & vérifier est

\2) m+6m*+11m+ 6=3(n+1)(n+ 2)
daos le premier cas, et
(3) m+6m*+11m+12=3(n+1){n+2)

dans le second. Nous nous bornerons a discuter I'équation (1).

3. Pour chaque valeur du nombre » qui exprime l'ordre d’oscula-
tion, il ne peut y avoir qu'une seule valeur du degré m de la surface
osculatrice, et ce degré croit avec I'ordre du contact. On déduit en
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_effet de I'équation (1)

Y 3ma1P=(mP 4 6m* +11m) + 2m* +3m* — 2m + 3
' >3(n+1)(n+2),

-,f' m41>\(rn+1)(n+2).

e
Toutefois le degré de la surface croit moins rapidement que l'ordre
d'osculation. Pour m =1, on trouve n = 1. Le plan peut donc avoir
une osculation du premier ordre en un point quelconque d'une sur-
face donnée. Pour m = a, 1'équation (1) est impossible en nombres
entiers, mais on vérifie I'équation (2) en faisant n = 3. Ainsi une sur-
face du second degré ne peut pas étre osculatrice en un point arbitraire
d’une surface donnée, mais elle peut le devenir en des points dont les
coordonnées satisfont & une équation de condition. Pour m = 3, les
équations (1) et (2) sont impossibles, mais on satisfait 4 Iéquation (3)
en prenant z = 5. On conclut de 1a qu’une surface du troisiéme ordre
ne peut étre osculatrice i une surface donnée qu’en des points dont les
coordonnées vérifient deux équations de condition; I'osculation est
alors du cinqui¢me ordre. On trouve de méme qu'une surface du qua-
triéme degré me peut étre osculatrice qu’en des points dont les coor-
données vérifient deux équations de condition, et que I'osculation est
du septiéme ordre. Enfin, en faisant m =5, on trouve que I'équa-
tion (1) est résolue par la valeur n = g. Cest, avec le plan osculateur,
la seule solution connue de notre probléme. 11 aurait fallu poursuivre
ces essais jusqu’a la valeur m = 20 pour trouver une nouvelle solution ;
on aurait vu que I'équation (1) est vérifiée lorsqu'on y fait m = 20,
‘n=158. On pourrait, par des essais successifs, trouver toutes les solu-
tions en nombres inférieurs & une limite assignée, mais les calculs
seraient fastidieux si cette limite était tant soit peu élevée. Nous verrons
plus loin qu’on peut parvenir au méme résultat par une méthode beau-
coup plus expéditive. Mais, avant d’aborder cette question, nous éta-

blirons quelques théorémes généraux sur les diverses formes que le
nombre m peut affecter.

Journ. de Math. (3¢ série), tome VIE. — Mars 188:. 10
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I
4. En écrivant 1'équation (1) sous la forme
(1) m[(m+3)2+2]=3(n+1)(n+ 2),

on voit que tous les facteurs premiers impairs de n+1 et de n+ 2
qui ne sont pas diviseurs de m sont de 'une des deux formes 87+ 1,
8/ + 3, puisque — 2 en est résidu quadratique. Si m est impair, le pro-
duit (n+1)(n + 2) est impairement pair; si m est pair, le quotient

(7 +1)(n +2)
m

Nous distinguerons deux cas, suivant que m est premier avec 3 ou
multiple de 3. Dans le premier cas, nous poserons m = Ak, en désignant
par % le plus grand diviseur commun des deux nombres m et r + 1,
par & celui de m et n + 2. Nous déduirons de 1'équation (1)

est impair.

. ) + + 2
(4) (B +3)! + 2 =355 232 =3pg,
el . L1 R+
en désignant par p et ¢ les deux quotients ,_Ii—l ) '—lT— Ces deux quo-

tients sont des nombres entiers dont tous les facteurs premiers sont de
I'une des deux formes 8x + 1, 8x + 3.
Si le nombre m est multiple de 3, nous posons m = 3k, h désignant

le plus grand diviseur commun de.—': et de n +1, k celui de %‘ et de

n + 2; puis nous déduisons de I'équation (1)

R+ R+

(5) 9k +1)+2=—— ——=pg.

Dans les deux cas, les quatre nombres &, £, p et ¢ sont liés entre
eux par la relation

(6) kg —hp=1.

Au moyen de ces formules nous démontrerons que les valeurs de m
propres & vérifier I'équation (1) ne peuvent étre ni des nombres pre-
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miers, ou des puissances de nombres premiers autres que 1 et 5, ni

des puissances de nombres premiers multipliées par I'un des nombres 2,
4, 8, 16, 6, 12 et 24.

5. Examinons d’abord si le nombre m peut étre premier avec I'un
des deux nombres » +1, n + 2. Il peut se présenter deux cas, sui-
vant que m est premier avec 3 ou multiple de 3. Dans le premier cas,
on a m = h, le nombre A étant diviseur de l'un des deux nombres
n+ 1, n+ 2. Les équations (4) et (6) deviennent respectivement

(A+3)'+2=3pg, hp—g==%1,

et 'ona n+2=/Apou n—+1=hp, suivant que la derniére équation
est vérifiée avec le signe supérieur ou avec le signe inférieur.
L’élimination du nombre ¢ entre les deux derniéres équations donne

(b +3)*+ 2 =3(hp* xp).

Nous pouvons nous borner au signe supérieur, en convenant de déter-
miner le nombre » par la formule n + 2 = Ap si p est positif et par la

formule 7 + 1 = — Ap si p est négatif. Sous cette réserve, il nous suffit
de résoudre I'équation

——
~
~

R—-3p*—2)h+11+3p=o,

en nombres entiers &, p, le premier, 4, positif, le second, p, positif ou
négatif.
On ne peut pas supposer 11+ 3p <o, car, les deux racines de

I’équation (7) étant de signes contraires, A4 serait la racine positive, et,
la racine négative étant désignée par — /, on aurait

3(pP—2)=h—1, —11—3p=Ahl,
(bl +11)?=gp*=3(h— 1)+ 18,
R+ 220l <3(h— 1)< 3h.

Or cette inégalité est évidlemment impossible en nombres entiers et
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positifs. Si donc I'é6quation (7) est possible, les valeurs de p vérifient la
condi ion

1+ 3p>o.

Les valeurs de p comprises entre — X et 4! sont == 2, &= 3, car, si
I'on suppose p === 1, les racines de I'équation (7) sont imaginaires.
Soit p = — 2. L’équation (7) devient A* — 6% +5=o0, et I'on en
déduit

h=3=x\9g—5=35,1.

Si 'on prend p = 2, les valenrs de 4 sont irrationnelles. 1l en est de
méme pour p = — 3; mais, en faisant p = 3, on obtient I'équation

h*—21h+20=0,

dont les racines sont 20 et 1.

Nous trouvons ainsi trois solutions de notre probléme : m =1, 5
et 20. Comme, pour les deux premicres, la valeur de p est négative, —2,
nous devons déterminer la valeur correspondante de 7 par la formule
n+1=-—hp=2h, ce qui donne n =1 pour k=1 et n=g pour
h=15. Ces deux solutions (m=1, n=1; m=5, n=g) sont connues.
La troisiéme (m = 20) me semble nouvelle. Comme elle correspond a
une valeur positive de p, on doit déterminer la valeur correspon-
dante de » au moyen de la formule n + 2 =/Ap; on trouve ainsi
n=20x3—2=>58.

11 nous reste a examiner si I'équation (7) est possible en supposant
p > 3. Les deux racines élant alors positives, désignons-les par A et
par /; elles vérifieront les deux relations

h+1=3(p*—2), k= 11+ 3p.
Comme la racine entiére 4 divise le dernier terme 11+ 3p, l'autre
racine / est aussi un nombre entier. Or les deux nombres 4 et / étant

entiers et positifs, on a évidemment 24/> & + /; donc

6p+22>3p*—6, 3p*—6p—28<o.
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Cette inégalité exige que p soit inférieur 4 la plus grande racine du
trindme p? — 2p —2%; ce nombre doit donc étre infériexr 4 5, et,
puisqu’il est supposé supérieur & 3, il doit étre égal 4 4. Comme, en
faisant p =4, on trouve pourlesracines 4 et / des valeurs irrationnelles,
nous pouvons conclure que I'équation (7) n’a pas d’autre solution que
les trois ci-dessus indiquées.

Nous pouvons résumer cette discussion dans le théoréme suivant :

L. Parmi les solutions de U'équation (1), les seules valeurs de m que
soient en méme temps premiéres avec l'un des facteurs n+ 1, n+ 2 et
non multiples de 3 sont m=1, m=15 et m= 20, auxquelles corres-
pondent respectivement n =1, n =qetn=>58.

Or, si m est une puissance d'un nombre premier autre que 3, il est
nécessairement premier et avec 3 et avec 'un des deux facteurs » +- 1,
n + 2. Nous pouvons donc conclure, relativement 4 la question géo-
métrique proposée :

II. Parmi les surfaces dont le degré est un nombre premier ou une
putssance d’'un nombre premier, pair ou impair, mais autre que 3, les
seules que l'on puisse rendre osculatrices en un point arbitraire d’une sur-
Jace donnee sont le plan et la surface du cinquicme degre.

6. Supposons m = 3kk et cherchons dans quels cas I'un des facteurs
hou k se réduit a 'unité. Cela aura nécessairement lieu si m = 3A2,
A désignant un nombre premier quelconque, car, I’équation (1) deve-
nant dans ce cas

A*[g(A*+ 1)+ 2] =(r+1)(n+ 2),

un seul des deux facteurs » + 1, n + 2 sera divisible par A et I'autre
sera premier avec m. Ainsi, en résolvant la question proposée, nous
sommes assurés de trouver toutes les solutions de 1'équation (1) qui
peavent étre renfermées dans la formule m = 3A%, ou A désigne un
nombre premier quelconque, égal a 3 ou différent de 3.

. m . .
Suivant que  divise le facteur n +- 2 ou le facteur n + 1, ona

n-+2 n—+1
m=3h, ——=p ou ——=p,
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de sorte que, I'autre facteur étant désigné par ¢, les trois nombres p,
¢, h doivent vérifier les deux équations

bp—q==x1, (3h+3)+a=pg=php=x1)
Comme dans le cas précédent, on peut ne conserver que le signe supé-
rieur, en convenant d’accepter les valeurs négatives de p et de déter-
miner n par la formule n + 2 = ph si p est positif, et par la formule

n+ 1= — ph si p est négatif. Sous cette restriction, nous n’avons plus
qu'a chercher les solutions en nombres entiers de I'équation

(8) oh* —(p*—18)hk+11+p=o.

On ne peut pas supposer p + 11 <0, car, en posant dans cette
hypothése p = — p,, p, serait un nombre entier et positif. Comme le
nombre & est positif et diviseur de p + 11 =— (p, — 11), on ferait

p, — 11 = hi, | désignant un quotient entier et positif, et I'on déduirait
de la formule (8)

gh—1l=p?—18, ohl=gp,—og9=1I(p?— 18+
Comme { est entier et positif, on déduirait de la derniére formule
Pi—18<opi—99; (pr—3)f~+81{1—7) <o,
ce qui est évidlemment impossible.
Lasomme p + 11 est donc positive. Soitdoncp + 11 = Al; e nombre /
est entier et positif; de plus, I'équation (8) divisée par 4 donne

9h + {=p* —18.

Si T'on suppose /=1, on déduit des deux formules précédentes,
9h=p*—19=09p + 99,

pP—9p—118=o.
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Or on reconnait aisément que cette équation n’a pas de racine entiére.
Comme le nombre / est résidu quadratique de 3 et qu'il est supérleur
a1, il ne peut pas étre inférieur 4 4. Le produit 374 est donc supérieur
A 9h + 1, car, si on suppose <34, oh + 1 est < 12A; si, au con-
traire, on suppose ! > 3A, gk + lest <4/ < 3hl. sih est>1, et Ton
reconnait aisément querl'on ne peut pas supposer A = 1. On a done

3h=3p+33>p*— 18, p—3p—51<o.

Comme les racines du trinéme p? — 3p — 51 sont comprises entre 14
et — i1, la valeur de p doit étre comprise entre les. mémes limites.
D'ailleurs la valeur numérique de p doit étre supérieure & 4, car autre-
ment 1'équation (8) n’aurait que des racines négatives. Le nombre p
est donc compris entre 14 et 4 ou entre — 4 et — 11. D'un autre coté,
le nombre p étant diviseur de g(h-+1)*+ 2 ne peut étre que sim-
plement pair ou impair, et ses diviseurs premiers ne peuvent étre d’au-
cune des deux formes 8!+ 5, 8/ 7. Les valeurs comprises entre les
limites assignées et vérifiant ces conditions sont 6, g, 11, — 6, — 9. Or
I'équation (8) exige que p soit premier avec 3. Il ne reste donc que la
valeur p =11, pour laquelle I'équation (8) devient

9h* —103h+22=0.

Comme les racines de cette equatlon sont irrationnelles, nous con-
cluons :

I. Parmi les solutions de U'équation (1), il n’en est aucune ou le
nombre m sott en méme temps divisible par 3 et premaer avce l'un des deux
nombres n+1, n+ 2.

Cela aurait lieu nécessairement si 'on pouvait véritier I'équation (1)
en prenant m = 3A%; donc :

II. L'équation (1) nepeut étre vérifice par aucune valeur de m comprise
dans la formule m = 3A%, ou A désigne un nombre premier quelcongue,
et @ un exposant entier et positif.
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Relativement & la question géométrique proposée, nous avons ce
théoréme :

H1. Aucune surface de degré triple d’un nombre premier ou d’'une
puissance de nombre premier ne peut étre osculatrice en un pointarbitraire
d’une surface donnée.

7. I.efacteur commun dunombre m et de I'un des deux nombres n—+1
ou n+ 2 peut-il étre une puissance de 2? La solution de cette question
renferme implicitement celle de la question suivante : le nombre 7
qui satisfait a I'équation (1) peut-il étre de la forme 2*A%, A désignant
un nombre premier impair? Car, si m = 2"A* et que m ne soit pas
premier avec 1'un des deux facteurs n + 1, n + 2, le nombre 2* sera
le plus grand diviseur de m et de l'un des deux nombres » +1,
n+ 2.

Nous distinguerons deux cas, suivant que m sera premier avec 3 ou
multiple de 3. Dans le premier cas, on aura les équations

(2*h +3)*+2=3pg, n+1=2"p, n+2=/hq,

ou bien
n+1=hg, n-+2=n1p.

L’élimination du nombre n donne I'une des deux équations
hg— 2p==1.

Multipliant cette équation par 3¢ et remplacant 3pg par I'expression
donnée dans la premiére formule, on a I'équaticn

(9) 24 — 3(g*— 2™k + 1.2 = 3¢ =o.

Soit d’abord A = 1. L’équation & résoudre devient

(A) 8h* — 3(q’.—~ 8)h + 22 = 3¢g=o0.

1" 8i 22 % 3¢ est > o, comme le nombre & doit étre diviseur-du
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dernier terme, nous poserons

(a) 22 = 3¢ = A,
de sorte que l'équation (A), divisée par 4, donnera
(b) 8h +1=3¢"— 24.

Le nombre / est entier et positif; on déduit de I'équation (a) qu'il est
premier avec 3 et de I'équation () qu'il est de la forme 8% + 3. D’ail-
leurs, le nombre 4 est un nombre impair supérieur 4 3. Le produit A/
est donc supérieur 4 la somme 8% + /, de sorte que I'on a

2239 >3¢*— a4, 3¢*x39—46<o.

La valeur de =+ ¢ doit donc étre comprise entre les deux racines du
. 6 iy
trindme x* — & — %, et par conséquent entre les deux nombres 3 et

— 2. Mais I'équation (&) exige que ¢* soit > 8. I.'équation (A) est donc
impossible dans I’hypothése admise. '

2° Soit 22 == 3¢ < o, ce qui exige qu'on prenne le signe inférieur et
que l'on ait 3¢ > 22. Posons 3¢ — 22 =Al; 'équation (A), divisée
par &, donne

8h — 1 =3q"— 24.

Les deux nombres % et / sont entiers et positifs, et 'on déduit de la
derniére équation que le nombre / est de la forme 82+ 5. Enfin de

I'hypothése ¢ > %2- on conclut
g*>49, 8h—I>0 et 8h—I1<<8Rh < 2lh

On a donc
3¢°— 24 <6g—44, 3(g—1)+17<o0,

ce qui est évidemment impossible. Ainsi, quel que soit le signe adopté

Journ, de Math. (3¢ série), tome VII. — Mars 1881, tl
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dans I'équation (A), il est impossible de la vérifier par des valeurs
entiéres et positives de 4 et de p. Donc :

I. L'équation (1) n'admet aucune solution ol le plus grand diviseur
commun de m et de l'un des nombres n + 1, n + 2 soit égal a 2.

Or cela aurait nécessairement lieu si le nombre 2 pouvait étre de la
forme 2A% A désignant un nombre premier supérieur a 3, car, le
nombre m ne pouvant étre premier avec aucun des deux facteurs n+1,
n+ 2 (n® 3, 1), 'un de ces deux nombres aurait avec 7 le nombre 2
comme plus grand commun diviseur. Donc :

1. Le degré d’une surface osculatrice en un point arbitrawre d'une sur-
Jace donnée ne peut étre égal au double d’un nombre premier supérieur
a 3 ni au double d’une puissance d’un pareil nombre.

8. Reprenons I'équation () et montrons que, si A n'est pas supérieur
& 4, on ne peut pas supposer 11. 2= 3¢ < 0. Dans cette hypotheése, il
faut prendre le signe inférieur et faire 3¢ > 1 1. 2*. Posons

(a) 3¢ —11.2"=Ml;
I'équation (g), divisée par h, donnera
(b) 3¢* — 6.2% =22 h —|,

[ désignant aussi bien que A un nombre entier et positif. On déduit de
la derniére formule que  doit étre de la forme 8x + 5 et de I'équa-
tion (a) que ce nombre est premier avec 3.

En multipliant I'équation (@) par 3¢ + 11.2" et lequatlon (b) par 3,
on obtient les deux formules '

99° —121.2% = hl(2g + 11.2"),
99*— 18.22= 3.2 — 3],

dont la comparaison donne I'inégalité

(3¢ +11.2") < 3.2%,
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d’ou, ayant égard & I'hypothése 3¢ > 11. 2%, on’ déduit

(.(,‘"! l< 3.211:--1
1° =2
3.8 .
<= <35
2°7.=3
3.32
1< =2 <g;
I A=4
[<.?’.L’§<36

Comme le nombre / doit étre de la forme 82 + 5 et non divisible par 3,
la limite obtenue exclut toute valeur de / dans le premier cas; elle ne
laisse que la valeur /=15 quand 2 = 3 et les valeurs 5, 13, 29 quand
A=4.

Or, en éliminant 4 entre les équations (a) et (&), on obtient

(d) 3lg* — 3.2"qg+ I — 6.2 +11.2" =0,

et I'on constate aisément que cette équation n’est pas vérifiée par une
valeur enti¢re de ¢, soit lorsqu’on fait A\ =3, /=15, soit lorsqu’on
prend A =4 et qu'on donne & / l'une des trois valeurs 5, 13 on 19.
Donc, si I'équation (g) est possible pour des valeurs de A inférieures
4 5, on a nécessairement

11.2>% 3¢ >o.

9. La vérification que nous venons d’indiquer relativement a I'équa-
tion (d) n'offre pas de difficulté; mais, dans les deux cas ou, X étant
égal a 4, le nombre / est égal 4 13 ou & 25, le calcul direct est un peu
long. On peut I'éviter de la maniére suivante.

D’abord, en considérant I’équation (d) suivant le module 2?, on a
entre /et ¢ la congruence

3¢* +{=0 (mod. 512),
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dontles solutions sont données par la formuleg = 2°6 = 217 si { =13
et par la formule ¢ = 2%¢ = 209 si /= 29. Mais, comme le nombre ¢
ne peut étre de la forme 8 + 7, on doit exclure les signes infé-
rieurs.

On déduit aussi de I'équation (d)
3¢g=11.2" (mod. ).
Si /=13, on en déduit

q__: 28g+2[7E]I (mOd. 13))
6 =135 +6.
Sil=129,0ona

3g = 2*36 + 627 =11.16 (mod. 29),
6 = 29E+ 3.

Enfin, comme la somme des trois derniers termes de I'équation (d
est positive, il faut que la somme des deux autres soit négative, ce qui
exige que 'on ait

lg <2 [(2%04+a)<2" (a= 217, 209).
On a donc a fortiors

6 <22,

et, par conséquent, § < 2si l=13, § < 1 si /= 29. Or cela estimpos-
sible, puisque @ ne peut étre inférieur i 3. Ainsi, dans les deux cas
énoncés, I'équation (d) n'admet pas de solution entiére, ce qui justifie
la conclusion du numéro précédent.

10. Examinons si 'équation (g) peut étre résolue en supposant
11.2" = ¢ > o. Nous ferons '

(@) 11.2 =3¢ = A,



SUR LES SURFACES OSCULATRICES. 85

et nous déduirons de I'équation (g), divisée par 2,
(b) 2nh+l=3(q2__ 32).1-1)_

On conclut de la dernmére formule que [ est de la forme 8x + 3.
On ne peut pas prendre le signe inférieur dans I'équation (a), car

A
avec ce signe on devrait vérifier I'inégalité g < -“—33- Mais on déduit
de I'équation (b)

2h4-b
3 )

9> 2

de sorte que le nombre g serait compris entre les deux limites

: /‘f PTG

ce qui exige, avant tout, que l'on ait

lo%

2h+6< '_3' Ph< S

Comme le nombre 4 ne peut étre inférieur 4 5, il faut que 2 soit
inférieur & 3. Soit A = 1. Puisque Uon a 225, 2h 4+ 6216, et 'on
déduit de la formule (c)

h<g<ZF <8

Le nombre ¢ devrait donc étre égal & I'un des deux nombres 5 ou -

/?
ce qui est impossible, puisque — 2 est résidu quidratique de ¢.
Soit A = 2. On aura

2k 4 6 20,
et la formule (¢) donnera

H<hy/ R <g<h <

Le seul nombre impair compris entre ces deux limites est 13; or,
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— 2 n'étant pas résidu quadratique de 13, la valeur ¢ =13 est inac-
ceptable.

Ainsi, quelle que soit la valeur de }, on doit prendre le signe supé-
rieur dans les équations(g) et (a).

T.élimination de ¢ entre les deux équations(e) et (5) donne

2 — 22,2kl +103. 2" — 293k — 3/ = 0.

Nous déduisons immédiatement de cette équation qu’on ne peut pas
supposer 1< a***', car, dans cette hypotheése, il faut que les deux
racines de I'équation en /soient de méme signe, sans quoi on aurait

et ) 2
2 > 0> a22,2"h 43, /z<“,

ce qui est impossible, A étant inférieur 4 5 et & supérieur & 5. Or, si.
les deux racines de 1'égqnation en /sont positives, on a

103
h<gm

S$i)>a2,o0na
103

/____
h<Z 2

<5,

ce qui est impossible. 8i X = 2, hest < g; enfinsi ¥ =, f est <18,
Comme le nombre % est au moins égal 4 5 et premier avec 3, il n'a
que I'une des valeurs 5, 7 si 2 = 2 et l'une des valeurs 5, 7,11, 13

et 17 si k = 1. Or, on reconnait aisément que ces valeurs sont inadmis-
sibles. En effet, prenons I'équation (g) sous la forme

(e) 3(hg" — g) = P[(2h +3) + 2],
en y faisant ). = 2 et £ =5 on 7, on obtient les deux équations
5*—g=14.3.59, 7¢4°—g=14.3.107,

qui ne peuvent étre vérifiées en nombres entiers. De méme, si I'on fait
). =1 dans l'équation (e) et qu'on y substitue les valeurs 5, 7, 11, 13
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et 17 de A, on trouve

5¢~¢g=12319, 7¢'—¢=2.97,
11g*— ¢ =2.209, 13¢®— ¢ =12 281,

174" — ¢ = 2.457.

Or, on constate sans peine I'impossibilité de ces équations en
nombres entiers; comme g7, 281, 457 sont des nombres premiers et
(ue ¢ doit étre impair, ce nombre ne pourrait recevoir que 'une des
deux valeurs 1 on g7 dans la seconde équation, I'une des valeurs |
ou 281 dans la quairiéme et 'une des valeurs 1 ou 457 dans la der-
niére, ce qui est manifestement impossible. Dans la troisiéme équation,
g devrait étre multiple de 11; on aurait donc

(20¢7— ¢, = 2.19,

ce qui est impossible. Enfin, dans la premiére équation, on ne peut
donner a ¢ que I'une des deux valeurs 3 ou 19, et 'on reconnait im-
médiatement que ces valeurs ne vérifient pas I'équation.

Si donc I'équation (g) est possible, on doit supposer { > 22+, Or,
dans ce cas, 2*(11. 2"+ 3¢) = 2"k > 2.2%*A; si donc [ < 2%* A, on a

2 h > 23 h 4+,
et, si {> 2"k, on a a fortior:
2*h > a2l> 2 + [
La comparaison des deux formules (a) et (5) donne done
11,274+ 3,28 <3¢ — 6.2, 3¢°—3.2%g — 217 <0

Cette inégalité peut s’écrire

3(q2__ 2)-1)2___ 22).—2(3_*_4.17)< o,
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et Yon en déduit

g < 2 '(l+\/l+— <3 2"

D’ailleurs on déduit de la formule (), en ayant égard & V'inégalité
l> 921 ,

/’f"lll

32> 2?7+ 2h), ¢>2 \/

Le nombre ¢ est donc compris entre les deux limites

——
2 \/7 -+ 2*h <g<3. 2,
ce qui exige, avant tout, que I'on ait
o PE:
7+20 <2y, A

Comme le nombre % ne peut étre inférieur a 5, il fant que X soit
égal a 1. Dans ce cas, le nombre g doit étre compris entre 4 et 6,
c'est-a-dire qu'il doit étre égal & 5. Mais cette valeur est inadmissible,
parce que — a est résidu quadratique de ¢. Ainsi, dans toute hypo-
thése, 'équation (g) est impossible lorsque I'exposant ) est inférieur
as

11. Le résultat obtenu-dans les quatre numéros précédents pent
s'énoncer de la maniére suivante :

1. Parmi les valeurs de m propres a verifier I'équation (1), il n'en est
aucune qui soit premiére avec 3 et dont le plus grand diviseur commun
avec ['un des deux nombres n + 1, n + 2 soit égala 2, 4, 8 ou 16.

En réunissant cette conclusion avec le théoréme I du n° 5, on
reconnait que les formules 2A%, 8A% 16A* ne renferment aucune
valeur de m propre 4 vérifier I'équation (1) et que la formule 4A® n'en
renferme qu'une seule, m = 20. En effet, le nombre m étant diviseur
du produit (z + 1) (n + 2), dont les facteurs sont premiers entre eux,
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il faut ou bien qu'il divise 'un des facteurs et qu'il soit premier avec
P’autre, oubien qu'il se décompose en deux facteurs premiers entre eux.
Dans le premier cas, il résulte des n® 5 et 6 que le nombre m ne peut
avoir que l'une des trois valeurs 1, 5 et 20; dans le second, il est im-
possible qu’il soit de la forme 2"A%, ) désignant un nombre inférieur
a 5 et A un nombre premier supérieur 4 3, car alors il ne pourrait se
décomposer que d’une seule maniére en deux facteurs premiers entre
eux, et a2’ serait le plus grand diviseur de m et de I'un des deux
nombres n+ 1, n+ 2, ce qui a été démontré impossible. Donc :

11. Si l'on désigne par A un nombre premier supérieur @ 3, par = un
exposant entier et positif, les trois formules 2A%, 8 A%, 16 A® ne renferment
aucune valeur de m propre & verifier l'équation (1).

1I1. La seule valeur de m, propre a vérifier ’équation (1), qui soit ren-
Jfermée dans la formule §A*, est m = 20.

Relativement au probléme géométrique proposé, nous concluons
que :

IV. Parmi les surfaces que on peut rendre osculatrices en un point
arbitraire d’une surface donnée, celle du vingtiéme ordre est la seule dont
le degré soit égal au produit d’une puissance d’un nombre premier supe-
rieur ¢ 3, multiplice par I'un des nombres 2, 4, 8 ou 16.

12. Sile nombre m est de la forme 3.2*4, A désignant un nombre
impair, et si le plus grand diviseur commun de m et de 'un des deux
nombres n + 1, n + a est égal & 2%, 'équation (5) devient

2 +1) 2
9(2*h +1)+ 2=(—n——l‘—)‘7(/:l—+—)=pq,

et donne lieu 4 I'une des deux décompositions snivantes :

n+1=2q, n+2="hp, hp—2"q= 1,
n+t1=~hp, n+a=2q, hp—22g=—1.

Le probléme de trouver les valeurs de m divisibles par 3 qui véri-
Journ, de Math. (3° série), t. VII. — Mars 1881, 12
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- fient'équation (1), de maniére que le plus grand diviseur commun de m
et de 'un des deux nombres n + 1, n + 2 soit 2*, revient donc i ré-
soudre en nombres entiers et positifs le systéme des deux équations

hp — g =1, pg=q(2h+1)*+ 2;

c’est ce que nous allons faire, en nous bornant aux valeurs r, 2 et 3
de A.

En multipliant la premiére équation par p et remplacant pg par sa
valeur en fonction de %, nous trouvons

(10) 9.2%A% — (pP*—18. 2N A+ (11.22 = p) =0

Nous devons distinguer deux cas, suivant que le dernier terme de
cette équation est positif ou négatif. ‘

1° Soit d’abord 11.2* % p<C 0, ce qui exige que I'on prenne le signe
inférieur et qu’on suppose p >11.2*. Comme le nombre 4 doit étre
diviseur du dernier terme, nous aurons, en désignant par / un nombre
entier et positif,

(a) p—11.2"=hl,
() 9.2%h — I=p® — 18.2%

Nous concluons de V'équation (b) que le nombre / doit vérifier les
deux congruences

I=—p* (mod. 8), I=—p* (mod.g),
et que, par conséquent, il est de la forme 242 + 23. Si, apreés avoir
multiplié I'équation (e) par p+ 1 1.2 on la combine avec I'équation (b},
on trouve

—103. 22 =A[lp+11.2")—g.2%]+ [,

et'on en conclut, en ayant égard a I'hypothésep > 11. 2%

A1
I
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Si A=1 ou 3, le nombre ! doit étre inférieur & 23, ce qui est
impossible. Si X = 3, /est < 32; or, la seule valeur inférieure & cette
limite qui soit renfermée dans la formule 24« + 23 est-/ = 23. Faisant
donc A = 3 et [ = 23 dans les équations (a) et (b), et éliminant p, on
obtient l'équation

5294* — 16.35% + 103.2°+ 23 = o,

d’ou I'on déduit
' 16.35
J29

h< <2
Comme le nombre % ne peut étre inférieur & 3, nous concluons que
I’hypothése est impossible.

13. Soit donc 11.2* %= p=~Al > 0. Nous déduisons de 1’équation (10)

‘a) : i1.22=p=Ahl,
(b) 9.2+ =p*—18.2%,

- Laderniére formule exige que ¢ soit résidu quadratique de 8 et de 3
et que, conséquemment, il soit de la forme 24z +1.

On ne peut pas supposer &= 1, parce que le nombre 7 serait alors
premier avec I'un des deux nombres n + 1, n + 2, contrairement au
théoréme I du n° 6. On ne peut pas non plus prendre 2 = 3, car, en
éliminant p entre les équations (a) et (b), on aurait 'équation

[}
gl — (66.2* + 1) + 2°*(103 — 27.2*) = o,

dont I'impossibilité se constate aisément de la maniére suivante. Le
nombre { compris dans la formule 242 4+ 1 doit diviser 103 — 27. 2%,
Or, en faisant A =1, 2 et 3, on trouve que ce dernier nombre est égal
a 49, — 5, —113; comme aucun de ces nombres-n’admet de diviseur
de la forme voulue 24« + 1 autre que 1, on devrait prendre /=1, et
I’on reconnait aisément que cette valeur ne satisfait pas i I'équation.

Ainsi, le nombre % ne peut pas étre inférieur a 5.

On ne peut pas supposer /> 9.2, car, en multipliant I'équation (a)
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par 2, on aurait

22.2¥ £ 2*'p =2 2Nh>9.2%h + |,
22.2%% = a™'p > p?—18.2%,
(P? 2).)3 <2n'/”.
On a donc

+p<at(t+y4r) <8.2M

D'ailleurs on déduit de I'équation (), en ayant égard & I'hypo-
thése 1> g.2%, que la valeur numérique de p doit étre inférieure &
3.2"\/3 + 2*A. On devrait donc avoir

3.2'/3 4+ 2*h < 8.2,
9(3 + 2*4) < 64,

ce qui est impossible, méme en supposant) = 1, puisque le nombre 2
n’est pas inférieur a 5.
Si donc 'équation (10) est possible, on a

1<g.29.

On ne peut pas supposer / =1, car, en éliminant p entre les équa-
tious (a) et (b), on obtient la formule

(c) B2 — 2% (11l 4 9. 27" )het-103. 2P — I =0,

d’ou, en supposant /=1, et en faisant successivement A =1, 2 et 3,
on déduit

k*— 4. 20h+ 3.137=0,

h*— 8. 83h+27. 61 =o,

h*—16.229h + 3. 13.169 = 0.

L'impossibilité de ces équations se reconnait aisément, sans effectuer
le calcul des racines. D’'abord, 1'une des racines ne peut pas étre en-
tiére sans que 'autre le soit également. Le dernier terme de chacune
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de ces équations doit donc se décomposer en deux facteurs dont la
somme soit égale au coefficient du second terme changé de signe.
Comme ce dernier coefficient n'est divisible par 3 dans aucune de ces
équations, tandis que le dernier terme est muliiple de 3, il faut que
'une des racines soit multiple de 3 et que I'autre soit premiére avec 3.
Les deux racines seraient donc A =3, /=137 pour la premiére
équation, 27 et 61 pour la deuxiéme, 3 et 13° pour la troisiéme;
comme aucun de ces trois couples de racine ne présente la somme
voulue, I’hypothése est inadmissible; le nombre / doit étre compris
entre les deux limites 1 et ¢. 2%,

La somme des deux derniers termes étant positive dans I’équa-
tion (¢), il faut que la somme des aulres termes soit négative; on a
donc

a0 o}

o 22.20, g.2P
¢ h ‘ h <o,

et, par conséquent, le nombre ! doit étre inférieur 4 la plus grande
racine de ce trin0me, c’est-a-dire qu'il doit vérifier la formule

Comme le nombre 4 ne peut étre inférieur 4 5, il faut que I'on
ait

) JE—
< 1—%3-4-2)‘\/.)-1-2)‘“.
Sir=1, lest <5+4-2.3;5si%= 2, ontrouve

[<og+4 Vi3 < 255

enfin, si A = 3, le nombre / doit étre inférieur 8—58 + 85 +16 < 58.

Les deux premiéres valeurs de A ne laissent pour / aucune valeur ad-
missible, puisque ce nombre doit étre de la forme 242 + 1, sans se
réduire 4 1. Quand A = 3, le nombre / ne peut avoir que 'une des
deux valeurs 25 et 49, auxquelles correspondent, par la formule (c),



94 . P PEPIN. C

les deux équations
(25k)*—16.563% + 6567 = o,
(49h)2—16.827h + 6543 = o.

- La premiére n’admet pas de racine rationnelle, parce que I'on en
déduit en méme temps

h<16 .563

<16, 3h=7 (mod.5), h=102+9;

or le dernier terme 6567 = 3.11.199 n’admet pas de diviseur qui vé-
rifie en méme temps ces deux conditions. La deuxiéme équation est
également impossible, parce qu'on en déduit la congruence impussible

k*—2h+3=(h—1)?+2==0 (mod.)5).

En joignant ce résultat 4 celui du numéro précédent, nous sommes
en droit de conclure que l'équation (10) est impossible en nombres
entiers. Donc:

1. Parmi les valeurs de m qui satisfont a I'équation (1), il n'en est
aucune qui soit multiple de 3 et dont le plus grand diviseur commun avec
lun des nombres n + 1, n + 2 soit égal & 2, 4 ou 8.

“est cependant ce qui aurait lieu si I'équation (1) admettait quelque
solution de la forme 3.2"4%, A désignant un nombre premier impair,
« un exposant entier et positif, A P'un des trois nombres 1, 2 ou 3, car

. . o e . m
le produit (n+1)(n-2) étant divisible par 7= 2}A%sans qu'au-
cun des deux facteurs soit premier avec m (n° 6), il est nécessaire
que I'un de ces facteurs soit divisible par 2* et 'autre par A*. Nous

avons donc, relativement & la question géométrique proposée, le théo-
réme suivant :

I1. Aucune des surfaces dont le degré est compris dans I'une des for-
mules 6A%, 12A%, 24 A%, ot A désigne un nombre premier impair et o un
exposant entier el positif, ne peut élre rendue osculalrice en un point arbi-
traire d’une surface donnrée.
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1I.

14. En procédant d'une maniére analogue, on trouvera des théo-
rémes semblables a ceux que nous venons d’établir, mais dans lesquels
le facteur 2 sera remplacé par quelque facteur premier impair. Nous
nous bornerons, sur ce sujet, aux résultats obtenus, afin de construire
certaines formes linéaires ou se trouvent renfermées toutes les solutions
de I'équation (1), ce qui nous permettra de trouver aisément toutes les
solutions en nombres inférieurs & une limite assignée.

L'équation (1), multipliée par 4, peut s’écrire

(1) 4md +24im* + f4m + 3 = 3(2n + 3)2= 3y

Suivant le module 5, y* ne peut avoir que I'une des valeurs o, 1, —1;
le nombre m doit donc vérifier 'une des trois congruences

Jim)=m*+m*+m=3 —3y*=3,0,1.
Or '
S(E1)=1=x2

l

3,4, [f(x2)=4.

On doit donc exclure toutes les valeurs de m renfermées dans les
_formes linéaires
S5z +(2,3,4).

Soit m = 56 + 1. L'équation (1), considérée suivant le module 25,
donne la congruence

(150 + 1) — (100 +1) — 6(59 + 1) + 3=3y* (mod. 25),
200=3y* (mod. 25).

Cette congruence exige que y et conséquemment § soient multiples
de 5. Toutes les valeurs admissibles de 7 dans la formule 56 + 1 sont
donc de la forme 25/ + 1. Les valeurs comprises dans la formule 5§ se
distribuent dans les cinq formes linéaires 25!+ (o, 5, 10, 15, 20).
Les valeurs de m qui satisfont 4 1’équation (1) sont donc toutes ren-
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fermées dans les six formules
(2) 250+ (o, 1, 5, 10, 15, 20).

15. En réduisant I’équation (1) suivant le module 27, on trouve que
le nombre m doit vérifier la congruence

f(m)=4m*—3m* — tom==3(y*~ 1) (mod 27).
Or, on a
Y=o, 1, 4,7 (mod. g), 3(y*—1)==24, 0,9, 18 (mod. 27).

Les seules valeurs admissibles de 7 sont donc celles qui vérifient quel-
qu’une des congruences

m)=o, q, 18, 24 (mod. 27).
( 7

Or

Six 1)=— 3x(]—10)=18,3,
S(E 2)z=— 122216 —10)=0, 3,
flx 4= 06=x4(54)=0,0,
fix 5= 6x5(g)=24, 15,
fl= 7)= 1 x9(—3)=n21,9,
Sf(E 8)= 24x3(3)=21,0,
Sf(E10)=— 3 *£10(12)=0, 12,
S(EI)=— 2 11(15)==18, 12
f(E13)= O6=x13(—g)=24, 1),

On voit par ce Tablean que I'on doit exclure les valeurs — 1, — 2,
+4, — 4, — 5,7, 8, —10, — 11, —13. De plus, parmi les valeurs de
la forme 3/, on doit exclure celles qui ne vérifient pas la congruence

—30l=3(y* —1)=0, g, 18, 24 (mod. 27),
— =0, 3, 0,8 (mod. g).
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Les seules valeurs de / qui vérifient quelqu’une de ces conditions
entre o et g sont o, 1, 3, 6; on doit donc exclure les valeurs 2, 4, 5

7 ¢t 8 de /, et par conséquent les valeurs 6, 12, 15, 21, 24 de m. Toutes
les valeurs possibles de m sont donc comprises dans les formules

(3) 270+ (o, 1, 2, 3, 5, g, 10, 11, 13, 18, 19, 20).

16. En combinant les formules (2) et (3), nous trouvons 72 pro-
gressions arithmétiques, dont la raison est 675, et dans lesquelles sont
renfermées toutes les valeurs de m qui satisfont au probléme proposé.

Pour les construire, nous avons d’abord 4 résoudre I'équation indéter-
minée

(@) : 25%y— 27y, = 1.

On trouve aisément la solution x;= 13, ¥o=12. Or, sil'on désigne
par « l'un des six nombres o, 1, 5, 10, 15, 20 et par 'un des douze
nombres qui figurent dans la parenthése de laformule (3), nous devons
résoudre 1'équation

(b) 2bx — 27y =0 —a,
afin de faire accorder les deux formes du nombre m:
m=25x+a=27y+f3.

Pour cela, multiplions l'équation (a) par (# — ) et comparons le
résultat avec F'équation (b); nous reconnaissons que cette derniére
équation est résolue d’'une maniére générale par les formules

z=22A+13(f—a), y=25 +12(B—a);

par conséquent toutes les solutions de notre probléme sont renfermées
dans la formule

(e) m =675 A+ 25.13(f — &) + .

Si nous voulons obtenir toutes les valeurs positives de m sans
U 13

Journ. de Math. (3¢ série), tome VII. — Man
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attribuer & A des valeurs négatives, nous devons réduire le produit
13(B — «) 4 son résidu minimum positif suivant le module 27. Pour
simplifier cette réduction, nous formons le Tableau des résidus des
vingt-six premiers multiples de 13, en écrivant chaque résidu au-des-
sous du multiplicateur correspondant :

ro2 3 4 5 6 7 8 g9 10
13 26 12 25 11 24 10 23 g 22
i1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
8 21 7 20 6 19 5 18 4 17

21 22 23 24 25 26
3 16 2 15 1 1.

Nous obtiendrons les formules‘cherchées en prenant dans ce Ta-
bleau le résidu du produit 13( — ) au-dessous du nombre auquel se
réduit le facteur 8 — « suivant le module 27. Nous partagerons ces
formules en six groupes, correspondant chacun a I'une des valeurs
de .

1°2=o0:

B—a=f=0, 1, 2, 3, 5,9, 10,11, 13, 18, 19, 20,
13(f —a)=o, 13, 26, 12, 11, 9, 22, 8, 7,18, 4, 17.
I. m =675\ + 23(0, 4, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 17, 18, 22, 26).

20 a=1I:

f—1=26,0, 1, 2, 4, 8,9, 10, 12,1718, 19,
13(f —1)=14, 0, 13, 26, 25, 23, 9, 22, 21, 5,18, 4.
II. m=675\+23(0, 4,5,09, 13, 14, 18, 21, 22, 23, 25, 26) + 1.

3 a=35";

B —5=22, 23, 24, 25,0, 4, 5, 6, 8,13, 14,15,
13(f —5)=16, 2,15, 1,0,25, 11, 24,23, 7,20, 6.

M. m =675+ 25(0, 1, 2, 6, 7, 11, 15, 16, 20, 23, 24, 25) + 5.
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1" a=10:

B — ro=17, 18, 19, 20, 22, 26,0, 1, 3, 8,9, 10,
13(f —10)= 5,18, 4, 17,16, 14, 0, 13, 12, 23, 9, 22.
IV. m= 6751+ 25(0, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 22, 23) + 10.

3 a=15:
B—15=12, 13, 14, 15, 17, 21, 22, 23, 25, 3, 4, 5,
13(f — 15)==21, 7,20, 6, 5, 3,16, 2, 1, 12,23, 11.

V. m=06750+25(1, 2,3,5,6, 7, 11, 12, 16, 20, 21, 25) + 13.
O w=20:

B— 20= 7, 8,9, 10, 12, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 0,
13(B — 20)==10, 23, 9, 22, 21, 19, 5, 18,17, I, 14, 0.

VI. m =675+ 25(o, 1, 5, 9, 10, 14, 17, 18, 19, 21, 22, 23) + 20.

17. On peut exclure une grande partie des valeurs de m renfermées
dans les formules précédentes par la considération de divers modules
premiers, en cherchant, non plus les formes linéaires dans lesquelles
peuvent étre renfermées des solutions de notre probléme, mais celles
qui n’en renferment aucune. Nous prendrons, a cet effet, I'équation (1)
sous la forme que nous lui avons donnée au n° 14, et nous la réduirons
suivant le module considéré, comme nous I'avons fait précédemment
pour les modules 5 et 27.

En multipliant I'équation (1) par 2 et en la réduisant suivant le mo-
dule 7, on en déduit

fim)=m"—m*+ tm=1—y* (wod. 7),

Or
flE)=—1x(1+4=4,1,
S(£2)=—j=x201)=5, 1,
f(EI)=—2x£3(—1)=2, 1.

D'ailleurs, y* ne peut avoir que I'une des valeurs o, t, 2, 4 (mod. 7);
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1— y* ne peut avoir que Fune des valeurs 1, o, 6, 4, ce qui exclut les
valeurs 5 et 2. On doit donc rejeter les valeurs de m pour lesquelles
Jf(m) se réduit & 'un des nombres 2 ou 5 suivant le module 7, c’est-a-
dire toutes les valeurs comprises dans les formules

nae+ (2, 3).

8. Suivant le module 11, I'équation (1) multipliée par 3 donne la
congruence
S(m)=m?+ 6m*=2(1— y*).
Orona

y'=o0,1,3,4,5,9 2(1—y*)=o,2,5,6,3,7 (mod. 11).

On doit donc rejeter les valeurs de m, pour lesquelles le résidu de
f(m), suivant le module 11, est I'an des nombres 1, 4, 8, g et 10. Or

flExi)= 6=x1= 7, §,
f(x2)= 2=x8=io0, §,
f(E3)= 10xb= 4, 5,
f(x4)=— 3x9g= 6, 10,
f(£5)= 7=%4= o, 3.

On doit don¢ exclure les valeurs de m renfermées dans les formules
1z+ (2,3, 7).

19. On déduit de méme de I'équation (1), multipliée par 3 et réduite
suivant le module 13, que le nombre m doit vérifier 1a congruence

f(m)=6m? + m(m*— 2)==4(y*— 1) (mod. 13).

Les résidus quadratiques de 13 étant o, 1, 3, 4, g, 10, 12, les valeurs
possibles de 4y* — 4 sont

9, 10, 12, 0, 5, 6, 8 (mod. 13).
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On doit donc rejeter les valeurs de m pour lesquelles f(m) se réduit
a l'un des résidus 1, 2, 3, 4, 7, 11. Or,

f(x1)= 6x(—1)=5,7,
Sf(E2)=—2%2.2=2,7,
f(E3)= 2x3(7)=10,7,
flEL)= 5=x4.1=9,1,
J(£5)=—6=x5(-3)=),,
f(E6)= 8x6(—5)=4, 12.

Les valeurs exclues sont — 1, == 2, —3, —4, 6, auxquelles corres-
pondent respectivement les résidus 7, 2, 7, 7, t et 4. Ainsi aucune

valeur de m propre 4 vérifier I'équation (1) n’est renfermée dans la for-
mule -

13z+(2, 6,9, 10, 11, 12).

20. L'équation (1), maltipliée par 4 et réduite suivant le module 17,
donne la congruence

f(m)=6m*+m(m*—6)=5(y*—1) (mod. 17).
Comme 5 est non-résidu quadratique de 17, les valeurs de 5y* sonto
et les non-résidus quadratiques de 17, savoir : 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12
et 14. On a, par conséquent, '

Sy'—b5=12,15,0,1,2,5,6, 7,9,

de sorte que P'on doit exclure les valeurs de m2 pour lesquelles le
résidu minimum de f(m) (mod. 17) est égal a I'un des nombres 3, 4,
8, 10, 11, 13, 14, 16. Or on trouve

Sf(—=1)=6+5=11,
Sf(—2)=7—2(—2)=11,
f(—3)=3-3(3)=11,
S(—=35)=4,

f(—7)=1o0.
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On doit donc rejeter toutes les valeurs de m renfermées dans les for-
mules

m= 172 + (10, 12, 14, 15, 16).

21. Nous prendrons encore le module 23, qui nous dounera un
grand nombre de formules d’exclusion. I.’équation (1), réduite suivant
ce module, donne la congruence

S(m)=4m* +m*— 2m=3y*— 3 (mod. 23).

Comme 3 est résidu quadratique de 23, 3y se réduit i I'un des
nombres o, 1,2, 3, 4,6, 8, g, 12, 13, 16, 18 et 3y*—3 i l'un des
nombres 20, 21, 22,0, 1, 3, 5, 6, g, 10, 13, 15. On doit donc rejeter
les valenrs de m qui donnent & f(m) des valeurs équivalentes aux
nombres 2, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 16, 17, 18, 19 suivant le module 23.
Or on trouve

SlE1)= 1% a= 3,22,
S(E 2)= 4=x 5= 9,22
St 3)= g=xro==19, 23,
J(E 4)= 16 5=11, 21,
Sl 5= 2% 7= 9,18,
S(E 6)= 13x 1=14, 12,
Sl 7)= 3% 1= 2, 4,
S 8)=— 5x 8= 3, 1o,
S(E£ 9)= 12z o=12, 12,
Sf(z10)= 8x 1= 9, 3,
S(xu)=  6xi1a2=18,17.

On doit donc rejeter les valeurs de m comprises dans la formule
23z +(3,4,6, 7,9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18).

En réunissant ce résultat 4 ceux des numéros précédents, nous ob-
tenons ce théoréme :

Aucune valeur de m propre a vérifier {'équation (1) n'est renfermee dans
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I'une des formes linéavres

72 +(2,3)
1ir+(2,3,7),
13z +(2, 6 9, 10, 11, 12),

17z + (10, 12, 14, 15, 16),

232z + (3, 4,6, 7,9, 11, 13, 13, 14, 16, 17, 18).

22. Au moyen de ces formules et d’autres semblables que ’on ob-
tiendrait de la méme maniére relativement 4 d’autres modules premiers,
on peut exclure le plus grand nombre des termes renfermés dans les
six formules du n° 16 et trouver ainsi rapidement toutes les solutions
de I'équation (1) en nombres inférieurs & une limite assignée. Afin de
ne pas trop allonger ce Mémoire, nous nous contenterons de chercher
celles de ces solutions qui sont inférieures & 675 et qui correspondent
a la valeur A = o dans les formules citées.

La formule I se réduit  25%, le nombre % ayant les onze valeurs 4,
3, 8,9, 11, 12, 13, 17, 18, 22, 26. On doit rejeter les termes qui veé-
rifient 'une des congruences 44 =2, 3 (mod. 7), k=4, 6 (mod. 7).
Sont exclues de ce chef les valeurs £ = 4, 11, 13, 18. Il faut y joindre
celles qui satisfont a I'une des congruences

3k=2,3,7 (mod. 11), £==8, 1,6 (mod. 11);

telles sont les valeurs £ =8, 12 et 17.
Aprés ces exclusions, il ne reste que trois valeurs de m, savoir

25 x5, 259, 2526, 2522,

dont la premiére est exclue par le théoréme du n°® 6, puisqu'elle est
égale 4 une puissance d'un nombre premier sans se réduire 2 5; les
deux suivantes sont inadmissibles, parce qu’elles vérifient les con-
gruences §

25 x9=18, 25x26=6 (mod. 23);

enfin on reconnait, par le calcul direct, que la derniére valeur,
m =550, donne pour n une valeur irrationnelle.
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Ainsi la formule I ne renferme, au-dessous de la limite 675, aucune
valeur de m propre A vérifier I'équation (1).

23. La formule 11, lorsqu’on y fait A = o, renferme douze termes,
dont le premier, 1, est une solution de notre probléme. Les autres
sont

25k+1, k=4,5,9,13, 14, 18, 21, 213, 23, 25, 26.

Nous devons supprimer les termes qui vérifient I'une des con-
gruences

hk+1=2,3 (mod. 7), k=2,4 (mod.7);

tels sont les termes 4, 9, 18, 23 et 25. Ajoutons-y les termes £ =13,
k =26, car on a

25% 13 +1=7, 25X 26+1=2 (mod. r1).
La considération du module 13 en exclut deux autres, 5 et 21, car
on a
25x5+1=9, 25x214+1=6 (mod. 13).
Il ne reste ainsi que les deux termes 25 < 14 +1, 25 X 22 +1. Or
le premier divisé par 23 donne pour reste 6; on doit le rejeter. Quant
au dernier, m = 25 X 22 + 1=1551, si on le substitue dans I'équation

(1) m®+6m* + 11m=3(n+1)(n + 2),

il donne I'équation
rt+3n+2=>551.6.17051,

dont les racines ne sont pas rationnelles. On en déduit, en effet,

2n == \1+ 24.551.17051— 3;

or le nombre soumis au signe y  se réduit 4 15 suivant le module 100;
il ne peut étre un carré, et, par cunséquent, le nombre 7 est irrationnel.
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La solution m =t est donc la seule qui soit renfermée dans la for-
mule 1T, au-dessous de 675.

24. La formule III renferme une solution que nous connaissons
déja, m = 5. Celles qui nous restent 2 examiner sont

oAk+5, k=1, 2,‘6, 7, 11, 15, 16, 20, 23, 24, 25.
Suppﬁmons d’abord les termes qui vérifient 'une des congruences
2k+5== 3, 4 6,7,9, 11, 12,13, 14, 16, 17, 18 (mod. 23),
k=22, 11,12, 1,2, 3,15, 4,16, 17, 6,18;

tels sont 1, 2, 6, 11, 15, 16, 24 et 25. Il ne reste que trois termes
k -= 7, 20, 23, dont les deux premiers sont exclus par la considération
du module 13, car on a

25X 7+ 5=25x20+5=11 (mod. 13).

Le troisiéme, 23, est également inadmissible, car en substituant dans
Péquation (1) la valeur correspondante de m, 25 %< 23 4+ 5 =20. 29, on
obtient

n* +3n -+ 2 =580 < 113297,

an=y1+4.580.113297 — 3,
et I'on constate aisément que la valeur de n n’est pas rationnelle.
La solution m =5 est donc la seule que la formule III puisse nous
donner au-dessous de la limite 675.
25. Les termes de la formule IV inférieurs 4 675 sont
25k+10, k=0,4,3,09, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 22, 23.

11 faut en exclure ceux qui vérifient 'une des congruences

4k~+3=2,3 (mod. ), k=S5,0 (mod.?);

Journ, de Math. (3¢ série), tome VII. — Mans 1880. 14
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tels sont £=o0, 5, 12, 14. On doit rejeter encore les termes qui satis-
font a 'une des congruences

3k—1=2,3,7 (mod. 11), k=1,5,10 (mod. 11),

savoir 16 et 23. Les trois termes 4, 13, 17 sont exclus par la considé-
ration du module 13, carona

25X 4+10=25x17+10=0, 25x13+10=10 (mod. 13).

Enfin le module 17 nous oblige 4 supprimer deux autres termes, £ = g,
k=22, carona

25 X g—+r10=14, 25x22+10=16 (mod. 17).

Il ne reste ainsi qu'un seul terme, m =25 < 18 + o= {6o. En le
substituant dans I'équation (1), on obtient

n2+3n+2=160.3.23819v

an=y1-+12.460.23819 — 3,

et I'on constate aisément que la valeur de n est irrationnelle. Donc la
formule IV ne renferme aucune solution inférieure & 675.

26. 1l en est de méme de la formule V, dont les termes inférieqrs A
G735 sont

25k+15, k=1,2,3,5,0,7, 11, 12, 10, 20, 21, 25.
Supprimons d’abord ceux qui vérifient I'une des congruences

2k—8= 3,4,6, 7, 9,11, 12,13, 14, 16, 17, 18 (mod. 23),
k=17, 6, 7, 19, 20, 21, I0, 22, 11, 12, 1,13, '

savoir les sept termes k=1, 6, 7, 11, 12, 20 et 21.. Ajoutons-y les trois
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terwes 2, 16, 25, qui vérifient les congruences
2)X2+10=2X16+15=12, 25x25+15=3 (mod. 7).

Il ne reste que deux valeurs de m, 25.3 + 15, 25.5 + 15 ; mais elles
sont inadmissibles, car, en ‘les divisant par 13, on obtientles restes 12
et 10 respectivement.

27. La formule VI présente une solution connue, 7 = 20. Les autres
termes, au-dessous de 673, sont

25k +20, k=1,35,9, 10, 14, 17, 18, 19, 21, 22, 23.
Nous devons en exclure les termes qui vérifient quelqu'une des con-
gruences

—k=6+2,6, 9,10, 11,12 (mod.13),
k=5, 1, 11,10, 9, 8;

tels sontles neuf termes 1, 5, g, 10, 14, 18, 21, 22, 23. Leterme £ =17
est exclu par la considération du module 19, car on a

25.17+20=8 (mod. 19);
or, si I'on substitue m =38 (mod. 19) dans I'équation (1), on obtient

J(n+1)(r+2)=15 (mod. 19),
h(r+1)(n+2)+1=(2n+3)*=2,

ce qui est impossible, puisque 2 est non-résidu quadratique de 19.

Il ne reste ainsi qu'un seul terme, £ = 19; mais il est également inad-
missible, parce que, sil’'on divise par 23 la valeur correspondante de m,
savoir 25 < 19+ 20, on trouve le reste 12. Donc, parmi les solutions
que peut renfermer la formule VI, la solution m = 20 est la seule qui
soit inférieure a 675,
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Nous pouvons réunir les résultats obtenus dans la conclusion sui-
vante :

Si, outre les surfaces du premier, du cinquiéme et du vingtiéme degre, il
en existe d’autres que 'on puisse rendre osculatrices en des points arbi-
tratres d’une surface donnée, leur degré est supérieur o 675 et U'ordre de
lewr contact est superieur @ 13 000.




