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THEORIE DE L’ ELECTROSTATIQUE. 217

Théorie de ' Electrostatique;

Pir M. H. RESAL.

§ I. — GENERALITES.

1. Dans I'exposé suivant, nous n’avons aucune prétention & l'inven-
tion. Nous n’avons pour objet que de coordonmer, i notre point de
vue, les résultats non sujets a contestation obtenus par Poisson et ses
savants successeurs, Gauss, Green, Clausius, Bertrand, etc.

Sans remonter plus haut, nous trouvons la fonction des forces dans
les OEupres de Laplace et de Lagrange. Plus tard Gauss désigne cette
fonction sous le nom de potentiel, expression qui est devenue depuis
d’un usage général dans 1'enseignement.

L emplm du potentiel en électrostatique est souvent entaché d’ob-
scurité, a ce point que bien des géométres physiciens ont prétendu
que I'on y faisait une trop large part A I'arbitraire et n’ont pas, par
suite, montré une grande sympathie pour ce genre de recherches. Nous
nous sommes surtout attaché a faire disparaitre les ambiguités.

Les formules de Green se manient avec la plus-grande streté lors-
qu'on y regarde d'un peu prés; elles n’ont d’ailleurs d’autre objet
que de conduire immédiatement & certains résultats généraux et de
supprimer des combinaisons pénibles d’intégrales définies, auxquelles
on est conduit en suivant la voie ordinaire tracée par la Mécanique
rationnelle.

2. Pour expliquer les faits qui se rapportent a P'électricité a I'état
Joura. de Math. (3¢ série), tome VIIl. — Junier 1882. 28 -
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d’équilibre, on a recours & une hypothése que I'on peut résumer ainsi
~qu'il suit :

« Lorsqu'un corps n’est pas électrisé ou qu'il se trouve a I'état na-
turel,danschacune de cesmolécules se trouvent concentrés deux fluides
impondérables, en quantités égales censées indéfinies, qui sont 4 I'état
de combinaison. Quoique ces deux fluides se neutralisent ou qu'ils ne
produisent aucun effet physique, on est cependant convenu d’appeler
fluide neutre leur état de combinaison. »

Pour que le corps soit électrisé, il faut qu'il y ait décomposition par-
tielle du fluide neutre dans ses deux éléments et que, parun procédé
quelconque, on ait fait disparaitre un de ces éléments, ou encore
que 'on ait réparti ces mémes éléments sur deux parties distinctes du
corps.

Les deux éléments du fluide neutre ont recu respectxvement les noms
de fluide posiuf et de ﬂutde négatif. Quoiqu'ils n’aient qu'un caractére
fictifs, on suppose qu'ils jouissent des propriétés de la matiére; c’est
ainsi que l'on considére une molécule matérielle électrisée comme
renfermant une molécule électrique, dont la masse mesure l intensité de
~ Pélectricité. :

En partant de la et des lois de Coulomb, on a été conduit a poser
ce principe élémentaire :

Deuzx molecules s’attirent ou se repoussent, sutvant qu’elles appartiennent
aux deux électricités de signe contraire ou & la méme électricité; leur ac-
tion mutuelle est proportionnelle @ leurs masses et varie en raison inverse
du carré de leur distance.

Nous admettrons que chaque masse électrique élémentaire a une
valeur algébrique et qu'elle porte avec elle le signe de I'électricité &
laquelle elle appartient. Ainsi, si m est la masse d'une molécule élec-
trique appartenant 4 J’électricité positive, elle devra étre prise en va-
leur absolue; si 7, est la masse d'une autre molécule électrique agis-
sant sur la précédente, elle devra étre considérée comme positive ou
négative selon qu’elle appartxendra 4 la méme électricité que m ou &
l'autre electnclte. ' '
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En désignant par r, la distance des m, m,, nous représenterons
par - :
mm',

2
7y

leur action mutuelle, qui sera positive si ¢’est une répulsion et néga-
tive dans le cas contraire, Nous supposons ainsi que I'on prend pour
unité de force électrique 'action mutuelle de deux masses électriques
égales 4 I'unité, dont la distance est aussi égale & 1'unité.

Le travail total de 'action ci-dessus, pour une variation quelconque
de r,, sera aussi

. dr mm, :
mm, | —5 = — —— -+ const.
1 1

3. Fonction potentielle et potentiel. — Soient

m,, m,, ..., m;,... les masses de molecules électriques agissant si-
multanément sur la masse m.
x,y, 5 les coordonnées du point m paralléles a trois axes rectangu-
laires O.x, Oy, Oxz.
x;, ¥ 5; les coordonnées semblables du point m;;
-—-\/ x — x4+ (¥ — ¥})*+ (5 — 5,)* la distance mm;;
X, Y, Z les composantes paralléles aux axes ci-dessus de la résul-
tante I des actions exercées sur m par les m;.

Nous désignerons sous le nom de fonction potentielle la fonction de
x, y, z définie par

(n V—_——<ﬁ+m+ +m‘+ > — &,

" s
et de potentiel de la masse m I'expression
(2) mYV.

Le potenuel n’est autre chose, 4 une constante pres, que le travail
total de F ou des actions exercées par lesm; surm lorsqu on fait varier
les distances r; de quantités finies.

L ]
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Supposons que les molécules m; forment une masse électrique telle
qu'on puisse la considérer comme continue; soient du un élément de
volume en un point quelconque m''de cette masse, ¢ la densilé corres-
pondante, positive ou négative selon la nature du fluide; comme
on peut prendre m' = p du, nous aurons, au lieu de I'équation (1), la
suivante '

(3) R .

Pintégrale s'étendant & toute la masse fluide.

La fonction potentielle peut étre étudiée indépendamment de toute
idée de masse attribuée au point m ainsi réduit 4 1’état d’un point géo-
‘métrique, point que nous désignerons sous le nom de centre potentiel.
_En faisant varier la position de ce centre, on n’obtiendra un potentiel
que lorsque ce centre pénétrera dans l'intérieur dela masse fluide con-
sidérée ou dans une autre masse sur laquelle agit cette derniére.

4. Propriétés du potentiel et de la fonction potentielle. — Les formules
relatives & I'attraction d’un corps grave sur un point matériel (*) s’ap-
pliquent évidemment ici, en y changeantle signe de V.

Nous avons d’abord
v av

2}’ Z=IIZE;:-

dv

(4) X=m5> Y=m
dz

Concevons que I'on fasse subir 4 m un déplacement élémentaire d%

suivant une certaine direction mé et soit F; la composante de F suivant

cette direction. Nousaurons, en égalant entre elles deux expressions du

travail élémentaire,

mdV = ng’é,
d’ou
' \ av
(5) I‘E:m'ag'

(') CGBuvres de Laplace, t. 11, liv. III; DunaueL, Cours de Mécanique de
UEcole Polytechnigue (édit. de 1845), t. II, p. 165 et suiv.; H. Resan, Traité -
élémentaire de Mécanique céleste, Ch. IIL.
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En désignant par C une constante arbitraire, I'équation en z, 7, z,
. V=C(,

représeute une famille de surfaces dites de niveau.
Sim estun point de I'une de ces surfaces, et si la direction de m§ est
comprise dans le plan tangent & cette surface, nous aurons, en vertu de

la formaule (5),
Fi= o,

et Paction exercée sur m est par suite normale i la surface de niveau
correspondante '

Soit dr la portion de la normale i la surface de niveau ci-dessus,
menée au point 72, limitée par une autre surface de niveau qui en est
infiniment voisine; nous aurons

(6) F=mi% ().

(') Il nous parait intéressant de trouver I'expression de 'angle formé par les
plans tangents en deux points correspondants de deux surfaces de niveau consé-
cutives. ,

Soient ( fig. 1) V=C, V=C + dC les équations de ces surfaces (A) et (A,):
m;y les points ou la normale au point m de la premiére rencontre la seconde ou

Fig. 1.

le point correspondant de m. Nous prendrons pour plan de la figure celui de I'une
des sections principales de (A) en m, déterminant dans cette surface la courbe
an' et dans l'autre le profil a, 4.

Portons sur aa’ 4 partir de m la longueur infiniment petite mm' = ds et dési-
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Si le point 7 n’est pas compris dans 'intérieur de la masse fluide, la
fonction potentielle satisfait 4 I'équation .aux dérivées partielles sui-
vantes : '

ayv &V a4y
Dans le cas contraire, on a
: av @V &y
(8) 'd—xg-i-ay—z—l—?l?—&np,

¢ étant la densité du fluide au point intérieur m.

gnons par m, le point correspondant de m’; menons en m; la paralléle & mm’
jusqu’a sa rencontre ¢ avec m'n,, nous avons, en supposant la masse m égale a
Punité,

dn = mm,,

dG dC
F= (TIZ, dn — T’
dL
n'yg = Z‘—;I;'-z- ds = dC %_F,
. RS
et, en appelant i Pangle m', m,q,
_ dl dal
(=g 46 Fo_ dCTst :

section principale, on a de méme

1
dg

i’:dc—gs-; .

Prenons les directions de mm,, mm' pour axes des s et des z, I'équation du
plan paralléle en m au plan tangent mené au point m, sera

@ tangi+ ytangi'— 5=o0.

Le cosinus de I'angle cherché ¥, que forme ce plan avec le plan zmy, sera donné
par
. I
’
1+ tang?Z + tang?/’
d’otr .

- T dC dF? ng
V=V P=g ) g

cosy=—=
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Enfin, si le point m se trouve 4 la surface, on a

@2V 4V drv.
(9) tag tam=m ()

§ II. — DE L'BQUILIBRE ELECTRIQUE D'UN CONDUCTEUR.

3. Niveau potentiel. — Si, 4 un instant quelconque, un corps con-
ducteur posséde une certaine quantité libre d’électricité, cette quantité
ne subira aucune modification que si I'on se trouve dans les conditions
suivantes :

1° Le corps doit étre placé dans un milieu non conducteur, et qui
exerce sur sa surface une pression supérieure & zéro; 2° il ne doit se
trouver en contact qu'avec des corps non conducteurs; 3°il doit étre
suffisamment éloigné d’autres conducteurs, pour que ces derniers
n’exercent sur lui aucune action appréciable.

Si léquilibre électrique est établi, les deux fluides restent a I'état de
combinaison dans toutes les molécules matérielles du corps.

En effet, supposons que, en un point de ce corps, le fluide neutre se
trouve décomposé en ses deux éléments égaux m et m'. L’'un de ces
éléments étant soumis & une attraction et 'autre & une répulsion, ils se
sépareraient de plus en plus, ¢’est-a-dire qu’il y aurait mouvement de
Iélectricité, ce qui est contraire a 'hypothése de I'équilibre.

Ainsi donc il ne s’exerce aucune action électrique dans le corps &
partir de sa surface, ¢’est-i-dire que 'on a

X=o0, Y=o, Z=o,

ou, d’aprés les équations (4), que la fonction potentielle a une valeur
constante dans tout I'intérieur du corps. Cette constante, qui joue un

(1) On ne donne pas généralement cette formule, mais on I’établit de la méme-
maniére que la formule (8), par la considération d’une sphére d’un rayon infini-
ment petit ayant son centre en m. Mais 'on"voit ici que I'on ne doit considérer
que la moitié¢ du potentiel de cette sphére,
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role important dans la théorie de I'Electrostatique, a regu le nom de
niveais potentiel.

L’équation (8) donne, pour l'intérieur du corps, s =o, ce qui de-
vait ‘paraitre évident & priori. On déduit de 1a que le potentiel d'un
point intérieur du conducteur est nul. '

D'aprés ce qui précéde, on voit que la seule hypothése que I'on
puisse faire est de supposer que I'électricité forme une couche répandue
sur la surface du corps, et que cette surface est une surface de ni-
veau (). L’épaisseur de la couche, généralement variable d'un point 4
un autre de la surface du corps, ne peut pas étre appréciée; toutefois,
on admet qu’elle est trés petite.

La couche électrique n’exercant aucune action sur le corps, récipro-

-quement le corps, dans ses éléments, n’exerce aucune action sur la
couche. D'ou il suit que chaque molécule électrique de cette couche
n’est soumise qu'aux forces répulsives provenant des autres parties de
la méme couche.

La fonction potentielle changera brusquement de valeur quand on
passera d'un point de la surface 4 un point de la couche qui en sera
aussi voisin que I'on voudra; il en sera de méme lorsque I'on passera
d’un point de la couche 4 un point de sa surface extérieure; c’est ce qui
résulte des équations (8) et (g).

6. Densité électrique superficielle. Charge électrigue. — Soient dw un
élément de la surface du corps; ¢ et p 'épaisseur et la densité corres-
pondantes de la couche électrique; on peut prendre du = ¢dw, et I
formule (3) devient

dw

Mais, comme il est impossible d’apprécier p et ¢, il est plus simple
P PP P p p

(') La surface libre de la couche ne sera généralement pas une surface de ni-
véau, quoiqu’elle ne soit soumise qu’a une pression normale. En effet, la condi-
tion qui exprimerait qu'elle est de’ niveau sera presque toujours incompatible
avec celle qui exprime que la valeur de la fonction potentielle de la couche est
constante pour tous les points du corps conducteur, La distribution des pressions
dans la couche différera donc quelque peu de celle que donne ’Hydrostatique.



-t

THEORIE DE L'ELECTROSTATIQUE. 22

de poser
pe=h,

h étant ce que 'on est convenu d’appeler la densité superficielle de I'e-
lectricité. On a ainsi, pour la fonction polentielle,

(15) Vz—fhg,

et pour la masse de la couche électrique, c’est-i-dive la charge elec-
trique du corps,

(16) | szizdw.

Des considérations qui précédent, il résulte que I'électricité peut
étre regardée comme formant, 4 la surface du conducteur, une pelli-
cule sans épaisseur appréciable, mais ayant une densité constante ou
variable par unité de surface.

7. Relation entre deux charges que peut recevoir un conducteur et les
deuzx fonctions potentielles correspondantes relatives a un méme centre. —
Si I'on substitue & la couche électrique dont la densité superficielle
est A une autre couche dont la densité soit proportionnelle & cette der- -
niére, Ja nouvelle satisfera encore 4 la condition de I’équilibre élec-
trique, car, puisque V est constant dans Pintérieur du corps dans le
premier cas, il le sera également dans le second.

SoientM’ et V' ce que deviennent M et V, lorsqu’on passe du premier
état d’équilibre au second, en concevant le méme centre potentiel.
Nous aurons évidemment

‘ MV
(17) M=V
et, en distinguant par lindice o les valeurs que prennent V' et V
‘lorsque le centre potentiel se trouve dans l'intérieur du conducteur,
MV,
(17)- M=V,

Journ, de Math. (3¢ série), tome VIII. — JuiLLeT 1882, .29
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On voit ainsi que deux charges électriques successives d'un méme
corps sont proportionnelles aux niveaux potentiels correspondants.

On comprend ainsi ce que I'on doit entendre en disant que 1'on charge
un corps a un niveau polentiel determiné.

Ies formules (17) et (17') peuvent se mettre sous les formes sui-
vantes,

(18) MV =MV,
(18) MV, =M'V,.

8. Rappel d'une formule de Green. — Soient

U, V deux fonctions des trois coordonnées rectangulaires z, y, z, assu-
jetties, ainsi que leurs dérivées partielles,  rester finies dans un vo-
lume terminé par une surface fermée ;

du, dw deux éléments respectifs du volume de la surface;

dn une longueur infiniment petite portée & partir de la surface sur la
normale extérieure. '

On a la relation

eV
fU<d$2 + d"‘“‘) U 'a';'d;)
d“’U d*U d’U ‘
= o - VG
dans léquelle la premiére et la troisiéme intégrale se rapportent au vo-

lume et les deux autres i la surface.
Prenant U =1, on a simplement

, dxyv = d*V d*V ayv
(A) f(-c'{x-;-‘l-——y d")d = El—l—dw

9. Action exercée par une couche électrique en équilibre sur un point
de sa masse. — Ce probléme comporte trois questions que nous allons:
examiner successivement.




THEORIE DE L'ELECTROSTATIQUE. 227
1° Soient ( fig. 2)

A,B,, A, B, deux surfaces de niveau comprises dans la couche, qu’il est
inutile jusqu'a nouvel ordre de considérer comme extrémement
voisines

dw,= a,b, un élément de la premiére d’entre elles;

dwy = a,b, I'élément de la seconde, déterminé par le lieu géométrique

Fig. 2.

b -

a3

b B

/m

A

des courbes (') partant des points du périmétre de dw,, et qui sont
normales aux surfaces de niveau comprises entre A, B,, A,B,.

Supposons que A, B, soit celle des deux surfaces qul se trouve la plus
rapprochée de la surface du conducteur.

Nous allons appliquer la formule (A’) au volume, a,a,5,6, Si I'on
a égard 4 I'équation (8), qui s'applique a tous les points intérieurs de
ce volume, on voit que le premier membre de la formule précitée se
réduit a

n:[p du=/4ndM,

'dM étant la masse électrique contenue dans le volume considéré.

La surface latérale (a,a,, &,0,) ne donnera pas de terme dans le
second membre de la formule (A’), puisque, en chacun deses points, la
force lui est tangente. L’élément a,b,= dw, donnera le terme

<ZZ> dw,, et I’élément dw,, le terme (%) dw, s maisil faudra donner
g 1

a cette derniére expression le signe —, si I'on continue 4 désigner par

(*) Les courbes de cette nature ont recu de Faraday le nom de lignes de force
(Experimental researches in electricity, t. 1, p. 383 et suiv.), parce que la tan-
gente en chacun de leurs points donne la direction de la force correspondante.
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dr la distance du point e, de la surface A,B, & une surface de niveau
qui en est infiniment voisine, et comprise entre elle et A,B,, tandis que,
au point de vue de la formule (12), dn a une signification contraire.
Nous avons donc

(a) (‘%)2«1‘»2- (‘%)ldw.:q:zdm ("),

ce qui exprime que la différence des forces électriques qui s'exercent sur
deux éléments correspondanis de deux surfaces de niveau est égale au
produit par 4= de la masse électrique contenue dans le volume orthogonal
déterminé par ces deux éléments.

2° Supposons maintenant que A,B, soit la surface du conducteur ;

' . dv
comme nous 'avons fait remarquer plus haut, le terme <?l;—z> dw cor-
1

respond 4 un déplacement normal dans 'intérieur du corps ot la fonc-
tion potentielle est constante; ce terme est donc nul.

En admettant maintenant que la couche électrique soit extréemement
mince, que A,B, passe par un point de la surface libre situé dans I'in-
térieur de la surface latérale (a, a,, b,b.), nous pourrons prendre

dM = k du,,

h étant la densité de la couche électrique en a,; en supprimant l'in-
dice 2 devenu inutile, I'équation («) se réduit ainsi a la suivante,

dav
(19) 7 =A4nh,

qui exprime que :

La force, rapportée a l'unité de masse exercée en un point de la couche
électrigue, est égale au produit par 4 de la densité superficielle correspon-
dante. ‘

3° L’action totale exercée sur la masse (a,a,, b,b,) sera

hdw.fnh=/47h*do.

(') Ensupposant dM = o, on retombe sur un théoréme de Michel Chasles.
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Soient P la pression extérieure normale censée constante (estimée
en unités de force électrique) exercée sur la pellicule électrique; N dw
la réaction de la surface du corps conducteur sur I'élément dew ; on a

* N=P—4nh®

Pour que I'équilibre ait lieu, comme nous I'avons supposé, il fant
que N soit positif et que I'on ait, par suite,

])
! q_ .
(20) max. A < =

Dans le cas de I'égalité, I'équilibre serait instable et le fluide tendrait
a s'écouler au point de la surface correspondant au maximum de A*.

10. Distribution de Uélectricité sur un ellipsoide. — On sait qu'une
couche homogéne n’exerce aucune action sur un point et son intérieur
lorsqu’elle est limitée pardeux surfaces ellipsoidales concentriques dont
les axes coincident en direction. On déduit de 14 qu’une couche élec-
trique sur un ellipsoide peut étre considérée comme ayant une densité
de masse constante p, et comme étant limitée extérieurement par une
surface semblable dans les conditious ci-dessus définies. Il nous est
inutile, jusqu’a nouvel ordre du moins, de supposer que la couche est

extrémement mince. 4

Soient ’

a, b, ¢ les demi-axes de Vellipsoide, dont les directions sont Oz, Oy,
Oz; )

A le rapport de similitude de la surface libre de la couche;

p la distance du centre O au plan tangent mené au point (, y, 5) de la
surface du conducteur;

e = (A — 1)p I'épaisseur correspondante de la couche.

Nous avons

(a) SM =§ﬂabc.p()\s—l),

( k=p(\—1)p,
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d’ou

3 Mp
f mabe(K4n+1)

(b) | h=

.
ou, en remplagant p par sa valeur en fonction des coordonnées,

M
=2

(c) b= I
2 £ .'lV -
=abe(d +R+1)\/;z + &+ 3

v

£~ o

Pour déterminer le niveau potentiel, nous pourrons prendre pour
centre potentiel le centre O de I'ellipsoide.

Concevons un cone partant du sommet O, et dont I'ouverture sphé-
rique, infiniment petite, soit dw. Ce cone déterminera dans la couche
un élément de volume que nous pourrons diviser en d’autres é¢léments
secondaires par les surfaces infiniment voisines semblables & celle de
Iellipsoide.

Soient r, ' = ru les portions d'une génératrice du cone déterminées
par l'ellipsoide et 'une des surfaces ci-dessus; la fonction potentielle
d’un élément secondaire sera

— pr”dw% = prideudu,

et, en intégrant entre les limites « = 1, u = ), on obtiendra, pour celle
de I'élément déterminé par le cone,

- p——()\%" D2 g,

G,
2

Ainsi donc nous aurons, pour le nivean potentiel cherché,
. -
@) Vo= g 020 (s,

I'intégrale s’étendant a la surface entiére de I'ellipsoide.
Saient § et ¢ les angles formés par r avec Oz et ses projections sur
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ce plan 20y avec Ox; nous avons

dw=sinGdydj,
x =rsinf cosg,
y=rsinfcosy,

5 =rcosf,
et de I'équation de 'ellipsoide on tire, par suite,

1
2 __ .
sin?0 cos®c  sin®0sinfe  cos?f
a’ b2 + c?

Ia formule (d) devient ainsi

N2 % . 0 [0
r (& 1) sinf) ¢
Vo=—p 2 A dg sinffcos’e  sinf0cos’e _ costd
- +
0

b? c?

ou encore’

(P—-x) " ! du
(e) Vo:""P > /; (lq)
ti_

3 3 3 e )
costo  sinto 1 _cos’y sin®g) .
i > —r 3

en posant u = cosf,
Supposons d’abord que les trois axes soient inégaux et que l'on ait

a>b>e
et posons
o __ Ctosty  sin?o g __ 1 cos?y  sin’g
A*= e -+ TR B =T g T

L'intégrale par rapport & u de I'expression (¢) prend la forme

' dBu
1 A 2 B,
iB — s Ramtangx,-
' AT

-1
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par suite, on a

Vo= f = .
cos’ sm’ 1 cost¢  sing
A A
(f) { 1 cos’e sm’?
> arctang ¢ a &
cos®o  sin’p
at b

intégrale qu’il est impossible de déterminer dans le cas général; toute-
fois, le probléme se trouve ramené 4 une quadrature.

Mais l'intégration s’effectue facilement quand Vellipsoide est de ré-
volution ; admettons, en effet, que I'on ait a = b la formule (e) de-

vient
1

Vo=—mp(A* —1)a? f du

a? g
T -1 )
c?

selon que @ > ¢ oua < ¢, ou que I'ellipsoide est aplati ou allongé, on
trouve, en ayant égard a la formule (a),

S .
al‘ctang\/_a,;__,
— 2 ¢
Vo=—2pm(3*~1)a? \/ o
— —1

3 ()+ )M arctang

2 (M) +1)c

ou

X+nM

—-g 2[0g 2
\ (l’+)\+1)\/1~% 1—-\/1——%_,
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Hypothése d'une coucke trés mince. — Comme X — 1 est trés petit,
nous pouvons faire A = r dans I'équation (¢), qui devient

() h= M

/ 23 1
f=mabe pr -+ % -+ o

2

~
&

Si'on a ¢ > b >c, le minimum de A correspondra 4 x =o, y = o,
3 =c, et sera

M
h= [;ﬂal)’
et son maximum,
=1
" 4mbe

En portant cette derniére valeur dans la formule (18) du numéro
précédent, on trouve que, pour que la couche puisse étre en équilibre, il
faut que

M <L 260\/'15..

On voit ainsi que si I'ellipsoide est trés allongé, ou sib et ¢ sont tres
petits, il arrivera que, méme sous une trés faible charge, I'électricité
tendra 4 s’écouler ou s’écoulera aux sommets du grand axe, ce qui, &
un certain point, peut expliquer le pouvoir des pointes.

En éliminant z dans la formule (¢) au moyen de I'équation de I'ellip-
soide, on trouve

. M
(\cl) h: 2 9 2 2 N
x 1% X ¥
4rad x——~——‘—+c"(—. ‘-“F)
+ a2 b2 a'+ I

\ /

Supposons que P'ellipsoide soit assez aplati dans la direction de Oz

pour qu'il devienne en quelque sorte un plateau elliptique. A une dis-
2 2 .

tance suffisante du bord, le terme ¢? (%5 + —Z;) sera trés petit par rap-

2 2

. 4 ’ .
port & 1 — = — 2=, et'on aura sensiblement
a b

M I
h-—4mb \/—'—_xz yz.
‘——.——-—
a b

Journ, de Math. (3¢ série), tome VILI. — Juiwrer 1882. 3o
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Dans le voisinage du bord, 1 — il = devient, au contraire, trés

2 2 .
petit par rapport a ¢* (%,; + -2%), etl'on a alors, a trés peu pres,

h . M . | _ M )
"~ hmabe o - . B 1\
a+p N i+ElaTR)”

Dans le cas d’une sphére dont le rayon est a, la formule (¢') donne ce
résultat évident & priori

b=

fmat’

En faisant ). =1 dans le troisiéme membre des formules (g) et (4),
on trouve

Ve
arctang —_—1
(8) Vo= ——
4 ) - P

\/-c—z'—l
M I L+ ¢?
Vi=—g —m==log—"x-
Va! "‘\/1~-;
[4 C

Si a =¢, on déduit facilement de ces formules la suivante

(#)

Vo=“‘"

qui est relative a la sphére et qui est évidente.

§ III. — DEs sYSTEMES DE CONDUGTEURS.

A1. Condition d’'équilibre électrique de deux corps conducteurs terminés
par des surfaces paralleles (théorie de Green). — Considérons deux
corps conducteurs (A, ), (4,) chargés d'électricité dont les surfaces
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sont paralléles, trés peu éloignées l'une de 'autre et séparées par une
substance non conductrice (A).

Fig. 3.

Ay 01 z

Y \
‘/”-3\

(A2)

Soient (fig. 3)

O, un point quelconque de la surface du premier corps;

0, le point ot la normale O,z en O, rencontre la surface du second
corps;

0,z, 0,y deux axes rectangulaires compris dans le plan tangenten O;

e I'épaisseur constante de (A) supposée assez petite pour qu’on puisse
négliger celles de ses puissances qui sont supérieures a la seconde;

h,, h, les densités électriques superficielles et V,, V, les niveaux po-
tentiels de (A,) et (A,);

V la fonction potentielle, variable d’un point & un autre de (A).

Nous admettrons, pour fixer les idées, que la surface de (A, ) oppose
sa convexité au plan tangent #0,y et nous désignerons par I'indice 1
les dérivées partielles qui se rapportent a 'origine O,.

Nous avons

(21) V,::V,+(—C£Y)ie+(div> <.

ds ds® /, 2
Pour un point infiniment voisin de O, situé sur l'intersection de la sur-

face (A,) et du plan z0,, on a, en remarquant que dV = o et que
ds est du second ordre par rapport a de,

av dv d:V\ dx
o= () dz+ (zz)f’“ +(F). 5

Si R, désigne le rayon de courbure au point O, de la section considé-
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. rée, on a
H
d dzx

= -
aR,

et 'équation précédente se transforme dans la suivante

o= ()~ 1[(@).+ % (7))

Comme cette derniére doit étre vérifiée quel que soit dz, il fant que

t__..‘ v ) —0 ‘_.__!-' -+ R ‘_l') -0,
.<d-” 1 ! dx? ], Ry \dz/, i
d,Ol‘]

) (@).=-%(%).

En désignant par R, le rayon de courbure en O, de la section faite
dans la surface de (A,) par le plan z0,y, on aurait de méme

® CHRERT)

mais, comme (A) est extérieur a (A,), V doit satisfaire & I'équation (7)
du n° 4; en substituant dans cette équation les valeurs («), () et dési-

L 1 1
gnant par 3 la courbure o + - de la surface en O,, on trouve
L4 4

d?V\ _1/dV
4 ), T\ds),
L'équation (21) devient alors

A%
VQ"V¢=€(£_)1 <l+;e%>

Mais on a, en vertu de laformule (19) du n°9,

(), =i
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par suite

(22) v,—v.=4ueh;(n+§f>-

Supposons maintenant que I’on place I'origine des coordonnées en
0, en dirigeant I'axe des z suivant 0,0,; la courbure de la sur-
face de (A,) en O, sera de signe contraire a celle de la surface
de (A,) en O,, mais pourra étre considérée comme étant égale a

l . 14 s L - 3
7 en valeur absolue. De I'équation (22) on déduira ainsi la sui-

vante

’ €
(22") V,— V,= 4neh, ('”?r)’
et de ces deux formules

(23) ho=—hy (1 £):

Soient dw, un élément de la surface de (A,)en O,; do, I'élément
déterminé sur la surface de (A;) par les normales menées aux dif-
férents points du périmétre de dw,, on a, aux termes du second ordre
pres,

(24) doy=do,(1-5) (),

(') Soient
mn=ds, mn'=—ds'

les éléments respectifs des deux lignes de courbure passant par le point m d’une
stirface, m' I'intersection de la ligne de courbure de méme espéce que mn' passant
par n, avec la ligne de courbure de la seconde espéce passant par »'; R, R’ les
rayons de courbure de mn et mn'. L'aire mnm'n’ a pour expression

dw,=dsds'.

Menons les normales aux points m, #, m', n’ jusqu’a leur rencontre avec une
surface intérieure paralléle a la proposée et qui en est distante de e. Nous
déterminerons ainsi sur la seconde surface un élément superficiel qui aura pour
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d’ou, au méme degré d’approximation,
(25) hydo,= — hydu,

ce qui exprime que les quantités d’électricité qui se trouvent sur deux
éléments correspondunts des surfaces des deux conducteurs doivent étre
egales et de signes contraires. Ce théoréme s’étend évidemment a deux
portions correspondantes des deux surfaces, et, par suite, aux surfaces
entiéres. . '

Si I'on néglige i{f devant I'unité, on a simplement

(26) hy=— b= =V,

4re

ce qui exprime que la densité electrique superficielle de chaque conduc-
teur est proportionnelle a l'exceés du niveau potentiel de U'autre sur le sien
propre et varie en raison inverse de la distance des deux conducteurs.
Les considérations qui précédent sont notamment applicables au
condensateur, au carreau de Franklin et a la bouteille de Leyde.
Si M, et M, sont les charges des armatures (A,), (A,) de la bouteille
de Leyde, Q la surface de cette armature, on a

V,—V
(27) M, = hre 1

Q=—M,.

valeur

_ R—e\ , /R—e\ __ , 1 1 et |
a’w,_\-d‘s‘(——l{—)ds (——W«>_dsds [l*e<ﬁ,+ﬁ7) -+ RR

dou - .
I 1 e? .
dw,= dw, [1—— e (ﬁ + -R-,) + RW] .
Si e est assez petit pour qu'on puisse en négliger la seconde puissance,

on a
1
dw, = dw, [l——e<i-l{+—f?>]a

ce qui n'est autre chose que la formule (24) du texte.

b
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Nous admettrons en principe que lorsqu’un corps électrisé parinfluence
se trouye en communication avec la terre, son niveau potentiel est nul, Et,
en effet, la fonction potentielle a la méme valeur en un point quel-
conque del'intérieur du systéme formé par la terre et le corps; comme
il y a dans la terre autant d'électricité positive que d’électricité néga-
tive, cette valeur est nécessairement nulle. La grandeur du rayon de
la Terre suffirait d’ailleurs pour justifier le principe dont il s'agit.

Si donc I'armature extérieure (A,) de la bouteille de Leyde est en
communication avec le sol, nous aurons V, = o; sa charge sera
(28) My= 7 =M,

fre

M, étant la charge de 'autre armature.

12. Systéme formé de conducteurs dont U'un enveloppe les autres. —
Soient (A,) le conducteur enveloppant; (A,), (A,), ... les autres con-
ducteurs; M;la charge de (A;).

Considérons l'espace limité par les surfaces de tous les conducteurs
ou plutdt par des surfaces de niveau extérieures qui en sont infiniment
voisines. Pour chacun des points de cet espace I'équation (7) s’applique
et I'équation (A’) se réduit &

Mais, en remarquant quel'élément dn doit étre changé de signe, puis-
qu'il est dirigé en sens inverse de celui qui se rapporte a la surface de
(A;) et & la surface de niveau extérieure qui en est infiniment voisine,
et désignant par 4 la densité en un point quelconque des couches élec-
triques, la formule (19) donne

A

% = — 417’2,
d’ou

SJhdw =o,
ou encore

M,'*"’BTQ'*"’.--:-"-O.
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Ainsi la somme algébrique des charges de tous les conducteurs ese nulle.

Supposons, en particulier, que le conducteur (A,) n’ait pas recu de
charge iuitiale, et qu'il ne soit ainsi électrisé que par l'influence
de (4;), (As), ...; en désignant par M, la quantité d’électricité qui se
trouve sur sa surface extérieure, nous aurons M, + M, = o, d’ou, en
vertu de la formule ci-dessus,

M'l—':—M‘:M' +Mg+

ce qui n'est autre chose que I'expression de cette loi de Faraday : La
quantite d'électricité induite sur un corps enveloppant est egale & la quan-
tué inductrice.

13. Conducteur présentant des vides intérieurs qui ne renferment pas de
masses electriques. — Nous allons d’abord établir le lemme suivant :
Quand une surface feimée ne renferme aucune masse électrique et que
sur cette surface la fonction potentielle a une valeur constanie, cette
Jonction est également constante dans Uespace détermine par la sur-
Jace. En effet, en un point de cet espace, I'équation (7) est satis-

faite. O n aura d’ailleurs g—Z = — 4mh = o, puisque la surface n'est

pas recouverte d’électricité et que partout & =o. Une formule de
Green (*) conduit au résultat suivant

AV dvr | av:
f(v'l'—w"" dy’ +d"2)du ®

—

.(‘) En conservant les notations du n® 8, on a
av d’V d’V
fU(dx’ . + a)du
= Udvd iy_g+c_igﬂ+dUdV' du
_f -(-Z;w——f dz dz =~ dy dy 7575_) o
Si I'on fait U =1V, cette formule se réduit a la suivante _
d’V @V dv:  dV*  dV?
¥+ G+ )= V= [+ G )

qui est celle dont on fait usage dans le texte.
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qui exige que V soit constant dansl’espace considéré, ce qu'il fallait éta-
blir.

Revenons maintenant & notre sujet et considérons un conducteur dont
la surface extérieure est électrisée, présentant des vides intérieurs qui
ne renferment pas de masses électriques.

Soient V, la valeur constante de la fonction potentielle  la surface
d’une cavité; K la valeur de la fouction potentielle en un point O du
vide; Om un rayon quelconque partant du point O et rencontrant la
surface en un point 72, En suivant ce rayon, la fonction potentielle va-
rieraentre K et V,, etil y aura l'un 2 de ses points pour lequel la fonc-
tion potentielle aura une valeur déterminée K’ comprise entre K et V:
le lieu des points n sera une surface rentrant dans les conditions du
lemme précédent et dans V'intérienr de laquelle la fonction potentielle
serait égale 4 K’, tandis que, en O, elle est égale A K, ce qui est absurde.
Ainsi, comme on ne peut pas supposer que K soit différent de V,, il
faut que la fonction potentielle dans I'intérieur de V'espace vide ait la
méme valeur constante qu’a sa surface. |

Il vésulte de 1a que des cavités dans un conducteur n’ont aucune in-

Sluence sur le mode de répartition de U'électricité sur sa surface extérieure
et qu'tl se comporte comme s'il était plein.

14. Théoréme de Clausius(*). — Cousidérons un systéme composé
de m corps conducteurs (A,), (A,), ..., (A;), ..., (An) €t supposons que
ces corps aient recu successivement deux charges électriques.

Soient :

M;, M; les quantités d’électricité qui recouvrent (A;) lors du premier
et du second chargement;
V., V; les niveaux potentiels correspondants.

Concevons ’espace limité par les surfaces des conducteurs et parcelle
d’une sphére d’un rayon R aussi grand que I'on voudra qui enveloppe
tous les corps et dont le centre se trouve dans le voisinage de ces
corps.

(') Annales de Physique et de Chimie de G. Wiedemann, p. 493 et suiv.;

1877,
Journ, de Math. (3* série), tome VIII. — Jusier 1882, 3t .
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Soient
du un élément de volume de cet espace au point (x, y, 2);
V, V' les valeurs des fonctions potentielles relatives a ce point lors de

la premiére et de la seconde charge;
dw un élément de 'une ou de I'autre des surfaces qui limitent 'espace.

La formule (A) du n° 8 donne
[ot¥ fv(""” N d;;;')du
’ 14 d"
=.[‘V dx fV (d.z‘ dy + ds 5) fu.

Comme il n'ya pas d'électricité dans 1'espace ci-dessus défini et que le
point (@, y, z)est extérieur aux (A;), V et V' satisfont a I'équation (7)
et la formule précédente se réduit a

(@) fv"v :fv"%dw.

Considérons d’abord la portion de 'intégrale du premier membre de
cette équation qui se rapporte a la sphére et prenons pour centre O de
cette sphére le centre de gravité des masses M;; si la distancer d'un
point quelconque (z, y, 3) 4 ce centre est suffisamment grande, on a

s\’
V' = :'I—\.L’
7
d’ou
vl dv' M
dn — dr T T
et, pour la surface de la sphére,
av __ M,
dn — T R’

quantité égale a zéro si nous prenons R = %, ainsi qu'il nous cst
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permis de le supposer. Comme le méme raisonnement: s'applique 4
dv . . . : .
7 on voit que la sphére ne joue aucun role dans I'équation («).

Désignons par do; un élément de la surface du conducteur (A;); V;
et V; étant constantes ala surface de ce corps comme dans son intérieur,
I'équation (a)devient

dv’ av’ . [dV , (dV'
(B) V.f?m—dm,—i—V,f—JEdm,—l—...:Vif%dw,+V,f—a7;dm2+....

Soient k;, A; les densités électriques & la surface de (A;) qui se rap-
portent respectivement 4 la premiére et a la seconde charge; on a, en
vertu de la formule (1g) et en changeant le signe de dr, comme

au n° 12,
- dV;

dn

av
— Ak, U — _ .
4k, T 4rk;,

et I'équation (8) devient

V,[h,do, +V, [k, dw,+...= YV, fhdo, + V, [hydws +...,
ou encore (')
(29) VM, + VoM, ... =V M, + VM, +...;

telle est la formule qui constitue le théoréme de M. Clausius, et dont
on déduit, comme conséquences, plusieurs autres théorémes particu-
liers, auxquels divers auteurs étaient arrivés auparavant, et que nous
rappellerons dans ce qui suit.

45. Supposons que le conducteur (4;) se trouve en communication
avec laterre; on a (11) V;=o,

Admettons maintenant que le corps (A;) étant isolé n’ait point recu
de charge initiale; il ne sera électrisé que par influence, c’est-a-dire
qu'il sera recouvert de deux quantités égales d'électricité de signe

(') D’aprés M. Bertrand (Journal de Physique de d’Almeida, t. III, p. 73),
cetle formule aurait été antérieurement établie par Gauss.
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contraire, de sorte que 'on a M;= o, M;=o0. De ces considérations
résulte le théoréme suivant :

Les corps qui, lors des deux charges, sont en communication avec
la Terre ou qui sont isolés sans charge initiale ne donnent aucun terme
_ dans U'équation (29).

16. Admettons maintenant, comme tout ce qui va suivre, que
les (A;) autres que (A, ) et (A,) soient en communication avec la terre,
ou que, étant isolés, ils ne regoivent pas de charge initiale. I'équa-
tion (29) se réduira & la suivante

(30) V.M, + V.M, = V\M, + V,M,.

17%. Supposons que, (A, ) et (A,) étant isolés et non électrisés, (A,)
seul recoive une charge que nous désignerons par E, en développant
dans (A,) le niveau potentiel V,; puis que (A, ) recoive la méme charge
en soustrayant (A, ) a toute action extérieure, Nous avons

M,=o0, M,=o0, M,=M,=E,
d’ou

(31) V,=V.

Donc, le niveau poteniiel qui natt dans (A,), quand (A,) a été seul
charge, est égal a celui qui nait dans (A,) quand on effectue U opération
inverse et que les deux charges sont égales.

A8. Théoréme de Riernann. — Supposons que, i la premiére charge,
le corps (A,) se trouve au niveau potentiel K, que (A,), mis en com-
munication avec la terre, regoive de ce corps par influence la quantité
d’électricité M,; puis que, a la seconde décharge, (A,) se trouve au
méme niveau potentiel K, tandis que (A, ), mis en communication avec
le sol, se trouve recouvert de la quantité d’électricité M|. Nous avons

Vo=o0, V,=o0, V,=V,=K,
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et la formule (30) donne

(32) Ml‘= Mg-

Donc la quantité d’électricite qui, sous I'influence de (A,), Sest accu-
mulée sur (A,) mis en communication avec la Terre, et celle qui sest
accumulée sur (A,) mis en relation avec la Terre, par U'influence de (A, ),
sont égales lorsqic'ily a égalité entre les niveaux potentiels pour ces deux
charges.

§ IV. — Du TRAVAIL DES FORCES ELECTRIQUES. — DECHARGES.

19. Expression dutravail des forces électriques. — Soient(A,), (A,) ...,
(A;), ... des conducteurs chargés d’électricité et réagissant les uns sur
les autres. '

Une modification introduite par une cause quelconque dans les in-
tervalles intermoléculaires du fluide électrique donnera lieu a une
production de travail mécanique dont la considération mérite un
sérieux examen, '

Désignons par r la distance de deux particules électriques, dm
et dm' appartenant au systéme des conducteurs ci-dessus désignés.
Le travail élémentaire des forces électriques a pour expression

‘ __fdmdm =~dj‘dmdm’

le signe de 'intégration s’étendant & toutes les combinaisons deux a
deux des molécules électriques.
Nous désignerons sous le nom de potenuel total du systéme élec-

trique 'expression
!
W fdmrdm ,

de sorte que nous aurons
de = dW.

En passant d’'un certain état initial, que nous caracteriserons par
l'indice zéro, 4 un état quelconque, nous aurons pour le travail déve-
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loppé entre les deux états
(1) c=W-W,.

Avant d’aller plus loin, nous ferons remarquer que, si le fluide revient
a I'élat neutre, on aura W =o, puxsque toutes les masses électriques
s'annuleront, et par suite

(2) =W,

Si nous désignons par V la fonction potentielle de dm relative a tous
les autres éléments du systéme électrique, et si nous considérons I'in-
tégrale

[ Vdm,

étendue 4 tous les éléments dm du systéme total, les termes tels

dm dm'

que seront reproduits deux fois, et nous devrons prendre

3) W= %dem.

Si nous remarquons que, 2 la surface de (A;) comme dans son in-
térieur, V est constant ou égal au niveau potentiel V;, pour chacun
des conducteurs V sortira de I'intégrale, et I'on voit que, en dem-
gnant par M, la charge du conducteur ci-dessus, on aura

—-—
—

=~ (MV,+ MV, + M,V,...).

Si (A;) est isolé et n’a pas recu de charge initiale, le conducteur ne
sera électrisé que par influence et renfermera, par suite, autant d’élec-
tricité positive que d’électricité négative, et 'on aura M; = o; si main-
tenant (A;) est en communication avec la Terre, on a V; = 0. De sorte
que, dans les deux cas, (A;) ne laissera aucune trace dans la for-
mule (4). :

20. Décharge d’une bouteille de Leyde. — Soient (A,) et (A,) P'ar-
mature intérieure et 'armature extérieure, les deux seuls conducteurs
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que nous avons & considérer; comme la seconde de ces armatures est
censée mise en communication avec le sol, nous devrons supposer

V.= 0; les formules (4) et (2) nous donnent pour le travail effectué
apreés la décharge '

(5) &= — ~IIVU

ou, en ayant égard 4 la formule (27) du n® 11,

(6) | 6= CME,

+ Ce travail, qui, pour une méme bouteille, est proportionnel au carré
de la charge, est employé en partie & vaincre la résistance de lair ou
celle que présente un corps non conducteur traversé par I'électricité,
ce qui donne lieu a Iétincelle; I'autre partie est transformée en cha-
leur et correspond a la perte d’'une demi-force vive, qui devra étre
d’autant plus grande que la vitesse du fluide sera elle-méme plus
grande ou que la section et la longueur du fil de communication
seront plus faibles.

On explique ainsi pourquoi, toutes choses égales d’ailleurs, lorsque
le fil est gros et court, I'étincelle est énergique et 1'échauffement du
conducteur trés faible, tandis que P'inverse a lieu quand le fil est long
et d’un petit diamétre.

Si l'on augmente la résistance a4 vaincre en interposant entre les
extrémités du fil une carte ou une feuille de mica, I'étincelle est plus
forte et I’échauffement plus faible, comme M. Riess I'a reconnu par
I'expérience (').

21. Décharge d’une batterie. — Considérons une batterie composée
de n bouteilles identiques; il est évident que le travail effectué pen-
dant la décharge s’obtiendra en multipliant les équations (5) et (6)
par n, et nous aurons notamment '

awe

&= — nM;3.

v

(') Annales de Péggendorﬁ’, t. XLV,
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Si M désigne la charge totale M, n, cette expression prend la forme
suivante : ' :

ame M?
(7) °=T %

d’ou cette loi, découverte expérimentalement par M. Riess (') : L'e-
nergie totale d’une batterie est proportionnelle au carré de la charge
et en raison inverse du nombre de bouteilles.

22. Décharges incomplétes, — Supposons qu’aprés avoir chargé la
batterie ci-dessus de » bouteilles identiques on réunisse les armatures
intérieures & celles d'une batterie 4 I’état neutre, composée de n' hou- -
teilles semblables aux précédentes.

Le travail accumulé &' dans la batterie de n -+ »’ bouteilles s'ob-
tiendra en remplagant » par # + n’ dans la formule (7), puisque la
charge totale est restée la méme. Nous avons donc

ote M?

6= — .

Mais le travail emmagasiné primitivement dans la batterie de n bou-
teilles est fourni parla méme formule (7). D’ou il suit que le travail
accompli dans la réunion des deux batteries a pour expression

e 3mef1 1
E—8= (n n+n’>’

ou encore

. n
(8) @—G':Tm’

4

relation & laquelle M. Riess est arrivé par I'expérience.

23. Batteries chargées en cascades. — Soient (A,), (A,), ..., (A,)
m batteries composées respectivement de n,, n,, ..., n, bouteilles
identiques; l'armature extérieure de la n'™° batterie communique

(*) Plusieurs géométres ont donné i I'expression de & le nom d'érergie po-
tentielle.
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a\/ec le sol, tandis que I'armature intérieure de la premiére est en rela-
tioravec une source dont le niveau potentiel est V,. L’armature inté-
rie&i'é de la premiére batterie regoit une charge M,; sur l'armature
//, " \ex éfmeure il se développe une charge — M,, tandis que la charge de
-—1Yarmatureintérieure de la seconde batterie estM,, le niveaun potentiel V,
étant le méme pour ces deux conducteurs, et ainsi de suite, en remar-
quant toutefois que V,, = o. Le travail accumulé dans le systéme total

est donc

6= — %(M,V;“ MV, +M,V,— Mava“*;' s

ou simplement
6 = - %M.V.,

comme on devait le prévoir d’aprés une remarque faite a la fin du
n° 19.
4re

Si nous posons A = < la formule ( 27) du n° 11 donne

M
V,—Vo=—23h
V2_"Va— - 'ii:)
V,"—O = — A",

en remarquant que la charge de chaque bouteille de (A;) est %‘
On déduit de la

= 7\( + - M’ e )
et enfin

(9) 5= M (G5 )

Si les bouteilles sont parfaitement fermées, les charges des deux arma-
Journ. de Math. (3¢ série), tome VIIL. — Junter 1882, 32
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tures de chacune d'elles sont égales, ou

M4=M2=M3=..,;
par suite,
Aona/ 1 1
€=~2-'M1 ——t =)

ny ny

Dans le cas de deux batteries seulement, on a

”y gy

6= é)\Mf(L -+ ‘]—>a

résultat auquel M. Riess est arrivé par 'expérience.




