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Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle ;

Par M. H. POINCARE ('),

Ingénieur des Mines.

CHAPITRE V.

THEORIE DES CONSEQUENTS.

Convention fondamentale. — Considérons une demi-caractérisiique
quelconque ; nous la prolongerons indéfiniment, si on peut le faire
sans rencontrer un point singulier; si, au contraire, en suivant la
demi-caractéristique, nous arrivons 2 un nceud, nous I’arréterons 4 un
neeud ; si nous arrivons & un col, trois chemins s'ouvriront devant

Fig. 6.

A

nous quand nous voudrons continuer & suivre la caractéristique, le

(1) Journal de Mathématiques, 3¢ série, t. VII, p. 375.
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premier dans le prolongement du chemin suivi jusqu’alors, les deux
autres & droite et 4 gauche; nous conviendrons de suivre 1'un des
chemins de droite ou de gauche, sans jamais. prendre celui qui est
directement devant nous. Par exemple, nous considérerons OB ou OD
(fig. 6) et non pas OC, comme le prolongement de AO. De cette facon,
on peut dire que dans le voisinage d’un col il y a quatre caractéris-
tiques collées 'une contre l'autre, et ayant deux 4 deux une branche
commune : ce sont les caractéristiques AOB, BOC, COD, DOA.

Définition des conséquents. — Soit

x=0(t), y=4¢(2)

un arc algébrique sans contact; ¢ et ¢ sont des fonctions algébriques
de ¢, et n’ont qu’une seule valeur pour chaque valeur de ¢. Les extré-
mités de 'arc correspondront aux valeurs de ¢,

= «, t:‘@.

Un pareil arc, sans contact, aura deux cotés que nous appellerons sa
droite et sa gauche; un point infiniment voisin de I’'arc AB pourra, en
effet, étre & droite ou & gauche de cet arc. Par exemple, le point m
sera & gauche de V'arc AB (fig. 7), le point =’ & droite de I'arc AB,

Fig. 7.
m
m’

A

parce qu’on ne peut passer de I'un a l'autre sans traverser I'arc AB,
ou sans s'éloigner de cet arc a une distance finie, ou sans passer dans
un cercle de rayon infiniment petit tracé avec A ou avec B comme
centre.

Ceci posé, considérons un point quelconque M, del'arc AB ( fig. 8);
de ce point partent deux  demi-caracteristiques, 1'une vers la gauche,
V'autre vers la droite de 'arc AB; considérons celle de gauche. -

11 pourra se présenter plusieurs cas :
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1° Cette demi-caractéristique peut se prolonger indéfiniment, sans
qu'on rencontre de nouveau I'arc AB.

2° Cette demi-caractéristique finit en tournant autour d’un foyer,
avant d'avoir rencontré de nouveau I'arc AB.

3° Elle aboutit & un nceud ol nous devons I'arréter, d’aprés la con-

Fig, 8.

vention fondamentale, et cela avant d’avoir rencontré de nouveau
'arc AB.

Dans ces trois premiers cas, nous dirons que le point M, n'a pas de
conséquent.

4° La demi-caractéristique vient rencontrer l'arc AB en M, avant
d’avoir passé par un point singulier. Nous dirons alors que le point M,
est le conséquent du point M,.

5° La demi-caractéristique aboutit 4 un col avant d’étre arrivée a
rencontrer de nouveau 'arc AB. Dans ce cas, d’aprés la convention
fondamentale, il faut tourner soit 4 droite, soit & gauche, et chacun de
ces deux chemins peut nous conduire ou ne pas nous conduire a ren-
contrer de nouveau Y'arc AB. Le point M, peut alors avoir o, 1 ou 2
conséquents.

Il peut enfin arriver que la demi-caractéristique rencontre deux
cols ou plus encore, et dans ce cas le point M, pourrait avoir plus de
deux conséquents.

Si, en partant du point M,, au lieu de considérer la demi-caractéris-
tique de gauche, on avait envisagé celle de droite, on aurait puarriver
4 un point M’ situé sur 'arc AB.

Ce point M' s'appellera I’antécédent du point M,.
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Dans ces conditions, le point M, sera lui-méme I'antécédent de son
conséquent M,,

Si ¢, et ¢, sont des valeurs de ¢ qui correspondent 4 M, et A M,, la
lot de conséquence sera la relation qui lie ¢, a ¢,.

Taéoriwe XI. — Si¢,=¢,, la caractéristique est un cycle.
Si t,3¢,, la caracteristique est une spirale.

En effet, la premiére partie de I'énoncé est une véritable tautologie.
La seconde se démontre aisément de la maniére suivante :

Remarquons d’abord que I'arc M, DM, (fig. ) surtend I'avc M,CM,
de la caractéristique, car il est sans contact. ,

De plus, cet arc M,DM, ne peut rencontrer la caractéristique en

Fig. g.

RS

Secmaae”

aucun autre point que M, et M,. Car des arcs tels que M, FM,, M;HM,
seraient sous-tendus par les arcs M,M,, M,M;, ce qui est impossible,
puisque ces arcs sont supposés sans conlact.

Ceci posé, par le point N, infiniment voisin de M, et & gauche de
ce dernier, on pourra mener un arc de caractéristique N,EN, qui
viendra rencontrer I'arc M, M, en un point N, infiniment voisin de M,
et 4 gauche de ce dernier, car il ne pourrait passer 4 droite sans couper
la caractéristique M,CM,, ce qui est impossible.

Le cycle N,M, N,EN, ne rencontre donc la caractéristique M,CM,
qu'en un seul point qui est M,. Donc, cette caractéristique est une
spirale. C. Q. F. D.
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Taxorime XII. — Toute caractéristique qui r’aboutit pas é un neud
est un cycle ou une spirale.

En effet, si cette caractéristique ne rencontre aucun cycle algébrique
en une infinité de points, elle est un cycle, en vertu du théoréme I.

Si, au contraire, elle rencontre un cycle algébrique en une infinité
de points, comme ce cycle se compose d’un nombre fini d’arcs sans
contact, elle rencontrera 'un de ces arcs, et au contact en plus d’'un
point, c'est-a-dire que I'un des points d’intersection aura un conse-
quent. -

S'il se confond avec son conséquent, la caractéristique est un cycle;
sl ne se confond pas avec son conséquent, la caractéristique est une
spirale, en vertu du théoréme XI.

Le théoréme est donc démontré,

TakorimME XIII. — SiM, ne correspond pas & une caractéristique pas-
sant par un col, et s'il a un conséquerit M ; si t,=¢,(¢,) est la loi de
conséquence, la fonction. ¢, est holomorphe pour les valeurs de t, voisines
de celle qui correspond & M,. |

En effet, nous avons supposé an début que si

z=9(t), y=4()

sont les équations de I'are sans contact, ¢ et ¢ sont des fonctions holo-
morphes de ¢ dans le voisinage de la valeur de ¢ qui correspond a M,,
et aussi de celle qui correspond a M,.

Supposons que l'on cherche une intégrale de I'équation aux diffé-
rences partielles '
ds ds

dz +Y?d3’ =0,

X
qui soit assujettie & se réduire identiquement a ¢,, quand on y fait

z=0(L), y=4(k)

Cette intégrale représente une surface qui passe par la courbe
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gauche,

v =¢(s), y={¢(s)

Dans le voisinage du point M,, cette intégrale est holomorphe en «
et eny; car l'arc

z=9(4) y=4(t)

ne touche pas une caractéristique.

Elle sera de méme holomorphe en z et en y tout le long de la carac-
téristique qui passe par le point M,, 4 moins que cette caractéristique
ne passe par un point singulier. Or, nous avons supposé que cette
caractéristique allait passer par le point M, sans avoir rencontré aucun
point singulier. Dans le voisinage du point M,, 5 est donc fonction ho-
lomorphe de x et dey; et, si I'on y fait

=o(4,), y=¢(4)

5 devient fonction holomorphe de ¢, dans le vomnage de la valeur de
¢,, qui correspond aM,.

Or, z n'est autre chose que ¢,. Donc, ¢, est fonction holomorphe
de ¢,. On démontrerait identiquement, de la méme maniére, que ¢, est
fonction holomorphe de ¢, dans le voisinage de ¢, qui correspond
aM,.

Corollaire I. — La fonction t, = 9,({,), qui exprime la loi de consé-
quence, ne peut offrir de discontinuité que pour les valeurs de ¢, qui
correspondent a des caractéristiques passant par des cols.

.Corollaire 1. — Sil'on divise arc sans contact AB en arcs partiels,
tels que tous les points de chacun de ces arcs aient un conséquent, on
qu'aucun n’en ait, les extrémités de ces arcs partiels seront des points
ayant pour conséquent une extrémité de 'arc sans contact AB, ou cor-
respondant & des caractéristiques passant par des cols.

Corollaire IIl. — Si les extrémités de l'arc sans contact correspon-
L ]
dent aux valeurs
t=a, t= ﬁ 3
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Si, pour aucune valeur de ¢ telle que

v <1< B,

la caractéristique correspondante ne passe pas par un col;
Si, pour toutes les valeurs de ¢, telles que (2, et 3, étant des con-
stantes données), on ait

a<“|<.‘<ﬁ|<@,

la caractéristique correspondante est un cycle.
Les caractéristiques qui correspondent 4 une valeur quelcongue de ¢
comprise entre o et [3 sont foules des cycles.

TakorEmME XIV, — La valeur de g% est toujours positive.
. 0

_ En effet, soit AB I'arc sans contact (fig. 11), soit M, M, une caracté-
ristique, soit N, un point infiniment voisin de M, et situé 4 droite de

ce point. Soit N, N, la caractéristique qui passe par ce point. Le point
N, est infiniment voisin de M, ; je dis qu'’il est & droite de ce point. Car,
pour qu'il fut & gauche, il faudrait que la caractéristique N, N, sortit
du cycle M{HM, N, M, quand on la prolonge au dela de N,, c'est-a-dire
que P'arc de caractéristique N,N, fit sous-tendu par I'arc N,N,, ce
qui est impossible, puisque cet arc est sans contact,

Etude de la courbe de conséquence. — Si1'on considére les quantités
1, et ¢, comme les coordonnées d'un point, la loi de conséquence

. t=9(t)
Journ. de Math. (3¢ série), tome VI, — Aour 1882. 33
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représente une courbe. Cette courbe est comprise tout entiére dans le
carré
ly=a, {=a,

L=g 4=,
Premier cas. — A aucune valeur de ¢ comprise entre et 3 ne cor-
respond de caractéristique allant passer par un col.
Dans ce cas, la courbe de conséquence est continue; elle ne ren-
contre qu'en un point les paralléles aux axes; en suivant la courbe
dans un certain sens convenable, on va constamment en s'éloignant

des deux axes.
(Vest dire que si KLCD est le carré (fig. 11),

Lh=12, l{,=ua,

'to = ﬁp tc = ﬂv
la courbe présente des formes telles que
AB, CD, EF, GH.

Flle veprésentera la forme CD quand les valeurs z et 8 de ¢, corves-

“Fig., 11,
K F B D
H
B
G
C A ]‘

pondront & des cycles, pendant qu'aucune valeur de ¢, comprise entre
a et 8 ne correspondra 4 un cycle,

AR} \ . o " - ’
Deuziéme cas. — Supposons qu'a certaines valeurs de ,, ¥,, ...
de ¢, comprise entre « et 3 correspondent des caractéristiques allant
passer par un col;
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Que de plus aux valeurs « et 8 correspondent des cycles; qu'a au-
cune valeur intermédiaire ne corresponde un cycle :

De tous les cols partenl quatre branches de caractéristiques ; cer-
taines de ces branches viennent rencontrer I'arc sans contact donné ;
d’autres ne le font pas.

Supposons d’abord que toutes celles de ces branches qui viennent
rencontrer ’arc sans contact donné partent d’un seul et méme col :

1° 1l est impossible que les quatre branches issues d’'un méme col
aillent rencontrer I'arc sans contact. Soit, en effet, AB (fig. 12) Vare

sans contact donné. Soit Cle col donné; soient CM,, CM,, CN,, CN,
les quatre branches de caractéristiques qui partent de ce col, de telle
facon que M,CM,, N,CN, ne forment pas de point anguleux.

D’aprés le théoréme X, remarque I, la portion M,M, de l'arc AB
sous-lend la caractéristique M,CM,.

Les deux arcs AM,, M, B sont donc d'un méme coté du cycleM,M,C;
appelons ce coté du cycle 'extérieur du cycle. Les deux branches de
courbe CN,, CN, sontl'une 3 l'extérieur, 'antre 4 I'intérieur du cycle
M, M, C. Soit CN, celle qui est i I'intérieur; elle ne pourrait rencontrer
larc AB qu'entre M, et M,, et du méme coté que les branches de
courbe CM,, CM,, de telle sorte que I'arc algébrique M, N, sous-ten-

drait 'arc de caractéristique M,CN,, ce qui est impossible d'aprés le -
théoréme X.

Remarquel. — L’hypothese que nous avons faite en commengant est
donc absurde. C. Q. F. D.

2° 1l peut se faire que trois des branches issues d’'un méme col
aillent rencontrer I'arc sans contact. Dans ce cas, ou bien il y aun
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point qui a deux conséquents et les points situés entre ces deux con-
séquents n’ont pas d'antécédent ; ou bien il y a un point qui a deux

Fig. 13.

C L

antécédents, et les points silués entre ces deux antécédents n'ont pas
de conséquent.

De telle facon que la courbe de conséquence affecte soit la forme
HFD, soit la forme CABD (fig. 13).

3° Il ne peut se faire que deux ou une seulement des branches issues
@’'un méme col aillent rencontrer V'arc sans contact.

En effet, supposons d’abord qu'il y ait deux branches de caractéris-
tiques CM, et CM, qui rencontrent AB, et que M,CM, (fig. 14) pré-
sente un point anguleux en C. Un point infiniment voisin de M, aura

Fig. 14.

semmeemgEe.
4

..
cea
-

un conséquent s'il est a droite de M,, et n’en aura pas s'il est & gauche.
Donc, d’aprés le corollaire II du théoréme XIII, les points de 'arc MOA
n'auront donc pas de conséquent. Un point infiniment voisin de A
n'aurait donc pas de conséquent, ce qui est absurde, puisque A est son
propre conséquent. De méme, si 'on supposait que M,CM, ne pré-
sente pas de point anguleux, ou que CM, ne rencontre pas I'arc AB,
on arriverait a ce résultat absurde qu'un point infiniment voisin de A
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wa pas de conséquent. Les hypothéses faites au début sont donc éga-
lement absurdes. C. Q. F. D.

Nous n'examinerons pas en détail les cas ou les branches de carac-
téristiques qui vienment rencontrer I'arc sans contact sont issues de
plusieurs cols différents. La discussion se ferait d’aprés les mémes prin-
cipes, elle serait seulement plus longue, Citons seulement quelques
exemples de combinaisons possibles.

1° Courbe CABD (fig. 15). — L’arc sans contact est rencontré par
deux branches de caractéristiques issues d'un premier col X et par

Fig. 13,
K D

Cemme oo,

v L

deux branches issues d’un second col p. Ces deux systémes de deux
branches de caractéristiques présentent chacun un point anguleux,
I'un en ), V'autre en p.

Si Pon fait varier ¢, depuis « jusqu'a la valeur qui correspond au
point A et a la caractéristique qui passe en A, on a un conséquent; en-
suite £, variant depuis la valeur qui correspond au point A jusqu’a
celle qui correspond au point B et & la caractéristique qui passe en p,
on n’a plus de conséquent; etl’on en a un de nouveau, quand ¢, varie
depuis la valeur qui correspond a B jusqu’a f3.

CHAPITRE VI.
THEORIE DES CYCLES LIMITES.
] ) h 7o * e
D’aprés ce que nousavons va plus haut, les caractéristiques peuvent

se diviser en quatre catégories :
1° Les cycles;
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2° Les spirales que 'on peut suivre indéfiniment dans les deux sens
sans aboutir 4 un nceud ou sans tourner autour d’un foyer, et sans
revenir au point de départ ;

3° Les caractéristiques que I'on peut suivre indéfiniment dans un
sens sans rencontrer un neeud ou se rapprocher d’un foyer, mais qui,
dans I'autre sens, aboutissent 4 un nceud ou se rapprochent infiniment
d'un foyer; :

4° Celles qui aboutissent de part et d’autre i un nceud ou i un
foyer.

D’aprés les mémes principes, les demi-caractéristiques se divisenl en
quatre catégories :

1° Les cycles;

2" Les deun—spn*ales que I'on suit sur un arc infini sans arriver a un
nceud ou 4 un foyer et sans revenir au point de départ ;

3° Les demi-caractéristiques qui aboutissent 4 un neend;

4° Celles qui tournent indéfiniment autour d’un foyer.

Draprés le théoréme I, les demi-caractéristiques de la seconde caté-
gorie rencontrent certains cycles algébriques, et par conséquent cer-
tains arcs algébriques sans contact en une infinité de points.

Soit AB un de ces arcs algébriques sans contact.

Soit M, (fig. 16)le point d’out est issue la deml-c'lractensthue con-

sidérée. Soit M, le conséquent de M, et supposons que M, soit & droite
de M,.

Soit M, le conséquent de M,, M, celui de M,, etc.; M, sera a droite
de M,, M, sera & droite de M,, etc.

En général, M, sera i dm.ite'de M,, et comme, quelque grand que
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soit 7, M,, est toujours sur I'arc AB, M, tendra vers une limite quand n
augmentera indéfiniment. Soit H cette limite.

Le conséquent de M,,, quand n est infiniment grand, est infiniment
rapproché de M,. Donc H est son propre conséquent; donc la carac-
téristique qui passe par H est un cycle; nous l'appellerons ¢ycle limite
de la demi-caractéristique donnée. On peut suivre sur la caractéris-
tique qui passe par M, un arc assez grand pour se rapprocher autant
que l'on veut du point H.

Soit HK un arc de la caractéristique qui passe par le point I Soit
CD un arc algébrique passant par K.

On pourra prendre n assez grand pour que Parc de caractéristique
issu de M,, aille rencontrer CD.

Supposons, par exemple, que l’arc issu de M aille rencontrer CD
en N,. I’arc issu de M, ira rencontrer CD en N,, ... P’arc issu de M,
en un point N,

- N, sera a droite de N,, ..., N,,, sera & droite de N,,. De sorte que

la_demi-caractéristique donnée rencontrera CD en une infinité de
points N,, N, ..., N,, et que N, tendra vers K quand » augmentera
indéfiniment.

En résumé, toute demi-caractéristique de la seconde catégorie a un
cycle limite.

Tout arc algébrique, si petit qu'il soit, qui coupe ce cycle, coupe la
demi-caractéristique en une infinité de points.

On peut trouver un point de la demi-caractéristique qui soit aussi
rapproché qu’on voudra d’un point quelconque de son cycle limite.

Soit AB (fig. 17) un arc algébrique sans contact. Supposons qu’a au-

Fig. 17.

A

can point Msitué entre A et B ne corresponde une caractéristique allant
passer par un col; qu’au point M, corresponde un cycle limite, et qu’a
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aucun point M dilférent de M, situé entre A et B ne corresponde un
_ cycle limite. Toute caractéristique qui rencontre AB aura pour cycle
limite le cycle qui passe par M,.

Si I'on considére un cycle limite C (f£g. 18) qui ne passe pas par un
col et qui passe par un point M, on pourra mener par M, un arc alge-
brique AB assez petit pour qu'il soit sans contact; pour qu'entre A et M,

Fig. 18.

ouentre M, et B il n'y ait aucun point auquel corresponde une caracté-
ristique passant par un col ou un cycle limite. Toutes les caractéris-
tiques quirencontrent AB ont alors C pour cycle limite, de sorte que C.
est le cycle limite de deux séries de caractéristiques situées I'une &
Pintérieur du cycle, autre i I'extérieur.

Voyons ce qui se passe quand C va passer par un col.

Soient H le col, HA, HB, HC, HD les quatre branches de caractéris-
tiques issues de ce col. Supposons que deux de ces branches, HA et HB,
par exemple, aillent aboutir & un méme point M, de facon 4 former un
cycle HAMBH ; ce cycle sera toujours cycle limite de courbes telles que
ao; I'inspection de la figure le démontre ( fig. 19).

Considérons, au contraire, la courbe 82 il est aisé de voir que, si
les branches de courbe HC, HD nevont pas aboutiren un méme point N,
le cycle HAMBH n’est pas cycle limite de £33.

Si, au contraire, HC et HD vont se réunir en N, £f3 a pour cycle limite
le polycycle

HAMBHDNCH.

TukoriME XV. — A Uintérieur et a Uextéricur d’un cycle limite quel:
conque, tl y a toujours au moins un joyer ou un neud.
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Pour démontrer ce théoréme, nous allons appeler tangences d’un
eycle les points ol il touche un des grands cercles z = const.
Tes tangences seront directes si, dans le voisinage du point de

Fig. 19.

contact, le grand cercle tangent reste a l'extérieur du cycle. Elles
seront inverses dans le cas contraire.
Nous démontrerons ensuite les deux lemmes suivants :

Lesme I. — Si les points d’intersection de I'équateur avec le grand
cercle x = o, points que nous appellerons m, m', sont tous deux & !’exte-
rieur d’un cycle, I’exces du nombre des tangences directes de ce cycle sur
le nombre de ses tangences inverses est de 2

Si les points m, m’ sont tous deux a lintérieur du cycle, cet excés
est de — 2.

Si les points m, m' sont I'un i I'extérieur, I'antre & l'intérieur, cet
excés est de o.

En effet, on peut passer d'un cycle quelconque A 4 un autre cycle
également quelconque B par voie de déformation continue, ¢’est-a-dire
en passant du cycle A 4 un cycle qui en différe infiniment peu, A’, et
ensuite, par une série de cycles C infiniment peu différents les uns des
autres, on arrivera a un cycle B, infiniment peu différent de B.

‘Dans ces déformations successives, une tangence directe ne se trans-
formera jamais en une tangence inverse, ni une tangence inverse en une

Journ. de Matk. (3¢ série), tome VIill. — Aour 1882. 34
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tangence directe, car cela ne pourrait avoir lieu que si I'un des grands
cercles # = const. devenait osculateur & I'un des cycles; dans ce cas,
ce serait que deux tangences, I'une directe et 'autre inverse, seraient
venues 2 se confondre, et, dans ce cas, elles disparaitraient en général
pour un des cycles infiniment voisins de C.

L'excés qu'il s’agit d’évaluer dans ce lemme ne peut se modifier dans
ces déformations continues du cycle que si deux des tangences vien-
nent & se confondre, puis a disparaitre. Or cela peut arriver dans denx
cas :

1° Quand I'un des cycles C vient & passer par l'un des points m, m';
mais nous supposerons : 1°que les points 72, m’ sont tous deux & l'in-
térieur de A et tous deux a l'extérieur de B; 2° ou que les points m, m’
sont tous deux & I'extérieur de A et a I'extérieur de B; 3° ou que m
soit & I'extérieur de A et de B pendant que 72’ est & Pintérieur de ces
deux cycles, et, par conséquent, on aura pu toujours choisir la série
des cycles C qui permettent de passer du cycle A au cycle B, de telle
sorte qu'aucun des cycles C ne passe ni par m, ni par m’.

2° Cela peut arriver encore si 'un des cycles C devient osculateur
a I'un des cercles x = const. Mais, dans ce cas, c'est une tangence
directe et une tangence inverse qui se confondent et disparaissent.
L'excés & évaluer n'est donc pas modifié.

Donc cet excés est le méme pour A et pour B.

Mais supposons que A soit un cycle convexe quelconque, et B le
cycle donné.

L’excés en question sera de 2 pour A si m et m' sont a V'estérieur
de A; il sera de — 2 s'ils sont tous & I'intérieur, et o s'ils sont 'un &
I'intérieur et Fautre & 'extérienr.

L'excés en question sera donc, pour B, de 2; de — 2 et de o dans
les mémes conditions.

Le lemme est donc démontré.

Lenme 1. — Si on parcourt un cycle de maniére a avoir toujours
Uintérieur a sa gauche et que l'on observe les variations du coefficient

. dy )y . dy
angulaire == on observera qu'a clmque. tangencedirecte, A~~ sautera de

+ % a — o st lon est dans le premier hémisphére, et de — o a + =
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si l'on est dans le second hémisphere, el que c’estle contraire pour les tan-
gences inverses. ‘

Démonstration du théoréme. — Supposons d’abord que le cycle
limite considéreé soit tel que les deux points m et m’ soient d'un méme

coté de ce cycle, coté que nous appellerons I' exterieur du cycle.
Soient

v le nombre des neeuds et des foyers contenus a I'intérieur du cycle;
v’ le nombre des nceeuds et des foyers situés i I'extérieur du cycle;
vet 7'le nombre des cols situés a U'intérieur et & I'extérieur de ce cycle.

On a
v+v —y—7 =2

Le cycle coupe I'équateur en un certain nombre de points, de telle
facon qu'on peut le partager en un certain nombre de cycles secon-
daires situés les uns tout entiers dans le premier hémisphére, lesautres
tout entiers dans le second hémisphére, et formés a 'aide d’arcs du
cycle primitif et d’arcs de I'équateur.

Supposons, pour fixer les idées, que le cycle donné soit le cycle

Fig. 20.

L

ANBGCKDLA, qui coupe }'équateur aux points A, B, C, D (fig. 20).
Le cycle se décompose en trois cycles secondaires :

AEBHA, CFDKC, CGBEALDFC.
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Or, d’aprés le théoréme 1V, on a

— (v — 7) = ind. AEBHA +- ind. CFDKC + ind. CGBEALDFC.

Soient, maintenant, «, «', o”, «” le nombre des tangences directes
des arcs AHB, CKB, CKB, CGH, ALD; 8, ', #’, £” le nombre de leurs

tangences inverses; soient ) et )’ le nombre de fois que ;C saute de — oo
a + o quand on parcourt les arcs AEB et CFD; . et p’ le nombre de
fois que §saute de +® 4 — o quand on parcourt les arcs AEB et

CFD; on a, en vertu du lemme II et en remarquant que tout le long

du cycle donné on a
dr Y
dz — X’

2ind. AEBHA=— g + 2 — p. + f3,
2ind.CFDRC = — &'+ ' — p'+ [,
2ind.CGBEAL =— o — " + 3"+ " — XA — N+ p+ .

dout
- (2” - 27) = ﬁ —+ ﬁ'+@"+ ‘3”’__ w0 — o — o — aw,

ou, d’aprés le lemme I,

—(2vy —29)=—12, v—y=1.
7 !
On a donc aussi
Yot V=7=n
d’ou
v >0, v'>o. C. Q. F. D.

Dans les cas ou les points m, m' sont de part et d’autre du cycle, la
difficulté est facile & tourner. En effet, on trouvera toujours sur la
sphére deux points diamétralement opposés qui soient d'un méme coté
du cycle, et il suffira d’un changement de variables pour retomber sur
le cas précédent.

SiI’on ne trouve pas sur la sphére deux points diamétralement op-
posés qui soient d’'un méme cété du cycle, c’est que les points du cycle
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sont deux & deux diamétralement opposés, c'est-a-dire que le cycle est
symétrique 4 lni-méme par rapport au centre de la sphére, et alors le
théoréme est évident par lui-méme.

Tutorime XVI. — Un cycle algébrique qui passe par tous les neeuds
et par tous les foyers rencontre tous les cycles limites. :

-

En effet, soit un cycle limite C quelconque; il contient certains
nceuds et certains foyers 4 son intérieur, certains nceuds et certains
foyers a I'extérieur.

Iy a donc des points du cycle algébrique donné qui sont & I'exté-

‘rieur de G, et d’autres qui sont & I'intérieur, c’est-a-dire que le cycla
algébrique donné rencontre C. C. Q. F. D.

Corollaire. — Tout cycle algébrique qui passe par tous les nceuds et
par tous les foyers rencontre toutes les caractéristiques.

L]
TaxoriMe XVII. — Les ¢ycles limites sont er nombre fint, pourvu
qu'aucun d'eux ne passe par un col.

En effet, faisons passer un cycle algébrique C par tous les neeuds et
par tous les foyers. Soient

z=g(¢), y=49()

les équations de ce cycle C.

Ce cycle C, rencontrant tous les cycles limites, aurait une infinité de
points d'intersection avec ces cycles limites, si ceux-ci étaient en
nombre infini. Il y aurait donc un point de ce cycle C autour duquel
ces points d'intersection seraient infiniment rapprochés, c’est-a-dire
quesi

ty=0,(%)

est ]a loi de conséquence d’un certain arc sans contact du cycle G, il
y aura une certaine valeur z de ¢, telle que, ¢, variantdet — ¢ & t + ¢,
¢, devienne un nombre infini de fois égal 4 z,,

Mais, si 7 ne correspond pas 4 une caractéristique passant par un
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col, o(t,) est holomorphe pour #,=7, et on ne peut donc avoir une
infinité de fois (¢° variant de t —ed v+ ¢) '

= 9(t)-

Cela ne peut arriver non plus si v ne correspond pas a4 un cycle
limite. :

Donc on ne peut avoir une infinité de cycles limites que si I'un d’eux
va passer par un col.

Théorie des anneaux limites. — Soit encore un cycle algébrique C
passant par tous les nceuds et par tous les foyers. On peut y découper
un certain nombre d’arcs sans contact contenant tous les points qui
correspondent 4 des cycles limites et ne contenant aucun des points
qui correspondent & des caractéristiques passant par des cols.

Soit ¢, = ¢(¢,) la loi de conséquence de I'un de ces arcs, et suppo-
sons que P'on fassevarier ¢, depuis « jusqu’a f3; que les points ¢, = «,

H
]

Il
‘

[0 SSUS—
w

f--] L:-.-.....».--...»
=]

A B,

{, = P aient deux conséquents ¢, = &, ¢, = [3'. Soit A, le point de I'arc
sans contact qui correspond 2 7, = 7. Supposons que 'on considére le
point de la sphére qui se trouve sur la caractéristique qui passe par A,
et qui est séparé de A, par un arc s de caractéristique, et qu'on fasse
correspondre 4 ce point un point du plan qui ait pour coordonnées

sett(fig. 21).

A Tarc sans contact correspondront :
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1° Le segment de la droite s = o compris entre les points
t=u«, t=[, soitAB(fig.0);
2° Un certain arc de courbe CD, défini par I'équation
s = Xx(7),

A(7) étant la longueur de la caractéristique passant par A, qu'il faut
parcourir avant de rencontrer de nouveau l'arc sans contact.

Un point quelconque de I'arc sans contact sera représenté par un
point B; du segment AB et par un point D; de 'arc CD. Tout arc de
courbe allant de D, & B; représente un cycle; ce cycle sera sans con-
tact si I'arc de courbe D;B;n’est tangent & aucune des droites 7= const.

Or il est clawr qu'on peut joindre par des droites A et C, E et D, puis
sillonner le quadrilatére mixtiligne ABCD par des arcs de courbe qui
ne sont tangents & aucune des droites r = const. et qui ne se coupent
en aucun point.

Conséquence. — Autour d'un cycle limite quelconque se trouve une
région annulaire qui est limitée par deux cycles sans contact que nous
appellerons cyecles frontiéres, et qui est sillonnée de cycles sans contact
ui ne se coupent en aucun point.

Ces régions annulaires s'appelleront arneaux limites ct seront en
nombre fini. '

Autour des noeuds et des foyers, on peut également tracer une série
de cycles sans contact s’enveloppant mutuellement, de sorte que les
nceuds et les foyers ont aussi leurs anneaux limites.

Nous avons implicitement supposé qu’'aucun cycle limite ne passait
par un col, car nous avons envisagé sur le cycle algébrique C des arcs
sur lesquels se trouvaient tous les points auxquels correspondent des
cycles limites, et ne se trouvait aucun des points auxquels corres-
pondent des caractéristiques passant par des cols.

Supposons maintenant qu'un cycle limite aille passer par un col;
nous savons que deux cas peuvent se présenter :

1° Une pareille caractéristique n'est cycle limite que des caractéris-
tiques qui lui sont suffisamment voisines et qui sont situées a I'inté-
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rieur du cycle (voir fig. 15). Dans ce cas, on découpera sur le cycle C
un arc sans contact, limité au point qui correspond au cycle limite qui
passe par un col, et ne contenant aucun autre point correspondant &
une caractérislique passant par un col et, raisonnant comme dans le
cas général, on fera voir que le cycle qui passe par un col a égale-
ment un anneau limite, mais dont il est lui-méme le cycle frontiére.

2° Les cycles HAMBH, HCNDH (fig. 15) sont cycles limites des ca-
ractéristiques situées a4 I'intérieur de ces cycles pendant que le poly-
cycle HAMBHDNCH est cycle limite des caractéristiques extérieures.

Raisonnant comme dans le premier cas particulier, on verrait que
chacun de ces trois cycles a un anneau limite, dont il est lui-méme le
cycle frontiére ; de sorte que ces trois anneaux limiles forment par leur
juxtaposition une seule région annulaire.

Régions interannulaires. — Les cycles frontiéres divisent la spheére
en deux catégories de régions : 1° les anneaux limites que nous ve-
nons d’étudier; 2° les régions interannulaires.

Un mobile parcourant une caractéristique d’une vitesse uniforme et
partant d'un point situé dans une région interannulaire ira, aprés un

Fig. 22.

temps fini, traverser un cycle frontiére pour passer dans un anneau
limite.

Car les régions interannulaires ne contiennent ni nceud, ni foyer, ni
aucun point des cycles limites. '
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Je dis que les régions interannulaires sont, comme les anneaux li-
mites, sillonnées par des cycles sans contact. En effet, supposons, pour
fixerlesidées, qu'une région interannulaire soit limitée par trois cycles
frontiéres A, B, C et divisée en deux parties, sillonnées, la premiére par
des caractéristiques allant de A en B, la seconde par des caractéristi-
ques allant de A en C. Les deux parties de la région devront étre sépa-
rées par une caractéristiqueallant passer par un col D (fig. 22). Soient
2D, &'D, D, #'D les quatre branches de caractéristiques issues de D.

Soit 7 un paramétre quelconque définissant un point ), du cycle A.
Soient (x, y) un point d’une caractéristique issue de },, et s 'arc de ca-
ractéristique qui sépare (x, j°) de A,. Représentons le point de la sphére
(z, y) par le point du plan dont les coordonnées sont s et . La droite
A,C,B,(s = 0)(fig. 23) représentera le cycle A; A, et B, représente-

Fig. 23.
E‘
E—" 1
B ———E3) i
° L “JO
A\g -.‘ -------------- D’
D 5
........ B...
a[ ...... )
A, & ‘ |

ront le point «; C, représentera le point «'; les arcs E,E,, E,E, re-
présenteront respectivement les cycles B ét C; D,, D,, D, représen-

teront le point D; E, et E représenteront [3; E, et E, représenteront f3'.
D’ailleurs on aura

E‘D:;:EsD‘, E2D|=E'D2, A|D3= B|l)2.
Les arcs de courbe af3y, 0¢, §8, oul’on a
Aja<<ADy, C|p<D|Cu Ac“:Bq'I,

¢C, >EGC, D, =29 D,,
§C’ >chn eDz =§Du

Journ. de Math. (3¢ série), tome VIIL. — Aovr 1882. 35
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représentent des cycles, et ces cycles seront sans contact si les arcs
By, d¢, §6 n’ont pas de tangente paralléle a 'axe des s. Or il est clair
qu'on peut sillonner le polygone mixtiligne A,B,E,E,E,E, d’arcs
satisfaisant & cette condition. Donc on peut sillonner la région inter-
annulaire de cycles sans contact, ce qui permet d’énoncer le théoréme
suivant : :

Tetortme XVIIL. — Il existe toujours un systéme topographique
Jormé de cycles sans contact, de polycycles sans contact et de cycles li-
mites. Ce systéme topographique sillonne toute la surface de la sphere.
- Les fonds et ses sommets sont les noeuds et les foyers de I équation donnee.
Les cols sont les cols de I'équation donnée.

La connaissance de ce systéme topographique permet de discuter
complétement les formes affectées par les courbes que définit I'équa-
tion différentielle donnée. On le comprendra mieux, d'ailleurs, par les
exemples qui vont suivre.

CHAPITRE VIL
EXEMPLES DE DISCUSSIONS COMPLLTES.
Premier exemple. — Soit (fig. 24) V'équation

dy dzx

Zy —1 1—at— )P

On peut remarquer d’abord que les courbes X = o, Y = o, qui sont
Pune zy =1, l'autre x? +y*=1, ne se coupent en aucun point ni en
dehors de I'équateur ni sur I'équaleur.

Si de plus X, et Y, sont les termes du second degré de X et de Y,
on a

Xy=—(2*+y*), Yy=uay

Y, — yXo=y(2x? + y?).
L’expression Y, — yX, ne s'annule que pour y = o.

Donc 'équation ne présente aucun point singulier en dehors de
'équateur, et sur 'équateur méme elle en a deux qui sont 4 }’inter-
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section de I'équateur avec lc grand cercle y = o, et qui sont évidem-
ment des nceuds.

I’équateur, passant par tous les points singuliers, rencontre tous
les cycles limites; mais, comme c’est une caractéristique et qu’elle ne
passe par aucun col, elle ne peut rencontrer aucune autre caracté-
ristique en aucun autre point qu'aux deux nceuds N et N’; elle ne
rencontre donc aucun cycle limite : donc il n'y a pas de cycle limite;
donc toutes les caractéristiques partent de N pour aller aboutir en N'.

Fa fig. 2/ représente la projection stéréographique du premier

»

Fig. 2.
Nl

N

hémisphere. NBN'B est I'équateur; NN’ sont les nceuds; NAN', NA'N’
sont des caractéristiques.

Deuxieme exemple — Soit ( fig. 21) I'équation.

dy dz
dSxy—5 " xz—i—y?—l.

T
Ici encore les courbes X = o, Y = o ne se coupent pas, mais l'ex-
pression Y, — yX, se réduit &

y(ba?—y*),
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de sorte qu’elle s’annule pour

y=o0, y=ax, y=-— 2.
Cest dire:  *
1° Qu'en dehors de I'équateur il n’y a pas'de point singulier;

Tig. 25.

2° Que sur I'équateur il y a six points singuliers, dont quatre nceuds
et deux cols.
En posant

I’équation devient

ds . dt )
S(—1—843)  H4—)—3(5—-1)

Faisons successivement =0, ¢ =2, t = — 2; le coefficient de z
dans le dénominateur de dz sera toujours négatif.

Considérons la différentielle du dénominateur de di par rapport a ¢;
elle sera '

Négative pour ! = — 2,
Positive pour ¢ = o,

Négative pour ¢ = a.
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Donc les points z = o, ¢ = = 2 sontdes nceuds; le point 2 =¢=o
est un col. ‘
La figure représente encore la projection stéréographique du pre-
mier hémisphére; A et B sont les deux cols, CDEF les quatre nceuds.
Le systéme topographique des cycles sans contact a pour fonds et
pour sommets C, D, E, F, pour cols A et B.
Considérons maintenant le grand cercle

x =2,
En aucun point de ce grand cercle qui se projette en GH on n’a
x*+y =1,

ni par conséquent dz = o. C'est donc un cycle sans contact. Donc,
si C est un fond du systéme topographique des cycles sans contact,
E est également un fond pendant que D et F sont des sommets.

Les lignes tracées en traits pleins sur la figure représentent alors
le systéme topographique des cycles sans contact. D'ailleurs on ferait
voir, comme dans le premier exemple, qu'il 0’y a pas de cycle limite.

Les caractéristiques issues de C iront donc aboutir soit en F, soit
en D, et la région occupée par les caractéristiques allant de C en F-
sera séparée de celle qui est occupée par les caractéristiques allant
de C en D, par une caractéristique allant de C en A.

Il y a donc une caractéristique allant de C en A, s'il y en a allant
de C en D. Dans ce cas, il y en a également une allant de D en B.

Nous nous trouvons donc en présence de deux hypothéses

Premiére hypothése. Deuxiéme hypothése.

Une infinité de ca- deCen F deCenF
ractéristiques al- deCenD deEenF
lant, . .. ... deEenD deEenD.

Une caractéristique deCen A deEen A
allant. . . . .. deDen B de Fen B.

Pour décider entre ces deux hypothéses, remarquons que l'arc de
grand cercle y = o, qui va de A en B, est un arc sans contact. La ca-
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ractéristique issue du point A ne peut donc le couper. Elle est donc
tout entiére dans I'un des deux quarts de sphére AOBCGF, AOBDHE.
Dans le voisinage du point A, I'équation différentielle s'écrit

dt t— 13 —532— 3

za—z——"d — o = — 4t + 552 — 3tz + 580+ ¢,
¢, représentant wne série commencant par les termes du quatriéme
degré en z et en ¢; d’oul nous tirons

= —3z2+2%.. .,

¢ étant une fonction holomorphe en z.

Donc, dans le voisinage du point A, la caractéristique qui passe par
ce point passe par des points correspondant & ¢ <o, c’est-a-dire que
la caractéristique est dans le quart de sphére AFGCBO. Elle est donc
tout enliére dans ce quart de sphére; elle ne peut donc aboutir aun
neeud E; elle aboutit donc au noeud C. Cest la premiére hypothése
qui doit étre adoptée, et les caractéristiques présentent les formes
représentées en trait plein sur la fig. 25.

Troisiéme exemple. — Soit ( fig. 26) 'équation

dx . dy
(2 + Yy —1)— y(2+ )1 +1) ~ y(2r+ 1 —1) +a (2 i 4)

Il n'y a qu'un point singulier dans chaque hémisphére; c’est le
point z =y = o qui est un foyer.

1l n’y a aucun point singulier sur I’équateur, qui est une caracté-
ristique et qui est par conséquent un cycle limite.

Considérons le systéme topographique des cercles qui ont leur
centre 4 l'origine, c’est-3-dire des cycles

x*+ y* = const.
La courbe des contacts de ce systéme topographique est

(22 +y?) (2 +y* 1),
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c'est-a-dire que tous ces cercles sont des cycles sans contact, excepté
le cercle de rayon 1 qui est un cycle limite. Il n'y a pas d’autre cycle

Fig. 26.

limite. Le systéme des caractéristiques présente donc l'aspect de la

fig. 26.

Quatriéme exemple. — Soit (fig. 27) I'équation

. dx
(2 + P —1) (@ + )P —9) —y(2*+ ' — 22 —8)
_ dy
T Y@+ o) (@t —g) +a(Lf+ yYi—ar —8)

On voit qu'il y a trois points singuliers :
1° Le point O
X=VYV=0;

s

2° Les points A et B d'intersection des cercles
22+y*—9g=0, 2'+y*—2x—8=o.

Le point O estun foyer; le point A est un nceud; le point B est un
col. On verrait, comme dans I'exemple précédent, que I'équateur est
un cycle limite; que les cercles qui ont I'origine pour centre sont des



280 H. POINCARE.
cycles sans contact, excepté les cercles

.’L'°+y2—-l==0,
x*+ y’ —0Q=0,
qui sont des caractéristiques.

Le premier, qui ne passe par aucun point singulier, est un cycle li-
mite; le second passe par un nceud et par un col.

Il y a donc trois catégories de caractéristiques

: les premiéres

Fig. 27.

o
el I
- .

-
P

(USSR 44

-
-~
LT N 1

tournent autour du foyer O (fig. 27) et ont pour cycle limite
: x4y ~1=o0;
les secondes aboutissent au nceud A et ont pour cycle limite
x*+y*—1=o0;
les troisiémes aboutissent au nceud A et ont pour cycle limite I'équa-
teur. :

Comme caractéristiques exceptionnelles, on a :
1° L'équateur;
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2° Le cercle #*+y*=1; . ¢

3° Le cercle 2* +y* = g;

4° Une caractéristique partant du col B et ayant t pour cycle limite
r equatenr ;

5° Une caractéristique partant du col B et ayant pour cycle limite

Xt yri=1.

Un point mobile qui, si ¢ représente le temps, se meat d'apres la loi

da 2 2
T =ol@+y = )@ty =)~y +y — 2w - 8)
dff Y+ y =)@+ —9) +w(@’+y — 2w —8),

ne pourra sortir du cercle
o yi=

s'1l se trouve a l'intéricur de ce cercle.
Cinquiéme exemple. — Soit ( fig. a8) I'équation

dx __ady
AC—B ~ EC+A’

A =x(22®+ 2y +1),
B=y(22®+ 2y?--1),
C=(x*+y*)P+2*— ¥y +o, 1.

Les points singuliers nous sont donnés par les équations

AC—~B=o,
BC+ A =o,

d’on
A=B=o.

Ils sont donc au nowmbre de trois, dans chaque hémisphére, a savoir:

t* Deux foyers
X =0,

=.'_*:—l:;
y==*

Jourr. de Matk. (3¢ série), tome VII. — Aovr 1882, 36
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2° Un col )

Si nous considérons les courbes
F=(2*+ y*)*+ 2 — y*= coust.,

. leurs contacts nous seront donnés par I'équation

dF dF
BZ(AQ“B)+2}‘(BC+A)=°'

Or

I'équation précédente devient donc
(A*+B?)C=o,
C=o.
Mais la courbe C = o est elle-méme une des courbes

F = const.
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Toutes les courbes F = const. sont donc formées de- cycles sans
contact, excepté la courbe C = o, qui est formée de cycles limites.

L'équateur est aussi un cycle limite.

1l reste & construire les courbes algébriques

(a2 42+ 2t~y = K.

Pour K < — 1, la courbe est entiérement imaginaire.
Pour K = — 1}, elle se réduit aux deux points singuliers

Pour 0 >K > —1, elle se compose de deux cycles.

1l en est ainsi, en particulier, de la courbe C = o, qui se compose
de deux cycles limites.

Pour K = o, elle se réduit 2 un polycycle ayant un point double a
l'origine.

Pour K > o, elle se compose d'un seul cycle,

Le systéme des caractéristiques présente donc la forme qui est indi-
quée par la fig. 28.

CHAPITRE VIII.

RECHERCHE DES CYCLES SANS CONTACT.

La facilité avec laquelle se discutent complétement les exemples
précédents est due a deux causes. En premier lieu, les cycles limites
étant algébriques, le systéme topographique des cycles sans contact
et des cycles limites est lui-méme algébrique ; en second lieu, la forme
méme de I'équation différentielle permet de trouver immédiatement
ce systéme topographique; mais il est évident que cela n’aura pas lieu
en général,

Quand les cycles limites ne sont pas algébriques, une discussion
compléte est évidemment impossible ; car on ne-pourra jamais trouver
en termes finis 1'équation des cycles limites. Mais on peut arriver &
diviser la sphére : 1° en régions acycliques, ou I'on est certain de
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n'avoir aucun point’d'aucun cycle limite; 2° en régions monocy-
cliques, ot se trouvent tous les points d’un des cycles limites et on
I’on n’a aucun des points d’aucun autre cycle limite.

Une pareille séparation des cycles limites sera toujours possible
quand les cycles limites seront en nombre fini.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons : 1° qu'il n’y a que deux
points singnliers situés en dehors de I’équateur et que, par conséquent,
ces deux points sont des foyers ou des ncends; 2° que ces deux points
ont pour coordonnées

r=y)y=0.

Dans les cas ou il y aurait plus de deux points singuliers, la discus-
sion serait plus longue et plus compliquée.

Dans le cas auquel nous nous restreignons, il n'y a qu’un nombre
fini de cycles limites; de sorte que la séparation de ces cycles est tou-
jours possible.

Nous ne considérerons que ce qui se passe dans le premier hémi-
sphére. En effet, tout se passe de méme de l'autre coté de I'équateur,
qui est en général un cycle limite.

Nous diviserons cet hémisphére :

1 En régions acycliques, qui ne peuvent étre traversées par aucuu
cycle limite.

2° En régions monocycliques, qui contiennent un cycle limite tout
entier, et ne sont traversées par aucun autre.

3¢ Enrégions cycliques, qui contiennent certainement un cycle limite
tout entier, et sont peut-étre traversées par un ou plusieurs autres cycles
limites.

4° En régions douteuses, qui contiennent peut-éire un cycle limite
tout entier, peut-étre plusieurs, et qui peut-éire ne sont traversées par
aucun cycle limite,

On poussera la discussion en cherchant & étendre les régions acy-
cliques de facon a resserrer les cycles limites dans des régions mono-
cycliques de moins en moins étendues, et-a faire disparaitre les régions
cycliques et les régions douteuses. On pourra, si I'on veut, terminer
la discussion, quand il n'y aura plus que des régions acycliques et
monocycliques; on pourra aussila pousser plus loin, de fagon i étendre

’
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eucore les régions acycliques et a y tracer un plus grand nombre de
cycles sans contact. '

Methode générale. — Considérons une fonction algébrique

Fi(,):

1° Qui resté toujours finie et déterminée, ainsi que ses dérivées,
quand z et y prennent des valeurs réelles et finies, et devient infinie
quand x ou y sont infinis; ' '

2° Qui soit nulle pour # =y = o, et positive toutes les fois que x
ou y sont différents de o;

3° Dont les dérivées du premier ordre ne s’annulent a la fois que
siz=y=o0;

4° Telle que, pour x = y = o, on ait I'inégalité

d*F \* (dX dY\* , dX dY &*F, &'F,
ads) (@~ @) T

5 Telle que la courbe

dF, dF,
Xm Y =0
ne coupe pas I'équateur.
L’équation
Fy= Kn

ou K, est une constante quelconque, représente un systéme topogra-
phique ayant pour sommet l'origine et dont I'équateur est un cycle.
La courbe des contacts dont I'équation est

dF, dF,
ne coupe pas I'équateur, en vertu de la cinquiéme condition, et a4 I'ori-
gine un point isolé, en vertu de la quatriéme condition.

Les cycles F, = K sont donc sans ¢ontact si K, est trés- petit et s'il
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est trés grand. Faisons varier K, depuis o jusqu’ad + o, et supposons,
par exemple, que pour

o<K, <a,le cycle F, =K, soit sans contact;

a<K,<B, » ne soit pas sans contact 3
B<K, <, » soit sans contact;
<K, <9, » ne soit pas sans contact;
<K, <+x, » soit sans contact.

Alors les régions de la sphére, définies par les inégalités

o<F <a, ‘3<F4<7' 6‘<F,<+cc,

seront acycliques ; les régions définies par les inégalités

“<F4<ﬁ, 7<Fc<d\

seront douteuses.,

PREMIER PROBLEME. — Reconnaitre si une région douteuse est cy-
cligue.

Pour cela, nous allons donner un moyen de reconnaitre si dans une
région douteuse passe un nombre pair ou impair de cycles limites. 11
est clair que, si I'on trouve que le nombre des cycles limites qui tra-
versent une région douteuse est impair, c’est que cette région est
cyclique. Pour résoudre le probleme que nous nous sommes proposé,
il est nécessaire d'introduire une notion nouvelle. |

Soit ABC un arc d’un cycle sans contact, soit EBD un arc du grand
cercle y = o. Soit (fig. 29) EB la portion de cet arc qui est située a
Pextérieur du cycle ABC; BD la portion qui est située & Iintérieur;
BC la portion de I'arc ABC qui serait & la droite d'un observateur
ayant les pieds sur la sphére en B et regardant du coté de E; BA la
portion qui serait & la gauche de cet observateur. Nous dirons que le
cycle ABC est positif, par rapport a I’arc de grand cercle y = o, quand
la caractéristique qui passe en B est située dans I'angle EBC, en FB
par exemple, et qu'il est négatif quand cette caractéristique est située
dans I'angle EBA, en F'B par exemple.



COURBES DEFINIES PAR UNE FQUATION DIFFERENTIELLE. 287

Ceci posé, remarquons que, si I'on fait varier le cycle ABC, ce cycle
change de signe : 1° toutes les fois qu'il devient un cycle limite;
2° toutes les fois que EB est tangent & FB.

Maintenant nous sommes en état de résoudre le probléme proposé.
A cet effet, considérons la région douteuse comprise entre les cycles

Ad

Soient A et B les points ou l'arc de grand cercle y = o rencontre
ces cycles. Soit A le nombre des cycles limites compris dans la région

Fig. 2g.
F E

D

douteuse ; soit . le nombre des contacts du grand cercle ¥ = o com-
pris entre A et B; soit vy un nombre qui est pair si les cycles F,= «,
F,=f8 sont de méme signe, impair dans le cas contraire; soit 6 le
nombre de fois que les cycles sans contact du systéme topographique
défini au théoréme XVIII changent de signe quand on passe du cycle
F,= ¢ au cycle F, = §; on aura

0=2+p, 0=v (mod2),
d’ou

A=p+v (moda2),

ce qui permet de voir si le nombre des cycles limites est pair ou
impair. '

Prosrime II. — Reconnaitre si une région est monocyclique.
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Pour résoudre ce probléme, appuyons-nous sur. le théoréme sui-
vant.

Treonrime XIX. — Si l'on pose
x =pcosw, J =psinm,
et que I'équation différentielle devienne

do

2= =0(ps w);

st  (p)) est une fonction quelconque de p n'ayant qu'une valeur finie
pour chaque valeur finie de p; entre deux cycles limites quelconques,
il y a toujours des points ot

dy

Eg.—:w ou ¢(p)==,
ou bien o .

Ay
w67) =0

Soient en effet w, une certaine valeur de v, p, et p, les valeurs de p qui
correspondent aux points d'intersection des deux cycles limites consi-
dérés et de l'arc de grand cercle

W == 0,
Considérons fa fonction

q’(P,o) — $(po) = 8(®0),

et voyons comment elle varie quand , varie de o & 2n. 1l est clair
qu’elle varie d'une facon continue, qu’elle reste finie ct qu’elle revient
4 la méme valeur.

Elle passe donc par un maximum, et, pour une certaine valeur w,
de w, correspondant a des valeurs p, et g, de p, et p,, on aura

dw

—_—

=0
dw, ’



d\ ' d
2 olphn) = Zolen o).

Donc, si I'on considére w comme une constante égale a w,, et qu’'on
fasse varier p depuis p, jusqu’a p}, la fonction

d
y}’jv(p,w)

deviendrainfinie ou passera par un maximum, c’est-a-dire que I'on aura
ou bien

dy _
&=
ou bien
=2,
ou bien
dfd
p [d—j o (ps ‘-’)] =0
TuiorimeE XIX cENERALISE. — SU ¢(@, y) et {(x,y) sont deux

Jonctions continues de x et de vy telles qu'a chaque systéme de valeurs de
x et de y corresponde ur systéme de valeurs de ¢ et de §, et un seul, et
qu'a chaque systéme de valeurs de ¢ et de ¢ corresponde un systéme de
valeurs de x et dey, et un seul,
Si I’on pose
p(xy) =% Yzy)=1.

Si, apres cétie transformation, I'équation devient

dans la région comprise entre deux cycles limites, il y aura toujours
des points tels que

6=t,
ou bien

dy

"d—e—-O-

Journ. de Math, (3¢ série), tome VIIl, — Seprensre 1882, 37
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En effet, soient C et C' les deux cycles limites donnés. Supposons
qu’en aucun point de la région R comprise entre ces deux cycles on
n'ait § = » ; je dis qu’il y aura dans cette région des points ot 'on
- aura

Eu effet, soit m un point du cycle G, et soit n, la valeur correspon-
dante de la fonction ¢ (=, y); I'arc de courbe

Yz, y) =0,

qui passe en m, va couper le cycle C' en un point n, car, s'il ne cou-
pait pas le cycle C’, il ne pourrait sortir de la région R qu’en recou-
pant le cycle C; il devrait donc, dans cette région R, étre tangent &
une caractéristique (en vertu du théoréme X). Or cela est impossible,
puisqu’on a supposé que dans la région R on n’a pas

=,

Soient donc &, et &, les valeurs de & qui correspondent aux points
metm'.
Quand le point m fera le tour du cycle C, la fonction

Elo - 50

passera par un maximum, c’est-a-dire que pour une certaine valeur
0, de u,, a laquelle correspondent les valeurs &, et £, de &, et £,
on aura

6(5’1’ "14) = 9(51’ ),

cest-a-dire que, quand v est égal & v, et que I'on fait varier £ depuis
E, jusqu’a €, la fonction § passe par un maximum ou un minimum,
ou que

dt ’ C. Q. F. D.

Résolution du deuxiéme probléme. — Pour démontrer qu’une région
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douteuse est monocyclique ou acyclique, il suffit donc de faire voir
que Y'on peut trouver deux fonctions & et y satisfaisant aux conditions
de I'énoncé du théoréme précédent, et telles que I'on n’ait en aucun
point de la région ’

; do
= ou’(—ig_o.

Swite de la discussion. — Si le systéme topographique
Fi =k

ne suffit pas pour obtenir une séparation compléte des cycles limites,
on considérera un nombre aussi grand qu’on voudra de systémes satis-
faisant aux mémes conditions

1° Il est clair que, chacun de ces systémes fournissant de nouveaux
cycles sans contact, certaines portions des régions douteuses laissées
par le systéme F, = k, seront sillonnées par ces cycles et deviendront
acycliques;
2° Parmi les régions douteuses laissées par ensemble de tous ces
systémes, il y en aura dans l'intérieur desquelles il sera impossible de
faire passer un cycle entourant!’origine; ces régions seront donc aussi
acycliques (voir I'exemple IT-au Chapitre suivant);
3° Les régions douteuses, devenant de plus en plus restreintes, fini-
ront en général par devenir toutes acycliques ou monocycliques, de
maniére 4 achever la séparation des cycles limites; cette séparation
sera méme toujours possible; et, quand on n’aura pas deux cycles li-
mites confondus, on pourra toujours s’apercevoir qu'elle est ter-
minee;
4° Les régions cycliques devenant de plus en plus restreintes, on
connaitra le cycle limite avec une approximation aussi grande que
Yon voudra. :
Remarque. — La théorie de la séparation des cycles limites présente
quelque analogie avec les procédés qui servent a séparer les racines
- d'une équation algébrique.
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A ce point de vue, la maniére dont se résout le premier probléme
rappelle la méthode des substitutions, qui permet de reconnaitre si,
‘dans un intervalle donné, une équation algébrique admet un nombre
pair ou impair de racines.  *

Le théoréme XIX est I'équivalent du théoréme de Rolle.

Quant au cas des cycles limites confondus, qui correspond & celui
des racines multiples, il présente certaines difficultés spéciales que je
n’ai pas encore résolues.

CHAPITRE IX.
EXEMPLES DE DISCUSSIONS INCOMPLETES.
Exemple I. — Soit I'équation différentielle

dx _ ‘ dy
(B + P —2z—3)—y  y(@+y—2z—3)—&

(ui, en posant
T =pcosw, Y =psinw,
devient

dp = p(p*— 2pcosw — 3)da.

Ptl'euons, pour le systéme topographique F,=£,, le systeme des
cercles )

o=k,
La courbe des contacts de ces cercles se réduit a I'ellipse sphérique
p* —2pcose — 3 =o,
qui enveloppe l'origine. Par conséquent, les régions
p<1, p>3

sont acycliques pendant que la région

1<p<3
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est douteuse; mais, si 'on observe queles cycles p =1, p=3 sont
de signe contraire, on verra qu'elle est cyclique.
Appuyons-nous maintenant sur le théoréme XIX, en faisant

Y(p)=Lp, o(p, w)=p(p*— 2pcosw — 3),

d'out
d (dy
"E a—n9 )= 2p — 2COSW.

La courbe 2p — 2cosw = o est une ellipse sphérique passant par
I'origine et tangente au cercle p = 1. Donc, en aucun point de la ré-
gion 1< p < 3, onn’ani |

d: d d
._i‘—__:w, »=%, -J-P-(Q,Eg:):r.o

Douc cette région est monocyclique.

Conséquences. — Outre I'équateur, il y aun cycle limite dans chaque
hémisphére, et un seul; ce cycle est tout entier dans la région

1<p<3.
Si un point mobile se meut suivant la loi suivante (¢ étant le temps),

de = [x(2®+ y* — 22— 3) — y] dt,
dy = [y(x*+y*— 20— 3) + ] dt.

Si pour £ =oonap <1, le mobile sortira certainement du cercle
p =1, etil ne sortira certainement pas du cercle p = 3.

Exemple II. — Soit I'équation

dz . dy
—y+ez(@+y—fe+3)  z+2)(@+y—fa+3)

d’ou
%% = 2p(p* — 4pcosw + 3).
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Considérons encore les cercles p = £, , nous verrons que les régions
p <1, p>3 sont acycliques pendant que la région 1<p <3 est
douteuse.

Seulement ici les cycles p =1, p = 3 sont de méme signe; de sorte
que I'on ne peut affirmer que cette région soit cyclique.

Considérons le cycle

¢(py ) =p*—3, 5pcosw — 2=o0.
Pour qu’il eiit un contact, il faudrait que I'on edt

(3) . 1 dp d¢

-— == D —

edo— “dp (p* — hpcosw + 3).

Mais tout le long du cycle g = 0, on a

1 do
';EL:;< 1,5,
do

L&~

et -
p*— 4pcosw + 3 > 1, 25.

La relation ()) ne peut donc étre satisfaite, c’est-a-dire que le cycle
© = o est sans contact. Il en sera de méme des cycles ¢ = £,, pourvu
que — ¢ < £y < + € et que ¢ soit suffisamment petit.

La région — ¢ < ¢ < + ¢ est donc acyclique. Il resterait donc deux
régions douteuses

1° Larégion 1 <p<3, o> —+c¢;
2° Larégion 1<p <3, o< —z=.

Mais dans aucune de ces régions on ne peut faire passer de cycle
enveloppant I'origine. Elles sont donc aussi acycliques.

Conséquences. — 1l n’y a pas d’autre cycle limite que U'équateur.
Un point mobile se mouvant suivant la loi

do=[—y+20(a*+ )y — ho +3)] dt
dy =[x+ 2y(x*+y* — fho + 3)] dt

peut se rapprocher indéfiniment de 'équateur.
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Exemple 11I. — Soit I'équation

2

le!(; = p(p* — 2p cosw — 3)(p* —'2p cos — 8).

La considération des cycles p = const. nous montre :
1° Que les régions p <1 et p >4 sont acycliques;
2° Que la région 1 << p < § est douteuse.

95

De plus, les cycles p =1 et p =4 étant de méme signe, il doit v

avoir dans cette région un nombre pair de cycles limites.
Considérons le cycle

5(6,w)=p*—2pcosw — 5,5 =o.

Ce cycle est tout entier dans la région douteuse; il est sans contact,

ainsi que les cycles

p*—a2pcosw —5,5=4, ou kbK< +e E>—¢

et ou ¢ est trés petit. De plus, ces cycles ne sont pas de méme signe que

lescycles p =1 et p = 4.
Nous avons donc les régions suivantes :

1" région Rl P Acycliue.
2t région1<<p <, B<<—ce.iiiiiii.... Cyclique.
Frégimi<p<f, 0—:<<l<+2....... Acyclique.
fe région 1 <p<<h, O>+c....iiiiiial Cyclique.
3¢ région P>l Acyclique.

Appliguons maintenant le théoréme XIX, en faisant

$(¢) =Tp, 9(p, w)=pl0*— 2p cosw — 3)(p" — 2p cosw — 8),

ou

d d
& (‘P’ ;%) = 2(p Qoso>)(p’ — 2pcosw — 5,5).
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La courbedi <<p, ‘—Ii) = o se réduit donc aux deux cycles
b \"" db :

= cosw, p'= 2pC0sw -+ 5, 5,
p p P

(jui sont tout entiers I'un dans la premiére, I'autre dans la troisieme

, . \ . . . d . . . .
région. Comme d’ailleurs ni ¢ ni (—gne deviennent infinis, la deuxiéme
)

et la quatriéme région sont monocycliques.

Conclusion. — En dehors de 'équateur, il y a dans chaque hémi-
sphére deux cycles limites, et il n’y en a que deux.




