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VIII. — PRISME DROIT A BASE RECTANCLE.

Dans un prisme droit & base rectangle, les particules pondérables
sont disposées suivant trois lignes rectangulaires paralléles aux arétes
du prisme, nous dirigerons les axes de coordonnées suivant ces trois
lignes, et 'origine sera toujours le centre d'une cellule. Sil’on désigne
par g, ¢y 0" les demi-dimensions de la cellule ou poyau primitif du
cristal, une particule pondérable aura pour coordonnées

x, = kp, y.=/c'p',. 5, =Kk’

k, K, £ étant des nombres impairs pouvant prendre toutes les valeurs
positives on négatives.
p, étant la distance d'une particule pondérable 4 1'origine, on aura

P;’ — K2P2 + Klzpm -+ Kuapua )

Nous nous proposons de comparer entre eux les indices, ce (i revient,
d’aprés les formules (20), 4 comparer entre elles les trois quantités «,

(') Yoir méme Tome, p. 147.

Journ, de Math, (3¢ série), tome X. — Ocronre 1584, [l2
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£, 7. définies par les relations (17) que I'on peut mettre sous la forme

o(1+g) =32 m, P?‘;'(P«) - Z.m.w’&(g,),
B+ g)=3
V(04 g)=32imp) (9.)-—2qm-5':’!!4(.°«),

1+ g, étant un nombre positif que I'on calcule au moyen de Ia for-

mule (21).
On tire des précédentes

L—a)1+g)=2max(z)— 2 my,
{(v— )(' + g«) Im
on est donc conduit & comparer entre eux les trois coefticients

gimaib(e), Zimyid(e) Zimizig(e).

Prenons, par exemple, les deux premiers. Leur différence

(22) 2ymyaid(p)) — Elmlyfq‘(Pc)

est nulle lorsque p = ¢/, c’est-a-dire lorsque tous les réseaux du cristal
situés dans des plans para]léles au plan xoy sont & mailles carrées :
¢’est le cas du prisme droit & base carrée. Nous allons prouver qu “elle
ne peut s'annuler que dans ce cas.
A cet effet, nous allons considérer d’abord un réseau plan, ¢’est-
a-dire que nous ferons ¢"=o. Un point du réseau aura, pour coor-
données,

z,=Kp, y,=K'¢,

et Pon aura ¢} = 2} + y;. Les axes de coordonnées étant dirigés pa-
rallélement aux lignes du réseau, et P'origine étant prise au centre

d’une maille.
!

Si I'on pose 2a® = p* + "%, puis % =tang{, on aura
: a
p=—= cosb,
V2
o' = = sin9.

) vz
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Nous poserons X = cos206. On aura

1= 2K%a?cos*6 + 2K a?sin®0 = K2a?(1 +2) + K?a*(1 —).).

e

La différence considérée devient
(r+2)EmaR2y(p,) — (1 — 1), mK*a*$(3,).

Posons & = Ka, y =K'a, x et y seront les coordonnées d'un point
d'un réseau a mailles carrées dont la demi-dimension d’une maille

serait «. Les ¥ se rapporteront maintenant & ce réseau; or on peut y
faire tourner & volonté les axes, si on les fait tourner de 45", c’est-
a-dive si 'on remplace

x—y Z 4y
X par —==; y par —=>
V2

\/2

on aura simplement
— Sim2ay 9(p) + AZ,m (@ 4+ y* ) 4(s))

pour la différence considérée, p, prenant maintenant la valeur

x? + y*— 2hxy.
Y 34
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Faisons, pour abréger, Ve + y*=r, et observons que I'on a

dpy Zy
DT T o
et, pour A =o,
( 1?_) =%,
dh /o r
Dans le cas général,
$(p1) = = P

(= D(g+30) 4™

nous ferons abstraction pour un instant du facteur constant, et nous

. . 1
réduirons ¢(g,) a S 0N A alors
1

ny -1
Dod(o)=— —=s

Prlr.+2 ’
1 (ry+1)(n,+3)
De.(;Do.‘P) =
1
I 1 (3 (n + ))
Do 7 De (D) | = - =

Alors, par la formule de Maclaurin, {(p,) se développe en série con-
vergente, savoir :

1 (np+1)

PR

(nl—*"l)(n.—*" 3) (‘l')’)z

1.2 F A +3

Ay +

;Li‘
I
+

L (D 3) (2 8) 5o (2
1.2.3 * e+l

(Il|+l)(ﬂ|+3) (maam—1),, (xy)m
1.2.3...mn pramel T

il est aisé de voir que cette série est convergente; le rapport d'un terme
au précédent est
n,+ 2m—1 hzy
N 2 b
m r
dont la limite est
2 xy
[
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Or on a toujours

2lay < x¥+ y? ou 2dxyLri

done
2.2V
I.2

<¥.

On en déduit

O 3 oy -\2 ng+3).a xr)
> 2‘1.’,)'"3’(91):2'?-}1‘*'2(”1'*”))‘ (zy) _*_(ln+l)( 1 ))‘.2 l(}ﬂ;l_”)&

b | ' L I 1.2
(n.—i—r)(n + 3)(n+ a)P (_f.@j
1.2.3 l,.n‘-cdl

~+ (~ l)m(ll. +0(n+ 3).' Loy +am—1) g (,1:,,z,;;+:

1.2.3...m NS

Les 3, se rapportent ici & un réseau carré, les sommes qui dépendent
d'une puissance impaire de xy sont nulles, etV'on a simplement

-—zlm,zxyufz(‘o,)_—_ —2(n,+1 )\E m, ?;):
(=) (- 3)( n,-|~a)l3 Em (z1)
t

1.2.3 RS
Ay + O +3)...(ny+2m—1) 3 (zy)m+!
1.2.3...m 2 lml IR T e

m étant un nombre impair. De méme, on aura

m, (e + y*) (s,

1 n -l-l 1.2 ’nll-‘+5

i~

2 m‘an_;_ % N ()Ll+l)(’ll+3)x2 Elml (2y)2 (2?4 y?)

.

R

(n,—i— D(n+3)(n,+53)(n,+ 7))‘&2 () (22 + 1)

1.2, {3 4 phte

(1) (e 3). . (g2 — 3 (@y)n=1 (L2 + y?)
1.2.3...(m—1) A S‘ m, a1 R

Dans le terme général de chacune de ces séries entrent les coeffi-
cients ‘
2yt zy Y-t .’1.52+ y?
mi(u‘lzn 4l et ml( Y) (2 - : ):
\ 7 n-+ ' ’-”,+ m—\

il s’agit de les calculer. 7 étant inpair, nous ferons

m=2p + 1.
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Dans un résean a mailles carrées, ces 2, restent invariables quand on
fait tourner les axes. Faisonsx = rcosw, y =rsine : ona

D3 ¥ pnipd

- PRy Y pipEs sint c-osm)’P*‘”-'
Z m, (zy)2res _—_-2 m, = (sinw cow)”’*’———z m.(—‘—ﬁ,—:;—"";
1 t ! '

or faire tourner les axes revient & faire varier w. Sil'on imagine qu'on
lui donne toutes les valeurs possibles de o 4 2r en le faisant varier par
degrés infiniment petits, puis que I'on prenne la moyenne, on aura jus-
tement la valeur de la somme considérée : donc elle est

m
1 1 .
m— — [ (sinmcosw)***du.
' rtTt o )

Or I'intégrale peut s’écrire

R
1 I .
— »f (sin26 2P+ de.
- 0

D'autre part, on a, quel que soit 'arc U et ¢ étant pair,

L/

297 (— 1)% (sin2U) = cos2qU — "{cosz(q —2)U

+g~(%-l—)cosz.(q—/)u+...
qg(g —1)... g—i-[
+(_')¥ < ) !

5;

on en conclut

[ RES
+
~—t
Ne—

- ata =10,
~— [ (sin2U)dU = —

AT

VIR
[ &)
e

done le coefficient considéré est ici

Gp+2)(2p+Depep—1)...(p+2) 1 Z 1

2o (ptu) 2P+ ey
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On a de méme

V J))/)’" 1,2
R sy -1

s |

H

sinocosw )™~

Y, e
=X

{ (sm 20 )*dw

1”" 2% 2P

ou

2/)(2/}-—1)...(/}-&—1)_{_2 ]

1.2.3...p 2% Vet
Le terme général de la valeur de — Zaayd(p,) est donc

(0 (n+3).. (r1,+41)+1)7\2,,4_,
1.2.3...(2p+1)
X(2[)+2)(2p+1)2/)...(p+2) 1 QO 1
2, (p+1) 2"1’+3>‘ Ve

et, dans la valeur de A2, m, (2* + y*)

(1)

(n—+—1)(n,+3) ("l+~l/’_"))\~p+|2/)(’/"‘1) Ap+0) ” ]
1.2.3...2p 1.2.3...p 2+ Lt

Donc, dans la valeur de
— Xy m, Qx)"!/(i’t) +)‘z|m|(w2+)’g)"!‘(\°l)v

le terme général sera

szt my (ny+ 0+ 3).(+4p —1)
' ! 1,2.3...2p
: ap(2p —1).. (p+3)(n+2) Py (m+hAp+)(2p+2)(2p+1)
1.2.3.. 2P (2p +1)(p +1)2tr?

ou, toutes réductions faites,

A+l (n,+1)(n|+3)...(n.+[;p—1 3—11,) n,
ate+? 1.2.3...(p+1).1.2.3.. 2

jrmt
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donc la différence considérée est

t w A 3y QO m,y
s (mi—(g+30) 4 (it
25) { p=+=x
’ x (ny+1)(ny+ 3).. (n,+4p-—x) w3
. 1.2.3..(p+1).1.2.3.. 2%’

p=0

le coefficient numérique, sous le signe S, étant fait égal & 1 pourp = o.

Le calcul précédent se rapporte & un réseau plan idéal qui, dans le
corps, coinciderait avec le plan xoy; or, dans le corps, aucun n’occupe
cette position, puisque I'origine est prise au centre d'une cellule. La
momdre distance de l'origine d’un des réseaux paralléles au plan xoy
est g5 généralement la distance est K”p", K” étant un nombre impair
positif ou négatif, Nous la désignons par z,.

La supposition p”= o, ou 5, = o permettait de ramener tous les 2, a

unce seule, savoir :
my
W r n,— 12

il n’en est plus ainsi si z, n'est pas nul; alors, si 'on fait toujours

r=z'+y et '02::.%2—{—‘)/2—}—5“’,
on a
\ ( X )' -‘jr+° php+t . apez
Zlm. S = m, ,,M,H(smmcosm) »

(2[’+2)(9I)+1) 2p...(p+2) 1 2 Jin+s
1

1.2.3.. ([) —+1) Q4P+t LRl

et de méme

J  (zypert _2p(ep—1)...(p+1) 1\ o
}Axm' = —Z f

YA+l T 1.2.3.. NZ A el ’

Comme on peut répéter les mémes calculs pour chacun des réseaux
et qu’il suffit d’ajouter les résultats pour avoir la valeur de notre
expression relative a tout le corps, il suffit d'imaginer que 3, se rapporte
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en effet & tout le corps; on a ainsi, pour le terme général,

220+ (ny1). . (2 4+ b4p—1)
o+ 1,23, (p+1).1.2.3...p

(24)

ot

. ,ﬁ[l+2 -
[ X [4(P+ I) lmlm — (m+4p +l 2 man,,ﬁ..p-HJ.

la parenthése peut s’écrire
I.5p+z . 2
E'mltnﬁ-w-ﬂ [4(P -+ I):; — (n‘ -+ _/'p + I)].

Si n,2 3, on voit que, rétant inférieur ¢, tous les termes auront le
méme signe quel que soit p, d’ou il résulte que I'expression (23) ne
peut s’annuler que pour 2 = o,

Examinons le cas de n, < 3, c’est-a-dire 1 ou 2. Reprenons I'expres-
sion considérée sous sa premiére forme, savoir :

(32) Cnmaty(e) — Lmy e,

)
avec (p,) = AT P" —- Ne prenons dans la somme que les

termes qui se rapportent 4 un réseau dont la distance & I'origine est z,.
La dérivée de notre expression prise par rapport a z7 est, abstraction
faite de tout facteur constant,

d X1
de méme forme que la proposée, et ol n, est remplacé par n, + .
D’aprés ce qui précede, cette dérivée ne pourra s’annuler que pour
% = o, puisque ici le nombre n, entrant dans (24) est au moins 3. Si,
dans (22), on fait z, = o, elle se réduit a (23) et a un signe déterminé
pour un signe donné de 1; lorsque z, croit, elle varie toujours dans le
méme sens, puisque sa dérivée conserve un signe invariable, et, pour
5, =%, p, devenant infini, 'expression (22) s’annule; il en résulte
que, pour toute valeur finie de z,, elle garde un signe invariable, le
méme que pour z, = 0. 11 en est de méme pour la somme étendue a
tous les réseaux.
Journ, de Matk. (3¢ série), tome X. — OcTobrRE 1384, 43
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Un arlifice analogue peut étre employé pour r, = § que nous avions

négligé. Pour n, = 4, L
{ R o bl 2 T
o) = Ggmer

or on remarque que cette valeur se déduit simplement de la valeur gé-
nérale en la mettant sous la forme

— papr™ !
o) = g+ 3h(n —4)’
prenant le rapport des dérivées par rapport a z, et faisant », = 4. Dans

(23) qui subsiste quelque voisin que n, soit de 4, on aura donc a la
limite, en opérant de la méme maniére :

2y A L/'pg° 5.6...(4p+3) pEL)

(g +3h) (m’_l?“‘- 1.2.3...(p+1).1.2.3...p 2’
p=0 .

dont le signe reste invariable avec celui de ). On en conclut encore,
comme dans le cas général, que (22) ne peut pas s’annuler et changer
de signe tant que 1 conserve son signe, c’est-i-dire tant que la diffé-
rence g — ¢ conserve le mémesigne. Sil'onavait n,= 3, 'expression (23)
seraitnulle, quel que fat A pour 3, = o; en vertu du raisonnement pré-
cédent, elle le serait toujours, quel que fut z,; or cela est impossible
en vertu de (24) : donc il faut vejeter la supposition n, = 3. Dans le
cas général, notre raisonnement prouve encore que (22) a le signe de

3—n ) : A : _
PR g+3,llsln,;~é4,etcle g+3h51n4__4.

Ainsi il est démontré par ce qui précéde que la différence 8 — «
conservera un signe invariable tant que la différence ¢ — ¢’ ne chan-
gera pas de signe et méme qu’elle changera de signe avec elle.

De méme pour y — a et p — 0",

1l suffit donc de savoir comment les signes se correspondent Jorsque
o — o’ et p — p” sont aussi petites que I'on veut.

Nous poserons

¢ et ¢’ étant infiniment petits et positifs.
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Lorsque e =0,¢' =0, p=¢'=

, c’est le cas du cube, on a
2, m,n}(p.)m = 2,m 9(94)}' —Elmi‘l’(?i) S

Les coordonnées d'une particule dans un cube dont une cellule a pour
dimension 2p étant

x, =Ko,
yi=K%,
s, = K”s.
Remplacons ¥, o par p-+¢ dans y,; p par p + ¢ dans 3,
Cela revient A faire varier
y, de K’t ou y,f,

P
done, en choisissant ¢ pour signe de ces variations, on aura

ou

~e

3

e
&x‘:O, a‘y,:—‘)’,ia 6z‘:::":"
Alors
by, — Dk 51 _ eyl ]
P1
par suite

23

82 m ¢ p.x__z m, (e, )= (“y‘_H ),
0%, mbe)yt =3 md(e) 8 (L) 4 3F my(e

15‘
La différence 2,m, $(pi)a; — Zym, $(p, )y}, qui était nulle, devient
donc
‘ 2 a2 % . .
L[S movie)BE - Ym0} - 2D, 'n«¢(9.)yf]
d - 2 m, 2~ q"(('i

y,)
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matis actuellement les 3 se rapportent au cube : donc le terme en ¢ dis-
parait; d’autre part, si n,524, on a

b(o,) = t L
)= e Im A

, — (1) 1y 1
)= e am

puis
¥ (ps 2 2 $'(p1) (0,) 1Ton+1 oy 1
T T B = 3 52 e e “:3%2’"' ot
Ve i 1 (p1) s _ 1 n+1 T8 2 1
El,n‘ f1 Yo T3 me' P1 =T 3 n=% g+3h lm' om=t’
, 2 _ LY\ | 2 _ r_t ot 2 .
leml ‘I‘(P!)yo - 3 }“mi ‘1’(9‘)91 - 3 ”1*4 g+ 3h Im' Frltrl

Donc, si I'on pose
R !
P=y 3/2..’”* ot

la difference considérée devient

pe 1 ny+1 1 Il,—l—-l 2 I
?(“é‘.ﬁnl—a 'Ent—-/;“%m)
ou
1 pean—S8
3.3 —F-’- nm—4
ou enfin
. 2pt
35.0

donc 2 — o a toujours le signe de pe.
De méme 7 — « a toujours le signe de p¢'.
Sin, = 4, le méme calcul conduit & la méme conséquence; dans ce

cas,p = 2 m, 3, il suffit de faire », = 4 dans sa valeur géné-

+ 3h
rale, parce que n, — 4 n'y entre plus au dénominateur. On voit de
méme que 3 — 7 aura le signe de p(e — ¢').
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Soit donc

oKLY ou >0, >0, >

Si p < 0, on aura

“>[>q
Yy SV >Vl

et, par suite,

@ la plus petite dimension correspond le plus grand indice, a la plus
grande le plus petit.

C'est'inverse sip > o.

La comparaison du calcul aux données expérimentales va nous per-
mettre de choisir entre ces deux lois.

IX. — PRISME DROIT A BASE CARREE.
Désignons 'axe des z suivant la hauteur, alors 0 = p’ : donc
1ol { P

Som(p))ad = 3,m, {(p))y}
=4,

V= ‘12.

ou

par suite

L'indice ordinaire est la valeur commune de ces deux indices, le
troisiéme v, est l'indice extraordinaire. On a

1] _ I— 2

2 k&)

LIRS Sl S

v (1 g
a cause de ot + 3+ 7=o,0na

7 =— 24,

donc

vy 1+ 42

2
v 1— 24
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Si I'on pose
2= f
=
ou en tirera
= £z
Cette formule permet de calculer a, et par suite .
L'expérience prouve que les cristaux de ce systéme se partagent en
deux catégories, savoir :
Les cristaux répulsifs, ot v,>v, on f>1.
Les cristaux attractifs, ot v,< v, ou f<1.
Dans les premiers « > 0, 7 = — 2« est négatif; donc

v—a ou —3a<o.
Parmi les cristaux répulsifs de ce systéme, on peut citer :

Ie mellite pour lequal& = %;

:IO(

Le molybdate de plomb pour lequel §,— =

Py 35
I.’octaédrite pour lequel f;, =3
et, parmi les cristaux attractifs :

. 10
Le zircon pour lequel 57 =3’

. 3
La stannite pour lequel -:7, ==

J'emprunte ces nombres a I'ouvrage de Dufrénoy.
Douc, pour les cristaux répulsifs ou I'on a

¢=o0, £>o0.
On doit aussi avoir — 3 « ou p¢' négatif; il en résulte
1
P oov 23R <o
et, pour les cristaux attractifs,

e=o0, £L0, pe>o0;
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donc encore

1
p ou -7 <0,

[

donc p., < o si l'éther libre peut propager les vibrations longitudinales,
cest-a-dire si g + 3h > o.

On peut encore en tirer une autre consequence. On a vn dans le
numeéro précédent que 3 — a a le signe de

3—ng
: — ———5 A
(22) n—4 g+ 3077
N 5!
ou X = cos20 et tangf = %
De la méme maniére y — « aura le signe de cette expression oti I'on
"

fait maintenant tang6 = %

Or, pour "> p, d'out § > 45° ou A <o, on doit avoir y — « < 03

) ! :

mme f, o clut

comme - est negatif, on en conclu
3—n
——_,‘~m>o.

Douc, si n, # 4, il est ou inférieur a 3, c’est-a-dire 2 ou 1, ou supé-
rieur & 4. Nous avons déja observé (n° 6) que la valeur 1 devrait
étre rejetée et que la valeur 2 était pen probable donc il y a lien de
penser que 7,2 §.

Sin, =14,y — o alesigne de

— Ay
(23) Py

pour p” >0, 2 < 0; donc on a le signe de ——— 3 72 qui est bien néga-
tive, comme cela doit étre. A la vérité, lldocrase pour lequel on ad-
met FP,-, = % (Beudant) et qui est répulsif semble faire exception, mais

les raisons de simplicité qui font admettre ce rapport, et qui sont
tirées de la considération des modifications sur les arétes de la base,
conduiraient tout aussi bien au rapport simple 3 conforme i la théorie,
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etil est 4 remarquer que ce cristal se présente le plus souvent sous une
forme allongée dans le sens de la hauteur.

La loi que donne le calcul n’ayant jamais €té soupgconnée par les obser-
vateurs, ils ne s’en sont pas aidés dans les cas douteux, et peut-étre
faut-il voir dans l'idocrase un premier exemple de I'usage que I'on
peut faire de cette loi pour la détermination plus exacte de la forme
primitive d'un cristal appartenant au systéme du prisme droit, a base
carrée.

Pour les prismes droits 4 base rectangle, ou rhombe, ou parallélo-
gramme, qui admeltent deux axes optiques, on pourrait encore tirer
une vérification du calcul au moyen de l'angle des axes.

Si I'on considére un ellipsoide dont les axes seraient dirigés suivant
. . . . 1 1 1
les trois axes principaux, et dont les longueurs seraient —, ~> —~>
V2 Vs
on aura les axes optiques en prenant les diamétres conjugués aux sec-
tions circulaires de cet ellipsoide; il en résulte que dans un prisme
droit & base rectangle les axes doivent étre dansun plan perpendicu-
laire & la dimension moyenne.
On trouvera sans peine que le demi-angle des axes optiques, c'est-
a-dire I'angle que fait I'un deux avec I'axe des x correspondant & la

dimension p, est donné par la formule

2y (B—2)(1—2y),

gl = e’

la différence tang®l — 1 a le signe de (¢ — 7)(1 — 23), ¢’est-d-dire de
thy

g+ 3h

u—<.0r,sip< ' < p” comme p ou <o, o0na

L4

e >F >

Donc & — 7 >0, I > 45°: il en résulte que c’est I'axe principal corres-
pondant a la plus grande des trois dimensions qui est la bissectrice de
Uangle aigu des axes opliques.

Les ouvrages spéciaux donnent bien pour certaines substances la va-
leur de I; mais, sans indiquer comment les axes optiques sont disposés
par rapport aux arétes du cristal, je ne puis donc pas vérifier cette
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conséquence du calcul. Si elle est trouvée exacte sur les corps dont la
forme primitive sera non douteuse, elle permettra de la fixer dans les
cas douteux.

Je vais maintenant appliquer le calcul aux rhomboédres qui nous
fournissent des résultats comparables aux faits observés et compléte-
ment d’accord avec eux.

X. — RHOMBOEDRE.

~ Les cristaux appartenant au systéme du rhomboédre jouissent de la

double réfraction uniaxiale qui devient simple dans le cas particulier
du cube; ils se partagent aussi en cristaux répulsifs et en cristaux at-
tractifs, et ont été I'objet de travaux particuliers de Mitscherlich et
de M. Fizeau. Nous prendrons pour axe des z I'axe du cristal, ou
plutot Paxe de la cellule qui est un rhomboédre, et pour axe des x
et des y deux axes rectangulaires quelconques dans un plan perpendi-
culaire au premier, mené par le centre de la cellule. Les lignes du
cristal sont paralléles aux arétes du rhomboédre, elles forment le
méme angle § avec l'axe et entre ellesle méme angle. Leurs projections
sur zoy forment avec ox des angles

!
iTC

2w
®, @+ 7 w + 3

Sil'on désigne par
a, b, ¢

a, b, ¢,

ar/, bu’ 6‘”

leurs cosinus directeurs, on aura -

. . 2T . T
a=sinfcoso, a'= smOcos(«» + —-), @’ = sinf cos(w + é—>,

3 3
b=sinfsinw, b = sinf sin(m +- %?—), b’ = sinf sin(r.)-l-%—i),
¢ = cosf, ¢ = cosf, _ ¢’ = cosf.

Nous prendrons trois nouveaux axes de coordonnées, paralléles aux

Journ. de Math, (3¢ série), tome X. — Ocropae 1884. 4/L
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arétes du triedre au sommet, c’est-a-dire aux lignes du cristal, et
wenés par 'origine; les formules de transformation seront

x =aa'+ay+ a'z,
y =bx'+by+ b7,

5 =cx' +cy 4 "3

Nous allons d’abord faire voir que les coefficients

Simoxyy d(p,)s Zimesid(p), Zomys¢(p.)

sont bien nuls. Sil’on désigne par «,, y,, z, les coordonnées, dans le
nouveau systéme d’axes de la particule #,, y,, s,, on a

zy,=abxr+ aby+a'b's’+ (ab’'+ ba' )2y,
+ (@b’ + ba") x| 3+ (@b"+ ba")y, z,.

Les particules son! également espacées sur chacune des trois lignes,
et vien n’est changé sil’on échange entre eux les trois axes o'z, o'y, 02/,

. . N ‘e . 27
ce qui revient & faire tourner le cristal de -3 autour de son axe op-

tique. Donc

Z,m,x',ﬁ¢(p,) = EfmCV'.g‘P(M = Zm, z?@(P«),
\ Smxy, $(e)=2ma,2,4(p,) = 2imy, 2, $(pa)s
d’ou
sy (e) = (ab + a'b'+ a"b") 2, m, x'f‘qf(p,)
+(ab'+ ba'+ ab’+ ba'+ a'b'+ V'a") 3 m, .y, ¢(p,).
Or

ab +a'b+ a'V'= sin26[c08m sinw ~+ oS (o) -+ ?)sin <w + %)
-+ cos ((.) + %E) sin <w -+ %’-’)]

= -;-sime[sinzm +sin(2co +£'33> +sin<2w+%’f ] =o0;
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de méme

’

ab' + ba'+ ab"+ ba’+ a'b’+ bad’

Y 4=

— sinﬁe[sin(m# 3 >+ sin(zm -+ —3—>+ sinzm] = 0.

Donc 2,m,zx,y, (p,) est identiquement nul et de méme les deunx
autres. Nous sommes bien dans le cas ou les formules du n° 7 sont
applicables.

Il est facile de vérifier de la méme maniére que

anuxf‘{*(f’n) =Z,my,¢(p,).

D'ou il résulte que la double réfraction est uniaxiale, comme pour
un prisme droit 4 base carrée.

Pour connaitre la relation de grandeur entre les deux indices ordi-
naire et extraordinaire, il suffit, d’aprés ce qui a été dit au n° 9, de
connaitre le signe de «. Or on a toujours [§ VII, éq. (17)]

a(l +g') = ;';E'P?q’(P‘) - Z‘mlm? q’(Pc)
avec

0=f=—

ISHRES

.

Prenons pour nouveaux axes ceux que 'on a déja définis. Soit V
I'angle qu'ils font entre eux et qui n’est autre chose que I'angle de la
face au sommet du rhomboédre; désignons par X le cosinus de cet
angle, on a .

P‘;’ = x’|2+.y'l2 + z’|2 + 2)\(.1/‘,"}’,' + xll zll + .}/'I 5’();
donc
Sim,p34(pd) = Zymy (@] + ¥+ 57) b (p)
+ 2)'2””"‘ (xlayll—*— 1"| z'l +y‘| Z,|)‘P(Pi)’
puis

B . . i w 12 (B v PR A
P =atx?+ @Y+ a”z)+ 20d XY+ 200'% | 5 -+ 2daY, 53
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par suite .

2my (o) =5(@® + a4+ a") Zom (2] + ¥+ 2 §(py)
+2(aa'+aa'+ a'a") S,m, (Y, + @5, +¥,5) (34 )s
or
a*+ a’*+ a" = sin?f,

: 2(ad' + aa’+ d'a’) = — isin®f,

et enfin
cosV ou A= ad+ bb'+ c'¢'=1— isin*G.

Donc .

S @t(p) = 40— 1) (@4 Y+ ) 9e)
- i(; - 7\) 2‘m|(xiyi+xlz,| +y124)‘!‘(9‘)'
Il en résulte

() | 3¢l T8 =AM (@l y I+ ) 4(e)
N + (1 +N) 3, (@Y, + 5,4+ Y, 5, )¥(p,).

Nous allons développer le second membre en série convergente sui-
vant les puissances de 1, en considérant d’abord le cas ou ) est en
valeur absolue moindre que § et plus particuliérement lorsqu'il est
négatif.

Nous ferons

Xyt =r,
T\ Y+ xllz,l +Y,z, =&

Pour effectuer le développement par la formule de Maclaurin, il
faut faire A = o dans tous les termes du développement; les 2, qui y
entreront devront donc étre considérées comme se rapportant a un
cristal cubique pour lequel la demi-dimension d’'une cellule serait égale
3 la demi-aréte de la cellule rhomboédrique.

On a

et pour ) = o,
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Prenons d’abord le cas général ou n,3£4, et faisons abstraction

g .
(n—4){g+3h)’

pour un instant du facteur alors ¢(p,) se réduira

4 —, et 'on aura

Pl:+|
Pt n,+1)§ (n,-q-;)(n’_*_?,)l2 g2 .
o+l — pae T Ty + .2 e
+ I)l)l(nl+l)('l[+3)...(Il(—}—z)n—-[) n km s
(—— 1.2.3...m 2+l o

Cette série est convergente. En effet, puisque par hypothése A est
en valeur absolue moindre que 3, V est compris entre 60° et 120°; il
en est de méme de son supplément; on peut donc construire un
triédre dont les trois faces auront méme valeur 180°— V. Prenons les
arétes de ce triédre pour axes de coordonnées et imaginons un point
qui aurait pour coordonnées dans le systéme &, ¥, z,. Le carré de la
distance de ce point au sommet, lequel est toujours positif, aurait pour

valeur
2Py izl —o\ay, + 22 +y, 5)
"1 Ji [ 4,)’1 199 Yi%By)s

donc
r*— 23 >o;
d’autre part, on a aussi
pi="r'+2)
et, par suite,
r’+ 23 >o.
Donc, dans tous les cas, on a
2%
= <

en valeur absolue.
Or, le rapport d’un terme au précédent dans la série considérée a
.. _— 22k . . T
visiblement pour limite — = il est donc toujours inférieur 41 en va-

leur absolue, et la série est bien convergente.
Actuellement, on a

Sym (2} ¥+ 87)0(p))
__E = — (2 1)AZm, ,.,fﬂ 4 () (n+ 3)122 e

1.2 ,-Il l+3

E m

pit+2m—1

m (1) (g4 3) .. (0, +2m —

Dam
(—. ) 1.2.3...m N 2imy

SSRET
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et de méme

X, md(xls}’li'*' mll 5’4 +)"4 z”‘”?‘)

3 £2 g+ 1) (n 4+ 3) ., £
= 3,my (/z,+1))\2,m,,_,,l+3_,_(: l).(21 Jy2s, o

gm—!-l

+ (__[)m(nl—i-l)(lll+3)...(n,+2m .

1.2.3...m

1) )\mz m, ————

pHg+2 n+1

Nous sommes conduits a calculer les sommes, telles que

2
¢ m

Elnzi l-nl—l-zul—l’

S, se rapportant a un cube, comme on I'a observé. Or, dans un cube,
la valeur d’une pareille somme est indépendante de la direction des
axes. Prenons pour nouvel axe des z la droite menée par l'origine et
également inclinée sur les directions positives des trois axes ox’, oy,
0z, lesquels sont censés ramenés maintenant 4 étre rectangulaires,
etdans le plan perpendiculaire 4 cette droite menée par Porigine pre-
nons deux axes quelconques. Ces axes étant désignés par ox, oy, oz,
on voit que z n'est autre chose que la distance du point x|, ¥, =,
au plan précédemment défini et dont I'équation dans le premier sys-
téme est
2+ y+5=o0;

on a donc

‘____(x +11 5'1)2_1( "
u-—-—_“"-'—'_—d =3

ou

Si maintenant on désigne par §' I'angle que fait avec oz la droite
qui joint I'origine au point x|, y,, z,, on a

z = rcosf’
et, par suite,
28 = (3 cos*d —1) 2.
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Désignons, en outre, par o’ 'angle que fait avec ox la projection de
celte méme droite sur le plan xoy. Si l'on imagine que l'on fasse
tourner les axes ox', 0y’, 0z’ ou, si I'on veut, les axes ox, oy, 0z de
toutes les maniéres possibles autour de l'origine, ce qui revient a
donner & w’ et & §' toutes les valeurs possibles et variant par degrés
aussi petits que I'on veut, puis que l'on ‘prenne la moyenne des va-
leurs de 2, ainsi obtenues, on aura justement la valeur de Z,, pus-
qu’elle est restée invariable dans ces changements (Caucny, Exercices).

Nous nous bornerons i faire varier o’ de zéro 4 21 et §' de zéro a g,

ce qui suffit pour que cos*¢’ prenne toutes les valeurs possibles.
On a ainsi
T

Em kX B 29/ m
., 3 _ m, 1 , 3cos?0/— I\ . L., ..,
zlml R ~_21 Jiy =1 ;;.: dw 2 h“]e d6

“0

=¥ (3°°S°° )"’sin6' &
‘ 1

u, si I'on fait cos§’' = u,

Em ml ' 2 m
24my prot2m—1 -2 =1 2mf (3“ - I) du.

En développant (3u4* —1)™, il serait facile davoir la valeur de I'inté-
grale, mais il est préférable d’opérer de la maniére suivante.
Faisons

1
X = 5’,—,;[ (3u? — 1) du.
L’intégration par parties donne

'f(3u“‘—-I)"‘du:u(3u2—~I)’”—Gmfl¢2(3u2—-I)"“‘du
=u(3ut—1)"—amf(3u? — 1)" du

—amf(3u?— 1) du;
d’ou

[ ey dum—om [ e —arda—am [ et

1]
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Divisons par 2™, nous aurons
(26) (1 + 2m)X,,+ mX,_, =L

Pour m = o, on a
1
Xo=f du=1.
0

Pourm =1,
3X,+X,=1, dou X,=o.

L'équation précédente, qui peut étre considérée comme une équa-
tion aux différences finies, est analogue a 'équation différentielle 1i-
néaire et peut aussi se résoudre par un procédé analogue.

Posons

X,=K,X .
Avec les conditions :
K,=o0, X,=4
I’équation (26 ) devient
(27) (1+2m)K, X +mK,_ X, =1L

Déterminons X, par I'équation

L (1+2m)X,, +mX,,_ =o,
d’ou
X =— 2 X

m am 41 ™!

Si 'on fait successivement m = 2,3,...m, on a

' 2 ~7!
X, =—3X,

o 3 '
Xs_"' ?Xa’

Y] m '
Xn=" g1 Xmur

et, en multipliant membre & membre et supprimant les facteurs coni-
muns,

v 1 2.3.4...”& .
Xp=(=1)" 3.5.7...(2m +1)
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L'équation (27) devient alors

(1+2m)X,(K,—K,_,)=1
ou '
' N . L ma35ag.n(2m—1)
K, K'”"'“(lﬁ—z/n)X',,,*( I.) 1.2.3...m

Donnons maintenant & m les valears 2, 3, ..., m, nous aurons

I{Q“K.{ = §"
2
3.5

K, —K, =+ —j

» .
e 3.5.7...(am—1)

9

1.2.9...1n

K/n _ an-l

|
l

Ajoutons membre & membre, et tenons compte de la conditionK,= o,
nous aurons

. 3 35 3355 ; mey 3:9.7. . (2am —1)
l\’"-—~;+5—.§—2.3.;’;+.”+'\—l> 1.2.3...m

Lasérie obtenue en faisant croitre m indéfiniment est divergente, parce
que le rapport d’un terme au précédent tend vers 2; mais, sil'on forme
X, ona

1.2.3...m
35,7, . eam1) ™

X/n = (— I)m—|

o

1 ’ m m(m—1)
——— e — — + -
200+ 1 am—1 = (am—r1)(2m —3)

m(m— 1) {m— 2) 3.4.5...m

- (zm——|)(2/1z~3)(2m-—5)+'..+(;— )" 5

en renversant dans K,, Pordre des termes. Actuellement, si I’on fait

croitre m indéfiniment, la série obtenue dans la parenthése est con-

vergente, car le rapport d'un terme au précédent tend vers 1. 1l en

résulte que X,, tend vers zéro. De plus, tous les termes de la paren-
Journ. de Math. (3° série), Tome X. — Ocrosre 1884. . /|5

7.0 . (2am —1

)]’
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thése allant en décroissant a partir du premier, la parenthése conserve
une valeur positive, et il en est de méme de X,,,.
La relation (26) permet de trouver la limite de la parenthése; fai-
sons
. (2m + )X, =5,
I'équation (26) devient
m

Sm +

92— Sn-1=15
S,. et S,,_, étant de méme signe et tendant vers une méme limite S,
on a

S+3S=r1,
d’ou

sl

w

g

C’est justement la valeur que I'on obtiendrait en remplagant dans la
parenthése chaque terme par sa limite, ce qui donnerait

1 1 I 1 -
_;~;.Z._.§+,,.+(-1)"’;,—,+... ou -

Cela posé, cherchons le terme général du second membre del'équa-
tion (25), il sera

Em

1 pnt2am—1

_\m (m+=1)(ny+3)...(y+2m—1) 4.,
( ]) .2...m AT 2 m

Em+1

(40 (n+3)...(ny+-2m—1)
—_ )
+( ') 1.2.3...m

W E m

{ R 2ml

snw 2

n+1)(n+3)...(n~am+1) .
—_ mt (T m+4
+(=1) 1.2.3...m(m+1) A 2"m'1~".+=""~~l’
ou i
(_._1)'R(n‘+”(”‘+3)"'(”"*"""‘""))\"1-%',vm t
1.2...m S -1
ny+2m 41
><<X-m+' Xm—H" _,';L:‘[“"XrnH)’
au facteur pres,
e

(ni—8)(g +34) "
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De I'équation (26) on tire
B+2m)X,, +(m+1)X, =1,
(5 +2m)X e+ (m+2)X,, =1,

qui permettent de calculer X,,., et X,,,, en fonction de X,,; la paren-
thése devient alors, toutes réductions faites,

p {(m+2)X,,4+1
(4 —n) B+2m)(5+2m)

Donc, enfin, le terme général de la valeur de 3a(1 + g,) devient

_(___ ),n(rzl+l)(zz,+3) (nl+2m—-—s)' P

1.2.3.. g+ 3h
s My gms m+2)‘{,,l+l
B amy (B am)

Le rapport d'un terme au précédent est donc, en valeur absolue,

np4+oem—igi4aom (m+2)X,+1
m S+am (m4+0)X,.  + 1

le dernier facteur peut s’écrire

”mn -2
21 +1
m+41
27 —1

Sn+1

2

Sm-l+l

. 1S+ 1+2n
il a pour limite s o I. De méme, 5 am a pour limite T, enfin le

premier a pour llmlte 2; donc la limite du rapporl. considéré est 22,
lequel est moindre que I par hypothése. 11 en résulte que la série est
bien convergente.

On a ainsi

Ba(i4+g) = bl JL3

g+ Bk ;m—
I ny+1 (m+1)(ny+3)yy  (R+1) R+ 3)(n,+ 5) 3
(28) X[3~ 5.7 A 2.5.9 M~ 2.3.7.11 X

lll(”l+l) (n.+9m—-1) )\m (m+2)xm“‘l

+(—1) 1.2.3.. (3—+—2m)(5+2m).+
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Pour n,=4, on a immédiatement, suivant ure remarque déji
faite,

L A A
3a([+g,) Shz m, ,<-§-—'-7--+"?—...).

La série obtenue n’est convergente que si A est compris entre ; :
et — y; cette condition est toujours satisfaite lorsque I'angle V est obtus,
c’est-i-dire X négatif, car I'angle V ne peut pas atteindre 120°, la for-
mule ( 28) est donc toujours applicable aux rhomboédres obtus. Dans
ce cas tous les termes de la série sont positifs, et « a constamment le

signe de Lorsque V est aigu, c’est-a-dire X positif, la for-

L
g+ 3%
mule (28) n’est pas toujours applicable, parce que l'angle V peut des-
cendre au-dessous'de 60°, et, de plus, méme dans les cas ou la série
resterait convergente, on ne voit pas immédiatement, & moins que A
ne soit trés petit, que a conserve un signe invariable, comme nous
nous proposons de I’établir. 1l faut avoir rccours & un autre mode de
développement.

D’aprés ce qui a été dit précédemment, on voit que ’équation (25)
peut s'écrire

Art 4 (A-41)§
ph+t

— [} v
Ja(t+g,) = (n,—é)(g—e-3/c)2"m‘

p; ayant toujours la valeur r* + 23%. Si l'on fait, comme on l'a dit,
p o 008 — 1, s quiavant de dével " on intég :
§ = ——— 1%, puis qu'avant de développer on intégre par rap-

porta ', on aura

——— .
" m, (3 cos*t' —1)

3 ) = L2y I[’.
w1+ g) (n1_4)(é,+3k i [I_*_)(scob_o,‘_l)]u = sind’ dj

C’est de cette derniére intégrale que nous avons formé le développe-
ment par rapport aux puissances de A, dans le cas olt 2} est en valeur
absolue moindre que 1. Pour avoir un développement convergent
pour toute valeur positive de A moindre que I, nous procéderons de la
maniére suivante :
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1+ cos2l

Remplacons cos?¢’ par il vient

! N
I+ A(3cos?s’ — 1) = ‘2+M—*;3“0520 = 2-:1(1 + 2”i’:_\.kcosz@').

3 . ,
JPosons ;% = & pour toute valeur de A comprise entre zéro et I,
¢ est positif et inférieur 4 1. On a ainsi

36((14—0‘) 2 M, T gm-3
Y -3 k'¢1~4)(é’+3/¢ it 2+))u+l

< (p)\—i—l +3(2 -+~ cosal’
. V(1 +ecos2 0 )r+t

sin7'dy’.

ny -1

On peut maintenant développer (1 +:cos2§') *
gente suivant les puissances de ¢ cos27; on a

en série conver-

n+1 )
o n4r n+1)(n,+3 ,
(14 ccos2f’) ' =1——~—ccos2f + d 003 2 0082 ...
2 2.4
_ m('ll‘*"[)(”l"‘?’)- (ng+2m —1) & m., e .
+(—1) 236 am cos™ 25 4. . .3

on en conclut

7
ph 41 ey
sinf’ db
[ V(14 e cos20' )+t

. I . 12 1 . ’
= (ph+1) f SHIG([Q—L-‘T-*_—S[COS20'SHL,/ di' +...
A 2

WA
BRIk}

~t0 E
+ ( 1)"‘(n‘+'2) 4 g;,-:z:n——r)s,,,f cos™ 24 sinh d +. . .
4.6, .. A
ct
T ,
~+-1)cos20 . .
~3’(~)‘-.___L23.__~_-*—?Sll15 db’
V(1 =+ € cosa b )m+!
T n
2 " 2
ny+ 1
=3(A+1) f cos 26’ sind’' df’ — —— / cos*24§'sinf 5’ 4-
0 -

T e

2

niA4-1).. . (Ry+2m—1 T

(= )m(l ) él‘*‘ )"‘f cos™* a5 sing iy +
..am A
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Nous poserons ici
z
2
X,,= f cos™26'sin§’ dY’
0
T

:f (2cos*t’ — 1)"sinf df’ = [ (20 —1," du,
o 4 :
en faisant u = cos¢'.

T’intégration par parties donne la relation

<2£)) (l -+ Zlil)X,,,-l" mem—l = I’

avee la condition .
4
X,= f du=1, dou X, =-—:.

ey

Si I'on pose, comme on I'a déja fait,

!
‘ Xon = KwX-m’
puis

'

m-—

(1 + zm)}f',,,—l— amX

1= 0

avec les conditions K, = I, X; =1, on aura

v oym_ 2:4.6...2am
Xm"( [) 1.3.5...('2m+l)’
puis
_ 1 1.3 1.3.5 w135, (2am—1)
K‘m'—l'—;—}“ﬂ_2_4.6+"'+(—[) 2.4.6...2m

La série obtenue, en faisant croitre m indéfiniment, est ici conver-
gente. En effet, on voit d’abord que les termes vont sans cesse en dé-
croissant, car le rapport d’'un terme au précédent est en valeur ab-

T —1

an I . . [ . . -
solue T out— — toujours inférieur & I. Comme la série a ses

termes alternativement positifs et négatifs, il suffit de montrer que le
terme général tend vers zéro. Or on peut toujours prendre un nombre
m' fini assez grand pour que :

' -4

— _2m‘.

am’
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o

¢ étant la base des logarithmes népériens, et a fortior: pour tout
nombre supérieur a m’. Le terme général peut s’écrire

1 ] I I 1 !
<‘ - ‘)<[ - 7)'.'<[ - _-T‘._—-><[—-—_I>(l— —‘/‘—')..' l~__—-)'
2, 4 am' — 2 2m am'+ 2 . am

Mettons & part
(,_L) LAY ST Y
. 2 4 m'— 2

Ce produit a une valeur finie; le produit des autres facteurs est

1/1 1 1
moindre que e_a(”—" ) qui tend visiblement vers zéro; il en ré-
sulte bien que le terme général considéré tend aussi vers zéro, et par
suite que K,, tend vers une limite finie et déterminée, lorsque m croit
indéfiniment. Cette limite est positive et inférieure a I.
On a maintenant

2.4.6...2m

Xm= ('_ ')m

' 1
Xn= (_1)’n<l - ";><[ - %)(I_ M)K’”'

I.e méme raisonnement prouve que X,, tend vers zéro. Actuellementon a

oun

: (Br+1) sin®’ dg’

. V(1 + ¢ cos20/)r+t
3
fed (5)\ -+ l)[3 — -——-——n]:—l EX4'+ ——~—"—‘('ll+;)'(zl+ )

w1 (4 2m—
—1) 2.4...2m

X, +...

[ L
)e'”X,,,+... .

+(

n

2

3(\ 4+1)cos2d sin®’ o/
Jo V(1+ecos2b)rt
=3(h+1)[X, = 2t eX, + (MR
,,t(n,+1)...(n1+2'm-—1)emx
- 2.4...2m

(ny+1)(ny+ 3)52X3+. N

mey e

+(-1)
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Comme la série

ny 1 " (n,+1)(n,+3)£2+.“+ (n,+1)...(n,+2r}t——|)5,,,+‘”

I €
+ 2 2.4 2.4...2m

est convergente, c’est (1 + e)“+', et que X, tend vers zéro, les deux
séries précédemment obtenues sont aussi convergentes, et quels que

soient les signes des termes.
D’autre part, on a
3(3
5r+1 = '—(re_—:ta-,—)’
3(e+3)
3—ce

3(h+1)=

Le terme général de la valeur de 3«(v+ g,), abstraction faite du

.

facteur commun,

3:‘“ 1 Q=3

=g+ 3=y "=V Gy

-

est donc
n+3)...(n4+2m—1)
2.4.6...2m

(_ l)mam+l (”‘l -+ ])(

X [3Xm+ Xm T %5——1 (3X‘m+2 -+ X,,,.,,,)] .

De la relation (29) on tire

(3+2m)Xp+2(m+1)X, =1,
(5 +2m)X,0+ 2(m + 2)X,,.,

{l

on peut donc exprimer X,,., et X,,,, en fonction de¢ X, et la paren-
thése devient, toutes réductions faites,

_ (4)7l+7)xm+l
(4 n‘)(3+2m)(5+zm)°

On voit encore apparaitre ici le facteur commun 4 — n,, comme on
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devait s’y attendre, et le terme général, dans 32(1 + g,), devient

) ""3P-| z P T on—8
o ‘( .,.__‘__3_/;"1(’3_, ,/z~l\/(2+A)n+l
"’f - )lakfm (m+1...(py+2m—1) (dm+7)X, +1 .
tj \K\R‘ = 2.4.6...2m (3+2m)(5+2m)
2‘-” \ : :

(ny+1)...(ny+2m—1)

doit étre réduit
2.4...2m

Paur/ m. =16 coefficient
a1, etlona

f — 3y, m, / ot
5 (l+g| ( +3/l)(3—-€) L —1 (2+))Il+l

7Xo+1 (Il|+l)(ll‘(|+l)
3.9 2.9.7

(ni+10(n,+3) 2
N K (15X, +1)e*+ ..

+(___ I)m (”’I_I'"]) ("'l_!-o’"—[) Jn ( Fm-+7 )‘m"—[
2.4...2m : (3+2m)(0+2m)

4+~

Posons maintenant
(4m+ 7)X,+1=8Y,,.

Side cetterelation on tire X, et qixe I'on porte sa valeur dans (29), on a
(2m -+ 1)(4m + 3)Y,, + 2m(4m + NY oy = (2m +1)(2m + 3).

En appliquant & cette équation la méthode déja employée et tenant
compte de la condition

8Y,=7X,+1=38, dou Y,=r1,

on voit que Y, a le signe de (— 1)™; il en résulte que tous les termes
de la série entre parenthéses sont positifs pour « > o et < 1. Onadonc
finalement, en faisant Y,,={— 1)*Y’,, Y,, étant tous positifs,

' Sa( -+ N —-3!1,‘5 m, 2/1(-4'[
I+ &)= (g +3h)(3—¢) Lyyr? (2 + Kyrert
(31) < [31.5 4 (n;—ET;Y',i_i_(n,—;-:Z(:QA—BX 1Y, 4

+_(n,+1)...(n,—}—zm-——l)am Y, +
\ 2.4...2m (3+2m)(b+2m) """
Journ., de Math, (3° série), Tome X, — Novexire 1884. 46
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et 'on voit que « a constamment le signe de

— M
g+ 34

Pour X = 0 on ¢ = 0, x = v, ce qui devait ¢tre.

XTI. — DIsSCUSSION ET CONSEQUENCES.

Vemprunte encore a I'Ouvrage de Dufrénoy des données numé-
riques pour comparer a I'observation les résultats des calculs précé-
dents.

Parmi les cristaux répulsifs appartenant au systéme du rhomboédre,
on trouve :

Le corindon,

V =835

I.e cinabre,

V =02°58";

I.arséniate de cuivre, '

V ==)58°10".

Pour ces cristaux X ou ¢ est positif, et, comme z est positif, on en

conclut (formule 31)
)
+ 34

< o.

O3

Pour les cristaux attractifs :
Le quartz,

V = 93°58;
La dioptase,

V=g5°16;

L’argent rouge,
V =103°:16".

Pour ces cristaux A est négatif et « est aussi négatif; donc, en vertu
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de la formule (28), on doit avoir aussi

[}
T <o
Ainsi 'on est conduit encore & cette conséquence que, i ['éther
libre peut propager les vibrations longitudinales, il est repousse par les
particules pondeérables.
En outre, le calcul, d’accord avec Yobservation, conduit a cette loi:

Un cristal appartenant au systéme rhomboédrique est attractif ou re-
pulstf, suivant que Uangle de la face a lextrémité de laxe est obius ou
aigu.

Le spath et la tourmaline paraissent contredire ces cons¢quences.
La considération du clivage a fait admettre par plusieurs minéralo-
gistes, pour forme primitive du spath, un rhomboédre obtus dont les
diedres au sommet valent 105°5" et les faces 101°55, et ce cristal est
répulsif. Mais, en y regardant de prés, on voit que ce choix n’a rien de
nécessaire. Haily ne prenait pas pour forme primitive celle dont nous
venons de parler, et il a décrit d’autres rhomboédres de spath se dé-
duisant les uns des autres et du solide de clivage, et vice versa,
d’aprés les lois ordinaires des modifications cristallines ; quelques-
uns sont trés aigus, et c’est le plus grand nombre. En particulier, on
trouve |'inverse, désigné par le symbole ¢, ditinverse d’Hauy, et qui
jouit de cette propriété géométrique que ses faces sont supplémentaires
des diedres du premier, et vice versa; la section principale a donc les
mémes angles que dans le solide de clivage. Le solide de clivage est
extrémement rare dans la nature; l'inverse se rencontre bien plus
fréquemment. Il y a donc quelque raison de penser que cette forme
inverse correspond plutdt que le solide de clivage a la forme primi-
tive, ¢'est-a-dire que les files de particules sont paralléles & ses arétes.
L’angle V pour ce rhomboédre étant de 74°55', le spath rentre ainsi
dans la premiére série des cristaux déja cités.

La méme observation s'applique en tout point & la tourmaline dont
la forme primitive serait encore I'inverse ¢’, dont I'angle V vaut 46° 24’
Ce cristal est anssi répulsif.
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On objectera peut-étre & ce qui précéde que I'on pourrait tout aussi
bien prendre les inverses des formes adoptées pour les autres cristaux
cités, ce qui renverserait nos conclusions; mais, sauf pour l'argent
rouge, on ne trouve jamais ces formes inverses & I'état naturel (Du-
frénay).

Le spath et la tourmaline peuvent étre considérés comme des
exemples de l'usage trés important que I'on pourrait faire de la loi,
pour fixer la forme primitive, dans les cas douteux.

Le spath nous fournit un moyen de controle particulier. On sait,
comme I'a montré Mitscherlisch, que ce cristal se contracte perpen-
diculairement & I'axe optique et se dilate parallélement & cet axe,
sous l'influence d'une élévation de température. Les mesures ont été
prises sur le solide de clivage qui se rapproche ainsi du cube : son
inverse s’en rapproche donc aussi. M. Fizeau a recherché les modifi-
cations qui en résultent dans les propriétés optiques, et il a trouvé que
I'indice extraordinaire, le plus faible, croit et que I'indice ordinaire
décroit, si bien que la double réfraction tend a disparaitre. Cela est
bien d’accord avec nos formules qui montrent que « tend vers zéro
avec A.

Par des calculs semblables a ceux que 'on a faits pour démontrer

(que « avait toujours le signe de — —&—, on prouve que « varie en
g+ 3h
sens inverse de A 51 3/ < o, et dans le méme sens si ——:}_—37 > 0.
En faisant 2 2= f, on a trouvé
e
3 U
«=1— ;
2 Ly (")

il en résulte que J varie dans le méme sens que 2, ou, en sens inverse,

suivant que -5 est négatif ou positif.

3/2
Or dans le cas du spath en prenant, comme on l'a dit, pour forme

(1) Cette formule donne

*= 0,038 pour le spath,
a==— 0,002 pour le quartz.
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primitive l'inversc d'Haliy qui est aigu, l'expérience rvappelée plus
haut prouve que, lorsque A décroit, fdécroit aussi; donc il est néces-
saire ue

bt

;'—+3/c<0

et, par suite,
p<o si g+3h>o.

Ainsi toutes les comparaisons du calcul et de I'expérience, quant au
sens des phénomeénes, conduisent & cette couclusion que la matiére
pondérable repousse I'éther, si 'on admet que I'éther libre peut pro-
pager des vibrations longitudinales, ce qui semble nécessaire pour
Fexplication de tous les phénoménes de la réfraction.



