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Sur la réduction en fractions continues d’une  fraction qui
satisfait @ nne équation différentielle linéaire du  premier

ordre dont les coefficients sont rationnels

Par M. E. LAGUERRE.

1.

1. Je considére une séric 5, ordonnée suivant les puissances é-
croissantes de z et qui satisfait identiquement & V'équation différentielle
lincaire

P Wi'=2Vs 4+ U,

ou U, V et W désignent des polynomes entiers, et je me propose d’étu-
dier son développement en fractions continues.

La série 5 peut, d’ailleurs, étre divergente pour toute valeur de a:
rien n’empéche de la réduire en fractions continues; il sera sculement
nécessaire de déterminer pour quelles valeurs de o les réduites for-
ment une suite convergente et quelle est la fonction dont elles donnent
la valeur.

Dans tout ce qui suit, étant donné un polynéme ou une série or-
donnée suivant les puissances décroissantes de r, appellerai degré du
polyndme ou de la série le degré de son premier terme, et je repré-

I
=
coefficients, une série commencant par un terme du degré — n.

senterai simplement par la notation (-7), en faisant abstraction de ses
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2. Cela posé, on sait que, f, désignant un polynome entier de
degré n, on peut toujours disposer des (n + 1) coefficients qu'il ren-
ferme, de telle sorte que, ¢, désignant la partie enticre de 3£, le déve-

loppement de l'expression z — i commence par un terme du degré de

fn

1 . . .
—5ii5 une telle fraction -/— se nomme une réduite de z. Pour certaines
n

‘aleurs du nombre entier n, il peut méme arriver que Fapproximation

soit plus grande et que le premier terme du développementde s -- %

: . ’ e . . ] .
soit d’'un degré inférieur & celui de —;7; dans ce cas, il vy o surap-
proximation.

En général, on aura donc, d'aprés la définition des réduites,

1
= 7; -+ (l:‘u-,(,.vn)’

ot ; désigne un nombre entier positif ou zéro; de i

’ /n n "II
S = -+ (— T

/u e

et, en portant ces valeurs de s et 3’ dans la relation |
U —r-)V'” ‘Vv”fu._ n'n+2\( ___I)_\V( - ‘).—::U
/,’ ‘/” I.II v ™ -

ou encore

UL+ 2V, fi— W( ?:ﬁl fm’n ‘ﬁ'l _»u» +W(. TR )I

.

Soit n. le degré de la série V( ) + W( ), il est clair que le premier

membre de cette égalité est un polynome entier; il en est de méme du
second, qui est du degré (s — p); on pourra done poser, en désignant
par A, une constante dont la valeur dépendra du nombre entier n et
par &, un polynome entier du degré n. — 3,

(2] Ufe + aVaufu— W(g,Jo = fun) = A6,
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@, est un polynéme enticr du degré u ~ ¢, il est, par conséquent, d'un
degré égal ou inférieur 4 p.. En général, il est du degré ¢, et son degré
ne s'abaisse que quand, pour certaines valeurs du nombre n, il v a
surapproximation. I.e maximum d’approximation aura lieu pourp = 1,
auquol cas @ est une constante; une approximation plus grande ne peut
avoir lieu : autrement, 6 étant nul, on voit que s serait égal a la fone-

tion rationnelle £2 / y cas que j écarte expressément.
n

Réciproquement, si 'on peut déterminer deux polyndmes entiers

a ¢t [, tels que le premier membre de Uégalité (2) se réduise a4 un

polvnome du degré 1. ou d'un degré inférieur, 3" est une réduite de la

séric =,

yant pose, en cffet,
Ayant | cffet

z= i 4 u,
, . Ju
don
;r:__ :_u/n __/’r_n:f +“’
,Il
Videntité (2) devient
A,0
— ' =U+2Vs ~-W3 —aVu—-Wu'

/,.
ou encore, par suite de I'équation (1),

A8,
W

f=—2Vu—Wu'.

Le premier membre de cette égalité est au plus du degré de

£ NG
u(\' + le—),

v ’ , 1 .
d’ou il résulte que u est au plus de degré de 55 et, par suite, j" est

et le second, du degré de

n

une réduite de la série z.

Journ, de Math. (4* série), Tome 1. — Fasc. 11, 1887, 18
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3. Toute la question se réduit ainsi 4 la solution par des polynomes
entiers de I'équation (2), le polyndme 8, étant d’'un degré au plus égal
a u; et, tout d’abord, j'en déduirai que f, satisfait & une équation li-
néaire du second ordre.

A cet effet, je forme I'équation

My — Ny +Py=o,
qui a pour solutions

v
1{‘-—,1’:
J W

(’,4'" 3w

Yo=Ju et Y.=¢€
En posant, pour abréger,
W=y Y — VoV
on i, d’apres une formule connue,

N //I“ .
ii——’T;Oab),

or un calcul facile donne

) ] " ' e
1.rw dr l ./‘n'___*" 2 v 'f'll./u - \v('flu.[qr' '.,uj‘,"n ' .
W

w=2=¢@

et, en tenant comple de Pidentité (2),

v
o 2f\? dr -\u o, .
(1] e _\\,‘ :
d’ou
Ve W av
M=6 W W

et de 1a résulte immeédiatement que 'équation cherchée est de la forme
(3) We,y + [(2V+W)e,— Wa, |y + K,y = o.
Cette équation doit, d'ailleurs, étre satisfaite quand on y fat v - /£

K, est donc un polyndme entier dont le degré est indépendant du
nombre n.
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4. Supposons maintenant que, K, ¢t o, désignant des polynomes
entiers dont le dernier soit d'un degré égal ou inférieur & p., un poly-
nome entier f, satisfasse a I'equation (3), je dis que V'on peut déter-
miner le polynome U qui figure dans I'équation différentielle (1}, de
telle sorte que la série 5 qui satisfait 4 cette équation ait une réduite
dont le dénominateur soit f],.
Soient, en effet, o, By 5. ... les diverses racines de 'équation

| ¢
Jutx) o3 décomposons en éléments simples la fraction \&/,’" et po-
v e G P N/
nw 7R _.__.“._. —_ * .
AR Wrtarr i) S

Pour avoir les cocfficients p, ct ¢,, il faut diviser

SONS

Ao (a)+e (2 h]
par
A2 Wiz) [ (a) + TW(a)fy(a)+ Wia) f,la)] hi;
or, f, r) satisfaisant 4 équation (3), on a évidemment

bo o Wiafiia)+ Wia) f(@)] =/ 2) W) ¥, ) 2Vige,u,

le diviseur devient, par suite,

T, \V(z)e,,( - (1)911(1)
S (4) \\u\+ 9”(1) lzl

et le quotient

A, 0, (%) 2V(2) ..
7i(2) W () [' + 'WHT"J'

d'ou 'on déduit la relation suivante

— Viz)
Ta=2Pay 3y’

Je pose maintenant
,‘.I_)“«_ _— "Il

i

xz — /,‘

1z __ P
Y=

-2
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en sorte que 1'on ait

\n_a_n_ — “n l',, 24 %n .
WEEWTT Ty V)

-—

et je considére I'expression

v,
Jn

-

V2, 2V ) ]
W /, —},(7“_'\71” r—z

I'identité démontrée plus haut,

>~

.V
1= 2wl

montre que cette expression ne devient infinie pour aucun des zéros de
Jui ona done, TI, désignant un polyndme entier,

l'Il "‘\ 'fll - Illl

W T W

-t
S~

Eliminons P, entre les identités () et (5), il viendra, aprés avoir chasse
le dénominateur,

A, = (G, + W1 7+ 2V o, fu— Wiw, fu= Lo

et de la résulte la proposition que je vouluis démontrer.
A, ¢tant, cn effet, d'un degré au plus égal a u, il est clair que ;—

n

est une réduite de a série s qui satisfait a I'équation différentielle

Wz =2Vs+G,+ 11,

5. Pour déterminer complétement I'équation differentielle i laquelle
satisfait le dénominateur f, d’une réduite, il est nécessaire de connaitre
les polynomes 6,, et K, quiy figurent,

(") 1l résulte d'une remarque importante due a M. Hermite que la détermi-
nation des polynomes G, P, et 5, n'exige pas la vésolution de Péquation f, = o.
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Afin de trouver leur expression ou de montrer au moins comment

on peut les calculer par voie de récurrence, je m’appuierai sur les con-
sidérations suivantes,

On sait qu'entre les termes de deux réduites consécutives on a la
refation suivante

?IN-L/;I —Jur 1= Alu—l ’

A,. Ctant une constante dont on peut choisir arbitrairement la valeur,
puisque les deux termes de la réduite ne sont déterminés qu'a un fac-
teur constant pres; je supposerai que cette constante est précisément
celle que j'ai introduite dans I'identité (2).

Cela posé, de la relation précédente et de la relation

0. ?,,f;-. —/;:?n G =A,

qui s'en déduit, on tire

Nusa o+ Ay -l}/;z: (:\u iy AII'-I./I.I—I Yons

d'ou, en posant

les formules suivantes, ot Q, est un polynome du premier degré.

- \ netl T Qn/;z -+ Bn n-t — O,
'. ?ml '_' Qu?n'*' Rn?u—l = 0.

Portons maintenant, dans la relation (2), la valeur de A, tirée de
I'équation (G), cette relation pourra se mettre sous la forme suivante

U/,,-‘—V’{/,,—WJ +H/1Jn -1) f (Huﬁ-— / V/,, ?n~
d’ou ces formules, ol Q, désigne un polynome entier,

8) i Wh = (= V )/ + 8ufimi
Y\ , W!p” (£, ‘*‘V)?n"‘eu?n 4 Ufo
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6. £, est un polyndme entier dont il est facile de déterminer le de-
gré: on déduit, en effet, de la premiére des formules (8)

0, =V+Wi _a /_/'_1

n Jan

il en résulte que le terme du degré e plus élevé de ce polyn«'mw est le

. , . . nW
premier terme du développement de Fexpression V 4+ © -

| o] '/;I l ’"ny » L) 2} A -'— ’(—'— .
b, est, en effet, du degré de V(w,_,) + W ’r:‘)

Clafraction

7. En derivant la premiére des identités (7) et en multipliant par
W le résultat obtenu, il vient

W/;,' “’Q,,‘/; — VVQ;,_/;, -+ ‘Vl{”f” . 0

on a, dailleurs, les identités

\\:/;;~| = (“nH -V )ﬁlvl Y S
“"./;1 = (Qﬂ -V ). w TV, ./;I-i .
“’./; ¢ = (Qn—l -V )_/;1—1 Oy a2

portant ces valeurs dans la relation précédente, on a

“”." v )'/"'H + -H"" - “IQ;I - Qu‘\“u —\ ) ./n
+ [R”(Q” t V) - Qu‘"ni‘,/;.q -+ R,,!l,,_, w 270,

pws, en remplacant £, par sa valeur Q, /, — R, /-,

(.)n(.ulli ) Qn) - WQ;: -+ (')l“-‘_l.//"
- l[ R,,(ﬂ,“ b= Q)+ Qn")n] n ot P‘n”n-—', -2 = 0.

On a, d’ailleurs,
./;z - Qn—l n—t + Rn—d n 2= 0y
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d’ou les deux formules suivantes :

(o) Qul 8y = ) + 8o — ,{':'_'_16,, . - WQ,
('”) Rn(“u -y Qn l Qn- n ¢ Qn"’n'

8. On déduit de la premiére des identités (8)

\\,/:l‘—: (QII-V_“'N)/‘ (Q -V "+H” n 0+H n—t

ou, en multipliant par W et remplacant W/, et Wf, | par leurs valeurs,

wifi 0, —V—-W)Q,-V)+W(Q, — V')Jﬁ,
+ l “u(gn +Qn [ 2V - W’) +Wﬂ” I/;: l+ Hu"’u 1, n 2s

portons cette valeur et la valeur précédemment trouvée de Wf, dans
la relation

W26, + [(3V +W')a, — Wa, W/ + K, W/, = o;
il viendra, toutes réductions faites,

HII(S!I.!I_ V‘J) —+ \V[”Il(sz;l - Vl) - Hln(szn — v) -+ KIIJ% "
+ "’Z(Qu + Qe )./;1-4 + F):‘,l-),,_, n—2 = 0.

Le polynome qui multiplic W dans le coefficient de £, est évidemment
divisible par @, ; posant donc

0.(Q, - V)=8,(2,-V)+K,=—8,8,;
d’oti I'on déduit
(11) K,=8,Q,-V)—6,Q,=V)~a,S,
Uidentité précédente deviendra
(5 — V2= WS, ) [, + 08,2, + Qu_y) foer + O frma = 0,

ou S, désigne un polynome entier.
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Ayant, d'ailleurs, la relation

/;l - (\)Il—l./;l | -+ “u—l, ey = O

on dédait de la les formules suivantes :

9 'y H,0, .

12) Qv el WS,

" “Ir 1

- A, 0,

1} 0,+0, e,
"u-l

9. De la velation (12) résulte I'égalité

\ . / \ 8, .8 H,6, .
\V(-S,,, [ sll) == ,-Q,,., - 1211,’{9114-1 -+ 12,,) — b "il'_l—'
“n ‘u -1

ou, en remplacant ., + Q, par sa valeur déduite de Uidentité (173,

LY a 0
WS, - S o= e ()
7 | " ' . n” - “” | “" !,, | 1”
ou encore, en verlu de (9,
‘e . W8
\\ (‘Su- [ bu) = '—“"""";
n
d’ot enfin
. . 0V,a,
("l) .\”_H'-S”:;:-———-‘—'{'.—.
n

L1,

10. Je résumerai ici les conséquences trés simples de analyse un
peu longue qui précede.
On a, entre les termes des diverses réduites, les relations suivantes

‘ ﬁllvl - Qu‘/;, -+ R,,A 4T,
l ?Il [ (\)u?”+ R“?”—I S0y

8) \‘V/Z :;(Qn-—\)/;‘—{-ﬂnﬁl 'e
( Wo, =(Q,+ V)2, +0,9,_, +V/,,

i)

/



SUR LA REDUCTION EN FRACTIONS CONTINUES. 115

ou R, désigne un nombre que I'on peut choisir arbitrairement, 6, un
polvnéme entier du degré p, Q, un polynéme entier du degré p. + 1

dont le terme du degré le plus élevé est le premier terme du développe-

W

ment de V + '—I_—, et Q, un polynome du premier degré.

Ces polynomes sont reliés entre eux par les relations suivantes

"” ’
9) Qu(QnH - Q”) + 0, — -mgn-l = WQ,,’
. 0
13) Qo+ Q= — 2,

on a, en outre, I'égalité suivante, ou S, est un polyndme enticr,

. 6,8,
12) Q,f—V’———;’,;‘—:—'=WS,,.

On peut ajouter que, si l'on pose, pour abréger,
K,=6,(2,—-V)—6,(Q,-V')—8,,,

J, satistait a I'équation différentielle du second ordre
1) We,y + [(2V+W)e,—We, |y + K,y =0
L1. Je me propose maintenant de montrer que les relations (g) et
13) suffisent pour déterminer par voie récurrente les polvnomes Q,,
n, ot 2,, et, i cet effet, jétablirai le lemme suivant :

LeMyE. — S0 des polynémes f,, ¢,, Q. 6, &, et les nombres R, sont
liés entre eux par les relations (7), (9) et (13) et si l'on définit deux suites
de polyndmes A, et B, par les égalités suivantes :

A" = (Qll - V)/;l - W‘/; + Hu./;c B K
B,=(Q+ V)7~ Wo, + 6,0, .

on a, entre trois polyndmes consecutifs de chacune des suites, les re-
lations
A — QA +RA, =0

el
BIH-I - Qu Bn -+ Ran—c = 0.

Journ. de Math. (4* séric), Tome 1, — Fase. 11, 1885, 19
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Démonstration. — Jene m’occuperai que despolynomes A, la marche
A suivre étant exaclement la méme pour les polynomes B,,.
On a, en vertu méme de la définition donnée,

\V/;: = (Qu -V )/:: -+ eu n=1 -'\u
et de méme

‘vfuu - .‘Qllki - \//;wl -+ Hln—l, n T -’\nun

“’./;: y = /Qn N v \"/:‘4—0 -+ ‘-)M—I, n 2 -'\n—u

Portons ces valeurs dans 'egalit¢

\Vf”’u = Qu ‘V./; + WQ/, ;: -+ Ru Vv./;:.— 1

qui résulte immédiatement de la premicre des équations (7); il viendra

'\.Qu-i-l T )jnH + L n “’Q, - Q,,-\Q,, e \
-+ 5_“11; Qu-l - \' u 6, /;1 '
-+ Rn"'u aJn 27 1/ + Qn \n An 1 7= 0

ou, en remplacant £, par sa valeur Q,/, — R, /, .

(\)n (2, — Qut +0,.— \‘7Q;I L/
- [Rn(u,m-l --u—o , (\)u“u n—1
-+ Rl et Sz — 1 4 Qu A,, - '\u—| — 0

ou cncore, en vertu des identités (g et (13,

R,

i{_,,__-:ﬁ"’"- n= %i—l‘.)ll-lthI//‘—l
+ R0, foca— A +Q, A, — R, =0,
Ce qui, par suite de Uidentité,
./;r Qn l./;l— + Rn-| n-2 = U,
Ao — QA+ R, =0,

se réduit a

Une démonstration analogue s’appliquerait aux polynomes B.
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12. Supposons maintenant que 'on ait déterminé trois suites de
polynomes 6, Q, et Q, par les relations () et (13), puis deux suites
de polynomes ¢, et f, par les relations (7); qu’enfin, pour deux va-
leurs consécutives de U'indice, on ait

Ai=A;, =0 ¢ B,=8; ,=o.
11 résulte du lemme précédent que 'on a également

Aje) 72 Ajpa = Ai-o-:t =e..=0
el

Biy=B;2=8,,=...=0,

e, par suite, les polynomes o, et f, satisfont aux équations (8).
Or, cn éliminant £, on en déduit

\V(_/;;";" - ?;:./:D ' =—2V n /;1 + HI{(?II n—1 "(/;3?” |) - l)/";

n

ce que Uon peut éerire
U/;,-'—*" 2V ?n,/:: - W(’.J’”/‘,, _./;?u I = eu(?n /;c [} w,/;r?n ' )'

ety 9, /omy = [uou—r) Ctant une constante en vertu des relations (7), on
voit que le second membre est un polvnome du degré p, et, par suite,
la fraction 2 est une réduite de la série z.

"

15. Ainsi toute la question est ramenée a déterminer par les iden-
utés ) et (13} les polynémes Q,, 6, et &,.

Si 'on met en évidence leurs coefficients inconnus, en égalant a
révo les multiplicateurs des puissances de o, on obtiendra un certain
nombre d’égnations qui permettront de déterminer les coefficients de
Qe L0000,y au moven des coefficients de Q,, #, eta,_,.

1v.

14. Commeapplication, jeconsidérerai d’abord le cas le plus simple,
a savoir : celui ou les fonctions 6, sont des constantes et ou p. = o.
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C'est ce qui a lieu si W est au plus du second degré et si V est an plus
du premier degre.
Comme 8, est une constante et que R,, jusqu’é présent, est reste ar-
bitraire, je poserai
0, =R,

et les équations (12) et (13) deviendront alors

('5) Qe+ Qn = (\)u'
(16) Q' _\*_R,=WS,,

et, ayant déterminé les polynomes entiers qui satisfont a ces équa-
tions, on aura les relations

" ./;h-l - Qnﬁt + Rn /;1 | = 0,

(7)

/ )\ ?Il+~l—Qll?ll+ R"?"" =0
W/ =, -V, +R, [

(8) \ /; \==n ) .f !

". ‘v?,/ = (Qll+ V)?u + Rn’}u ] -+ l:,/u:
en outre, f, satisfait a1'équation différentielle
Wy + (aV+ W)y — (€, — V' +8,)y = o,

ou le coefficient de y est nécessairement une constante.

u g . | +-.r .
15. Cousidérons, par exemple, la fonction 3 = log (T*:) qui sa-
tisfait a I'équation différentielle (
(x* —1)3' = 22,
on aici

W=ax*—1, V=0 et U =2a.

Le polynome &,, dont le terme du degré le plus élevé est le premier
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, Tri—i
terme du développement de n — est de Ia forme
nx -+ a,,
I'identité
(nx +2,)—R,= (2 — 1)§,
donne

z,=—=o0, R,=n* §,=n%

d’ou, en vertu de I'équation (15),

puis les relations

Somr+ 2+ f,+ 02, =0,
Yurs+ (20 +1)2 0, + 19, = 0;
(2*—1)f, = nxf, + n'f, _,,

(.r"'—- l)?;‘ =nx9, + ﬂ’?n—a + 2‘1‘./;';

149

d'ou l'on déduirait aisément les relations connues entre les polynomes

X, de Legendre.

I’équation différentielle du second ordre i laquelle satisfait f, est.

d’ailleurs,
(&*—1)y'+a2zxy —n(n+1)y=o.

16. Comme second exemple, je choisirai 1a fonction

L ]
s=¢e‘x | e“*a*'‘dr,
x

qui satisfait a I'équation différentielle

son développement suivant les puissances décroissantes de z est, d'ail-

leurs, la série
2—1 (2 —1)(2—a)

+ — + =

+on

&=



150 k. LAGUERRE.

qui, si elle ne se termine pas, est toujours divergente, quelle que soit
la valeur donnée 4 x.
On aici

y 2 ,
W =.r, m— - U=,

e terme du degré le plus éleve de Q, étant le premier terme du déve-
6 it

n\W
loppement de V+ = on peut poser

.

£

' [
!Z,‘ = -+ [

1.’équation différentielle a laquelle satisfait £, est
V' + (x+1—2)V—8§,y=o0:

d'ou résulie ¢videmment S, = .
I identité
. Ng 2 r 22
v v —_— f' .
S,W = nx = (~ + ) — <- ~2)-n,
donne alors
A
Fu=n— oot R,=nin—q)
d'on
o .
Q=—x -~ ﬁn—ﬁlu-l: — &+ o— 20—,

ot les formules suivantes

Jonr=—(r+2n+1—a)f, —nin—2a)f, |,
dua=—(r+2n+1v—alg, —nn—a)3, ;

ou plutot si P'on change les signes des deux termes des réduites de
rang impair (ce qui est permis, puisque cela ne change pas la valeur
de Ia reduite),

" So=lx+o2n+1—a)f,~nin—2)f_,

()
Zum =X+ 20 +1—2)z, -nln—2)7, .
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Un caleul direct donne d’ailleurs les valeurs suivantes pour les
termes des premiéres réduites,

Soo e fimx+1—a, fr=2+a(2—2)x+ (2 —2)(1 — 2
ot

To=0, f,==1, ?2:.1,‘4— 3—-1;

en sorte que les formules précédentes permettent de caleuler facile-
ment, par voie récurrente, les valeurs de f, et de g,

17. En partant de Uéquation différentielle

(18 xy"+(x+1—a)y —ny=o,
a laquelle satisfait le polynome f,, on trouve aisément

nin—i)

So= e —a)at e ——

(n—a)n—a—1)x"*+
+'n—a)ln—a—1)...(1 —a).

Une deuxieme solution de I'équation (18) est donuée (n° 3) par la
fonction

",=e sz:lv '/; . ‘;/ ﬁf e~ Tt (1.%' xa.e-.1¢

il est facile de trouver une autre expression de u,.
En cffet, en d-rivant n fois I'équation (18), il vient

xy" N (v +n+1—a)y"V=o;

-
d’ot l'on voit que y“+" est égal, & une constante pres, & TR

Par suite on a, K désignant une constante et F(x) un polynéme

entier,
—8 — n
K f 4 u J«') du

-'I+l -
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La fonction u, est en particulier donnée par cette formule, e,
comme clle s’évanouit quand on donne & x une valeur positive infini-
ment croissante, on a simplement

g 2 P Fe H(s--x)ds
w,=fo| e a*'dx—aterp, =K [ —5o—
e -

Si I'on suppose x et n constants (et je supposerai x positif, en sorte
que les intégrales contenues dans I'égalité précédente sont toujours
finies, quel que soit z), K est une fonction de « bien dét. rminée.

Pour en trouver la valeur, je supposerai que I'on fait tendre a vers
zéro et que x a une valeur positive; de 1'égalité précédente, on déduit
alors

5,(0)T(a) = KT (a),
d’ou
K=(t—a)(2—a)...n—a)
et, par suite,

e : *e (s —a)ds
/,,} e*x'dr —s3%e 9, =(1—a)(2—x)...(n — a)f i—%ﬁéz—i :

18. Oun tire de la

® . " — — %), . (n— *e (s—a)ds
j. e»xwa—tdx:____e—ala%_}_(' 2)(2 /:) (n ")/4 ¢ (:"“'x) « ;

I'intégrale contenue dans le second membre a une valeur finie, car clle
a une valeur plus petite que 'intégrale

*
[ e 'dr;

il serait méme facile de démontrer qu’elle tend vers zéro quand n aug-
mente indéfiniment.
On a, d'ailleurs,

L3

S . n o nin—1) 2t
(MT—a)(a--a)...(n—2) I+ T (=2)(2—a)

A
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quel que soit le nombre «, les termes de ce développement finiront par
étre tous du méme signe, et, comme leur degré par rapporta » va tou-
jours en croissant, on voit que la valeur absolue de la série croitra
indéfiniment avec le nombre n.

I.e cocfficient
_([‘--a)(',; -—1)._. An o x)

Sn

a ainsi pour limite zéro, et I'on a

= . u
/ e * ' dx = e x* lim 2.
Ly n
Les réduites %, quoique provenant de la réduction en fractions
n
continues ('une série divergente, fournissent donc, avec une approxi-
L]
mation indéfinie, 1a valeur de Vintégrale [ e*a* 'dr, pourvu que

ait une valeur positive.

19. Soit, par exemple, & calculer I'intégrale

%
/ e-mlz .

“a

en posant ¢ = y z, elle devient

1 [“e*dr
5] =
T \ £

. . . . (4
dont la valeur approximative, en prenant seulement la réduite .'7.', est
1

ae—"

————

2a*+1
Faisant a == 3, on trouve, comme valeur approchée,

3t 0,00001054
10 — 0 94,

dont les trois premiers chiffres significatifs sont exacts

Journ, de Math. (4 série), Tome 1. — Vasc. II, 1853, 20
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20. L¢s formules précédentes permettent ce calculer aisément les
valeurs de la fonction de Prym,

eQiuj= / e " dr.
A

Que l'on désigne, en effet,par Fy/2), F\/2, Foozgy o b, 2, b, 2,
®,(«), ... deux suites de polynomes liés entre enx par les relations

siivantes :
K, (a)=oan-+2 a)F, a0 nn—ol,_ 2.
b, Jey={2n-+2—2"0,2 - nn-2d  «:
avec les valeurs witiales
Fla)=1, F,2 =2 2,
b a0, by
il résulte des formules précédentes que Pon a

v AT
, [\ e nt 4
e Qo) == - .
Q) ==lim Flin
Soit, par exemple, z =1,
On obtiendra successivement, pour les valeurs approximatives de
e Q(0), les valeurs suivantes

(R}
7
[}

1y 9w Tohe

y - - ’ Y T, ’
2000 124060 13097

1 2
=237
(Jui vont en croissanl et cn restant inféricures i la valeur cherehee.

11 est facile d'obtenir d’autres suites de nombres allant constamment
en diminuant et ayant cette valeur pour limite; on trouve en effet les

expressions suivantes des réduites du nombre € Qi - 15,

b9 201 6
DY Ty Ty T
3 30 o010 jodn
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De la formule connue
Qoj 1—=0Q 1!
on déduit que les fractions

N4 3on 240
o
)

=
2001 o

ont pour limite Q(o).

Ces fractions sont plus simples et convergent plus rapidement que
les fractions déterminées plus haut; elles vont d’ailleurs toujours en
décroissant.

En particulier, on a

:"1“

2 120 SN
s = == 0,007 ). ..
Jon v )7

ol
=G40
/5 oo n
“aa— = N “,..:
1330 0201

ces deux fractions comprenant la valeur de eQ(o0), on a, avec une

. ]
errenr de moins de -~ >
1 OO0

¢ Qo) = 0,5905.

Le développement en série donne (§ Compendium de Schlomileh,
t 1, p. 266)

Q | [ - ] 2 4 14 38
Qo =1— 4+ —z - e e
2 2.3 2.3.9 2.3.4.0 1.3.0.0.0 0 2.3.4.5.06.7

La convergence cst sensiblement moins rapide que celle des r¢-
duites.

V.

21. Pour les applications qui suivent, afin de simplifier les for-
mules, je prendrai le nombre A,, qui était resté arbitraire, égal
Punité,
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Les relations qui existent cntre les termes des réduites et les poly-
nomes Q,, A, et 2, deviennent alors

U 112 + ')'V?u/u— “I'\?;:./f't"‘./;;%) = Yy
n l./;:"//‘ul?n: 1,

) Jusr = Qufa+ fos = 0,

YR Q,,?,, +9, =0,

W/o= (2= V4 Q)i

W, =(Q,+ Vg, +8,7,-+ Ufps

et Jes identités qui déterminent les polynomes Q,, @, ct £2,.

('9" Qu(s‘znt-g - s")'u) + Hn- [ H"_' -= WQ:;'

(2" k ﬂ,,' o+ 52,, = Qn H,:
on peut y joindre la relation
(21) @ Vi a8

ou S, désigne un polyndme entier,
1’équation différenticlle & laquelle satisfait £, est d'ailleurs

Wa,y" + 2V +W) - Wl-);' Y
—'0,S,+6,Q =V'—w (2 -—-V)y o

22. Pour fixer les idées, je supposerai que le développement de =
. . . ’ I
commence par un terme qui soit au moins du degré de ~-

Pour le dénominateur de la réduite de rang zéro, je prendrai
I'unité, en sorte que Pon aura f:=1 et que g, scra l'ensemble des
termes entiers de s (lequel pourra sc réduire a zéro).

Je considérerai les deux quantiteés
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comme constituant deux réduites précédentes, en posant
Sa=o0, s =—1

ot
fam 1 pa==

11 est facile de voir, en cffet, qu'en posant
==L+ aVy,—Wo . 6_ =0, =V, Q_, =V,

toutes les relations du tableau (A) qui existent entre les réduites con-
sécutives sont satisfaites.
On aura donc
_y=0, Hy=U+2Vy, .- Wo,

el
Q,=YV.
23. Soit, comme exemple, la fonction
- Y ] L ) (l""
S=\a —+ 202+ 1 - iIn T
o N2kt

qui satisfait & I'équation différentielle du premier ordre
(' 4 0+ 13" =2’ +hr)s— (' + 222% +1);
on a ici
W=a'+a2ar*+1, V=x'+ia, U =—(.;c‘+ 22t 1.
Je remarquerai tout d’abord que, z étant une fonction impaire de a,
les polyndmes o, ct f, sont des fonclions paires ou impaires de la va-

riable, et que le produit ¢, f, est une fonction impaire.
Il en résulte que 6, est une fonction paire, ct I'on peut poser

9/& = allx‘: + bll:

Q, est une fonction impaire dont le terme de degré le plus élevé cst
le premier terme du développement de
T
V+ 5)—,‘— =2+ A\ + -g(x"-e- 20ha®+1);
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on peut done poser

enfin Q,, qui est une fonction impaire, sera de la forme A, .
Portons ces valeurs dans les identités (19) et (20); en égalunt i zéro

les coeficients des diverses puissances de a, on obtiendra les formules
suivantes

an -3
Apzz— - —>
Uy
o /’u
\aw: ~ %, +{an+ 300
i
N b o b an 43
21 AR e T T,
WS, . \
a,.,= a, ,—- T ‘_)I.—’-.’l,,“,//m-l.-‘

dont les trois derni¢res permettent de caleuler de proche en proche,
et par voie récurrente, les nombres ¢, a; ct 0.

La premicre donne les relations suivantes entre les réduites conse-
cutives

for - 2 “!-:'—%.rﬁ, e fymy =0,
Cavr o, o fe SO0
En exprimant que
(n+1)2" + 22— (2 +2) — (a,2* + b,) (a2t + b,_,

est exactement divisible par a® <+ 2).0* 4-1, on obtient encore
relations

les

4, | Qu@ues — byb,y =2{n+1)a, —2n(n+1),
2*. ) .
‘. allbll"l +b,a,-, -+ 2)‘bubn—l R, 22— n(n + 2):

et 'on trouve la valeur suivante du quotient :

S, =n(n+ 2)at +2(n+1)2,— a,d,_,— 25n+1)>
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24. La partie entiére du dévcloppement de z étant simplement x,
on a ces valeurs des premicres réduites

Joity gu=ay fom0, gy o —
puis
W, =0, Hy=-—27r®—2, Q —=ax?ir,
d'ot les valeurs initiales suivantes

%, a_,=o, b, =0, a,== -21, b, .- 2,

«’00, au moyen des formules (22), on déduit successivement les valeurs
des coefficients 2;, a; ct b;, & savoir

- ;{
’/.,-“"’—l.+)-9 eea
. m
o, — -5, ..,
20
[
[Pt 'Q./,’ Ve

L.es relations (23 ) fournissent des moyens faciles de vérification,

23. Soit encore a déterminer les réduites de la fonction s dont le
développement, suivant les puissances décroissantes de 2, satisfait i
I’équation différentielle

't pr+qgiz+rr s

Ona ici

W=ur', V=r+pr+q, U=rr-s:
on pvut poser
Q= (n 4+ )a +a,x + 5,
B,z aq,r + l)n’

O, = A, r+ B,
Cela posé, des identités (19) et (20) on déduit

(A,,-‘l‘ + Bn)[‘l'g -+ (au I N 0!,,)3/' -+ (,51;1\—« - {5/4]
-+ (a/H | a,,)x + b/H-O - bn = Au'T:(



100 . LAGUERRE.
ot

e s)‘v‘ +(amf ;'“n)x'i'@lul'*'ﬁn:': '(“n"l"*‘ba)(“’\u'l""‘"“a);

«’ou les relations suivantes

"o an—+3 b,
U, = v =,
AT e a4+ 4 a,
b= [ o 3 )”n
(Y4 — ﬁn— (2n 4. )(an-u — &, (l_,
n
27) |
an-+3, . . REES
A= Qe+ “a (ljll-#-l - itu) = (‘uﬂ — @,
n n
an-+3
—— [/ 7B
/’u-l - bd-( - (“/m [ au)(pm [ ljn ]

m

(qui permettront de caleuler, par voie de récurrence, les nombres #,,
ﬁi ot a;, ,),'.
On aura, d'ailleurs,
an-+3

"y

. A
(— X ‘+‘ fl,,,.. b an)o

Q=

d'ou I'on déduira successivement les valeurs des réduites par les for-
mules

/Il | =Qn‘/;a “ﬁ-— K

”; -_— "
n-1 = Qn 7n “n—-

26. Ie polynéme
['n+ja?+ 2,2 + 5, — (& +pxr+q*—~ (a2 +b,){a, . x+0b,
devant étre divisible par .r*, on a encore ces identités

a,a, ,=o,+ 2(n+1)p,—p— ag,
. 25) ‘ aubu-—-l + buan—l = ‘—’“n{jn — 2pq,
— 2 2
: bnl)n [ :5”— g

(ui peuvent étre considérées comme un systéme d'intégrales premicres
des équations aux différences finies (219) et qui peuvent servir, soit
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comme vérification des caleuls, soit pour déterminer les coeflicients «,
et h,.

Ou a daillenrs, puisque le développement de s ne renferme pas de
partie entiére,

,/u»:t'v Yo 77 O%
par suite,

Q =V =2+pr+yg
ol

o, L :=rx+s.
On adone les valeurs initiales suivantes
a. == 0, b ¢ 0 My =T ,’n =8, Oy =P {5“ ={q;

ot Ton déduit, par voie de récurrence, la suite des nombres qui de-
terminent les polynomes Q,.

27. Avant
noer g+ 5,0 — (2t pr+gf— . a,x +b)u, x+0b,

cxtinn o) +20n+ e, —ap |,

on en deduit
S,=nn+2)x+2n+1)a, — 2p.

Dans le cas ou il v a surapproximation, 6, doit se réduire a une
constante; on a done
a, =o,

et I'équation différenticlle i laquelle satisfait £, devient

'y 4+ 5+ apxr+ 2¢)y — [n(n+ 4@ + (an + 3)a, — Ip; = o.

Réciprogquement, si Pon détermine la quantité =, de telle sorte que
I'équation précédente ait pour solution un polynome entier f,, on peut
déterminer les quantités r et s, de telle sorte que le dénominateur de
la nivwe péduite de z soit f,.

28. Comme derniere application, je considérerai la fonction

wop .
@+ gz byt |

N e Y . )
Journ. de Math. (4¢ série), tome I. — Fage. II. 1885. 21
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qui satisfait a Péquation differentielle
‘- 3gx - los canlat v gz — 2" - 3ga + b

On a, dans ce cas,
We=a'+3gr+h, Vap(*+g ot U = 24 3gr - h.

et Pon peat poser
. ' 2 f
£, --ni-poat -9, 45,
o, =d,r + b,

(.)u : \II'I. - “u’

Substituant ces valeurs dans les velations 1g et 20;, on obtient
fes égalites suivantes, qui dowent étee identiquement satisfaites,

. 3 D 2 oy . e
At B e B < 5
.o [ TS S
(l.'l+l {"'-—l P - l)'/ t l’// \,v/ R o ,‘L:" 4 /l .
Voyed
SN = 2 [
L . \ . 2 L fe : R | .
S NI O i -+ ,"//-H T n - \n'l i l’u PR /)/ .
A N Al . .
d’'ou 'ou deduit
0 YRR .
N - “, X oo- 7’/4 - 7'!1' 1/
"o~ * e w1 h,
= R A -
Zu TR e R 1 AR
b
0 e ) i
20 a n 2. I 7,0 7, b
.)‘(; ‘
rn 2. | o Py L | ;
— . N CA — £l - " _ M ) ., » L.
(7,,_,.‘ = ”./,_.‘ . " o ] ),(h‘l " Ly, 4 - /.“/" .
: n
I R | ’ [ 7B WY R |
— — N KA [ — - . L
,'ll y " /)u-—i ", ‘v W v Ty " /l

Ces relations permettent de caleuler successivement les nombres a;,
biy 2;y B; et par suite les quotients incomplets Q.
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On a d'aillears
Woy =0, Q= ulx+ g),

. . ’ 2
ct, comue la partie entiére du développement de r est ——

S

I

0, py==—1I,

A .
-/;' = % =-m—|’
d'ou
. ' 20 /
He=U=+2Vg, — Wy = '__1"'L(2gw+ ),

et par suite les valeurs initiales suivantes

I4
. _ ek __aph _ _ .
a,=o, b,=o0, a= (—ap 0T —an oy = 0, ﬁO*f"g’

ot Pon déduira successivement, au moyen des formules (26, les
valeurs de

L P N T PO < N IR

29. On obtient un autre systeme de formules qui permet également
de caleuler a, et b, et que I'on peut considérer comme un systéme
d'intégrales premicres des équations aux différences finies (26 ).

[l s’abtient en exprimant que le polynome

Q- Vi—w0,_ = (n+u)+a,zx+f5,]

—utat 4+ gV — (a,x +a, | )(bx+ b, )
est exactement divisible par
W=ux'+3gr +h
De la résultent les relations suivantes :
@@= 2,+ 2(n + u)f, — 2gp* —~ 3gn(n + 2u),

(27) ' anbu—a -+ bnan—l = 2auﬁn - Gg(ll -+ y.)at,, -_ lm(n -+ 2:/.),

b,buy == 3y — 2h(n + u)a, — p2g.
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I est important de vemarqguer que Fon a ainsi trois relations pour
déterminer a, et b,; d’oli cette conséquence que, si P'on pose
b,

— =1,

o,
3. estune racine d'une équation du sccond degré de la forme
P+ 2% + R =o,

o P, ), R sont des fonctions rationnelles de g, 2, %,, 5,, ces denx
dernieres quantités ¢tant elless-mémes des fonctions rationnelles de g
et de 4.

n—1

. . \ .. h
L’autre racine de I'équation est évidemment la valeur de -2t

M-y

I résulte de la, en particulier, que Pexpression
O = PR

est le carre d'une fonction rationnelle de g et de 4.

Mais ¢’est un point que je me réserve de traiter plus tard en essayant,
du moins dans des eas particuliers, d'intégrerles systemes d'équations
aux différences finies (26) et (27).

VI

20. Les formules précédentes permettent, pour une valeur donnée
de x, de calealer de la facon la plus simple les valeurs des réduites
d'une fonction s qui satisfait a une équation différenticlle linéaire du
second ordre dont les coefficients sont rationnels.

Au point de vue du caleul numeérique, la solution peut étre regardee
comme compléte; mais, si Fon veut déterminer effectivement par des
expressions analytiques les valeurs des coefficients des quoticnts in-
complets, on est conduit i intégrer un systéme d’équations aux diffé-
rences ordinaires dans lequel le nombre des quantités incontiues est
d’autant plus grand que le degré du polynome o, est plus éleve.

L’intégration de ces équations semble, en général, présenter d’assez
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grandes difficultés ; nous savons en effet que, dans un cas particulier
relativement simple étudié par Jacobi et par Borchardt (a savoir celui
ou s est l'inverse de la racine carrée d’un polyndome entier,, U'intégration
dépend de la théorie des fonetions elliptiques et des fonetions abé-
licnnes.

Je reviendrai du reste sur ce point particulier, en essayant de com-
pléter i certains égards les résultats obtenus par ces illustres géo-
metres,



