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Sur les intégrales de différentielles totales algébriques

de premicre espece;

Par M. Emiz PICARD.

On sait quelle est, en Analyse, l'importance des intégrales
"y S P(x, y)d,

ou P .x, y) désigne unc fonction rationnelle de x et y, et ou y est la
fonction algébrique de & définie par la relation

f(x,y)=o,

S étant un polynome. Ces intégrales ont été partagées en trois espéces ;
nous n'avons hesoin ici que de rappeler la définition des intégrales de
premiére espéee : une intégrale telle que (1) est dite de premiere es-
pece (quand elle reste finic pour toute valeur, finie ou infinic. de la
variable x.

Considérons maintenant une fonction algébrique z de deux variables
indépendantes de x et y, définie par I'équation irréductible

S(@, y,3) =0,

ot f est un polynome. On peut faire correspondre i cette surface des
intégrales de différentielles totales de la forme

(2) SPB(2,y, 3)dr +Q(x, y, 3)dy,



282 E. PICARD.

ou P et Qsont des fonctions rationnelles de x, y et 35 ces deux fonc-
tions ne peuvent, bien entendu, étre prises arbitrairement, ct la con-
dition d'intégrabilité de I'expression différenticlle

Pdx + Qdy

doit étre supposée satisfaite.

Les intégrales de la forme (2) sont susceptibles d’une classification
analogue 4 celle qui vient d’étre rappelée pour les intégrales de diffe-
renticlles algébriques, dans le cas d’une seule variable, Nous ne vou-
lons considérer dans ce travail que les intégrales de différentielles
totales de premiére espéce ('), c'est-a-dire celles qut restent finies pour
tout systme de valeurs, finies ou infinies, des variables indépendantes
xely.

Dés le début de cette étude, on rencontre une différence bien pro-
fonde entre le cas d’'une variable et celui de deux variables. On sait,
en cffet, qu'a une courbe algébrique correspondent en géneral des inté-
grales de premiére espéce; ainsi, pour parler plus nettement, la courbe
la plus générale d'un degré donné m posséde un certain nombre, bien
connu, d'intégrales de premiére espéce, lin¢airement indépendantes.

11 w'en est pas ainsi pour les surfaces algéhriques @il w'existe pas
d’intégrales de différentielles totales de premiere espéce, correspondant
a la surface la plus générale de degré m. Comment peut-on reconnaitre
si une surface donnée posséde des intégrales de premiere espece, et
quel est le nombre de ces intégrales linéairement indépendantes?
Telles sont les questions dont nous nous occupons dans les deux pre-
miers Chapitres de ce Mémoire.

Le troisicme Chapitre est consacré a I'étude d'une classe de surfaces
algébriques, dans laquelle la notion des intégrales de premicre espece
joue un role important : ce sont les surfaces pour lesquelles les coor-
données d'un point quelconque s’expriment par des fonctions uni-

(1) Sur les intégrales de seconde espeéce, j'ai déja présenté quelques considéra-
tions dans les Comptes rendus des séances de U Académie des Sciences (mars 1885);
I'étude de ces intégrales et de celles de troisi¢me espéce fera 'objet d'un autre
Mémoire,
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formes quadruplement périodiques de deux paramétres, et nous y
ajoutons cette autre condition qu’a un point arbitraire de la surface ne
corresponde qu’un seul systéme de valeurs des deux paramétres, abs-
traction faite, bien entendu, des multiples des périodes. Tel ne serait
pas, par exemple, le cas de la surface célébre du quatrieme degré de-
couverte par Kummer; les coordonnées d'un point de cette surface
s'expriment bien par des fonctions uniformes quadruplement pério-
diques de deux paramétres; mais il est facile de vérifier que, dans ce
cas, a un point arbitraive de la surface correspondent deux systémes
distincts de valeurs de ces paramétres. Nous montrons comment on
peut reconnmaitre si une surface donnée est susceptible d’avoir les coor-
domnces d’un quelconque de ses points exprimées, de la maniére in-
diquée, par des fonctions quadruplement périodiques de deux para-
métres. I fautaller jusqu’aux surfaces du séviéme degré pour rencontrer
une surface jouissimt de cette propriété.
Nous terminons ce travail par Pétude des équations de la torme

" du du
/(u. o -’-)—)-) 0,

nous proposint de reconnaitee si Pon peut satisfaire a cette cquition,
en prenant pour 1 une fonction uniforme quadruplement periodique
de z et y: ¢'est, comme on voit, la généralisation d’un probléme traité
par MM. Briot et Bouquet dans leur beau Mémoire sur I'integration
des équations différentielles de la forme

/.(u’;;_'.l') (1]

au moyven des fonctions vlliptiquvs.

PREMIERE PARTIE.
1. Soit donnée une relation algébrique de degré m
Flx,y,z2° ~ o

définissant une fonction algébrique s de x et y, et considérons la ditte-
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rentielle totale
P de - Oy
M ’

ou P, Q et M sont des polynémes en x, y et z, et pour laquelle kit con-
dition d'intégrabilité est supposée satisfaite.
Effectuons sur a, y, z une transformation homographique quel-
conque
' by 3 —d,

ar oy —cs'—d

B R R e N (/)

0 ?
ar’ + by —es'—d

I o A e
9

ar' Oy s’ —d

la relation précédente deviendra

Différentions x et ¥, on aura

Ndr' =By A\ — Bdy

(/\’ e e ——— -
. T,

(01" — hyv' — 0z el it
’ N

(1-1' -= ”“/‘ [
27

L’ == by 5 ¢35 ——d)?

A et A, etant des polynomes en 2/, ¥, 2, de degré m — 1 par vapport
ax’ el z, et de degré m par rapport a y'; de méme B et B, sont des
polynomes de degré m — 1 en y/ et 5, et de degré m par rapport a 2.
Si maintenant 1’ est le degré de P et Q, et n celui de M, on aura
P P’ 0 o

\

9=\ T ; N SN T T ~ .
M Miaad' by —es"+d)"="" M~ M(ar' — by~ ¢z’ — v«

P et Q étant de degré o', et M du degré n.
11 s'ensnit que Fexpression precédente prend la forme, en suppri-

mant les accents,
Pyde s+ Qpdy

WAV

en désignant par p. le degréde M, par rapport a.x, ¥ et z; le degré
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de P, par rapport ax et s oest p+=m-— 3, et par 'apport a Y oest
w4m — 2; de méme pour Q, le degré par rapport a v et 5 est
w4+ m — 3, et u + m — 2 par rapport a x.

La différenticlle totale ¢tant mise sous cette forme, envisageons
maintenant I'intégrale

el supposons que, pour loute valeur finie ou infinie de 2 et y, cette
intégrale reste finie; cherchons quelle conséquence on pourra en tirer:
5 est définie en fonction de @ et y par la relation

Jir,v,5, =0

de degré m, et nous pouvons évidemment supposer qu’elle renferme
un terme en 3™,

Si nous laissons d’abord y constant, faisant seulement varier .r,
nous aurons une intégrale abélienne ordinaire de premicre espece, et,
pour qu'elle soit de premiére espece, il est nécessaire que M, ne dé-
pende pas de s le méme raisonnement, appliqué & y, nous montre
que M, ne peut dépendre de y. Nous arrivons donc de suite & cette
conclusion que M, doit étre une constante, et nous ¢éerirons U'intégrale
sous la forme

TP dr -0 dy
S, vis)

oM

I est un polynome de degré m — 2 en @, y, 3, ¢t de degré m —
en x et 55 pareillement, Q est un polynome de degré m — 2 en x,y
et 5, etdedegrée m — 3 eny et s.

2. Nous avons jusqu'ici laissé de coté la condition d’intégrabilité
(Jue nous avons maintenant & considérer. On aura

J (l’\ 9 ((\l)
»\7) = w7)
en considérant 5 comme fonction de z et y. Cette relation pourra
Journ, de Math. (4* seric), Tome I. — Fasc. lll, 1885 37
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s'ecrire
P 4)|
(0 L WLV o= VU S~ L)
_(gil' ‘,())/'FQ,-. f/

Le premier membre de cette égalité est un polynome en z, y et 35 1l
n’est pas nécessairement nul identiquement, mais sculement en vertu
de Véquation

Sz, v, 5 ==0;

on reconnait facilement que T'on peut écrire la relation précédente
sous la forme

. ) L () l/, -Q /)
') - E ()

Or, si dans lintégrale (1) nous prenons x et s pour variables au lieu
de z et y, nous devons tomber sur une expression de méme forme; or
Pintégrale devient

M /‘\"" “'_/t:’"'
(__7—-_ Jebe - Qds
S
Il est done nécessaire que P'expression

puisse, en vertu de I'équation f(z, v, z; = o, se mettre sous la forme
d'un polym‘»me en x, y et 5. Posons done

Pf—Qf
J:

SR,

ou, en ccrivant sous forme d'identité indépendamment de I'équa-
tion /:= o,

(3) Pf—Qf— RS =Nflx,y, 3

N étant aussi un polynome.
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Ceci posé, revenons a I’équation (1) qui pourra s'écrire

ap 00 IR J (
-— —~ / z\— -— o .
v o Je + + N +‘/ Ty J:) ©

On a par consequent, en vertu de /= o,

a9 aR .
—o tae tg tN=

[ )
-

Mais P, Q, R et N sont des polyndmes de degré inférieur a m. S
done, comme nous le supposons, le polynome f(x, y, 3) n’est pas un
produit de polynomes de degré moindre, 1'égalité précédente sera une
identité, quels que soient .z, y et s,

P est de degré m — 3 par rapporta x et i z, et de degrém — 2 en y';
Q est de degré m — 3 en v et 5, et de degré m — 2 en x; enfin R est
de degré m — 3 par rapport a x et y, et de degré m — 2 par rapport
a z, et ces trois polynomes sont de degré m — 2 en «x, y, z pris simul-
tanément. Quant a N, il est de degré m — 3 en o, y ct 3.

Posons

Q=—A, P=+B, R=—C.
Les identités - 2, et '3 se résumeront dans I'identité unique

AL+ B+ Cf = ( ”"+“)ﬂmy,y

dy Js

Ainsi on doit pouvoir trouver trois polynémes A, B, C des degrés

indiqués par rapport aux variables x, y, 5, et tels que l'identité précé-
dente soit vérifice.

3. Nous pouvons approfondir davantage la forme des polynomes A,
B, C. Ceux-ci sont nécessairement de la forme

A=azg(x,y,3)+ A(x, ¥
B = yq(x,y, 2)+B,(x, 5,5,
C=3
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o, ¥ et 7 étant des polvnomes homogenes en x, y et s de degre m - 3
quant & A,, B,, C,, ce sont des polynomes en x, y et 3 d'ordre m — 3.

Or considérons V'intégrale

,' Bedr-- A //‘)'.
z:

Posons y = uw.r, » ¢lant une constante, nous aurons lintegrale
abélienne de premiére espece

1]

"y B—\wer
: VA

B — Au devra étre au plus du degré m — 33 done Vexpression
wx|yax, nx, 2. —5(v, nx, 3|

qui, dans B = Au, est du degré m — 2, devraétre nulle, et Pon aura
alors
v(x, nx, 3, —5ix, nr, 2y =o0,

qquel que soit »; on en conclut, puisque 3 et 4 sont homogenes,

) \
O I -
‘J -l‘, " y & —- -l’, ,y’ C X

En mettant l'intégrale sous la forme

"f- C dr - \ 41_:
. /t" ’

on démontrerait de la méme maniére que y (v, v, 3 = 2@, y, =
Nous arrivons a la conclusion suivante :

/ \

IR CESEERE N RSl AT i

%. Nous venons de trouver les formes nécessaires des intégrales de
différenticlles totales, qui restent finies. Nous avons maintenant a
nous demander si les intégrales remplissant les questions précédentes
restent toujours finies.
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Nous supposons donc ue 1'on ait, apres une transformation homo-
Pp | » A
graphique quelconque, la surface

S, v,z o,

Celle-ci ne posséde que des singularités ordinaires, ¢'est-a-dire soit
des points doubles isolés, pour lesquels le cone des tangentes ne se
réduise pas a deux plans, soit des courbes doubles, sans points sin-
guliers, pour lesquelles les deux plans tangents a la surface en chaque
point scront toujours distincts.

Nous supposons que Pon puisse trouver trois polynomes A, B, C
satisfaisant aux conditions suivantes : le premicer A est au plus de
degré m — 2 par rapport a a, et de degré m — 3 par rapport i y et 3,
BB est de degré m — 2 par rapport 4 y, et de degré m — 3 par rapport
axets, enfinCestdedegrém — aen sz, ctde degrém — 3 enrety.
On a d’ailleurs Pidentiteé

. 3 ' - A JB Jdty L.
v AN+BS+Cf = '0-' + 5 5?)/\_[, Y. 3)

Ceci posé, considérons I'intégrale

RAARRN |7 F7SRIY dv

o )
Sy S0 ¥03)

la condition d'imtégrabilité sera remplie, car elle se réduit ‘n" 1. 2

NI L S I [ AT W A
Ty T sl T T ) e

J:

Or, d’apres Uidentité, ona, en tenant compte de /7, 3,3, == 0,
DB NSN D + AN B Ja
s J ) T 0s dr  Jdy EN
et, par suite, la condition d’intégrabilité est vérifice.

Nous allons chercher si I'intégrale reste finie pour toute valeur du
point analytique (x, v, 3).
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5. Ne considérons d’abord que des points i distance finie. Si (x, y, 2)
n'est pas un point double de la surface, il n'y a aucune difficulté, car
le résultat apparait immédiatement, en employant I'une ou I'autre des
trois formes de I'intégrale

————e o]

for, v, 3)

—_——

/“..“: Bee-— \dy ’—'f"J B (llll . \(’u SRR | ,r/\ — Bz
j,( £, 5. rover e jv,tr, )

* e Moo Ta ECOALTE

Supposons, en second lieu, que (x,y, z) tende vers un point double
isolé (a, b, c) de la surface. On remarquera d’abord que les surfaces

A=o0, B=0o, C=o

passent par ce point; on a, cn cffet, en différentiant U'identité (2« par
rapport a &, y et 3, et faisantr =a, y = b, 5 =c,

Aa,bye’ f +B'a,bye f,+Cabe f. =0,

ANabe fo,+Bla b fi+Clab,c f o,

Aabye f,.+Babc)f+Clabye f.-
on en conclut que

Ala,bye)==B'a,b,c, =Ca,be = o,
puisque le déterminant des dérivées secandes de f n’est pas nul au
point abe, qui n'est pas un point bip\anairo.
Posons
=b+t(x—a),

¢ étant la variable que nous allons substituer 4 y, et soit

Jle,v,3)=¢(xz—a,y—bys—c)+ Y(xr—ay—bs—c)+....

2,9, ... étant homogénes par rapport i & — a, y—b, 3 — ¢ et de de-
grés respcctivement égaux adcux, trois, ...,etp renfermant un terme
en (s — ¢)%; il ensera ainsi, si, ce qu'on peut supposer, les paralleles
menées par (a, b, ¢) aux axes de coordonnées ne sont pas sur le cone.
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De I'équation /(x,y, 5) = o on déduira pour s = ¢ deux développe-
ments distincts ordonnés suivant les puissances croissantes de x — a.
sauf pour les valeurs de ¢, telles que I'équation du second degré en §

(1, 6,0)=0

ait une racine double; ces valeurs de ¢ sont évidemment au nombre de
deux, et I'on peut les supposer finies, soient ¢, et ¢,.

Ceci posé, ¢ ayant une valeur variable, mais ne tendant pas vers ¢,
ou ¢, 'expression

Bedr—\dy
S
prendra la forme
(B— AN de — \N(.r—a)dt

S

Or B et A contiennent en facteur (.r — a), ct f; contient en facteur
v — a', mais ne contient pas (xr — a,% Il en résulte que l'intégrale
tendra certainement vers une valeur finie, quand (@, v, 5) tendra vers

y—20b
t—

‘a, b, ¢, de telle maniére que le rapport - ait une limite différente

e
de ¢, out,.
, . [ ’ . \J f— ,
Il 0’y a aucune difficulté 4 étudier le cas ol le rapport 2 : tend

g —

vers £, ou ¢y il suffit, pour cela, d’employer une des autres formes de
I'intégrale. Les plans paralléles aux plans de coordonnées passant par
le point (a, b, ¢) pouvant étre supposés non tangents au cone,

slr—a,y—biz—cl=o,

la difficulté qui se présentait relativement a4 & el y pris comme va-
riables indépendantes ne se présentera plus avec x et z, puisqu’un
plan tangent & la surface conique ne peut passer a la fois par I'axe des
s et I'axe des y.

Nous voyons donc que, de quelque maniére que le point x, ¥, =
tende vers le point double (a, b, ¢), 1a valeur de I'intégrale

o _).:M‘I‘ —\ d,)‘

7
oy T j:
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reste finic. On voit, dailleurs, bien aisément que la valeur de cettein-
tégrale est indépendante de la facon dont le point (a, y, 5) se rapproche
du point double. Soit, en effet, aprés un choix d’axes convenable, et
I'origine étant au point double,

[y, s = Mat+ Ny 4Pzt Ua, v, 37,
les termes suivant les trois premiers étant de degré supéricur i deux,

el Von a
MNP 7 o;

|)()50”.\
A:ax +by +c¢z +...,
Boawe+0y4 s +...,
Coza@'x+1ly-s-c¢"s+.. .2
identité

, , e AN JaB o L
A+ B+ Cf = <§)f,-' et v, ves)
donne de suite cette autre identité

"z Pz

<

var+hyvt-exsMr+ 2@+ 0v+cs Ny+2av Wy
@b Mt =Ny - Py

on en conclut immeédiatement

a=—: .= ¢’ O,

Me~+Pa”-:0, Mb+Na':- o, Nc' =+ PL o
I viendra done
Bdr —Ady =3 cdv—cdy)+dude — Bydy + 7 dr~ § dy,

¢ et 3 étant au moins du second degré en v, yet s I'élément de Vin-
tégrale sera alors

scdr —edvy+a'wrde—bydy - sde 4y
) RE R U NS T
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or, d'aprés une des égalités précédentes @’ =AM, b= —2N: nous
pourrons donc mettre cette expression sous la forme

s(ede —cdy —0Pds) + o da -+, dy + 4y ds
al s+ UL(r, 0, 3)

210 U, et ¥, étant au moins du second degré en x, y, . Supposons

. , .. v o, .
maintenant que x ct y tendent vers zéro, lalimite de — étant finie et

\? oo Y :
w’annulant pas M + N (7) ; dans cette hypothése, = ct - auront des li-
mites finics, et le dernier élément de l'intégrale se réduira a

c'dr—cdy —01"ds
a

. , e . | 4
Il est done indépendant de la limite de = En employant I'une ou

I"autre forme deP'intégrale, on traiterait d’'une maniére toute semblable
les cas exclus dans le raisonnement précédent.,

6. Etudions maintenant la valeur de Vintégrale quand (a,y, 5, se
rapproche d’'un point de Ia courbe double de la surface.
Nous allons joindre aux hypothéses précédemment faites la suivante.
Les surfaces
A==0, B=0, C=o0

passent par la courbe double de la surface. Je dis que, dans ces con-
ditions, l'intégrale reste finie pour tout point de la courbe double.

Soicent .y, ¥y, 5,) les coordonnées d'un point P de la courbe double;
par ce point passent deux nappes de la surface ayant, par hypothése,
deux plans tangents différents. Supposons que (@, y, z) tende vers P
en restant sur une certaine nappe; le plan tangent a cette nappe en P
n’est pas paralléle aux trois axes de coordonnées;; supposons, pour fixer
les idées, qu'il ne soit pas paralléle a I'axe des s.

Pour l'une des nappes, on aura, dans le voisinage de (z,,y,, z,

(l) 3—5.—_~a(x~x.>+[)(‘y-—y,)—-l-'?(.v—-w“y—-‘y")‘

% ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier.
Journ. de Math. (4* série), tlome 1. — Fasc. III, 1885 38
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Pour P'autre nappe, on aura pareillement
20 s—3=dr—x)+bly—v i r-r,v—v,

et T'on n'’a pas a la fois
a=a, b=1U.

[.'équation de la surface pourra évidemment sc mettre sous la forme

Sieyvys)=Fxis—z—-alx —r, ' =bv-—-y,, -
>< s

U~ -

T—5—dlr—x)—-U'yv—y)—

F dépendant de z, v, 5 ctayant une valeur finie et diftérente de zéro

3]
(2]

pour x =x,, v =y, "
On en conclut que, pour tout point zvs de lanappe (1), on aura

Silevs)=Fx (a—a w-—x . +b=¥ y—y

+ole—2,y—y ) —v'x—x,V—Y,

1 ¢quation de la projection de la courbe double sur le plan des 2y est
obtenue en ¢liminant s entre les équations (1) et (2), ee qui donne im-
médiatement

";\\ a—-a’:/x—x,)-H\b—-b' ")’—_Y,;—i-?——';z 0,

On w'a pas a la fois a—a'==0, b—U-:0, soit, par exemple,
b--b:"0,

Nous pourrons tiver de V'équation 7

=y, o Plr— 2
P étant une série, sans terme constant, procédant suivant les puissances
de x — x,.
Ceci posé, soit
A 'y V,5)=0

I'équation d’une surface passant par la courbe double, z étant vem-
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placé par le développement (1), on aura, pour les points de la nappe (1)
dans le voisinage de P,

A,y s)=ylz—x,y—y)

et cette fonction seraidentiquementnulle, quand on remplacera ¥ — v,
pawr Pl —x ).
On aura done

Al y,s)== y—y,—Px—z ) g (x—20y- Y )

/i ctant, comme z, une série procédant suivant les puissances de
x — r, ot ¥ — y,; on remarquera, d’autre part, d’aprés ce qui a été dit
plus haut, que

v

forons s F oy =y, — P(a = 2,

I, dépendant de a, y, 5 et ¢tant finie et différente de séro pour x = x,
¥ Yie $ =5

Si nous considérons maintenant le quotient

A(r, v, 3)
-
S0 e 3)

on voit, d’aprés ce qui précéde, qu'il tendra vers une valeur finie de-
terminée quand (@, y, =) se rapprochera de P, en restant sur 'unc ou
Fautre nappe de la surface.

Il est facile maintenant de trouver ce que devient intégrale

J,. NS Bdr—A ((y
A A CIRZEY

quand (.r, y, ) tend vers (.r,,y,,3,). Les deux expressions

] ot A

VAE
¢tant déterminées et continues dans le voisinage de ce point, l'inté-
grale aura nécessairement une valeur finie et determinée.
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7. 1l reste a étudier I'intégrale quand les variables devienuent in-

finies. Nous allons, dans ce but, transformer V'intégrale en nous ser-
’ . r V
vant des coordonnées homogénes. Remplacons donc , v, 5 par 7> 5»

> et rappelons-nous que nous avons trouvé (n° 3)

1

~

A=urg(x,y,s)+ A (x,y,3),
B=yolx,v,5)+ B,(x,y,3).

% est homogéne et de degré (m — 3) en o, y et 55 A, ct B, sont des
polynomes de degré m — 3 en x, y et 5.
Nous aurons donc, en rendant les polynémes homogénes,
( Do, vya)4- e By, s, 0 (0de — e dtyy

By —Ndy | —[rg(r, v, 5) + 0 (2o s, 0)(Ldy — yd
LA 02 3) TAOREN) '

qui pourra s’écrire

—(rdv —ydr)(re 4+ e\ 4 (N =By (rdt — tde)

BT AN

v, v, 7, ¢ ne sont pas nulles i la fois; soit x = o, ct posons alors

v . S [/ .
‘—::\, :-'-::Z, -:':l;
e r J

I'expression différentielle deviendra

s Y A A TA O Y, A DAY - YA L YA - Bl Y LT
' ‘ Tr (LY 7T

¢l nous sommes ramenés a étudier la valenr d’une intégrale de méme
forme que celle qui a été étudiée dans les numéros précédents et pour

des valeurs finies des variables.
Nous pouvons done ¢noncer le théoréme suivant :

f Bdr—Ady
J- (L0 3)

EXTANTE]

I’ intégrale
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reste finte pour toute valeur, finie ouinfinie, de x et y; elle est indétermi-
née quoique finie, pour les valeurs infinies données aux variables.

8. Nous savons donc reconnaitre, étant donnée une surface

S(xy,5)=0,

si clle possede ou non des intégrales de différentielles totales de pre-
micre espéce, en désignant ainsi les intégrales qui restent toujours finies.
1l n'en est pasici comme dans le cas des courbes algébriques; la sur-
Jace la plus générale de degré m ne posséde pas d’intégrales de premicre
espece. En Cautres termes, étant considérée la surface la plus générale
dordre m
f’x'.)“ z) =o,

on ne peut pas trouver de polyndmes A, B, C de la forme

Acxgle,y,s)+A (a,ys),
B=ysle,y,s)+ B (x,y,3),
C:. 3 ";(.1',')/, s)+ (, (.’t‘,y, :),
ott g est un polynome d’ordre m — 3 et homogéne en x, y, 3, et A,,

B3y, C, sont des polynomes de degré au plus égal i — 3 par rapport i
ces variables, qui satisfassent a Uidentité

Jaf

v

J/

. ("
ol 0/ __ (().\ JB a0

PEERA W FILP s -,,;),/(-r.y, )

(est ce que nous allons montrer dans un instant, mais écrivons au-

paravant Uidentité précédente sous une autre forme. 1l ne parait pas

facile d’¢noncer, sous forme géométrique, les conditions nécessaires et

suffisantes pour que I'on puisse satisfaire a cette identité fondamentale.

Transformons-la seulement pour lui donner une forme plus symétrique.
On peut I'éerire

, ) , I\ n )G . ) / y
mAf.+ mBf.+ mCf, = (‘J: + 5)—), + :—);)(xj;.+'yf_,.+ sf.+ /.
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Posons maintenant
’ J\ JB JC.

by=m\ — x('-)-; + Jr + 5 )
"0\ JB JC
6,-——7)2'5 —) l’)‘l‘ -+ l_)—l— -+ 6;)’

. ZA B ey
63 =m(C— 3 &;)7 ~+ ;-)—; - ;)—;-)3
o= — (9N OB o
7= dr " dy -1)3),

les 7 ¢tant ainsi des lml_\'m‘nncs d'ordre m — 3, comme on le vecon-
nait, en se reportant aux formes de A, B, C.
L'identité pourra s'écrire

AN TR

T R S N TS
' Yo '1).)' 305 Yo

il
Considérons les § comme des polynomes homogenes d’ordre m — 3 en
4, ¥, 3, £ On aura entre ces polyndémes Ja relation suivante qui résulte
immédiatement de leur expression en A, B, G :

My 0%
o Jdy Js il

Nous avons dit que la surface la plus génerale de degrém ne posse-
dait pas d'intégrale de premiére epéce, Je dis, en effet, que, fix, v, 2,
ctant l(-.polym'nne général dordre m, on ne peut pas trouver quatre
polvndmes 0,, 6,, 0, 7, de degré (m — 3) véviiant Pidentité (1), Con-
sidérons, ¢n cffet, les trois surfaces

A T

== 0, —=
de Ty '3 !

elles n’ont pas de courbe commune, et elles out en commun un nom-
bre de points distincts égal a (m — 1)*. Pour ces points, on a

.\\
SN
~
I
c
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mais le second facteur ne scra certainement pas nul, puisqu’alors la
surface aurait des points doubles; les points considérés appartiennent
done i la surface de degré m — 3

9,=0;
par suite, les quatre surfaces
o af of r
- == 0) -- =0 = =0 /7, =0
A 'oay T oo

ont en commun (m — 1)® points distincts. Or cela est impossible, car,
si nous considérons les deux surfaces de degré m — 1

,/-;_)T; ;)'3 +'lb—; =0,
JOf ol 0
G(Tr+{1;).—;,+/bs—-0c

les 2, f5, 7 étant des conslantes arbitraires, I'intersection de ces deux
surfaces devrait rencontrer la surface 5, en {m —1)* points. 1l est,
d"ailleurs, impossible que les deux surfaces précédentes aient une ligne
commune avee la surface 5, si les #, £, 7 sont pris arbitrairement.

CHAPITRE I1.

1. Nous avons admis, dans les numéros précédents, que la surface
wavait que des points donbles isolés et des courbes doubles. On peut
supposer, sans plus de compli rations, quiclle a des points multiples et
des courbes multiples d’ordre quelconque, pourvu que ces singu-
larités soient des singularités ordinaires; nous entendrons par la qu’en
un point multiple isolé d’ordre £ le cone d’ordre k formé par les tan-
gentes n’a pas de droites multiples; de méme, en tout point d'une
courbe multiple d'ordre £, les k plans tangents aux £ nappes de la
surface passant par la courbe multiple sont distincts.

Cherchons alors comment devront étre modifiés les énoncés précé-
demment donnés pour que la surface posséde des intégrales de pre-
wiére espece. Soient A, B, C trois polynomes des degrés indiqués, sa-
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tisfaisant a I'identité fondamentale

/B

Al f C ()/ d A\ am - ()( ;
or 0 v e

sy )‘/&.r V3.

Les surfaces A =0, B= 0, C= o passeront par les courbes mul-
tiples, et une courbe multiple d’ordre £ de la surface proposée sera,
| I i
pour chacune de ces surfaces, une courbe multiple d’ordre (£ —1).
Ces conditions sont, d'ailleurs, nécessaires et suffisantes, pour que

Pintégrale
]"' 'l’r/l~}_(/1
. A

reste finie, en tout point d'une courbe multiple.

I’étude de la valeur de lintégrale, quand (x,y,s) tend vers un
point multiple isolé, est un peu moins simple. Supposons que ce point
multiple soit a Porigine des coordonnées. Soit ce point d'ordre p, ¢l
CCErIVolls

f\/.l',‘)’, g, = ?(x,_)’. S, +..

#(x. %, 3; étant homogéne et de degré p, et les autres termes étant de
degre supéricur & p en &, y et 3. Soient de méme 2, f5 ot les termes
homogenes et de degré moindre en &, y, 5 dans A, B et C; on aura
Pidentite

R A A - R it

= .0 s { a3 J
de gy T 1 9s \de T dy ():)

2 Y, 5

arrélons-nous un instant sur cette relation. En la joignant

x:)? J= + R >
o0 T T Sg =P

o = e — 2 J A K
= | gz Tay T os)|oe
crodE L dvy e

-+ 1)‘4‘_‘}’(‘)"“";)7,‘*"0—:)-55
_(dx | d3 0';) 0k

+ /'/**(5;-“’3;*7;4 s
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Nous ne connaissons pas a priori le degré de «, 3, v; si ce degré est au
plus égal & p — 2, nous allons immédiatement trouver la forme de ces
polvnémes; nous avons, en effet, dans ce cas, une relation de la forme

. 97 ‘)f -
(1] 01 Q ( ER
ou P, Q, R sont des polynomes homogénes dont le degré est au plus
¢gal & p — 2. Les points communs a 33 = oet ag— = o0 doivent ap-

partenir & la courbe P = o, puisqu'on ne peut avoir en méme temps
:;‘; - 0, le cone n’ayant pas de génératrice multiple. Or les points com-
muns aux deux courbes de degré p — 1
Jz 9%

= 9T

ne peuvent appartenir  la courbe de degré p — 2

P =o,

et nous concluons de la que P, Q et R doivent étre identiquement nuls.
On a, par suite,

&ln
R I
fl
Q=2

Soit T la valeur commune de ces rapports; on aura

J3 0*{)

pT:((h +l))’ Js

ce qui montre d’abord que T sera un polynoéme homogéne en a, y, z.
De plus, soit ¢ son degré; V'égalité précédente nous donnera

[)T = qT + 3T,
d’on
g=p—3.
Ainsi, si le degré de a, 3, 7 n'atteint pas p — 1, on aura nécessaire-
ment
a=2zT, B=yT, =2T,

Journ, de Math. (4¢ série,)tome |. — Fasc. Il 1885. 39
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T étant un polynome de degré p — 3. Nous sommes donc assuré que les
surfaces
A=0o, B=o0, C=0

ont un pornt multiple d’ordre au moins égal ¢ . p — 2. en un point mul-
tiple tsolé d’ordre p de la surface proposée. Dans le cas ou I’ ordre de mul-
tiplicité est _p — 2, les termes de degré p — 2) dans A, B, C ont les
Jormes speciales qui viennent d'étre indiquées.

2. 1l est facile de voir maintenant que, dans ees conditions, Vinte-
grale
B \dy
/ A

reste finie au point mulliplv considéré; nous SUPPOSONS, comme |>|||~
haut, que ce point multiple est I'origine.
Si Vorigine est un point muttiple d'ordve p -1 pour les surfaces

B 0, A .o,

il 0’v a aucune modification & faire aun raisonnement qui a éteé fai
pour le cas du point double 'n® .

Si Iorigine est seulement un point multiple Fordre p-- 2, nous
pouvons poser, daprés ce qui vient d'étre it au numéro préce-
dent,

A 2T+, B=yvT+ 8B,

A, et B, ne renfermant que des termes de degré supérieur a p — 2: on
a alors la somme des deux intégrales

,'trl,\' dr - rdyy " I Bydr : \, /Ir.
. ./: o 4/:

Nous venons de dire que la seconde restait finie; quant a la premiére,
olle ost ('omparahlv a I'imtégrale abélienne ordinaire

-
—

T

5

-
Rla
t o Ne—
Y
—_
IN]=
S ——

-“
"~
—
-
Slald
—~— )
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attachée a la courbe ¢(a, y, 3) = 0; et cette intégrale reste finie,
puisque T est un polynome de d-gré p — 3.

Il résulte évidemment du calcul précédent qu'en un point multiple
isolé d'ordre p (p étant supérieur a deux), Uintégrale de différentielle
totale de premiére espece peut avoir, tout en restant finie, une valeur
indéterminee. ,

Il n'en était pas de méme en un point double non planaire; nous
avons vu (n° 3, I'* Partie) que, dans ce cas, l'intégrale avait toujours
une valeur déterminee.

o. Nous ferons maintenant quelques remarques relatives au cas ou
I surface
S(xyy,z)=0

possede deux ou plus d'intégrales de premiére espece. Considérons
done denx de ces intégrales.

\.B, Cet A, B, C, étant les polynomes correspondants, nous
aurons les deux identités

Jf ) ()/ /A DAY i .
\0 + B (‘4-); T:(()L'f-—);-i—o:;)_/g.l,y,zj,

4)/ PR/ AV ) 4)(‘,
b'(} i i .l"(); -z (dlf 4)! /(.Z' Ys 3,

Supposons que les deux imtégrales
i | 8

‘Bele - Ndy ot /’li,//.lx -Ady
/ J: . J:

ne sont pas fonctions F'une de Pautre, cest-a-dire que Pon u'a pas
pour tous les points de la surface

BA"‘—' AB‘:O,

Ceci entendu, nous avons pour tout point de la surface

AL+ Bf+ Cf, =0,
WL+ B f+Cf.=0.
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on

B, — \,B _ BC,--CB, _ CA,—AC,
. /s

' =

Jz

. AB,— \,B . .
l.e quotient -&B'j.,g'l— reste fini pour tout point (z, y, z) de la sur-

1

face, situé a distance finie. D'aprés les égalités précédentes, ceci est
évident pour les points simples de la surface, il en est aussi de méme
pour les points des lignes multiples, car toute ligne multiple d'ordre p
de la surface proposée est ligne multiple d’ordre 2p — 2 des surfaces

AB,— A B=o, BC,-CB,=0, CA, —AC,=0.

Faisons enfin coincider ‘x, y, 3) avee un point P multiple isole
d'ordre p. Si les surfaces

A~0, B=0o, C=0 ¢t A, =0, B,=0, C, =0

ont le point P pour point multiple d'ordre p — 2, on voit, d'apres
les formes des polynomes A, B, C (numéro précédent), que les sur-
faces

AB,—\,B=0, BC,—CB,=a, CA,—AC, -0

ont le point P pour point multiple d'ordre (2p — 3), et dans tous les
autres cas le degré de multiplicité atteindra au moins cette valeur: on
voit alors, d’aprés les égalités (1), que chacune des expressions (1 ; s7an-
nule au point P,

De ce que chacun des rapports (1) reste fini pour tout point (x, v, =
de la surface, situé a distance finie, on conclut que

\ AB, — A, B::f:'Q(.r,y, :),
(2) * BC, — CB, = /[, Q{a2, y,3),
| CA, - AC, =/, Qlz. 321,

Q(x, y, z) ¢tant un polyndme cn x, y, 5. Le degré de ce polynome sera
Aailleurs (m — 4) (m étant le degré de la surface £); on voit en effet,

en se reportant aux formes de A, B, €, que les polynomes figurant
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dans les premicrs membres des relations précédentes sont de degré
am — 3.

On pourrait arriver aux relations (2) par une autre voie. La sur-
face

passera par 'intersection des deux surfaces

flr,v,5) =0, f(x, ), 3)=0;
or, si une surface
Flx,y,3) =0

yasse par 'intersection de deux surfaces
P
wle,y,s)=o0, Y(x,y,3)=0,

et que toute courbe d'intersection de ces deux derniéres surfaces, qui
est pour la premiére une ligne multiple d’ordre ¢ et pour la seconde
ordre £, soit une ligne multiple d’ordre ¢ + & — 1 pour la surface F,

on aura lidentité
F- Q¢ + RY,

Q ¢t R étant des polynomes. Cette importante proposition est due a
M. Nother (Math. Annalen, t. V1). En 'appliquant 4 Pexemple actuel,
on est conduit a Videntité

AB,— A,B=Q/f,+ R/,

ct V'on a, par suite, les relations (2) pour les points de la surface /.
La surface d’ordre (m — 4)

Q(x,y,5)=0

est extrémement intéressante, car c’est une surface adjointe i la sur-
face proposée; cette surface, d'aprés la définition du polynome Q,
aura en elfet pour courbe multiple d’ordre p — 1 une courbe multiple
d’ordre p de la surface f, et elle aura pour point multiple d’ordre au
moins égal a (p — 2) tout point multiple isolé d'ordre p de cette méme
surface.
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Le polynome adjoint Q cst donc tel que V'intégrale double

: /. ] y Q(r—’_‘_’/ j) e dy

reste finie pour toute valeur de x et y.
Dans le cas ou la surface a un point double isolé (p = 2), la surface
précédente Q passe par ce point double; car les surfaces

.

A=o0, B=o0, C-= et A,-=0, By=0, C,—o
passent par ce point double. La surface adjointe d'ordre :m — )
Q(x, . 5) == 0

presente done, dans ce cas, une particularité qui n’appartient pas en
général aux surfaces adjointes, carcelles ci ne sont pas assujetties i
passer par les points doubles isolés.

4. Nous allons considérer maintenant quelques exemples parti-
culiers. Les surfaces dn second degré étant unicursales, il n’y aura évi-
demment parmi clles aucune surface qui possede des intégrales de
premiére espéce. La méme remarque s'applique aux surfaces du troi-
sieme degré qui sont toules unicursales; il y a seulement une exception
pour les cones du troisiéme degré, qui ne sont pas des surfaces uni-
cursales et qui possedent une intégrale de difiérentielle totale de pre-
miére espéce; car soit

flx,y,5)=0

Péquation d’un cone du troisieme degré ayant pour sommet ['origine,
l'intégrale
‘rdy--yde
_ . JiCe, v, 3)
sera de premiére espéce.
Passons aux surfaces du quatrieme degré. Une telle surface pourra
posséder une intégrale de premiére espéce, mais nous allons immé dia-
tement établir qu’elle ne pourra avoir deux intégrales qui ne soient pas

fonctions U'une de I’ autre.
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En effet, nous aurions ici, d'aprés ce que nous avons vu (n° 3 de ce
Chapitre),
AB,—4,B—Qf. =o,
BC, — CB, — Qf. = o,

CA, - AC, — Q/: =0,

Q. qui est en général d'ordre (im — §), sera ici une constante; ces
relations ne sont, en général, salisfaites que pour les points de la sur-
face f; mais, dans le cas actuel, ce seront des identités, puisque le
premier membre de chacune d’elles estun polynome de degré inférieur
i quatre. D'ailleurs la constante Q sera différente de zéro, puisque les
deux intégrales ne sont pas fonctions I'une de l'autre. Nous avons donc

I'identite
ALi+Bf,+Cf.=0;
par suite, on a cette autre identité

AN + B JC
ar dy s

Reportons-nous maintenant aux conditions mises sous forme homo-
gene, pour que la surface ait une intégrale de premiére espéece (n° 8,
I** Partie); on a
l)/. 7, ()/ 4 ‘)’ /, l)/'

—_ oA L —— =L =0
var Ty TGty !

0

et 7, a pour expression

Jo (N O Gy
Iy == ( o.r + dy ds ) '

on aura par conséquent G, = o; mais ¢, est un quelconque des poly-
nomes 4, et nous arrivons ainsi a cette conclusion absurde que

6’:6326326'=0s

L'hypothése faite qu'il y avait deux intégrales de premiére espéce
(ui n'étaient pas fonctions I'une de P'autre était done inadmissible.
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3. Le méme théoréme subsiste pour les surfaces du cinquieme
degre. Soit une surface qui aurait deux intégrales distinctes de pre-
miere espéce; on aurait

)\  dB  oC
\ Afi+ Bf—i—(,f._(‘ :)» + m)/(w,y.‘.)

A B, C
| S4B S+ Cofom (%% + G + 52 )t 3. 2

et les formes des A, B, C seront ici

(1)

A=zgp(x,y, z)+L(x,y,3), A =ux(x,y )+ L,y 3)
B=yp(r, y,5)+ M@, y,5, B, =yq(z,y z)+M(zy, )
C=sp@, 3.3 + N(@y.5h C=sp,@y2) +N@y 5
les 5 é¢tant un polynome homogéne du second degré, ct les L, M, N
des polynomes du méme degré
Iaprés ce qui a été dit au n® 3, on aura nécessairement
\ AB, —BA, = Q/f +v f(x,y,5),
« BC,—CB, =Qf,+1f(z,y,3),
CA,—AC,=Qf +uf(x,y,5),

—
[

Q étant ici un polynéme du premier degre, et 2, u, v étant trois con-
stantes. Des trois identités précédentes, on conclut, en tenant compte
des équations (1),

\Q< 3§f+"f)+mw+vc~<~
(3)
a3 ) rans b

Les constantes ), i, v sout reliées trés simplement au polynome Q.
Supposons, cn effet, que les polynomes ¢ et ¢, ne soient pas identi-
quement nuls a la fois. Soit ¢ = o. Dans la premiére des équa-
tions (4 ), les termes du degré le plus élevé seront, en posant

Q=lx+ my + ns +p,
S5l +my +ns)o+ (Ax + py +vs);
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on en conclut que

. - 0 00 )

L= — )5Sy =S, V=

o

— ) ———
s

La méme conclusion subsiste si ¢ ¢t p, sont identiquement nuls,
Considérons en eftet, dans ce cas, les relations (2); les premiers
membres sont du quatricme degré; on aura donc, en désignant par
v, v. 3 les termes homogénes du cinquiéme degré dans f,

(lx +my+ nz)¢§, + vy =0,
(lr +my + nz) .+ 2y =0,

flr +my + nz) . +pg = o;
d'ou F'on déduit

! Y 3y )
LR, (R ¢ R AU—
“ . " le+my+ns’
done
Slr+my+ nzs)=— (& +uny+vs),

et la conclusion précédente subsiste.

Ceci posé, on peut, en faisant un changement d'axes, supposer que
le polynome du premier degré Q se réduise a 53 les équations se sim-
plifieront. Eerivons les équations (2

\ AB,—BA, =3s/,— 5 f(x, v, 3,
4) CBC, — CB, =3/,
’ CA, —AC, =z/f,

et les équations (3) deviennent

—5C ==,

o . ().l' + ()';'. + 7)'5
(‘0:\, JaB, + Jt;,

_( A 1} )i )

or + 0 03 ) - HC,=o.

-
-

Nous avons pour A, B, C et A,, B, G, les expressions indiquéces plus
haut.

- . N ’
Journ. de Math. (4 série), tome 1. — Fasc. 111, 1885, 10
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En les introduisant, les deux derniéres équations deviennent

(d_l_ aM A

-6;+ "')—: —5N =0,

(1]

\

(@l My | ONG en
g+ + o)~ N=o.

Si donc nous posons
L=a,3*+a, z+a,,

M=b,z*+ b,s+b,,

ot les a et b sont des polynomes en x et y, de degré marqué parl'in-
dice, on aura

N=! ('da, + d’,l‘) ) %(’ da, + ()/),\) -

=z\a o) il o)

et, de méme, en posant

L,=a,2*+ d,:+a,,

M,=b, 2"+ b,5+ b,
il viendra

N, = 1 (‘da', + ‘”’l) 2 1 ((_)a_'i 4+ /)l);") -.

sl T ) il )

7

et soit en outre
(e, y,3)=c,3* + ¢ 540y,

~ ! -2 ! !
o (a, y,5)=¢,5*+¢,5+c,,

oti les ¢ sont des polyndmes homogenes en x, v, 3 de degré marque par
I'indice.
Ceci posé, la premiére des équations (1) donne

) (£) = Mz ib,

Jz\ 3 st

Nous allons tiver de cette derniére équation la valeur de /, 4 un
terme pres de la forme Cz*, olt C sera une constante, car elle ne peut
étre une fonction de z et y, fdevant étre un polyndme du cinquiéme
degre en x, y et z.
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/étant ainsi déterminé, on devra avoir, d'apreés les équations (4),

. 3C,— C . Ay —ACG
‘/.‘r=lC|-CB|, ./;.—_:(.‘\|-‘\ll.

- . ~

6. Ceci posé, la surface, étant nécessairement du genre un, devra
nécessairement avoir une courbe double d'un degré au moins égal i
deux, et 'on peut évidemment supposer que cette courbe double est
la conique représentée par les équations

=0, L+y'+1=o0,
car on se vappelle que toute ligne maltiple appartient & la sur-
face Q = o.
D'ailleurs les surfaces

A=o, N=0, B=o, B,=0
doivent passer pour cette conique; donc les polynimes
€T+ ay, e,y + by, c,r+d, ¢,y + b,
doivent étre divisibles par a* + y* + 1. Soit done
\ e, t+ay=(axr+ f)(2*+y* +1),

(

() : @yt 1),
(
(

’

(
( c,x+a, = (@'x+f)(a* +y* +1),
:(a Y+71 m’:l_*_‘y‘.l_‘_l)’

1%

)
v+ b,=(ay+v)
)
)

c,y +¥b,

les «, 3, 7 étant des constantes; on peut en tiver a,, b,, ¢, et a,, b, c,.
Dans [ (2, y, 5), le terme indépendant de s sera

—ille.x +a,)(c,y + b,) — (e.y + by) (c,@ + |
ou

6) =@y ) a(ey — o) +y(34 ~ Fa) +fy - )

BC,— CB, |
- )

v

Cherchons, d'autre part, le terme indépendant de z dans
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e sera

; ')” ',/" ' ' | ()”) 1)/’
! ’ + + - + .__2 —_— ( Y _+_ ? + _ 2
c.) b"')lc "( e ()t')_l . 1'3)|("' '|( :)‘ )|

ou, en remplacant les a,, b,, ¢, par leur valeur tirée des identités (5,

(r*+y'+1) [x"' o"/ — o)+ v (e — ay)

\\
[ +i(ef = A B)ay + 3 (Fy — v B+ ~ [l

Iexpression (=) doit étre la dérivée par rapport a x de Pexpres-
sion [6)3 or celan’est possible que si

o ’
4

Wy—wf=off—df=57—7

= 0

dans ces conditions, Uexpression (G) est nulle, et il en résulte que
S, v, 3) serait divisible par z; la surface se décomposerait, ce qui
montre I'impossibilite de Ue.xistence de deux intégrales distinctes de pre-
miére espéce pour une surface du cinquiéme degre.

TROISIEME PARTIE.

Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre, d'une classe particu-
licre de surfaces; supposons que les coordonnées d'un point quel-
congue , ¥, = de la surface

W) Sl yes)=o

s'expriment par des fonctions uniformes de deux pavametres wet ¢
a=VFlur), vr=F(uv), 3=F)(a,rv),

ces fonetions avant quatre paires de périodes simultanées. Supposons
de |)|u~. (qu'a un point quelconque {z,y, 3) de la surtace ne corresponde
quun seul systeme de valears de w et ¢, abstraction faite de multiples
des pér iodes; dans ce cas, la surface (1) possédera deux intégrales de
premicre espice et denx sculement. On le démontre immédiatement de la
maniére suivanle
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Nous avons

dx = ﬂ(lu. -+ oF dv,
Ju v

ar, du + o dv.
Ju

d y =
. ‘) .

Or les coefficients de du et dv sont des fonctions quadruplement pé-
riodiques de e et ¢ elles peuvent donce s’exprimer rationnellement en
w, ¥, 3, dans I'hypothése faite qu'a un point quelconque (x, y, z) ne
correspond qu’un seul systéme de valeurs (u,0); en resolvant les deux
¢quations précédentes par rapport a du et dv, nous aurons done

diu="Vdx +Qdy,
de =1, dx +Q, dv,

les et Q étant des fonctions rationnelles de (&, y,5). Les deux inté-
grales

,.l’ dr + Qdy ot /.P, dr + Q, dy

sout évidemment des intégrales de différentielles totales algébriques,
et elles sont de premiére espece, puisqu'a tout point (x, y, 5) doivent
néeessaivement correspondre des valeurs finies de « et ¢, Ces deux in-
tégrales sont distinetes et linéairement indépendantes.

En second lieu, il n’existe pas d'intégrale de premiére espéce, linéai-
rement indépendante des deux précé(lentes. Soit, en effet, comme plus
haut,

VY E R e -~ A dy

T

VE

o Vs So

une troisieme intégrale de premiére espiéce; considérons les expres-
stons

) or Ay o dy
5o — A5 B5n - A 5
= ——— et S A

J: Iz ’

_”.

ces expressions devront rester finies pour toute valeur de « et ¢, sinon
intégrale précédente, qui peut s’écrive [ g du + ¢ dv, ne resterait pas
toujours finie. Les fonctions quadruplement périodiques o et ¢, res-
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1ant toujours finies, se réduisent, par conséquent, a des constantes.
On peut done écrire
Bdr — Ady

7 = adn + Bdv,

7 et f3 étant deux constantes, ce qui démontre le théoréme.

2.- Parmi les surfaces du quatricme degré, il en est une bien remar-
(quable, dont les coordonnées s’expriment par des fonctions uniformes
quadruplement périodiques de deux paramétres : c’est la surface de
Kummer; mais le théoréme précédem ne peut pas lui étre applique,
car, si nous appelons u et ¢ les deux paramétres, a un point quelconque
de la surface correspondent deux systemes distinets de valeurs (u, ¢ .
Pour vérifier cette assertion, appuyons-nous sur un élégant théorime,
démontré parM. Darboux (Comptes rendus, 27 juin 1881, M. Darbous
établit que 'on peut toujours faire correspondre point par point une
surface de Kummer i une surface avant une équation de la forme

P s*=flr,vi,
J étant un polynome du sixieme degré en.x, y, et la courbe
e . S(®y)=0
se composant de six droites tangentes a4 une méme conique.

On peut toujours, par une transformation préalable, faire en sorte
que cette conicue ait pour équation

(K x*—y=o.
Posons maintenant
T R
X = -,_T____’ y
2]
y=x,,.

Pour une valeur fixe arbitraire donnée a x,, ces deux équations de-
finissent une droite tangente a la conique (K). Supposons que les six
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droites données par I'équation (2) correspondent a
Soient maintenant
=(x,—a,)(x,— a,)...(x, — a),
Y= (x,— a,)(x,— ay)...(Xy— ay);

le produit y}y;, qui est une fonction symétrique de x, et x,, est un
polynome du sixieme degré en x et y; il s’'annule pour

L=,y Ayy +.y Ag}

quel que soit a,, il ne différe donc du polynéme f(.x,y) que par un
facteur constant que I'on peut bien supposer étre I'unite,
Par suite, nous satisfaisons a I'équation (1) en posant

— .l',+ Ty
2 ’
y=ua,x,,

' S=YiYa
ou

Yi=yiry— a ...z, — ag)y Ya=vy(®,—a,)...(x,— a,).

Si nous considérons maintenant les équations abéliennes

l T + tdry u
. J1 . Ya -
/"" 2, d.r, + /"" zydry,

¥y Ya -

. .

ces équations nous donnent pour x, + z,, x,r, et y, v, des fonctions
abéliennes de u ctv. Les trois coordonnées z, y, 5 s’expriment done
par des fonctions abéliennes de deux parameétres.

Suppose-t-on maintenant donné un point (&, y, ) quelconque de la
surface, on aura alors un systéme de valeurs (x,, x,) etle produit v, y,.
On aura donc pour y, et y, deux systémes de valeurs, soit

Yoo Y2 €t — ¥, — ¥
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on voit qu'alors a un point (.r,y, z) de la surface correspondent deur
svstémes de valeurs (u, ¢).

3. Revenons maintenant aux surfaces dont les coordonnées s'expri-
ment par des fonctions uniformes quadruplement perm(llquvs de deux
p:u"mwtrvs, ct proposons-nous la quo%hon suivante : l‘t.mt donncée
Péquation irvéductible

Sl v, z) =0,

peut-on exprimer &, y, 5 par des fonctions quadruplement périodi-
ques de deux paramétres, avee cette condition qu’a un point quel-
conque de la surface ne corresponde qu'un seul systéme de valeurs des
deux paramétres?

Nous supposons, comme dans le premier Chapitre, que la surface
n'a que des singularités ordinaires (n° 1, Chap. 11;; nous nous bor-
nons meme, pour abréger, au cas ot la surface w”’aurait que des points
doubles et des courbes doubles; d'ailleurs, il est entendu qu'on a
commencé par faire sur les variables la substitution homographique la
plus générale,

Il devea tout dabord exister deux intégrales de premiére espece
linéairement indépendantes et deux wulvmont : ¢'est un premier point
guon aura i vérifier, en procédant comme il a été indiqué dans le
premice Chapitre. Supposons done que ces deux intégrales soient ob-
tenues, ot désignons-les par

/”” do — Ady / B —Ady
. /- ", VA

Elles doivent, de plus, ne pas étre fonction P'une de Pautre, ¢ est-i-dire
que BA, — AB, n’est pas identiquement nul.
Considérons maintenant les équations différentielles

Yedr —
l(lr }f’l — du,

. |7
i) ' (lr—— vy

ces équations devront donner pour . el y des fonctions uniformes de
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wetv: c’est ce que l'on voit aisément d’aprés ce qui a été dit plus haat,
puisque, dans le cas ou x, y, 3 peuvent s'’exprimer par des fonctions
quadruplement périodiques de uet v, ona (n° 4, Part. 1)

Belr — Ady
A
B. dr — /\. ""'

/;‘F"‘ = '[| (]u -+ {i| d“o

== gdu + [ dv

¢t de méme

les @ et 2 étant des constantes. Si nous remplagons donce «u -+ ¢ et
#,u + f,0 par « ct ¢, nous avons le systéme des équations (1).

Nous devons done chercher si ce systeme d’équations aux difjéren-
tielles totales admet pour intégrales des jfonctions uniformes des deux
rvariables independantes wet v.

Arrétons-nous d'abord un instant sur le genre de la surface pro-
|)OS(‘('

Jix,y,s)=uo.

Si les coordonnées d'un quelconque de ses points s’expriment par
des fonctions quadruplement périodiques de deux paramétres et de la
maniére indiquée, le genre de cette surface devra éire égal a ('unité. On
le démontre de suite en remarquant que |'intégrale double

[ fdudy
est de la forme
Ife(a, v, 8)dedy,

» étant une fonction rationnelle de «, y, z. Il y a donc une intégrale
de cette forme, qui reste finie pour toute valeur de x et y; on sait,
d'aillewrs, que ¢ sera nécessairement de la forme

O(e, v, 3)

N e N
wla,v,5)= " "—)

‘ VE
Q désignant un polynome d'ordre m — 4. De plus, I'expression

‘dr dy  dxr dy
Q) (50 5~ % )
A ’

Journ. de Math. (* série), tome 1. — Fasc, 1Il, 1885. /|l
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étant une fonction quadruplement périodique qui reste finie pour toute
valeur de u et ¢, se réduit & une constante; désignons cette constante
par a. Rappelons enfin que la surface

Qr,y,3)=o0
passe par la courbe double de la surface.
%. Ces prélimin:liros pos('s, reprenons les denx ¢quations

Bdr-  \dy
O (1“.
I
B Al

. . . de de dyv o dvo
et tirons de ces équations les valeurs de D’ e g g Abin de former

t_)i' av r

e g Jni oM obtient de suite
(75 gy

dedvo dedy S
du dvde Ju T BA - AR,

Si nous rapprochons cette expression de la relation
drdy  dae dy )

e de du

t:

e, vy, :.)(

= ’

nous avons

BA,—AB 1
L ~ './.:, S =Qla v s,
relation qui ne sera, d’ailleurs, uneidentité qu'en vertu de I'équation
de la surface. Nous avons vu, d’autre part (n® 3, Chap. 11, que

BA—AB, BG-GBy GA =G
. e g c T e = ey by el

. - Ty

R(z, v, 3) étantun polyndome d’ordre (m — 4). Des relations (1) et (2,



o
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on conclut

, , Y
Riz,v,5)=---Qlx,v, 3.,

ct cette égalité a lieu pour toute valeur de ¢, y et s.
Des trois valeurs que I'on peut donner a R, il résulte que la sur-
face R = o passe par les points doubles isolés; en effet, nous avons vu

[ X

Chap. 1, v° 3 que

3 /
l'—, (‘t‘\

VAR

tendent vers une limite finie quand (=, y, 3) se rapproche d'un point
Y . y—b
double isolé (@, b, ¢}, du moins quand ~— ne tend pas versdeux cer-

taines valeurs particulieres. On a, par conséquent, R{a,b,¢ = o,
puisque A, et B, s’annulent pour les coordonnées du point double.

5. Nous avons maintenant i ¢tudier les deux équations aux diffe-
rentielles totales
Bde —Ndy
-

B,dr —A 1_‘[.‘,' _
J:

= du,
de,

et a chercher i quelles conditions clles donneront pour x et y des fone-
tions uniformes de @ ct ¢, On peut écrire les deux équations précé-

dentes sous la forme
— Nydu - Ade
dv -
Rir,y,s)

dy - B, du+B dv.
: R(w,r.3)

En tout point de la surface, situé a distance finie, ¢t pour lequel
B(x,y, 5)cst différent de zéro, chacun des multiplicateurs de du et dv
a une valeur finic parfaitement déterminée.

Nous devons chercher les valeurs pour lesquelles les fonctions « et
v, définies par les deux équations aux différentielles totales précé-
centes, pourraient cesser d’étre des fonctions uniformes de « et ¢. On
sait, d’apreés une proposition générale due & M. Bouquet (Bulletin des
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Sciences mathématiques, t. 111}, que x et y ne cesseront pas d'étre des
fonctions holomorphes de u et¢, tant que les coefficients de du et dv
seront des fonctions holomorphes de x et y.

l.es points communs & la surface proposée et i la surface

Rlx,y,5. =0

joueront un role important dans la discussion qui va suivre, puisque.
pour ces points, le dénominateur commun de dre el dy sannulera.
I’intersection de ces deux surfaces se compos: ra d’abord des courbes
doubles de la surface £, et il pourra v avoir, en outre, une ou plu-
sieurs autres courbes d'intersection; désignons par 1" ces courbes com-
plémentaires,

Ne considérons, pour le moment, que les points de la surface situés
a distance finie, et prenons d'abord les points simples en dehors des
courbes T'. Si, pour un p:ll’('i' point (x, v,z onn'a pas f== o, il est
claie que

-

A

] b

-1
- |
-

seront des fonctions holomorphes de .x et v dans le voisinage de ce
point. Il n'en est plus ainsi si /; == o, mais la difficult¢ n’est (quappa-
rente. Le point étant simple, /, et /7 ne seront pas nuls simultane-
ment; soit [, - 0.

Des équations
-\ydu i \rh"

Rerovos

-l’»,l/ll - By

dr = =,

dy = -

Rie v, 20

auxquelles j"associc
Sodx 4 [ dy 4 [ dz = o,

on tire
—Bydu - Bde
dy - " ,
-Gyl - Cody
(10 — - l{ b

les polvnomes C et C, étant ceux qui ont été considgres (Chap. 1,
ne 2\
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x étant ici fonction holomorphe de y et z, puisque /= o, nous con-
cluons des deux derniéres (quations que y et s sont fonctions holo-
morphes de u et ¢, et, par suite, il en est de mémede x, d"aprés I'équa-
tion

dr —= — '-[.—,d)’ —_ ,:" ds.
Mg ’ ./.(’
Done, tant que le point (x,y, 5, restant i distance finie, ne vient pas
sur la surface
R (‘1,)', s, =o0,

x el v ne cessend pas d’étre des fonctions holomorphes de w et v.

6. Nous n’aurons encore aucune difficulté quand (z,y, z,, restant
toujours a distance finie, s'approche d’'un point A de la courbe double,
(ui n’appartient pas aux courbes complémentaires 1. 1)'aprés cette
hyvpothese, la surface R ne sera tangente en A i aucune des deux

nappes de la surface passant en ce point.
" Sila nappe de la surface, sur laquelle le point {x,y, s} s"approche
de A, n'a pas son plan tangent en ce point paralléle a I'axe des s, ¢
(u’on peut toujours supposer d’aprés le numéro précédent, les coeffi-
cients de du et dv seront des fonctions holomorphes de r et v, et, par
suile, z et y seront des fonctions holomorphes de u ¢t ¢ dans le voisi-
nage des valeurs correspondantes de ces variables.

7. Nous avons maintenant i considérer le cas ou (.r,y, 3) s appro-
cherait d’une courbe complémentaire T'. Soit M un point quelcongue
d'une telle courbe; daprés les équations

Yo Ny
J:

Byde — N dy

A

- du,

B (lv.

. du Y d .
on voit que le rapport —= est indépendant de (—/'E, quand {z,v, 5 <ap-

proche de M. car on a, au point M,

AB,— A\, B=o.
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Donc les valeurs u, v, des intégrales u et v correspondant au point M
ne donnent pas pour les fonctions x et y un point ordinaire; ceci n’est
pas douteux, puisque x et y ne pourront tendre vers x, et y,, que si

. e n—u . I
la limite du rapport-_ °a une valeur déterminée.
Y

Si donc les équations précédentes sont satisfaites par des fonctions
analytiques uniformes de u et v, le point (u,, ¢,) sera pour ces fonctions
un point d’indétermination. Mais, quand M se déplacera surla courbe T
le systeme de valeurs (u,,¢,) ne peut pas varier d’'une maniére con-
tinue, car une fonction uniforme de deux variables indépendantes, qui
présente pour tout systéme fini de valeurs des variables le caracteére
(’une fonction rationnclle, ne peut pas avoir une suite de points d'in-
détermination se suivant d’'une maniére continue. Par conséquent, u
et ¢ gardent une valeur constante quand (x,,y,, z,) se déplace sur la
courbe 1', Nous avons alors, pour cette courbe,

Bdr—ANdv:=:z0, Bdr - A dv=o,
o, puisquc

¢)/ l)/ S
\ ’)‘ B by (.l ('); =,

en méme temps que

A A J/
’) (1.1 -+ ;}—’ 1)’-‘}— ;)—:([. = O,
on en conclut
o I[)' N s
vl
el puroillvmvnl
elr B 1/_)' _ ol

AT T

l.a courbe 1" ¢tant une courbe d'intersection de la surface proposéc «t
de La surface
K e ¥y S -0,

on aura, d'aprés ce qui précede, en tous les points de cette courbe,

M o o

AP Tl &ty

cette relation doit ¢tre vérifiée en tous les points des courbes complé-
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mentairves d'intersection. Ceci posé, considérons une de ces courbesT';
soit (x,,y,,3,) un point simple de cette courbe, qui soit en méme
temps un point simple de la surface, et soit £, différent de zéro, ce
qu'il est bien permis de supposer. Nous aurons

OS] B -\ ’,",

YR dr - N dy
7/ SR Al Y]

= — U,

Wy .
[

faisons tendre (v, ), 3, vers 'y, ¥y, 5,). On peut éerire

Beds — Ny

SRR
P o,y v, de 2 Qo -y =y, dy,

Byde o Ny
A
Goi Pl --ryy vy de+ u Q- kg, Yy — ¥y dy,

les P et (Q ¢tant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
de x —x, et ¥ -y, quine renferment pas de terme constant, et,
puisque

By, — AB; =0 pour =z, v,, 3,
on aura

o, — afi, = o.
Nous pourrons enfin écrire, apres intégration,

I ‘ {5(.1' "‘xo) i “()/ '.)’o) R u iy,
J . :
! fola - et (y—y,)+... =0,

l.e point (x,,y,, 5,) ¢tant un point simple de la courbe T, A, B, C ¢t
Ay, By, G, ne s'annulent pas simultanément en ce point; car, s'il en
était ainsi, I’égalité

ABy— A, B

Riz,v,2)= s
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montrerait que (&, o, 54) est un point double de la surface R, et, par
conséquent, un point double de T'. On peut donc supposer que «, f3,
#, et B, ne sont pas nuls simultanément; soit f5 2 o.

’ . . ¢ — 1,
Revenons aux equatlons (I ‘s elles montrent que le mppm't —_—
: u—n,

ST Y —,

tend vers une limite indépendante du rapport s

—_ 'y

Posons

u—u,=1tit,

¢—e, =111,

% et 3, étant deux fonctions holomorphes de ¢, dans le voisinage de
1 = o; elles sont, d'ailleurs, uniquement assujetties i satisfaire la re-
lation

'I. ﬂ‘ se=

W
<o

Ly 0, o

Substituons ces valeurs de u et ¢ dans les équations (1;. On aura

5 i , , .
i (Ble—a) 2 y—y, =0 00t
; '_-(51(1'—‘1‘0)—}—’/4 Y=V —‘:-...=l‘/,"[)_

Si ['on fait, dans ces équations, ¢ = o, on a deux ¢quations qui scront
satisfaites par un méme développement de & — x, en série ordonnée
swivant les puissances croissantes de 1 — y,35 c’est le développement
qui donne la courbe 1" ou plutot sa projection sur le plan des xy 5 ceci
résulte de ce que w et ¢ gardent les valeurs constantes u, et ¢, quand
x,v,z) s¢ déplace sur la courbe I,

Cette remarque faite, revenons aux équations (11). Nous tirerons de
la premiére £ — x, en fonction de ¢ ct de y — y,, et nous substitue-
rons cette valeur dex — x, dans la seconde équation. La relation ainsi
obtenue devra étre véritiée pour ¢ = o, quel que soit v, d’aprés ce qui
vient d'étre dit; tous les termes contiendront done ¢ en facteur. Ce
facteur enlevé, il restera un terme du premicer degré en y — y,, et nous
aurons ainsi le développement de y — y, suivant les puissances crois-
santes de ¢, développement qui ne contiendra pas de terme indépen-
dantdet. Nous avons ainsi & — x, ¢t y — y,, représenté par des séries
ordonnées suivant les puissances croissantes de ¢. 1l importe de s'as-
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surer s'il y a bien, comme nous venons de le dire, un terme du pre-
mier degré en y — y,. Nous allons établir que, si, comme il a été sup-
posé, le point (&4, y,, 5,) est un point simple de la courbe T, il reste
toujours un terme du premier degré dans I'équation précédente. Pour
le démontrer, substituons aux équations (II) les deux équations sui-
vantes

Gla =, 4+ a(y — Vo) +...= %L,

m(x —ax, )+ 2n(x —x, (Vv —=Y) +py—2)+...

=t (t) =t

ce qqui revient & supposer que 5, = o, = o, c¢’est-d-dire que les surfaces
B,=0, A,=0

passent en (&, v, 5,). Or nous aurons sans peine les valeurs de m, »
et p. Le développement de U'intégrale

/"" TR de — Ay dy
J:

Xy Voo By

montre immédiatement que 'on a, & un facteur prés fini et différent
de zéro,

JB,

= (52 ) S (52 )
()= () h= = (G A= (), )

[ON) ' JA .
/' = |<—J,T! )0‘/;" B (7)—;-)»‘/;"—] '
On a, d'ailleurs,
ﬁ:B‘,, o= — A,.

Si, daus I'équation finale, le terme du premier degré en y — y, dis-
parait, le trinome

m(xr — x,)* + 2n(x — &) (¥ — V) + Py — 20 )%
qui a nécessairement une racine commune avec

Bz~ zy) + a(y — y),

Journ. de Math, (4 séric), tome 1. — Fasc, i1, 1885, 42
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aura cette racine pour racine double; par conséquent, on aura

ma—ni=o0, npa—pf=o,

ce (qui nous donne

Ao |(%>0/¥ - (%)Dﬁ:'I - "0 l(%—\'—l \)"/‘;"' - (%\?I )Nf' | B
a[(02) L= (5] = (5= (53,

que nous écrirons enfin

()l;| f)£\|) [ l)l‘]) ()v“) 0|;| N ()\|
() (5 n( (), ()l Tl

A

I Sy

.

'ott 'on conelurait que la surface, représentée par I'équation
AB,— BA, == o,

¢'est-a-dire la surface R = o, est tangente en (.x,,v,,3,) 4 la sur-
face proposée.

8. Supposons maintenant que la surface R soit tangente a la sur-
face fen un point simple (.ry, ¥4, 5,) de cette surface. La courbe 1°
aura en ce point un point double; or la courbe T satisfait aux équa-
tions différentielles

de _dy _ ds

AT
ainsi qu'aux suivantes

dr dy 5

NNTB T

Si donce les six quantités A, B, C, A,, B, et C, nc s’anuulent pas si-
multanément en (&, o, 34), OD aura, par I'une ou I'autre de ces équa-
tions, un développement qui ne donnera qu'une seule hranche de
courbe passant en (2, o, 20). La conclusion est qu'on a en (. ¥,, 2,)

A=B=C=A,=B,=C,=o0.
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Ceci pose, les deux équations

"Bdr—Ady _
—_—— = U — Uy,
Lo Yor S0 J
f.r,)',:nldx . Al d)‘ . ¢
—_——— == — ¢
RETS X f:

deviendront

m x—xo+an (2—Z)(¥y—Yo) +P (Y —Yo)+...=t —u,,
myix — o)+ 20, (X — o) (F —Yo) +Pi(¥ = Vo) H. .= v vy,

et Pon aura évidemment

m n P

m " n oy

Nous pouvons faire une combinaison de ces équations, de maniére
que la seconde n’ait pas de terme du second degréen z — z, ety — y,.
Nous pouvons donc supposer, afin de ne pas multiplier les notations,
(ue cette condition est précisément remplie dans les deux équations
précédentes, c’est-a-dire que

Eerivons done

mr — 2, 4 2n(x —2y))(y — Vo) +p(Y —Y)}P+...=u— u,,
a(r — )"+ 3f(z — 1) (y — ¥)
F 3y =2 (Y = Yo P+ Ny — Vo .= — 0

puisque, en faisant = u,, ¥ = ¢,, les deux équations en x et ¥ qu'on
obtient ainsi seront vérifiées pour les deux branches de la courbe T
(ui passe en &y, ¥,, il est clair que les racines du polynome

m + 2nf + p§*
seront racines du polynome

@+ 39 + 395% + 9G°.
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Fait-on maintenant, dans les équations précédentes,
w—u,=%Nt), ¢v—e,=%(1),

ou ) et %, sont des fonctions holomorphes de ¢ dans le voisinage de
t=o, et d’ailleurs quelconques. A une valeur de ¢ et, par suite, de
w— u, et ¢ — v, correspondent, par les équations précédentes, quatre
svstémes de valeurs de x — x, et y — y,.

On voit qu’alors les équations

MY Bde — Ady
A

~TYBydr — A dy
VA

=u—u,,

= =¥,

g Ve

ne dounent pas, pour une suite continue de valeurs de « et ¢ dans e
voisinage de u, et ¢,, un seul systéme de valeurs correspondantes de
x ct y. 1l est donc impossible que la surface

R{z,y,3):==0
soit tangente a la surface

Sxys)=0
en un point simple (&,, ¥, 3,) de cette dernicre.

). Nous devons maintenant considérer le cas ou (2, y, 5 tend vers
un point double de la surface, par lequel passe une courbe I'. Suppo-
sons d’abord qu'une courbe T rencontre la courhe double en un point
(40 ¥41 30)3 Il 0y aura, dans ce cas, aucune difficulté, car on pourra
raisonner, comme au numéro précédent, en considérant simplement la
nappe de la surface passant en (&, y,, 3,) sur laquelle se trouve Ia
courbe T.

Une autre circonstance reste 4 examiner; la surface

R(x,y,3)=0

passe par les points doubles isolés de la surface. La courbe complé-
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mentaire T aura donc un point double, en un point double isolé
(x40 Vs 3) de la surface proposée que nous allons supposer étre I'ori-
gine.

Nous avons vu qu'en un pareil point l'intégrale avait une valeur par-

faitement déterminée (1™ Partie, n° 3). De plus, quand la limite de -:
2 . ’ a2 ’
est finie et n’annule pas M + N (%) (roir le numéro cité), ce que 'on

peut toujours supposer, les termes du premicr ordre dans 'intégrale

[‘""Y': Bdzr — Ady
70,00 ./J
se reduisent a
ce—ey—1Ps
2P ’

et pareillement pour l'intégrale

TR de — A dy
/. ’

Joo Ve
les lermes du premier degré seront

J . LS
dr—ecy—nPs

201
La surface
R(x,v,z)=0

aura généralement i l'origine un point simple, et la courbe I' un point
double dont les deux tangentes seront distinctes. Puisque les deux in-
tégrales u et ¢ gardent sur la courbe T les valeurs constantes «, et ¢,,
les deux expressions

¢xr—cy—X\Ps,

¢c,r—c¢,y—2\Ps

doivent s’annuler pour I'une et'autre direction correspondant aux tan-
gentes a la courbe T. Les plans, obtenus en égalant ces expressions &



330 E. PICARD.

zéro, coincident donc. Ceci posé, revenons aux équations, en faisant
Uy,=¢,=0,
cor—cy—IiPs

oP +...= U,
cyr—cy—nNPs
1 ;‘l’ ! -+ .=,

La discussion de ces denx équations pourra étre faite de la maniére
suivante. On remarque d’abord que les deux intégrales u et ¢ peuvent
étre écrites sous forme de série procédant suivant les puissances crois-
santes de x, y et z; nous pouvons d’abord supposer que ¢ ne contient
pas de terme du premier degré, il suffit, pour cela, de faire une com-
binaison linéaire convenable des deux équations précédentes. Ecrivons

done
ce—cy—A\Ps
2P

9:(2,y,8) +...= ¢,

+...=u,

221, ¥, 3) étant un polynome homogéne du second degré en .o, v et s.

Posons
w=1\t), v=1=02%1(1),

% et 2, étant des fonctions holomorphes quelconques de ¢ dans le voi-
sinage de ¢ = o.

De la premiére équation nous pouvons tirer z sous forme de série
procédant suivant les puissances croissantes de a, y et ¢; substituons
cette valeur de 5 dans la seconde équation. 11 viendra

() Plr,y)+tQ(ax, v, t) = 22, (¢),

P étant une série dont les premiers termes sont du second degré en .
et y. Nous avons, de plus, la relation

Sflr,y,z)=0
qui devient, par la substitution de la valeur de z,

(2) P (z,y)+1Q,(x,y,t) =0,
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P, commencant, comme P, par des termes du second degré. I.’équation
P (x,y)=0

donne les deux branches de la courbe T passant par 'origine, et il en

est de méme de
P(x,y)=o.

Par suite, P et P, peuvent étre supposés identiques, ct nous avons, a
la place des équations (1) et (2),

(3) Q(my ¥, t) — Q, (a,y,t) = thy (L),
(%) P (z,y) +tQi(zy,0)=o0.

L'équation (3) permettra de développer y suivaut les puissances crois-
santes de « et ¢, et 'on substituera ce développement dans I'équa-
tion (4). Tl arrivera, par conséquent, que I'équation (4), ainsi trans-
formée, commencera par des termes du second degré en x et ¢; donc,
en général, a une valeur de ¢ correspondront deux valeurs de x. Les
deux équations ne donnent donc pas une inversion uniforme : c’est du
moins ce¢ qui aura lieu en général, et, dans chaque cas particulier, on
pourra faire la discussion compléte en suivant la méthode précédente.

10. Nous avons supposé, dans les numéros qui précedent, que le
point (x, y, 3) restait a distance finie. Employons, comme au n° 7 du
Chapitre I¢, les coordonnées homogénes (z, y, 5,?); ces quatre coor-
données ne sont pas nulles a la fois, et soit, par exemple, le point
s'éloignant a I'infini, de telle maniére que x soit différent de zéro. Nous
poserons alors

=Y,

S

=12, LA T.
Z

Nl

Nous avons vu (n® 7, 17 Partie) que la diftérentielle
Bdr —Ady
Sz

NdY — MdT
Y ZT)’

prend alors la forme
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ot M et N sont des polvnomes en Y, Z, T, Nous aurons donc les deux

(’.quatious
NdY —MdT _

. = du,
J:
NdY =M dT

7 dv,

entierement semblables a celles que nous avous discutées dans les nu-
meros précédents.

Au point a I'infini que nous avions i considérer avece les anciennes
variables se trouve substitué un point (Y, Z, T) 4 distance finic, et I'on
peat faire la discussion, comme nous 'avons montré plus haut.

Si I'on revient aux valeurs de.r, y, z, dont nous nous sommes servi
avant emploi des coordonnées hmnog(“nes,'on anura

L1. Résumons maintenant les résultats de la discussion qui vient
’étre faite dans les numéros précédents (du n® 5 aun® 10). Nous sup-
poserons, d’aprés ce que nous avons dit (n® 9), que la surface n'a pas
de points doubles isolés; d'autre part, la surface adjointe

Riv,v,z)=0

d"ordre (r — 1) coupe d’abord la surface suivant les courbes doubles,
et soit T' la courbe complémentaire d'intersection. La surface R ne
sera tangente a la surface donnée f en aucun point de la courbe I°
(n° 8), si ce n'est bien entendu anx points de rencontre de la courbe 1°
et de la courbe double. La courbe T' n'aura pas de points doubles.
Nous avons considéré (n° 7) le cas o (.x, v, 3) sapproche d’un point
[Ty, Yo 5y) de la courbe T en désignant par o, et ¢, les valeurs cor-
respondantes de « et ¢, nous avons vu que la limite X du rapport

w—u,

-,
était égale a

By (e Yor 30)

B (g, vy )
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(ui peut aussi s'écrire

_Aﬁoy."o’ 30) .
Ay )y %)’

de plus, & — x, et v — v, sont développables en séries ordonuées sui-
vant les puissances croissantes de ¢, quand on a posé

avee la condition
By (g Yoy 5¢) 2{0) — B(Xy, Ve, 59) 2, (0) = 0.

Supposons maintenant que (x, y, ), partant de (x,, ¥,. 3, ), suive' la
courbe T, les valeurs de & ct ¢ ne changeront pas; admettons qu’en un
autre point [x,. v,, z,) on ait

p_(-l'l~}'l~ 5) . B(xy v, 300,

1. S DL AT AU X P B A X M. 4. A
By(a,, v\, 5)) B, (7. 5.3’

les ¢quations
) .)".".5 B (I.[' o A (i.)’

n— ty-= - '—"‘—/':,-—--- '
¢ e, Yo e Jze

/"r'm B,dr —A,dy
¢, == —

J:
NSRS s

seront vérifiées pour u=u,, v=v, par x ==x,, v =y,. Posous,
comme plus haut,

w—u,=1trt), ¢—=¢,=105()
avec la condition
B(zi,yy2) o) = B(x,¥,5,)%(0) = o:

nous pourrons prendre, par suite, & cause de la relation (1), pour ) et
,, les mémes fonctions que précédemment, et I'on voit alors que, pour
une méme valeur de ¢, on aura a la fois pour . et v des valeurs voi-

Journ. de Math, (}* série), tome 1. — Fasc. (11, 1885 -/83
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sinesde(x,, y,) et des valeurs de (.x,, v,); & et ¥ ne seraient pas des
fonctions uniformes de « et ¢. On conclut de la un théoréme fortimpor-
tant pour I'étude qui nous occupe. Les deux équations

B—uB, =0, A—-ul =o,

ol u est une constan'e arbitraire, ne peuvent étre vérifiées que pour
un seul point d'une courbe T, bien entendu, en dehors des points de la
courbe double. La courbe T est donc unicursale, et les trois équations

B-—uB, =o0,
A—nd =0,
Jlay,s =0
donnent pour 2, ¥ et 5 des fonctions rationnelles de p.

Les conditions que nous venons de trouver sont, d'ailleurs, suffi-
santes. Considérons, en effet, les équations

A Y,S _l-i{,.l' --Ady

w—u,= SR
' XYoo f:
i /[r— \,lll“
— Y, = e AL :
Xy Yoo To

nous supposons que (x,y, z) arrive en un point (x4, v,, 3, de la
courbe T, u et ¢ tendant vers les valeurs w, et ¢,. Je dis que, pour tout
systéeme de valeurs (u, ¢) dans le voisinage de (u,, ¢, ), va correspondre.
au moyen des équations précédentes, un point parfaitement détermine
(x,y, z); faisons, en effet, partir (u, ¢) de (1, ¢,), et indiquons la loi
de ce déplacement par les formules

w—u,=1Met), v—v,=1t2,(1),

ou X et ), sont deux fonctions holomorphes, d'ailleurs arbitrairves, de

¢ dansle voisinage de ¢ = o.
(0)

7\ (0)

(" 'l. a Vi H ¢ V7 ¢ correspondry
Soit u. la valeur du (uotwnl a cette valeur n rrespondra
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qu'un point (x,,y,, 5,) sur la courbe T, et, en raisonnant comme plus
| i 1Y Sy

haut, on voit que x — x, cty — y, peuvent étre développés suivant
les puissances de ¢,

12. Nous savons donc maintenant reconnaitre si les équations aux
différentielles totales

Bedoe — Ady y
C e — e = (Iu.
J:

Bide—Avdy _ 4

S:
donnent pour z et y des fonctions uniformes de u ete.
Ces fonctions seront nécessairement des fonctions quadruplement

periodiques de w et ¢, C'est un point qu'il est bien facile d’établir; tout
d"abord les deux intégrales

ALY T B I/.l' - -'\_ ,I.“

\ S Byde —Ady
J: '

/:

Y F i

' W yei Tyl

n'auront évidemment pas plus de quatre paires de périodes, puisque
les fonctions @ et y données par les équations aux différentielles totales
correspondantes sont des fonetions uniformes. D'autre part, le nombre
des périodes sera effectivement quatre; c’est ce qui résulte du théo-
reme suivant que je me borne & énoncer : g intégrales abeliennes dis-
tinctes de premiere espece correspondant @ une courbe de genre p(q p,
ne peuvent avoir moins de 2 sysiémes de periodes simultanées.

Ln cas particulier intéressant et simple est celui ont la courbe 1

n’existerait pas; dans ce cas, la courbe double de la surface serait
mim—4

) . .
d’ordre » et, pour tout systéme de valeurs de w et o, laissant

x, v, = finis, ces fonctions ont une valeur parfaitement déterminée.
Toute surface, dont les coordonnées s’expriment, de la maniere in-
digquée, par des fonctions quadruplcment périodiques de deux para-
métres, donne des exemples de réduction dans le nombre des périodes
de certaines intégrales abéliennes correspondant & une courbe algé-
brique. Considérons une section plane quelconque de la surface

fley.5) = o.



336 E. PICARD,

Soit
s=arv+by+c

I'équation du plan sécant; la courbe
o fix.yiaz+by e =o

présente une particularité intéressante au point de vue de la réduction
du nombre des périodes des intégrales abéliennes correspondantes. Si.
en effet, dans les deux intégrales

/" Bdr— \dv /‘B, de — A, dy
. fl’ - [} .f:l )

on remplace 3 par
ax -~ by -~ ¢,

x et v étant alors liés par la relation (C), on aura deur intégrales de
premicre espéce correspondant i la courbe (C), ayant sculement quatre
paires de periodes simultanées.

13. Quelles sontles surfaces de moindre degre dontles coordonnées
peuvent s'exprimer par des fonctions uniformes quadruplement pério-
diques de deux paramétres, et de telle maniére qu’a un point arbitraire
de la surface ne corresponde, abstraction faite de multiples des pe-
riodes, qu'un seul systéme de valeurs des paramétres?

Nous avons vu précédemment (Chap. 11, n* 4, 3, 6) que les sur-
faces du quatriéme degré et les surfaces du cinquiéme degré ne pou-
vaient avoir deux intégrales distinctes de premicre espece. Nous pou-
vons donc en conclure le théoréme suivant :

1l W'existe pas de surfaces du quatricme et du cinquicme degré dont
les coordonncées s’expriment de la manicre indiquée par des fonctions qua-
druplement périodigues de deux parameétres.

C'est parmi les surfaces du sixiéme degré que I'on rencontre les pre-
mi¢res surfaces jouissant de cette propriété, Ln voici un exemple : po-
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sons
‘ xr®=P(u),

g ' Yy =Q(v
=P (u)+ Q(v),

() désignant la fonction doublement périodique de «, lice a sa dé-
rivée I(u* par la relation

P (u; = \/EF“ + 617 o P + d,

et Q e une fonction doublement périodique de ¢ définie par la rela-
tion

Qiv)=\2Q + Q"+ 7Q = 3.
Les équations 1) définissent done la surface du sixieme degre
(2 : oyaxt-+ bt e +d+ \"&‘v" + Byt yy + 3.
A un point arbitraive (x, y, 3) ne correspond qu'un seul systeme de

valeurs de u et ¢, Quelles sont les singularités de la surface (23? Eeri-
vons son équation sous forme homogéne

s N axt = bat L el 4 dO - \ay + By v 4 0,
Elle aura pour courbe double la cubique définie par les ¢quations

S0, art 4 hatt+ cx P+ dP = oyt + [y v+ 300,

(2]

et aussi les trois droites
=0, ax'=uay".

La courbe double est done du sixiéme degré, se décomposant en
une cubique plane et trois droites.
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. L 4
QUATRIEME PARTIE.

1. Nous allons considérer, dans ce Chapitre, les équations différen -
tielles de la forme

1) f(u,%%?) =o,

/ étant un polynome. On sait qu'il existe une relation algébrique entre
une fonction uniforme quadruplement périodique u (., v) et ses deux
du . du . . C
o7 ot P 1l v aura donc des équations aux dérivées
partielles de la forme (1), auxquelles on pourra satisfaive en prenant
pour 1« une fonction uniforme qua-liruplement périodique de et v je
me propose de traiter la question inverse, ¢’est-a-dire de reconnaitre
si I'on peut satisfaire 4 une équation donnée

dérivees particlles

du du
_/‘(u,l—)}, o ) o,

en prenant pour ¢ une fonction uniforme quadruplement périodique
de v et v, On voit que ¢’est l'extension au cas de deux variables, d'un
des problémes traités par MM. Briot et Bouquet dans leur mémorable
Mémoire sur intégration par les fonctions elliptiques, probleme dont
Fobjet était de reconmaitre si I'équation

/.('u i — 0

. ' 1/:) -

pouvait étre satisfaite par unc fonction doublement periodique de =.
Nous commenecerons par démontrer le théoréme suivant qui est fon-

damental pour ce qui va suivre :

u étant une fonction uniforme quadruplement periodique de x et y, soit

S(u,o,w)=0
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. g . . ) . du
la relation algebrigue existant enire u el ses derivées pariielles v = - et

)
Ju . ‘g
W= 577 - 4 un point ArvITRAIRE de la surface précédente ne correspond

qu'vN SEUL systéme de valeurs de x et y, abstraction faite, bien entendu.
de multiples des périodes.

Considérons, pour les deux variables indépendantes de x et y, l¢
domaine que, suivant I'expression de M. Kronecker, on peut appeler
le prismatoide des périodes; supposons qu'a un point quelconque
(u, ¢, de la surface f correspondent m systémes de valeurs de z et v

('rl’.,v')’ ('r:l‘.,V2>’ eoee (x/n,.)’/,.)'

considérons les deux sommes z,+x, +...+ rpely, + ys+...4+ ¥,:
comme pour chaque point (u, ¢, w) ces expressions n’ont qu'une va-
leur, abstraction faite de multiples de périodes, ce sont des intégrales
de différentielles totales de premicre espéce. Supposons d'abord
qu'elles se réduisent a des conslantes. Désignons jar

(‘r’i’y'!)’ (l‘,_,,‘)’z), A | (x:rl°.y;r:)

un second systeme de valeurs, respectivement voisines des premiéres,
pour lesquelles on anra

u"m’,,y',) = lt(w;,)",) == u(xm’uylm)‘

ct de méme pour v et w. Nous avons, d'ailleurs, d’aprés ce que nous
venons de supposer,

‘ T+ Ly L, =L, X, .. T

me

Ly +Yatee b Ym=Y, + Y+ Y

Oron a, a un infiniment petit prés par rapportax, — x, et y, — y,,

’ ;o / ) ! )
u(w,.y,)—u(xn%)—’-‘-(‘”.—x‘)%; +(-y'_y');})”—l,’
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et de méme

W@, y,) — u(x,y,) =(r, —x,) gﬁ + (¥, __y,)di‘{i’,
' du it du

uw xm’.ym) - Il(.l’,,,,.)’m) = ('rm - 'Tm) d—-l'j- + .y/u - Vm ! JT '
Z] n

du adu .
Ore¢-= R el w = e ont les mémes valeurs en

-'I",.'Y.), (wmy:’,;' ey ‘I;‘rm,:"m |
On a donce

du __ du  du
. \ dr, — Odr, .
) i
’ ' 4)»1_;} . A()u . Qu
dvy T dvs T vy

Des ¢galités précédentes on conclut

wl“x)gi—k(v’__v‘."ﬁr._(x‘w,)L)’L+W'_ -~ du
\ 1 or, A J/ ‘)‘),‘.I B Sl 2 ()-l‘g 1Y )’21 ').‘.’ e

o oy du K L
= (-’Dm —d m) din —+ (." m—Ym. I ’

Dailleurs, en verta des relations (2) et (3), la somme de toutes ces
expressions est nulle; nous pouvons done écrire

ou . N
(x.*&'.);};—,‘ + (7, BRALY TR

ct, comme x, — &, et y, — v, sont dans un rapport arbitraire, on aurait

.du _ _()u _

— = -— =0
dry — ady, ’

ot ces deux relations ne sont évidemment pas vérifiées pour un point
arbitraire (,,v,). Par suite, i un point quelconque de la surlace

S(u,0,w) =0
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ne correspond qu’un seul systéme de valeurs de (, y), abstraction faite
des multiples des périodes.

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que les deux sommes

X, +Tyt+...+xy Y+ Y+ Y,

¢taient constantes, abstraction faite de multiples de périodes. Exami-
nons les autres circonstances qui pourraient se présenter.

Nous avons dit que les deux sommes précédentes étaient nécessai-
rement des intégrales de différentielles totales de premiére espéce; ces
deux intégrales ne peuvent étre distinctes. Soient, en effet,

f” Pdu+Qdv et j P, du+ Q,dv,

ou P’ et Q sont rationnelles en «, ¢, w, ces deux sommes. En rempla-
cant «, v, w par leur valeur en x et y, chacune des intégrales préce-
dentes devient une fonciion linéaire de @ et y, soient

ax +fBy-+7 et aax+Py-+7,.
Si P'on w'avait pas «3, — «, s = o, on pourrait prendre
vx + By et ayx + By

comme nouvelles variables i la place de x et v, et 'on voit alors qu'a
un systéme de valears u, ¢, w ne correspondrait qu'un seul systeme de
aleurs de x et y.

Des deux intégrales, U'une est done une fonction entiere et du pre-
mier degre de Pautre, soit

Yi+Yat+ A Yn=Alx,+x,+. 4ux,) + B,

A et B ¢étant des constantes.
Prenons alors y — Az et  comme variables dans « et o, et dési-

gnons ¥ — Ax par y, pour ne pas multiplier les notations. Dans ce
cas, lasomme

Yi+Yato o t+Ym

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — [asc. [11, 1885.
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est constante, la somme
X, +Ty+...+ &,

pouvant étre variable. Dans cette hypothése, cette somme représen-
tera, comme nous Pavons dit, une intégrale de premicre espéce ct
pourra, par suite, se mettre sous la forme

ax + Ly + s

« ne sera pas nul, sinon il n'v aurait contre I'hypothése qu'une valeur
pour v correspondant & un point («, ¢, w). Prenons done

ax -+ Ly +7

pour variable, en la désignant par x5 de cette maniere, a un point
queleonque (1, v, w) correspondent m systémes

Ly Vi l-.'xn,,V'.' Jooeees XV,
ravant la méme valeur dans ehacun de ces systemes, et la somnme
Vit Vot v,
ctant constante,

Répétons alors le mode de raisonnement dont nous nous sommes
servi plus haut; nous aurons

ly v u Y ) du [y v A
Ay 'I‘).'l = Ve ) dy, e L m T m)().'.m
et, par suite,
Vo=V RV, o Ve s Y — Vi
. Q. Ju du 5 .
S Iil V}ll(‘lll' comimune (l(? sy oy eeeg —— ) OSE l);l.‘ﬂ' 7¢ero, ce (llll aura
dy, dv, IV,

lieu ¢videmment pour un systeme arbitraive (a0, v, ).
Mais la somme y, + v, =+ .-k y,, reste constante, et Pon arrvive, par
suite, au résultat absurde

Yi=Ye YaoT=Yae oiiy Y= Yu
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2. 1l résulte immédiatement du théoréme précédent que, si l'on peut
satisfaire & I'équation
/(Il, {)19 9‘[1) =0,
e dy )
en prenant pour ¢ une fonction uniforme quadruplement périodique
de v et y, la surface

Slu, 0, w)=0

rentrera dans la elasse des surfaces dont nous avons fait Pétude au
Chapitre préecdent.

On aura done tout d’abord @ rechercher si Fon peut exprimer «,
e par des fonctions quadraplement périodiques de denx para-
metres et v, La surface devea admettre deux intégrales de premiere
('%l)(‘('(’

/' Bdu—Ade /‘Bl du — \y dv
0 b m ¢
N /u' . _,n'
On doit pouvoir trouver deux combinaisons linéaives indépen-
dantes de ces intégrales, telles que les denx équations aux différen-
ticles totales

l__/"l: = m l_@_) i — (LN +m \. )_/_/l' = dr,

\ Ju
(1 ]
( (nlh -+ pl!,)(lu; (A4 pAy e =dv

donnent pour u, ¢, w des fonctions qu:ulrl||)Ivm(mt périodigques de o
et de v, et telles que
_du L Jdu

Y= - W=
Jor’ Jdv

Cherchons a quelles conditions on pourra déterminer les (uatre con-
stantes ([, m, n, p), de [acon qu'il en soit ainsi; nous n’anrons u'a
du du . . . . .
calculer i ct o Faide des équations précédentes. On trouve de
suite, en se rappelant que BA, — AB, est divisible par /. et posant,
comme plus haut,
BA, — AB, =/,Q{u, v, w),

du __ nA +pA, Ju (A +mA
de — (lp—mm)Quyo,w)’ v~ (Ip—mn)Q(u. ¢, 0
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Nous devrons donc avoir

nA +pA, = (lp—mn)Q(u,v,w),
(A +mAy=—(Ip — mn)Q(u,v,w ,

et ces relations devant avoir lieu, pour tout point de la surface, seront
des identités, puisque les degrés des polynomes qui y figurent sont
moindres que le degré de 1a surface.

Nous pouvons donc enfin écrire

A=-Qu,v,w}(me+ pa),
A= Quyv,w)(lv +nw..

Ainsi les polynomes A ¢t A, doivent étre divisibles par Quu, ¢, o
et les quotients sont homogénes et linéaires en v ¢t w. Lorsque ces
couditions seront remplies, on aura, par la division méme de A et A,
par Q, les quatre constantes 1, m, n, p et les équations anx différen-
tielles totales (1) qui doivent donmer « en fonction de et ¥ seront
complétement déterminées.

- . . . " ’ .

9. Les considérations précédentes nous donnent une solution du
probleme proposé, mais elles exigent la recherche préalable des inté-
grales de différenticlles totales relatives i la surface

o S (u, 0, w) =0,

On peut résoudre autrement le probléme, sans passer par cette re-
cherche préalable des intégrales de différentielles totales de premiere
espéce, ou du moins déduire ces intégrales de 'équation proposée ct
d'une seconde équation qni se forme immeédiatement a aide dun po-
lvnome adjoint Q.

Désignons comme plus haut (n® 3, Chap. 111) par Q(u, v, w) le po-
lynome adjoint d’ordre (m — 4): ce polyndme sera déterminé a un
facteur pres, puisque la surface £ doit étre nécessairement du genre un.
Soit Q un polynome parfaitement déterming,
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On aura (voir loc. cit.)

du dv die o¢
Q(ll 4 ﬂ)(-()— ()—}; —-5;3;>
So(u, vy w)

=a,

a étant une constante, et cette équation pourra s’écrire

Ju du du Ju
) Q(u, v, "’)(ﬁ dzdy — Jdy 9.° ) =a
(2) Sw(t, 0, 0) o

De I'équation (1), nous tirons d’autre part

. . 0 u . QP
(3 Job + Lo g H o grgy =0

. . diu du
Les équations (2) e (3)permettentdexpnmero : et 5o o fonc-
tion de e, ¢, .

Portant ces valeurs dans les deux équations

Jdu Pu

() u
dy. dv = S dr+ 5= T ——dy,

du = %dx + =

NA

nous allons en tirer
de =M du—+ N dv,
dy =M, du+ N, dv,

les M et les N étant des fonctions rationnelles de «, ¢, &. On trouve
ainsi

a/",,[ — Q/"du Q

wde
dor = ‘/v makid fw |
a‘/w
W)t f
u (-/‘“;i;:_;/_".' du+ Qo de
by LT
ly = afy

dx et dy devront étre des différenticlles totales de premiére espéce. On
devra donc pouvoir choisir la constante a de telle sorte que

(lfv [‘V e Q.fu
(4) Wfiwh,
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puisse se mettre sous la forme d'un polynéme entier en u, ¢, &, en
Lenant compte toutefois de la relation

f(u,v,w) = o.
1l en sera de méme pour I'expression

aifu) -+ Q.

fy - wf

-t
~—

qui, pour la méme valeur de a, devra étre égale 4 un polyndme. On
aura immédiatement la valeur de @ qui pourrait remplir les conditions
preéccdentes, en premant un svsteme (g, ¢, 000 satisfaisant anx deux

¢quations
(-./‘l: - “:/;r = Ay ‘/-’r”, ¢y 18 T,
et pour lequel £ soit différent de zévo. 1'équation

al /) Qe ), o

donnera ka valeur de a, et il restera simplement i verifier si les deux
expressions 1) ot :5) sont susceptibles de L forme indigquée. S'il en
st ainst, onn'aura plus qu'acvérifier si dr et dy sont des différenticlles
totales de premiere espece, et I'étude sachevera comme an numéro
précédent,



