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INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES ALGÉBRIQUES. ?.8l 

Sttr les intégrales de différentielles totales algébriques 
de premiere espèce ; 

PAK M. EMILE PICARD. 

Ο11 sait quelle est, en Analyse, l'importance des intégrales 

'■ j JV{x,y)dx, 

où l1 x,yj désigne une fonction rationnelle de χ et et 011 y est la 
fonction algébrique de χ définie par la relation 

f(x,y) = a. 

f étant un polynôme. Ces intégrales ont été partagées en trois espèces; 
nous n'avons besoin ici que de rappeler la définition des intégrales de 
première espèce : une intégrale telle que (1) est dite de première es-
pèce quand elle reste finie pour toute valeur, finie ou infinie, de la 
variable x. 

Considérons maintenant une fonction algébrique s de deux variables 
indépendantes de χ et y, définie par l'équation irréductible 

f(x
t
 y,z) = o, 

où / est un polynôme. On peut faire correspondre à cette surface des 
intégrales de différentielles totales de la forme 

(a) fP(x,y, z)dx-hQ(x,y, z)dy, 
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où Ρ et Q sont des fonctions rationnelles de χ, y et ζ ; ces deux fonc-
tions 11e peuvent, bien entendu, être prises arbitrairement, et la con-
dition d'intégrabilité de l'expression différentielle 

Ρ dx -+- Q dy 

doit être supposée satisfaite. 
Les intégrales de la forme (2) sont susceptibles d'une classification 

analogue à celle qui vient d'être rappelée pour les intégrales de diffé-
rentielles algébriques, dans le cas d'une seule variable. Nous ne vou-
lons considérer dans ce travail que les intégrales de différentielles 
totales de première espèce ('), c'est-à-dire celles (fui restent finies pour 
tout système de valeurs, finies ou infinies, des variables indépendantes 
χ et y. 

Dès le début de cette étude, on rencontre une différence bien pro-
fonde entre le cas d'une variable et celui de deux \ariables. On sait, 
en effet, qu'à une courbe algébrique correspondent en général des inté-
grales de première espèce; ainsi, pour parler plus nettement, la courbe 
la plus générale d'un degré donné m possède 1111 certain nombre, bien 
connu, d'intégrales de première espèce, linéairement indépendantes. 

Il n'en est pas ainsi pour les surfaces algébriques : il n'existe pas 
d'intégrales de différentielles totales de première espèce, correspondant 
à la surface la plus générale de degré m. Comment peut-on reconnaître 
si une surface donnée possède des intégrales de première espèce, et 
quel est le nombre de ces intégrales linéairement indépendantes? 
Telles sont les questions dont nous nous occupons dans les deux pre-
miers Chapitres de ce Mémoire. 

Le troisième Chapitre est consacré à l'étude d'une classe de surfaces 
algébriques, dans laquelle la notion des intégrales de première espèce 
joue 1111 rôle important : ce sont les surfaces pour lesquelles les coor-
données d'un point quelconque s'expriment par des fonctions uni-

O Sur les intégrales de seconde espèce, j'ai déjà présenté quelques considéra-
tions dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Scienees( mars i885); 
l'étude de ces intégrales et de celles de troisième espèce fera l'objet d'un autre 
Mémoire. 
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formes quadruplement périodiques de deux paramètres, et nous y 
ajoutons cette autre condition qu'à un point arbitraire de la surface ne 
corresponde qu'un seul système de valeurs des deux paramètres, abs-
traction faite, bien entendu, des multiples des périodes. Tel ne serait 
pas, par exemple, le cas de la surface célèbre du quatrième degré dé-
couverte par Κ u m mer; les coordonnées d'un point de cette surface 
s'expriment bien par des fonctions uniformes quadruplement pério-
diques de deux paramètres; mais il est facile de vérifier que, dans ce 
cas, à un point arbitraire de la surface correspondent deux systèmes 
distincts de valeurs de ces paramètres. Nous montrons comment on 
peut reconnaître si une surface donnée est susceptible d'avoir les coor-
données d'un quelconque de ses points exprimées, de la manière in-
diquée, par «les fonctions quadruplement périodiques de deux para-
mètres. Il faut aller jusqu'aux surfaces du sixième degré pour rencontrer 
une surface jouissant de cette propriété. 

Nous terminons ce travail par l'étude des équations de la birme 

J *17·' ïïv) °' 

nous proposant de reconnaître si l'on peut satisfaire à cette equation, 
ιίι prenant pour u une fonction uniforme quadruplement périodique 
<le χ et y; c'est, comme on voit, la généralisation d'un problème traité 
par MM. firiot et bouquet dans leur beau Mémoire sur l'intégration 
des équations différentielles de la forme 

'<«■£) " 

au mo\ en des fonctions elliptiques. 

PREMIERE PARTIE. 

I. Soit donnée une relation algébrique de degré rn 

F(.r,y, z · ... ο 

définissant une fonction algébrique 3 de χ et y. et considérons la diflc-
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reutielle totale 
V d.r ~r η t/y 

M 

«ii P, Q et M sont des polynômes en ît, jets, et pour laquelle la con-
dition d'intégrabilité est supposée satisfaite. 

Effectuons sur x, y, ζ une transformation homographique quel-
conque 

x = a1x[ -Τ- r,c' —//, 
«./ -r oy— CZ'-r d ' 

a*.!·' — A, v'-f- r,z' -r-dt 

^ a./ -r Λ»-' d ' 
r/

;i
 ./·' -r- b%y — (Λ, S ' — '/·, 

" rt.i '-r /y v V c; '-'/ ' 

la relation précédente deviendra 

f y , y, ζ , -- ο. 

DilTéreiitions .ret y, on aura 

dx A d.r' — H */>·' ^ Λ, //.r —- It, dy 
| a.r' — bv' -τ- c z' i/)* in l — h » ' — <· ζ — ddt/dz 

A et A, étant des polynômes en x', y\ ζ, de degré m - ι par rapport 
à .r' et r', et de degré m par rapport à y'; de même H et 15, sont des 
polynôme', de degré ηι — ι en y et z\ et de degré m par rapport a / 

Si maintenant ri est le degré de Ρ et Q, et η celui de M, on aura 

Γ __ Jri <
v
> ty 

M \\\aj''-r by'-r cz'-i-d)"'~"f λί \l'(r/./·' — h y — rz' ~ il ν' " 

P# et Q' étant de degré ri, et M' du degré n. 
Il s'ensuit que l'expression précédente prend la forme, en suppri-

mant les accents, 
Pj d.v h- O, dy 
MiS'zK*0'i z) ' 

en désignant par JJ. le degré de M, par rapport kx
f
 Γ et s; le degré 
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de P, par rapport à χ et s est μ + w- 3, et par rapport à y est 
u+m— 2; de même pour Q, le degré par rapport à y et 5 est 
Ί. -r- m — 3, et μ. 4- m — 2 par rapport à x. 

La différentielle totale étant mise sous eette forme, envisageons 
maintenant l'intégrale 

i'' }
 P, rh - < >, f/r 

M1 fz 

et supposons (pie, pour toute valeur finie ou infinie de r et r, eette 
intégrale reste finie; cherchons quelle conséquence on pourra en tirer; 
ζ est définie en fonction de χ et y par la relation 

J[.v,Y,ZJ = a 

de degré m, et nous pouvons évidemment supposer qu'elle renferme 
un terme en zm. 

Si nous laissons d'abord y constant, faisant seulement varier .1·, 
nous aurons une intégrale abélienne ordinaire de première espèce, et, 
pour qu'elle soit de première espèce, il est nécessaire que M, ne dé-
pende pas de a·; le même raisonnement, appliqué à y, nous montre 
que M, ne peut dépendre dey. Nous arrivons done de suite à cette 
conclusion que doit être une constante, et nous écrirons l'intégrale 
sous la forme 

1 i,,r,rP'/-r ! <.>'/» 
* r,.v. u''.y- z) 

P est un polynôme de degré m — 2 en x, y, s, et de degré rn — > 
en a- et z; pareillement, Q est un polynôme de degré m — 2 en x, y 
et 5, et de degré m — 3 en y et 5. 

42. Nous avons jusqu'ici laissé de côté la condition d'intégrabilité 
que nous avons maintenant à considérer. On aura 

!ίίΓ\- ±(!ί\ 
dy df dx df 

en considérant ζ comme fonction de χ et y. Cette relation pourra 
Journ. de Math, (p série), Tome I. — Ease. Ill, ιΒΒΓ) 37 
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s'écrire 

- (£/ ~f- §)J+-M. - -- ··-

- (£/ ~f- §)J+-M. - -- ··-

Le premier membre de celte égalité est 1111 polynôme en χ, y et s; il 
n'est pas nécessairement nul identiquement, mais seulement en vertu 
de l'équation 

f\X*y> ζ ) ~~ ο ; 

on reconnaît facilement que l'on peut écrire la relation précédente 
sous la forme 

'») - dP/dy + dQ-dx + a/dz++ 

Or, si dans l'intégrale (1) nous prenons a? et ζ pour variables au lieu 
de χ et nous devons tomber sur une expression de même forme; or 
l'intégrale devient 

Ps1-Qfs/fz dx-Qdz 

Il est donc nécessaire que l'expression 

ι ν>-<Λ/:; 
/Γ" 

puisse, en vertu de l'équationf{x,y, ζ ; — υ, se mettre sous la forme 
d'un polynôme en x,y Pt z. Posons donc 

p./> - {ir: n 
Ω 

ou, en écrivant sous forme d'identité indépendamment de l'équa-
tion/ o, 

(2) p/-Q/
r
-«y;=Nf (x,y,z) 

Ν étant aussi un polynôme. 
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Ceci posé, revenons à l'équation (1) qui pourra s'écrire 

-dP/dy+ ̂  + ^ * ' Tz\J:J = °-

On a par conséquent, en vertu de/= o, 

3) âV ()() dit wN =0 
υ ν t).v ôz 

Mais P, Q, R et Ν sont des polynômes de degré inférieur à m. Si 
donc, comme nous le supposons, le polynôme /(x, y, z) n'est pas un 
produit de polynômes de degré moindre, Y égalité précédente sera une 
identité, quels que soient x, y et z. 

Ρ est de degré m — 3 par rapport à λ* et à s, et de degré m — 2 en y ; 
Q est de degré m — 3 en ν et s, et de degré m — 2 en x\ enfin R est 
de degré m — 3 par rapport à χ et y, et de degré m —· 2 par rapport 
à z, et ces trois polynômes sont de degré m — 2 en x, y, z pris simul-
tanément. Quant à N, il est de degré m — 3 en x, y et z. 

Posons 
Q — - A, P = -f-B, R = — C. 

Les identités 2, et 3
; se résumeront dans l'identité unique 

V. + n/, + « '■/= - + 3" + 35 )/(*. y. 2)· 

Ainsi on doit pouvoir trouver trois polynômes A, B,C des degrés 
indiqués par rapport aux variables a?,j, s, et tels que l'identité précé-
dente soit vérifiée. 

5. Nous pouvons approfondir davantage la forme des polynômes A, 
B, C. Ceux-ci sont nécessairement de la forme 

\ = xf(x,y, z) + k
{
(x,y,Zj, 

K = y${v,jr* «ΐ+Β,ίατ,^,β), 

C =*Χ(*ι.Τ. 5) *), 
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υ, y et / étant des polynômes homogènes en x
%
 y et ζ de degré m — j; 

quant à A,, B,, C,, ce sont des polynômes en x, yet ζ d'ordre m —3. 
Or considérons l'intégrale 

Bdr-ady/fz 

Posons y — a.r, a étant une constante, nous aurons l'intégrale 
a Indienne de première espèce 

1 ' ( Π — Λ α I rl r 

]> — A ;A devra être au plus du degré m — 1; donc l'expression 

Ί.χ\1 x, <J.X, ζ . — y(.r, r | 

qui, dans Β — A;/, est du degré m — -j, devra être nulle, et l'on aura 
alors 

y (a?, ;A.r, 5; — y: x
n
 y..r, = o, 

quel que soit a; on en conclut, puisque y et ο sont homogènes. 

y a-, y, ζ — y .r, j, 3;. 

Kn mettant l'intégrale sous la forme 

1 ' ( Π — Λ α I rl r 

on démontrerait de la même manière que χ (a·,v, 3 ; = y : a?, j, : . 
Nous arrivons à In conclusion suivante : 

y χ, y, s) y (a?, y, 3) ·.-= y[x, y, ζ . 

ί. Nous venons de trouver les formes nécessaires des intégrales de 
différentielles totales, qui restent finies. Nous avons maintenant a 
nous demander si les intégrales remplissant les questions précédentes 
restent toujours finies. 
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Nous supposons donc que l'on ait, après une transformation liomo-
graphique quelconque, la surface 

/'.«·, V, 5 ,=0. 

C Uïlle-ci ne possède que des singularités ordinaires, c'est-à-dire soit 
des points doubles isolés, pour lesquels le cone des tangentes ne se 
réduise pas à deux plans, soit des courbes doubles, sans points sin-
guliers, pour lesquelles les deux plans tangents à la surface en chaque 
point seront toujours distincts. 

Nous supposons que l'on puisse trouver trois polynômes A, 11,C 
satisfaisant aux conditions suivantes : le premier A est au plus de 
degré m — 2 par rapport à eu, et de degré m — I par rapport h yet ζ, 
Γ» est de degré m — 2 par rapport ivy, et de degré m — 5 par rapport 
à r et 5, enfin C est de degré m — 3 en s, et de degré m — 1 en .ret y. 
On a d'ailleurs l'identité 

a \y, + + <·./= ̂  ( -j— + + 37)j\*. y·z) 

Ceci posé, considérons l'intégrale 

/' r v r |t ,/./·-■ \,/y/' r v r |t ,/./·-■ \,/y 

la condition d'integrabilité sera remplie, car elle se réduit (η" I a 

- ai i»i t -y··^ );= "· 

Or, d'après l'identité, on a, en tenant compte de ζ , - ο. 

à ζ \ J". ) <)z dr <))' <)z 'à ζ \ J". ) <)z dr <))' <)z ' 

et, par suite, la condition d'integrabilité est vérifiée. 
Nous allons chercher si l'intégrale reste finie pour toute valeur du 

point analytique (jr, y, s). 
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υ. Ne considérons d'abord que des poinls à distance finie. Si (a?, y, z) 
n'est pas un point double de la surface, il n'y a aucune difficulté, car 
le résultat apparaît immédiatement, en employant l'une ou l'autre des 
trois formes de l'intégrale 

: l*'7·'·- __ /•'•r,Jr,SI— Ç 'lr 4- \ (h __ /·'r'-v'' '( ]ffy— \\ riz: l*'7·'·- __ /•'•r,Jr,SI— Ç 'lr 4- \ (h __ /·'r'-v'' '( ]ffy— \\ riz 

Supposons, en second lieu, que (a?,y, z) tende vers un point double 
isolé (a, b, c) de la surface. On remarquera d'abord que les surfaces 

A = o, D = o, C = o 

passent parce point; on a, en effet, en différentiant l'identité («) par 
rapport à ar, y et 5, et faisant .r = a, y — £, ^ == c, 

vo, Ô,C;/;;-+- ir <1,0,0)/,;-+- a,b
%
c\f

t
i—u. 

A b,c)/
llh

~h \\[a, b,c f \ -4- C;rt, ô, c /„' o, 

A;</, Ô,CI/,;.4- M)/; «>: 

on en conclut que 

A a, ô, c) -- B)a, />, c = C. a, ô, c) — o, 

puisque le déterminant des dérivées secondes de f n'est pas nul au 
point abc, qui n'est pas un point biplanaire. 

Posons 
y = h 4- /(a? — α), 

/ étant la variable que nous allons substituer à y, et soit 

/(ar,y, s) p(<r — tf.y — b,z ~ c) 4 Ψ(λ· — α,y — δ, s — c) -+-..., 

9, j, ... étant homogènes par rapport à χ — a, y — b
%
 ζ — c et de de-

grés respectivement égaux à deux, trois, ..., et φ renfermant un terme 
en (ζ — c)2; il en sera ainsi, si, ce qu'on peut supposer, les parallèles 
menées par (a, b, c) aux axes de coordonnées 11e sont pas sur le cône. 
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De lequation s) = ο 011 déduira pour ζ = c deux développe-
ments distincts ordonnés suivant les puissances croissantes de χ — a. 
sauf pour les valeurs de /, telles que l'équation du second degré en Q 

"j {1, /, y ) = ο 

ait une racine double; ces valeurs de t sont évidemment au nombre de 
deux, et l'on peut les supposer finies, soient t, et t

2
. 

Ceci posé, t ayant une valeur variable, mais 11e tendant pas vers /, 
ou Ç, l'expression 

H tir — Λ fly 
/z 

prendra la forme 
(fi — Λ /) f/.r — Λ (.r — a) /Il 

TV 
Or H et A contiennent en facteur (.r — a), et f '

z
 contient en facteur 

{.ν — a\ mais ne contient pas (x — a2. Il en résulte que l'intégrale 
tendra certainement vers line valeur finie, quand (a?,y, z) tendra vers 

7/, ô, c , de telle manière que le rapport -y " ^ ait une limite différente 
de l{ ou Ç. 

Il n'y a aucune difficulté à étudier le cas où le rapport tend 

vers /, ou t.
2
 ; il suffit, pour cela, d'employer une des autres formes de 

l'intégrale. Les plans parallèles aux plans de coordonnées passant par 
le point (rt,ô, c) pouvant être supposés non tangents au cône, 

9(a? — β,y - b,s — c) = o, 

la difficulté qui se présentait relativement à χ et y pris comme va-
riables indépendantes ne se présentera plus avec χ et s, puisqu'un 
plan tangent à la surface conique ne peut passer à la fois par l'axe des 
ζ et l'axe des y. 

Nous voyons donc que, de quelque manière que le point x, y, c 
tende vers le point double (a, ô, c), la valeur de l'intégrale 

/· ' > :Vdc- \dy 
Jw. /■ 
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reste ίinic. On voit, d'ailleurs, bien aisément que la valeur de celte in-
tégrale est indépendante de la façon dont le point (<r,y, ζ ) se rapproché 
du point double. Soit, en effet, après un choix d'axes convenable, et 
l'origine étant au point double, 

/' ,r, v, s)MaJ -+ N)2 -+- Vz-'-l· t(«r, v, z\ 

les termes suivant les trois premiers étant de degré supérieur à deux, 
cl l'on a 

MNP ο; 
posons 

A---fix H- by -f- cz -f..., 

Il a'.r -h b'v -(- ν'ζ -4-..., 

C r: (il -τ- h" Χ c"z -f-. . . J 
l'identité 

V* 1 \fr +
{
·/; "■ y~

(
f
r
 + 'f - + jZ )/' -«'.Λ'. - J 

donne de suite cette autre identité 

•>/a.r -h by cz
l
M.r -f- ί a'.v -j- b'v -f- c ζ \v-f- a a"-v -·■ h"y — <■"ζ !'r 

-r ;<! + //H c"VM;l;--HNv24-P^ ; 

on en conclut imniédiateinent 

a --- b' - c" - o, 

Mc + Ρα"- : ο, M//H- Nrt': o, Nr'-f Ρ b" o. 

Il viendra donc 

11 d.v — Λ dy ζ c' d.v — c dy) -h d.v dx — I\y dy -+- 9 d.v h ψ dy
y 

9 et γ étant au moins du second degré en ,r, yet c ; l'élément de Γ in-
tégrale sera alors 

; ( c' d.v — c dy) -4 a' ,v d.v — by dy - a d.v 4- ψ dy 
•IPV -H UL(./·,_)·, ;■) ' 
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or, d'après une des égalités précédentes «'=λΜ, b = — >N : nous 
pourrons donc mettre cette expression sous la forme 

w ( c' d.r — r dy — λ Ρ dz ) -4- dx -4 ψ, dy ■+■ /, dz 
—]t_+ ϋϊμ·, v, c) ' 

?,· ψ» Xi étant au moins du second degré en x, y, r. Supposons 

maintenant cjue χ ety tendent vers zéro, la limite de ^ étant finie et 

n'annulant pas M H- Ν ; dans cette hypothèse, ^ et ^ auront des li-

mites finies, et le dernier élément de l'intégrale se réduira à 

c' d.r — c dy — λ I' dz 
2P 

Il est donc indépendant de la limite de -j· En employant l'une ou 

l'autre forme de l'intégrale, on traiterait d'une manière toute semblable* 
les cas exclus dans le raisonnement précédent. 

(1. Etudions maintenant la valeur de l'intégrale quand (a\y, c se 
rapproche d'un point de la courbe double de la surface. 

Nous allons joindre aux hypothèses précédemment faites la suivante. 
Los surfaces 

A Γ- (), H — (), (', — ο 

passent par In courbe double de la surface. Je dis que, dans ces con-
ditions, l'intégrale reste finie pour tout point de la courbe double. 

Soient .r3, ) les coordonnées d'un point Ρ de la courbe double; 
par ce point passent deux nappes de la surface ayant, par hypothèse, 
deux plans tangents différents. Supposons que (x,y

9
z) tende vers Ρ 

en restant sur une certaine nappe; le plan tangent à cette nappe en Ρ 
n'est pas parallèle aux trois axes de coordonnées; supposons, pour fixer 
les idées, qu'il ne soit pas parallèle à l'axe des z. 

Pour l'une des nappes, on aura, dans le voisinage de (a?,,j,, 3,,, 

(") 3 - 3, = a{x - x
t
 ) + b{y - y, ) +

 ?
(.c - x

{
 ,y ~y, ), 

9 ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier. 
Journ. de Math. (/p série), lome I.— Fasc. Ill, ■ 885 38 
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Pour l'autre nappe, on aura pareillement 

2 ζ — s, — a' χ — .τ-,) H- h'iy — r, ' -f- -Vr — .r,, y — y, , 

et l'on n'a pas à la fois 
a = a\ b—b'. 

b'équation de la surface pourra évidemment se mettre sous la forme 

t

f\ a , y, s) — l· χ j ζ ν| - flyZ ·Γ|1 b γ ~~ y |1 ç 
X !"s — ~i — rt'i.r — a?,) — Z/y — ν, ) — y . 

F defendant de x
%
 y, s et ayant une valeur finie et différente de zéro 

pour .r a:,, y — y,, ζ = z,. 
On en conclut que, pour tout point açvs de la nappe (i), on aura 

J'.{x,y, s) — F χ (« — a' ) r — a-, -,-h [b — b' y — v, 
-+- z(x — .r,, v — v, ) — -Va? — a;,,y — v, 

1 .'équation de la projection de la courbe double sur le plan desary est 
obtenue en éliminant r. entre les équations ( i) et ( a j, ce qui donne im-
médiatement 

(3) a — a'\(χ — a?, ) ·+- [b ~ // 'y — v, ; -4- γ — ύ u. 

On n'a pas à la fois a — ά - o, b — b' o, soit, par exemple. 
b Zv7 o. 

Nous pourrons tirer de l'équation i l 

v — y, P; r — .»·,), 

Ρ étant une série, sans terme constant, procédant suivant les puissances 
de χ — Xi' 

Ceci posé, soit 
Λ ι a*, y, ζ j — ο 

l'équation d'une surface passant par la courbe double, ζ étant rem-
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placé par le développement (i), on aura, pour les points de la nappe ( ι ) 
dans le voisinage de P, 

A(x,y->·) — /(a? a* j,
t
v O'i)* 

et cette fonction sera identiquement nulle, quand on remplacera r — v, 
par P(.r — .r,). 

On aura donc 

A[-r*y,s)— y-y. - -- y* 

/, étant, comme y, une série procédant suivant les puissances de 
χ — r, et y — y, ; on remarquera, d'autre part, d'après ce qui a été dit 
plus liant, que 

/-ï.r, v, 3; - = F, X i Ν —y, — P(A? — Λ-,)!, 

Γ, dépendant de x, y, ζ et étant finie el différente de zéro pour χ = a1,, 
y v,, s - ; ~· ι ■ 

Si nous considérons maintenant le quotient 

A(.r, y, J) 
A(.r, y, J) 

on voit, d'après ce qui précède, qu'il tendra vers une valeur finie dé-
terminée quand (oc*y, z) se rapprocliera de P, en restant sur l'une ou 
l'autre nappe de la surface. 

Il est facile maintenant de trouver ce que devient l'intégrale 

/' ·,··ν "H fa — A dy 

x0, y0 z0 A(.r, y, J) 

quand (.r,y, 3) tend vers (.r,). Les deux expressions 

B/fz et A fz 

étant déterminées et continues dans le voisinage de ce point, l'inté-
grale aura nécessairement une valeur finie et déterminée. 
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7. il reste H étudier l'intégrale quand les variables deviennent in-
finies. Nous allons, dans ce but, transformer l'intégrale en nous ser-

vant des coordonnées homogènes. Remplaçons donc χ, y, s par γι -f » 

z/let rappelons-nous que nous avons trouvé (n° 5) 

A = .r 9(x,y, z) -4- A, {x
9
y, z), 

11 = νγίχ,γ, ζ) 4- Β,(λγ, ν, ζ). 

9 est homogène et de degré (m — 3) en χ, y et s; A, et 11, sont des 
polynômes de degré m — 3 en x^yet z. 

Nous aurons donc, en rendant les polynômes homogènes, 

| [ ν 'f (a*, v, c) 4-t11, (./·. v, l )](/<·/./· — χ dt) i 
H d.r — Λ dv ) — f.r o(.r,_r, 5) -·- / Λ, c, / ) ) ( t dy — y dt ) 1 
f.{x.y,s) ~tfz x, y, z, l 

qui pourra s'écrire 

— {x dv — y dx)(xo -f- Λ\,) H- ( Λ, y — H,.r) (x di — t dx) 
>ïfz('c>.y< - Ο 

r, y, ;, t ne sont pas nulles à la fois; soit χ y: o, et posons «lois 

i = Y, — = T ; ./· r χ 

l'expression différentielle deviendra 

- | ν/)4 ·ΤΛ,(Ι, Y,Z,T)J</Y 4-1 VA, II, V./. Τ) I», ( ι Λ . Ζ.. I ρ/Τ 
Λ0,Ϋ,/,ΊΤ-

et nous sommes ramenés à étudier la valeur d'une intégrale de même 
lônnc que celle qui a été étudiée dans les numéros précédents et pour 
des valeurs finies des variables. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

lïinlègrale 
rvyzndx-\dy 

x0, y0, z0 x, y,yz 
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reste finie pour toute valeur, finie ou infinie, de χ et y\ elle est indétermi-
née quoique finie, pour les valeurs infinies données aux variables. 

8. Nous savons donc reconnaître, étant donnée line surface 

f{x,y,s)--o. 

si elle possède 011 non des intégrales de différentielles totales de pre-
mière espèce, en désignant ainsi les intégrales qui restent toujours finies. 

Il n'en est pas ici comme dans le cas des courbes algébriques; la sur-
face la plus générale de degré m ne possède pas d'intégrales de première 
espèce. K11 d'autres termes, étant considérée la surface la plus générale 
d'ordre m 

f χ,.y, z) = o
f 

on ne peut pas trouver de polynômes A, B, C de la forme 

A x?(.r,.y, 3) -t- A, (a·, y, 5j. 

11 = y 9 ί i\y, s ) -f- Il, ( a\
i

y, s ), 

C ζ 9(.r,y, z) -h <1, (.r,y, s), 

où 9 est 1111 polynôme d'ordre m — I et homogène en a?,y, ζ, et A,, 
11,, C, sont des polynômes de degré au plus égal à m — 3 par rapport à 
res variables, qui satisfassent à l'identité 

A £+ ,!s;;·+<·£ = (,17-+ * + τ, M*·* "· 

(l'est ce rjiio nous allons montrer dans un instant, mais écrivons au-
paravant l'identité précédente sous une autre forme. Il ne paraît pas 
facile d'énoncer, sous forme géométrique, les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que l'on puisse satisfaire à cette identité fondamentale. 
Transformons-la seulement pour lui donner une forme plus sy métrique. 

On peut l'écrire 

m\f,.+ + rnC.f;^ (~ + + ;£)(*£ + y/'
r
+zf'z + s'z 
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Posons maintenant 

0, — m \ — *( gj + -jj. — 3J I' 

6
1
 = «B-

l

r(
3ï

 +
 5f

-t-gj)· 

61 = «B-lr(3ï + 5f-t-gj)· 

*> = - [â? + lû- + ()s )· 

les 5 étant ainsi des polynômes d'ordre m — », eomme on le recon-
naît, en se reportant aux formes de A, II, C. 

L'identité pourra s'écrire 

( r 01 ds/dx + 02 ds/dy + 03 df/dz +04 df/dt -0 

Considérons les 0 eomme des polynômes homogènes d'ordre m — i en 
•r, v, 5, t. On aura entre ces polynômes la relation suivante qui résulte 
immédiatement de leur expression en A, 11, C : 

dO, d')-, d03 d') = 0 
O.r t)y Oz 01 

.INous avons dit que la surface la plus générale de degré m ne possé-
dait pas d'intégrale de première espèce, .le dis, en effet, que, jr,y, z) 
étant le polynôme général d'ordre m, on ne peut pas trouver quatre 
polynômes 0,, 0.

2
, 0

3
, de degré (m — 1) vérifiant l'identité (i). Con-

sidérons, en effet, les trois surfaces 

<)/' Of Of 
dO, d')-, d03 d') = 0 

elles n'ont pas de courbe commune, et elles ont en commun lin nom-
bre de points distincts égal λ {m — i):l. Pour ces points, on a 

04 df/dt =0, 
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mais le second facteur ne sera certainement pas nul, puisqu'alors la 
surface aurait des points doubles; les points considérés appartiennent 
donc à la surfac e de clegrc m — 

54 = O; 
par suit»*, les quatre surfaces 

Of Of Of r 
O.v Oy Oz 

ont en commun (m — i)3 points distincts. Or cela est impossible, car, 
si nous considérons les deux surfaces de degré m — ι 

*Th f" tv +'' tz -"· 

a'Tr + 0 i + V i --- ». 

les [i, y étant des constantes arbitraires, Γ intersection de ces deux 
surfaces devrait rencontrer la surface 5, en [m — i):l points. Il est, 
(railleurs, impossible (pie les deux surfaces précédentes aient une ligne 
commune avec la surface rj.

t
, si les «, j3, 7 sont pris arbitrairement. 

CHAPITRE II. 

I. Nous avons admis, dans les numéros précédents, que la surface 
n'avait que des points doubles isolés et des courbes doubles. On peut 
supposer, sans plus de complications, qu'elle a des points multiples et 
des courbes multiples d'ordre quelconque, pourvu que ces singu-
larités soient des singularités ordinaires; nous entendrons par là qu'en 
un point multiple isolé d'ordre k le cône d'ordre k formé par les tan-
gentes n'a pas de droites multiples; de même, en tout point d'une 
courbe multiple d'ordre k

t
 les k plans tangents aux k nappes de la 

surface passant par la courbe multiple sont distincts. 
Cherchons alors comment devront être modifiés les énoncés précé-

demment donnés pour que la surface possède des intégrales de pre-
mière espèce. Soient A, 13, G trois polynômes des degrés indiqués, sa-
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!ni à l'identité fondamentale 

A
 57 + »57 +

 l't, = (-17·
 +

 7Γ + JÏJA*·.*S
 · 

Les surfaces A = ο, Β = ο, C = ο passeront par les courbes mul-
tiples, et une courbe multiple d'ordre k de la surface proposée sera, 
pour chacune de ces surfaces, une courbe multiple d'ordre (k — i). 
Les conditions sont, d'ailleurs, nécessaires et suffisantes, pour que 
l'intégrale 

/· ' · · r \ (Ιγ 
fz 

reste /mie, en tout point d'une courbe multiple. 
L'étude de la valeur de l'intégrale, quand (χ,γ,ζ) tend vers un 

point multiple isolé, est un peu moins simple. Supposons queee point 
multiple soit à l'origine des coordonnées. Soit ce point d'ordre p, et 
écrivons 

f{.r,y,z, s,, -n-..., 

'f{.r.v,z) étant homogène et de degré/?, et les autres termes étant de 
degré supérieur à ρ en x, y et z. Soient de même α, β et γ les ternies 
homogènes et de degré moindre en x

9
 y, ζ dans A, 11 et (>, on aura 

l'identité 

*\Ù + '' t)y + + 7h) ? 5'? 

arrêtons-nous un instant sur cette relation. Lu la joignant à 

*\Ù + '' t)y 

nous aurons l'identité 

°= [/"■'-3\ô:< + +j^JS:;· 

+ Pr - y{ji. + ÏV + Ô}.) Tv 

+ p ~ z\di + & ~>7 oi' 
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Nous ne connaissons pas a priori le degré de α, |5, γ; si ce degré est SKI 

plus égal * ρ — 2, nous allons immédiatement trouver la forme de ces 
polynômes; nous avons, en effet, dans ce cas, une relation de la forme 

(i) P£+q$+H£=O. 

oii 1\ Q, H sont des polynômes homogènes dont le degré est au plus 

égal à ρ — 2. Les points communs à^ = oetà^=o doivent ap-

partenir à la courbe V = o, puisqu'on ne peut avoir en même temps 

'-j- - o, le cône n'ayant pas de génératrice multiple. Or les points com-

muns aux deux courbes de degré ρ — ι 

<h (h 
υ y 1 ôz=0 

ne peuvent appartenir à la courbe de degré ρ — χ 

Ρ - ο. 

et nous concluons de là que P, Q et R doivent être identiquement nuls. 
On a, par suite, 

- = 2 r= Ί. .t· y ζ 

Soit Τ la valeur commune de ces rapports; on aura 

'
T
=(£

+
G

+
£> 

ce qui montre d'abord que Τ sera un polynôme homogène en x
t
 y, z. 

De plus, soit q son degré; l'égalité précédente nous donnera 

ρΎ = qT -h 3T, 
d'où 

q=p- 3. 

Ainsi, si le degré de a, β, γ n'atteint pas ρ — ι, on aura nécessaire-
ment 

α=χΎ, β =/Γ, y = ζΛ\ 
Journ. de Math. (4e eerie,) tome I. — Fasc. III. ιίίδό. 39 
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Τ plant un polynôme de degré/) — 3. Nous sommes donc assuré que les 
surfaces 

A — ο, H = ο, (' ~ ο 

ont un point multiple d'ordre au moins égal à ρ — 2). en un point mul-
tiple isolé d'ordre ρ de la surface proposée. Dans le cas où l'ordre de mul-
tiplicité est ρ — 2 , les termes de degré ρ — s) dans A, 15, (' ont 1rs 
formes spéciales qui viennent d'être indiquées. 

2. I) est facile de voir main tenant que, dansées conditions, l'inté-
grale 

r'yz\\,h \<t} 
fz 

reste finie an point multiple considère; lions supposons, comme plus 
liant, que ce point multiple est l'origine. 

Si l'origine est un point multiple d'ordre ρ ι pour les surfaces 

Β ο, A ο, 

il ti'v a aucune modification à faire' au raisonnement qui a été fait 
pour le cas du point double 'n" îi). 

Si l'origine est seulement un point multiple d'ordre ρ - 2, nous 
pouvons poser, d'après ce qui vient d'être dit au numéro précè-
dent, 

A (T -+- A,, B = vT-i-B,, 

A, et B, ne renfermant que des termes de degré supérieur à ρ — on 
a alors la somme des deux intégrales 

/*Tl Y fl.r — .§· fly) J' B, d.r \x<tv 
f'z f'z 

Nous venons de dire que la seconde restait finie; quant à la première, 
elle est comparable it l'intégrale abélienne ordinaire 

Λ(<·^Η·;) 

J M"!·;) 
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attachée H la courbe y{x, y, 3) = o; et cette intégrale reste finie, 
puiscfiie Τ est un polynôme de d'gré ρ — 3. 

Il résulte évidemment du calcul précédent qu'en un |H>int multiple 
isolé d'ordre ρ (ρ étant supérieur à deux), l'intégrale de différentielle 
totale de première espace peut avoir, tout en restant finie, une valeur 
indéterminée. 

Il n'en était pas de même en un point double non planaire; nous 
avons vu (n° o, I,e Partie) que, dans ce cas, l'intégrale avait toujours 
une valeur déterminée. 

5. Nous ferons maintenant quelques remarques relatives au cas où 
la surlace 

/(a·, y, ζ) = ο 

possédé deux ou plus d'intégrales de première espèce. Considérons 
donc deux de ces intégrales. 

Λ. B, C et A,, β,, (1, étant les polynômes correspondants, nous 
aurons les deux identités 

V c/7 + U ~ôy + L % (d·*dB/dy + dG/dz f x, y, z 

A'iû ·** '·· -r t'd= - {τι ^ '.h + T>x, y, z 

Supposons que les deux intégrales 

j'MO.i \rty ^ - Λ, dy 

ne sont pas fonctions l'une de l'autre, c'cst-it-dire que l'on n'a pas 
pour tous les points de la surface 

ΒΑ, — AB, — o, 

Ceci entendu, nous avons pour tout point de la surface 

A/,+ B/
r
+ c/; = o. 

A/,+ B/r+ c/; = o. 
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OU 

il 
ΑΒ,-Α,Β _ HC, CB, _ CA, - AC, 

" /; ~ /; 

Le quotient reste fini pour tout point (χ, y, s ) de la sur-

face, situé à distance finie. D'après les égalités précédentes, ceci est 
évident pour les points simples de la surface, il en est aussi de même 
pour les points des lignes multiples, car toute ligne multiple d'ordre/; 
de la surface proposée est ligne multiple d'ordre 2 ρ — a des sur laces 

All, - A, B = o, BC, - CB, = o, CA, - AC, = ο. 

Faisons enfin coïncider fx,yt
 s) avec un point Ρ multiple isole 

d'ordre/». Si les surfaces 

A ·-- ο, Β = o, C = o et A, — ο, Β, = o, C, =· o 

ont le point Ρ pour point multiple d'ordre ρ — a, on voit, d'après 
les formes des polynômes A, B, C (numéro précédent), que les sur-
faces 

AB, - A,lï=o, BC, - CB, = o, CA, — AC, - o 

ont le point Ρ pour point multiple d'ordre (ayi — 3), et dans tous les 
autres cas le degré de multiplicité atteindra au moins cette valeur: ou 
voit alors, d'après les égalités (I), que chacune des expressions (1 ; s'an-
nule au point P. 

De ce que chacun des rapports (1) reste fini pour tout point (.r, \\ z } 
«le la surface, situé à distance finie, on conclut que 

('■0 

ΑΒ,-Α,Β ==y;Q(.r
f|
y,:), 

HC,-CB,=/;Q s), 

CA, - ACf'y Q x, y, z 

Q(.r, y, z) étant un polynôme en .r,/, z. Le degré de ce polynôme sera 
d'ailleurs [m — 4) (m étant le degré de la surface/); on voit eu effet, 
en se reportant aux formes de A, B, C, que les polynômes figurant 
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dans les premiers membres des relations précédentes sont de degré 
2 m — o. 

On pourrait arriver aux relations (2) par une autre voie. La sur-
face 

Ali, — A, Β = ο 

passera par l'intersection des deux surfaces 

f(x
t
 y, s) = o, fs(x,ytS) = o; 

or, si une surface 
F(·*·. y, s) = ο 

passe par l'intersection de deux surfaces 

?(.r, J, z) = o, ^(x
t
y
f
z) = o, 

cl que toute courbe d'intersection do ces deux dernières surfaces, qui 
est pour la première une ligne multiple d'ordre i et pour la seconde 
d'ordre k, soit une ligne multiple d'ordre i + k — 1 pour la surface F, 
011 aura l'identité 

F Q9 -4- ΙΙψ, 

Q et H étant des polynômes. Cette importante proposition est due à 
M. Nbtlier(A/a/À. Annalen, t. VI). En l'appliquant à l'exemple actuel, 
on est conduit à l'identité 

AB,-A
l

B = Q/:+K/, 

et l'on a, par suite, les relations (2) pour les points de la surface/. 
La surface d'ordre (m — 4) 

Q('r·/.z) — ° 

est extrêmement intéressante, car c'est une surface adjointe à la sur-
face proposée; cette surface, d'après la définition du polynôme Q, 
aura en effet pour courbe multiple d'ordre ρ — ι une courbe multiple 
d'ordre ρ de la surface /, et elle aura pour point multiple d'ordre au 
moins égal à (ρ — 2) tout point multiple isolé d ordre ρ de cette même 
surface. 
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Le polynôme adjoint Q est donc tel que l'intégrale double 

I' ' j'y
Q x, y,yz dxdy fz 

reste finie pour toute valeur de χ et y. 
Dans le cas où la surface a un point double isolé (p — 2), la surface 

précédente Q passe par ce point double; car les surfaces 

Λ = ο, 11 = ο, C = ο et A, - ο, \)
t
 = <>, C,ο 

passent parce point double. La surface adjointe d'ordre m — j) 

Q{x>y* 5) ^ ο 

présente donc, dans ce cas, une particularité qui n'appartient pus en 
général aux surfaces adjointes, car celles ci ne sont pas assujetties à 
passer par les points doubles isolés. 

ί. Nous allons considérer maintenant quelques exemples parti-
culiers. Les surfaces du second degré étant unicursales, il n'y aura évi-
demment parmi elles aucune surface qui possède des intégrales de 
première espèce. La même remarque s'applique aux surfaces du troi-
sième degré qui sont toutes unicursales; il y a seulement une exception 
pour les cones du troisième degré, qui ne sont pas des surfaces uni-
cursales et qui possèdent une intégrale de différentielle totale de pre-
mière espèce; car soit 

f[x,y, z) =r Ο 

l'équation d'un cône du troisième degré ayant pour sommet l'origine, 
l'intégrale 

/\z cly ydi 

sera de première espece. 
Passons aux surfaces du quatrième degré. Une telle surface pourra 

posséder une intégrale de première espèce, mais nous allons immédia-
tement établir quelle ne pourra avoir deux intégrales qui ne soient pas 
fonctions l'une de l'autre. 
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En effet, nous aurions ici, d'après ce que nous avons vu (n° 5 de ce 
Chapitre), 

AB
(
-A,B-Q/:=o, 

BC,-CB,-Q/;=o, 

CA, AC, — Q/.=o. 

Q, (|iu est en général d'ordre (m — 4). ser* ici une constante; ces 
relations ne sont, en général, satisfaites que pour les points de la sur-
face/; mais, dans le cas actuel, ce seront des identités, puisque le 
premier membre de chacune d'elles est un polynôme de degré inférieur 
à quatre. D'ailleurs la constante Q sera différente de zéro, puisque les 
deux intégrales ne sont pas fonctions l'une de l 'autre. Nous avons donc 
l'identité 

As'x+ b/J + { 'f: — ° ; 

par suite, on a cette autre identité 

d\ dit dC 
,h· ,)y +3J-°· 

Iteportons-nous maintenant aux conditions mises sous forme homo-
gène, pour que la surface ait une intégrale de première espèce (n° 8, 
fr< Partie); 011 a 

01 df/dx
+i4y + 0>T, +5«'l=0· 

et fj.
t
 a pour expression 

01 df/dx+i4y + 0 

on aura par conséquent = o; mais 0
%
 est un quelconque des poly-

nômes 0, et nous arrivons ainsi à cette conclusion absurde que 

0, — 02 = 03 = 0, = o. 

1,'hypothèse faite qu'il y avait deux intégrales de première espèce 
qui n'étaient pas fonctions l'une de l'autre était donc inadmissible. 
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3. Le même théorème subsiste pour les surfaces du cinquième 
degré. Soit une surface qui aurait deux intégrales distinctes de pre-
mière espèce; on aurait 

ii) 
Af

r
+ B/,-+- C/

;
 = (^ + + ^)/(x,y. 4 

A,/>iy4c,A= +f+§)/(*.* ·>· 

et les formes des A, II, C seront ici 

A = x<p(x,y
t
 z) 4- L [x,y

9
s)

t
 A, = jcy%{j:,y, z) -h L,(.r

fi
y, 5), 

H =yf{.r
t
 y, z) 4- M(x

f
y, s), Β

 t=y<pt(x,y, z) z), 

c = s?{x,y, z) 4- Ν(a?,y, 5;, C, = s?,(a?,y, z) 4-N,(a?,.y, z-„ 

les ο étant un polynôme homogène du second degré, et les L, M, Ν 
des polynômes du même degré 

J)après ce qui a été dit au n° 3, on aura nécessairement 

(V 
ΑΒ,-ΒΑ,-Q /;+v/(x.y,s). 
BC.-CB.-Q £+\/{x.y,z). 

CA, - AC, = Q/ 4- y/(.r,j, s). 

Q étant ici un polynôme du premier degré, et λ, JA, V étant trois con-
stantes. Des trois identités précédentes, on conclut, en tenant compte 
des équations (1), 

(3> 
v{â? + ùj + ^) + λΑ +ft,{ + vC -"· 

Q(^ + 77 + ^?) + >A,+ fiU' + vC|'"0· 

Les constantes)., ;Λ, V sont reliées très simplement au polynôme Q. 
Supposons, en effet, que les polynômes φ et 9, ne soient pas identi-
quement nuls à la fois. Soit 9=0. Dans la premiere des équa-
tions (4)♦ les termes du degré le plus élevé seront, en posant 

Q = /«4 my 4- nz 4-p, 

5 {lx 4· my + «3)94 (λα? 4- fxy 4- vs); 
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on on conclut quo 

~ ()() ~ <)() - <)<> 
y = - dx dy dz 

La memo conclusion subsiste si 7 et ç>, sont identiquement nuls. 
Considérons en effet, dans ce cas, les relations (2); les premiers 
membres sont du quatrième degré; on aura donc, en désignant par 
V r, v. ; les ternies homogènes du cinquième degré dans /, 

(1Ix 4- my -l· η s) ψΐ 4- ν ψ — ο, 

(lx 4- my 4- η ζ) φ',.-h λψ = ο, 
!lx -f- my 4- η s) ψ'ν4-ρ.ψ = ο; 

d on l'on déduit 

Ή
 =

 :ϋ
 =

 'ϋ — Ψ . 
ν λ α Ιχ -+- /ιι % — nz1 

(loin 
"> ( l.r 4- my 4- η ζ ; = — (lx 4- ja y 4- ν ζ ), 

et la conclusion précédente subsiste. 
Ceci posé, ou peut, en faisant 1111 changement d'axes, supposer que 

le polvnome du premier degré Q se réduise à les equations se sim-
plifieront. Lcrivons les équations ( 2 

Ό 

AH, — HA, = zj
z
 — :*»/(.*·,y, z}, 

HC,-CH, =
5
/;, 

CA,-AC, =5/, 

et les équations ( 3) (leviennent 

s(a? + d7't-5îj- ,Ci="· 

s(a? + d7't-5îj- ,Ci="· 

Nous avons pour A, 13, C et A,, H,,C, les expressions indiquées plus 
liant. 

Jour». <if Math. ( série), tome I. — FABC. Ill, 188V Ί<) 
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En les introduisant, les deux dernières équations deviennent 

;(sr+ φ:+5ΐ)-5Ν=°· 

;(sr+ φ:+5ΐ)-5Ν=°· 

Si donc nous posons 
L — Λ0 —t— <21 s —t— ί7 3, 

M — b
0
r2 -+- i| r -f- /λ,, 

où les a et /> sont des polynômes en χ ety
%
 de degré marqué par l'in-

dice, on aura 

^■=-ATF + w) +Vdï + j;·'·" 

et, île même, en posant 

L, —à^z- ■+- à
%
 ζ -+- «

3
, 

Μ, = ό|, i* -h b\z-\- b\,i 
il viendra 

^■=-ATF + w) +Vdï + j;·'·" 

et soit en outre 
s(.r, y, z) = c

0
c2 + c,;4- r,, 

s(.r, y, z) = c0c2 + c,;4- r,, 

où les c sont des polynômes homogènes en. r,y, 5 de degré marqué par 
l'indice. 

Ceci posé, la première des équations ('|) donne 

0/dz f/z3 = AB1 - A1B/z6 

Nous allons tirer de cette dernière équation la valeur de j\ à un 
terme près de la forme Cz\ où C sera une constante, car elle ne peut 
être une fonction de a? et r,/devant être un polynôme du cinquième 
degré en x, jet z. 
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/'étant ainsi déterminé, on devra avoir, d'après les équations (4 b 

-, BC, —CB, r C\, — Ai;, 
x z z x 

(î. Ceci posé, la surface, étant nécessairement du genre un, devra 
nécessairement avoir une courbe double d'un degré au inoins égal à 
deux, et l'on peut évidemment supposer cpie cette courbe double est 
la conique représentée par les équations 

î = ο, χ2 4-y'J + i = o, 

car on se rappelle que toute ligne multiple appartient à la sur-
face Q = o. 

D'ailleurs les surfaces 

A = ο, Λ| = ο, H = ο, Β, = η 

doivent passer pour cette conique ; donc les polvnomes 

c,x -+- a.,, c.,y -h h.,, c.,x -h ac.,y 4- //, 

doivent être divisibles par χ- -\-yl ·+■ ι. Soit donc 

ro 

crx 4- a2 = (ax 4- β) (a?2 4-y2 4-1 ), 

c.,y 4- ôa = (ay-+- 7) (a?2 4-y'1-h 1), 

ο'
Λ
χ+ά

Λ
 = (a'a?4-(3')(x24-y* 4-1), 

c.,y 4- b[, = [d'y4- 7') (x* 4-y14-1), 

les «, β, 7 étant des constantes; 011 peut en tirer fly, bc.
£ et a.,

t
 //,, c.,. 

Dans/(a?,y, 5), le terme indépendant de ζ sera 

- Wic.x 4-aî)(c'
3
v4 6'

a
) - (c

3
y 4- b3

) {c.,x 4- a'j | 
ou 

;6) - î(a-a+/4-1)8 |>(a/— «'7) 4-
i

y(p«' — jS'a) 4-β/- /5'y|. 

Clierchons, d'autre part, le terme indépendant de ζ dans ^ΰ_ι. 
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ce sera 

:

<·* ν+f>t) | <■;$■?)] - <*c'2 + b'2 c2 + 1/2 dq2/dx + db2/dy 

ou, en remplaçant les a
2

, b.,, e2 par leur valeur tirée des identités (3), 

(?) 
(.r--f- y'H- ι )fa?2 (7/7 — «7') -h Jy- («'7 — ce/ J 

+- îW - - 7Y*)*+-l(y*' - 7αΊ· 

L'expression y7) doit élre la dérivée par rapporta a? de l'expres-
sion ((>); or cela n'est possible que si 

«'7 - «"/= 7|S'— a'|S = ,Vy — 7'^ = o; 

dans ces conditions, I expression (G) est nulle, et il en résulte que 
/'(.r, v, 3) serait divisible par ζ·; la surlace se décomposerait, ce <111 i 
montre Y impossibilité de l'existence de deux intégrales distinctes de pre-
mière espèce pour une surface du cinquième degré. 

TROISIÈME PARTIE. 

Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre, d'une classe particu-
lière de surfaces; supposons que les coordonnées d'un point quel-
conque .r, r, ζ de la surface 

'») /(·»'./. s) = «► 

s'expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres uvt c 

x= bi//, e), ν — Γ,(Μ, e), 5 = F,(w,c), 

ces fonctions avant quatre paires de j)ériodes simultanées. Supposons 
de plus qu'à un point quelconque [χ, y, 3) de la surface ne corresponde 
qu'un seul système de valeurs de u et c, abstraction faite de multiples 
des périodes; duns ce cas, (a surface (1) possédera deux intégrales de 
première espèce et deux seulement. On le démontre immédiatement de la 
manière suivante : 
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Nous avons 
dx = ~ du -h ~ dv, 

dv =·. ̂  du -h ̂  dv. 

Or 1rs coefficients de du et dv sont des fonctions quadrupleinent pé-
riodiques de il et c; elles peuvent donc s'exprimer rationnellement en 
χ, ν, î, dans l'hypothèse faite qu'à un point quelconque (x,y, s) ne 
correspond qu'un seul système de valeurs (u, c) ; en résolvant les deux 
équations précédentes par rapport à du et dv, nous aurons donc 

du = Ρ dx -+- Q dy, 

dv = P, dx 4- Q, dy, 

les Ρ et Q étant des fonctions rationnelles de [x%y* 3). Les deux inté-
grales 

I Ρ dx -+■ () dy et j P, dv 4- Q, dy 

sont évidemment des intégrales de différentielles totales algébriques, 
et elles sont do première espèce, puisqu'il tout point (α·,y, z) doivent 
nécessairement correspondre des valeurs finies de u et e. Ces deux in-
tégrales sont distinetes (it linéairement indépendantes. 

En second lieu, il n'existe pas d'intégrale de première espèce, linéai-
rement indépendante des deux précédentes. Soit, en effet, comme plus 
liant. 

r ,y: \\,/.r - Y dv 

x0 y0 z0 fz 

une troisième intégrale de première espèce; considérons les expres-
sions 

I» d.r . Or . Or . OrI» d.r . Or . Or . Or 

ces expressions devront rester finies pour toute valeur de ιι et e, sinon 
l'intégrale précédente, qui peut s'écrire fydu -+- ne resterait pas 
toujours finie. Les fonctions quadruplenicnt périodiques ο et ψ, res-
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tant toujours finies, se réduisent, par conséquent, à des constantes. 
< )n peut donc écrire 

—, =«(/// + fi ds\ 

y.ei fi étant deux constantes, ce qui démontre le théorème. 

*2. Parmi les surfaces du quatrième degré, il en est uuehien remar-
quable, dont les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes 
quadruplement périodiques de deux paramètres : c'est la surlace de 
Kummer; mais le théorème précédent ne peut pas lui être appliqué, 
car, si nous appelons u et e les deux paramètres, à un point quelconque 
de la surface correspondent deux systèmes distincts de valeurs (//, r . 
Pour vérifier cette assertion, appuvons-nous sur un élégant théorème, 
démontré par AI. Darhoux [Comptes rendus, 27 juin 1881 ). M. Darboux 
établit que l'on peut toujours faire correspondre point par point une 
surface de Kummer à une surface ayant 1111e équation de la forme 

1 59 = Λ·*\ν). 

/ étant un polynôme du sixième degré cn.r,/, et la courbe 

1 '2 /{oc,y) = u 

se composant de six droites tangentes à une même conique. 
Ο11 peut toujours, par une transformation préalable, faire eu sorte 

que cette conique ait pour équation 

I.K; x1 — y = o. 

Posons maintenant 
.r, -r- .r, X = — ! Ί 

y = xtx.2. 

Pour une valeur fixe arbitraire donnée à a?,, ces deux équations dé-
finissent une droite tangente â la conique (K). Supposons que les six 
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droites données par l'équation (2) correspondent à 

Xl ilj» ^5» (If 
Soient maintenant 

.y,— (»^1 q%)(3'\ λ3)···(λ?Ι "oj« 
j5=(ir

a
 — fl,)(a?a —aa). ..(«a- «·); 

le produit y]yl, qui est une fonction symétrique de ar, et a'
a

, est un 
polynôme du sixième degré en χ et y; il s'annule pour 

<Z'l — Cli ) Λ·.» · · · » | 

quel que soit .r
a

, il 11e diffère donc du polynôme f(x,y) que par 1111 
facteur constant que l'on peut bien supposer être l'unité, 

Par suite, nous satisfaisons à l'équation (1) en posant 

x1+x2/2 

y = xlx.,, 

z = y1 y2 
oil 

/, = \ 1·*·« -«.)·. «(^1 - )* J'2 = V(*a -«.).· .(«a - «· )■ 

Si nous considérons maintenant les équations abéliennes 

/"•ίϋ
 +

r^
 =

„, 

Γ ,f ' + f'* ,r* __ ^ 
y1 y2 

ces équations nous donnent pour x
t + a?,.ra et y, v, des fonctions 

abéliennes de u etc. Les trois coordonnées x
y
 y, ζ s'expriment donc 

par des fonctions abéliennes de deux paramètres. 
Snppose-t-on maintenant donné un point (x,y,z) quelconque de la 

surface, on aura alors un système de valeurs (a?,, χΛ) et le produit y,y2. 
On aura donc pour y, et y., deux systèmes de valeurs, soit 

/0 y2 et -y,, -y
2

; 
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nn voit qu'alors à un point (.r9y9
s) dp la surface vorrespondenl deux 

systèmes de valeurs (m, <»). 

5. ltevenons maintenant aux surfaces dont les coordonnées s'expri-
ment par des fonctions uniformes quadruplcmcnt périodiques de deux 
paramétres, et proposons-nous la question suivante : Etant donnée 
Γ équation irréductible 

fx
9
 y, z) = o. 

peut-on exprimer χ, y, ζ par des fonctions quadruplcnient périodi-
cpies de deux paramètres, avec cette condition qu'à un point quel-
conque de la surface ne corresponde qu'un seul système de valeurs des 
deux paramètres? 

Nous supposons, comme dans le premier Chapitre, que la surface 
n'a que des singularités ordinaires (ιΓ I, Chap. Il ; ; nous nous bor-
nons même, pour abréger, au cas où la surface n'aurait que des points 
doubles et des courbes doubles; d'ailleurs, il est entendu qu'on a 
commencé par faire sur les variables la substitution homographique la 
plus générale. 

Il devra tout d'abord exister deux intégrales de première espèce 
linéairement indépendantes et deux seulement : c'est un premier point 
qu'on aura à verifier, en procédant connnc il a été indiqué dans le 
premier Chapitre. Supposons donc que ces deux intégrales soient ob-
tenues, et (lesiguons-les par 

/'H d.r — λ fly /' It, tl.r — Λ, dv 
fz fz 

Elles doivent, de plus, ne pas être fonction l'une de l'autre, c'est-à-dire 
que ΗΛ, — Ail, n'est pas identiquement nul. 

Considérons maintenant les équations différentielles 

(1) 
-"Λ " " d

"· 

U, tir — \,dy ,dv ; 
/;

 = 

ces équations devront donner pour .r et y des fonctions uniformes de 
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u et ν : c'est ce que l'on voit aisément d'après ce qui a été dit plus haut, 
puisque, dans le cas où x, y, z peuvent s'exprimer par des fonctions 
qundruplcment périodiques de u et v, on a (n° 1, Part. Il) 

K
'
u
f

, += a du + B dv 

et de même 

yr— ' = ν.
χ
αιιΛ- fi, ai', 

les et et β étant des constantes. Si nous remplaçons donc «w + βν et 
et, « + /3,v par u et c, nous avons le système des équations (i). 

Nous devons donc chercher si ce système d'équations aux différen-
tielles totales admet pour intégrales des fonctions uniformes des deux 
variables indépendantes u et ν. 

Arrêtons-nous d'abord un instant sur le genre de la surface pro-
posée 

J\X,y,z) == o. 

Si les coordonnées d'un quelconque de ses points s'expriment par 
des fonctions quadruplemcnt périodiques de deux paramètres et de la 
manière indiquée, le genre de cette surface devra être égal à l'unité. On 
le démontre de suite en remarquant que l'intégrale double 

ff du dv 
e>t de la forme 

ss cl (x, y,z)dxdy, 

ο étant une fonction rationnelle de x
f
y, ζ. Il y a donc une intégrale 

de cette forme, qui reste finie pour toute valeur de χ et ν; on sait, 
d'ailleurs, que 9 sera nécessairement delà forme 

cl x, y,yz = Q x, y, z fz 

Q désignant un polynôme d'ordre m — 4. De plus, l'expression 

){J·' ·ζ)[ώι di~ dv du) 
' " "Si ' 

Journ. de Math, (.'t* serie\ tome I. — Faec. Ill, i885. /i" 
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étant une fonction quadruplement périodique qui reste finie pour toute 
valeur de u et v, se réduit à une constante; désignons cette constante 
par a. Rappelons enfin que la surface 

Q(x,y,z) = 0 

passe par la courbe double de la surface. 

1. (les préliminaires posés, reprenons les deux équations 

B dx adx = du 

11, ~ Λ, ,h _
 h 

et tirons de ces équations les valeurs de afin de lormer 

il i1 il· on obtient de suite On Oy Oy Ou 

dx dy dx dy 
On Jé Oy tïi ~ ~ ΓΐΤΥ AB,' 

Si nous rapprochons cette expression de la relation 

Q x, y, z dx dy dx dy/ du dy =a 

nous avons 

ι -QliT.V, 5;, 

relation qui ne sera, d'ailleurs, une identité qu'en vertu de l'équation 
«le la surface. Nous avons vu, d'autre part (n° 5, Chap. II;, que 

•λ ι RA, — AB, _ BiY-CB, CA.-AC, _ _ 

lUar, y, s) étant un polynôme d'ordre (m — 1). Des relations (i) et (2 \ 
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on conclut 

R(a\ v, s j = — · Qf Λ-, v, s , 

i t cette égalité a lieu pour toute valeur de x,y et z. 
Des trois valeurs que l'on peut donner à R, il résulte que la sur-

face R = ο passe par les points doubles isolés; en effet, nous avons vu 
(lliap. I, II° 5) que 

B/fz et A fz 

tendent vers une limite finie quand (x
t
y,z) se rapproche d'un point 

double1 isolé (a, h, c)
9
 du moins quand ~ ne tend pas versdeux cer-

taines valeurs particulières. On a, par conséquent, R («,//, c - o, 
puisque A, et R, s'annulent pour les coordonnées du point double. 

5. Nous avons maintenant à étudier les deux équations aux diffé-
rentielles totales 

I\rf.i - A dv j 
f. — au. 

It,//./ - j - dv 

et à chercher à quelles conditions elles donneront pour χ et y des fonc-
tions uniformes de u et r. On peut écrire les deux équations précé-
dentes sous la forme 

. — A.rAi-v A f/c 
«.r ~ ,,. > 

. - Β, du Η- Β dv 
• ' HUs.r.v) 

Ku tout point dc la surface, situé à distance finie, et pour lequel 
11 (a?,y, z) est différent de/.éro, chacun des multiplicateurs de du et dv 
a une valeur finie parfaitement déterminée. 

Nous devons chercher les valeurs pour lesquelles les fonctions χ et 
v, définies par les deux équations aux différentielles totales précé-
dentes, pourraient cesser d'être des fonctions uniformes de u et v. On 
sait, d'après une proposition générale due à M. Bouquet ( Bulletin des 
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Sciences mathématiques, t. III !, que χ et^· ne cesseront pas d'être des 
fonctions holomorphos de u et e, tant que les coefficients de du et d\ 
seront des fonctions holomorphos de χ el γ. 

Les points communs à la surface proposée et à la surface 

H fa?,y, ζ ο 

joueront un role important dans la discussion qui va suivre, puisque, 
pour ces points, le dénominateur commun de dt et dy s'annulera. 
L'intersection de ces deux surfaces se compos· ra d'abord des courbes 

doubles de la surface/, et il pourra ν avoir, en outre, une ou plu-
sieurs autres courbes d'intersection; désignons par Γ ces courbes com-
plémentaires. 

Ne considéions, pour le moment, que les points de la surface situe·, 
à distance finie, et prenons d'abord les points simples en dehors de·, 
courbes Γ. Si, pour un pareil point (.τ,ν,ζ >, on n'a pas/.'-- o, il est 
clair que 

\ \, Γ» H, 
Π' If' Γ;' I? 

seront des fonctions holomorphes de r et y dans le voisinage de c< 
point. 11 n'en est plus ainsi si/. — o, mais la difficulté n'est qu'appa-
rente. Le point étant simple, / et/,' ne seront pas nuls simultané-
ment; soit//' o. 

Des équations 

dx = - \i du i- \ Ά* » · IL <ht · f» Ά' It ιV. 3 1 J It I ./·. Γ. 3 I 

auxquelles j'associe 
/ dx -f- /, dy 4- /. dz — o. 

on tire 

dy , - Wxrlu ;■ It Ά· 

dz = C1 du C dv/R 

les polynômes C et C, étant ceux qui ont été considérés (l'Jiap. I". 
n" 2}. 
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ï étant ici fonction holomorphc de j et z, puisque /^o, nous con-
cluons des deux dernières «quations que jet s sont fonctions liolo-
niorphes de u et e, et, par suite, il en est de même de a?, d'après Γ équa-
tion 

dx -- — y- dy — y, dz. 

Donc, tant que le point (a?, v, - , restant à dislance finie, ne vient pas 
sur la surface 

]\(x,y,z) — o, 

.r et y ne cessent pas d'être des fonctions holomorphes de u et κ. 

0. Nous n'aurons encore aucune difficulté quand (a\j, zJt restant 
toujours à distance finie, s'approche d'un point A de la courbe double, 
qui n'appartient pas aux courbes complémentaires Γ. D'après cette 
hypothèse, la surface R ne sera tangente en A à aucune des deux 
nappes de la surface passant en cc point. 

Si la nappe de la surface, sur laquelle le point (χ,γ,ζ) s'approche 
de A, n'a pas son plan tangent en cc point parallèle à l'axe des s, ce 
qu'on peut toujours supposer d'après le numéro précédent, les coeffi-
cients de du et dv seront des fonctions holomorphes de ,r et v, et, par 
suite, χ et y seront des fonctions holomorphes de u et ν dans le voisi-
nage des valeurs correspondantes de ces variables. 

7. Nous avons maintenant à considérer le cas où (.r, y, ζ) s'appro-
cherait d'une courbe complémentaire Γ. Soit M un point quelconque 
d'une telle courbe ; d'après les équations 

B dr/.. ■ ■'"· 

i»i ft.r — V, </|· . 
f " "V* 

on voit que le rapport — est indépendant de ~ > quand (a?,y, ζ s'ap-

proche de M, car on a, au point M, 

Ali, — A, Il — o. 
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Donc les valeurs u
0
 e

0
 des intégrales u et ν correspondant au point M 

ne donnent pas pour les fonctions χ et y un point ordinaire; ceci n'est 
pas douteux, puisque χ et y ne pourront tendre vers x

0
 et y

u
, que si 

la limite du rapport " __ a une valeur déterminée. 

Si donc les équations précédentes sont satisfaites par des fonctions 
analytiques uniformes de u et c, le point (//„, e

0
) sera pour ces fonctions 

un point d'indétermination. Mais, quand M se déplacera sur la courber, 
le système de valeurs (u

0
,i>

0
) ne peut pas varier d'une manière con-

tinue, car une fonction uniforme de deux variables indépendantes, qui 
présente pour tout système Uni de valeurs des variables le caractère 
d'une fonction rationnelle, ne peut pas avoir une suite de points d'in-
détermination se suivant d'une manière continue. Par conséquent, κ 
et e gardent une valeur constante quand z„) se déplace sur la 
courbe Γ. Nous avons alors, pour cette courbe, 

H d.v — A tfv - = ο, Γ», dx — A, dv — o, 
et, puisque 

\ Ψ j) ()L _i_ C r= (i 
Or a y υ ζ 

en même temps que 

Of J Of j 0/ ιOf J Of j 0/ ι 

ou en conclut 
dr ily r/z 

\~ lf < : 
et pareillement 

f/.r _ flï t/z 
Ai ii," " ci" 

La courbe Γ étant une courbe d'intersection de la surlace proposée et 
de la surface 

I! .r, v, - o. 

on aura, d'après ce qui précède, en tous les points de cette courbe, 

A dR /dx + B dR /dy + C dR/dz=0 

celte relation doit être vérifiée en tous les points des courbes complé· 
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mentaires d'intersection. Ceci posé, considérons line de ces courbes!; 
soit z

0
) un point simple de cette courbe, qui soit en même 

temps un point simple de la surface, et soit// différent de zéro, ce 
qu'il est bien permis de supposer. Nous aurons 

x,y,z Bdx-Ndy/fz = u-v 

x,y,z B1 dx-X1 dy fz = v-v0 

faisons tendre ( r, r, ζ ) vers ■'•r
e
,y

ef
 z

0
). On peut écrire 

I» (ii \dy /., ... 

β ■+■ V χ x„ y y
u
 dx -f v. -- Ο > - ·*·„. r — y„ dy, 

I » l'le \ ι i/v 
7Γ 
iV : ■ H, ' x - r

M.V - - r,,)i dx 4- a, + Q, <> - x
0
,y - y

9
 !j dy, 

les lJ et Ο étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
de χ — x

n
 et y -v0, qui ne renferment pas de terme constant, et, 

puisque 
B\, - ΛΓ», r-. ο pour x0, v„,z0, 

on aura 
f5«, - «j3| = o. 

Nous pourrons enfin écrire, après intégration. 

ly 
fi(x-x0) h y.[y -ya) -f-... « ·//„, 

/5,(λγ ·· · a?«) -f- «, (r - J„) ■+■. · · ~ e - ('«· 

Le point [x9,y0
,s0) étant un point simple de la courbe Γ, A, B, C cl 

V,, 13,, C, ne s'annulent pas simultanément en ce point; car, s'il PU 

était ainsi, l'égalité 

i\(x,y,z) = - j~A1B 
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montrerait que (Λ?Λ,ν0. s®) est un point double de la surface R, et, par 
conséquent, 1111 point double de Γ. On peut donc supposer que κ, β, 
2, et β, ne sont pas nuls simultanément; soit βτ^ο. 

Révélions aux équations (I ; elles montrent que le rapportv-v0/u-u0 

tond vers une limite indépendante du rapport ^" · 
l'osons 

// — «u = t λ t , 

e — «·„ — / λ// , 

λ et λ, étant deux fonctions liolomorplies de /, dans le voisinage de 
/ = o; elles sont, d'ailleurs, uniquement assujetties à satisfaire la re-
lation 

β, λ η -β λ, (); - ο. 

Substituons ees valeurs de u et cdans les équations (1;. On aura 

II) 
β (.r - x„ 1 -· « ν — v

u
 H- //. / , 

f5·(·*' - Λ·
0

) -+- «, V - qv i'/.
t
 t

r 

Si l'on fait, dans ces équations, t = o, on a deux équations qui seront 
satisfaites par lin même développement de χ — .r„ en série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de r — v®; c'est le développement 
qui donne la courbe Γ ou plutôt sa projection sur le plan des jrv; ceci 
résulte de ce que u et ν gardent les valeurs constantes u

a
 et e

0
, quand 

,r, ν, z) se déplace sur la courbe Γ. 
dette remarque faite, revenons aux équations (II). Nous tircronsde 

la première χ — λ
0
 en fonction de t et de ν —et nous substitue-

rons cette valeur de .r — ,r
u
 dans la seconde équation. La relation ainsi 

obtenue devra être vérifiée pour t = o, quel que soit v, d'après ce qui 
vient d'être dit; tous les termes contiendront donc l en facteur, (le 
facteur enlevé, il restera un terme du premier degré en y — y

0
, et nous 

aurons ainsi le développement de/— /„ suivant les puissances crois-
santes de t, développement qui ne contiendra pas de ternie indépen-
dant de t. Nous avons ainsi χ — x

0
 et y — /

0
, représenté par des séries 

ordonnées suivant les puissances croissantes de t. Il importe de s'as-
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surer s'il y a bien, comme nous venons de le dire, un tonne du pre-
mier degré en y — v

0
. Nous allons établir que, si, comme il a été sup-

posé, le point («r
0
,y

0
,s

0
) est un point simple de la courbe Γ, il reste 

toujours un terme du premier degré dans l'équation précédente. Pour 
le démontrer, substituons aux équations (11) les deux équations sui-
vantes 

fi(a- - ,r„ ■ -+- «(y - v
0

) -κ. .= /λ(!), 

m{x - a-
0

)-J-h -m[χ — (ν — y„) + p[y - v„Y +-... 
= /;3,λ(£) —/5λ,;ί), 

ee (jui revient à supposer que β, =. = o, c'est-à-dire que les surlaces 

11, = o, A, = o 

passent en (#„,ν
0

, s
u

). Or nous aurons sans peine les valeurs de m, η 
et p. Le développement de l'intégrale 

r ' y-: H, dv — Λ, (/y 

Λ...,,.,. /' 

montre immédiatement que l'on a, à un facteur près fini et différent 
tie zéro. 

m{x - a-0)-J-h -m[ 

m{x - a-0)-J-h -m[χ — (ν — y„) + p[y - v„Y +-... 

'=-1(Ψ)Μ%)Ά 
On a, d'ailleurs, 

β — Λ — A
0

. 

Si, dans l'équation finale, le terme du premier degré en y — yc
 dis-

paraît, le trinôme 

m(x - d?0)2 + 2n(.x — x0)(y - y„) +p(y — y
0
f, 

qui a nécessairement une racine commune avec 

β(χ - χ,) + «(y - y,). 
Jouru. de Math. (/p eéric), tonne I. — Fasc. Ill, i88r>. |2 
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aura cotte racine pour racine double; par conséquent, 011 aura 

m& — nfi= o, na—pl3 — o. 

ce cpii nous donne 

m{x - a-0)-J-h -m[χ — (ν — y„) + p[y - v„Y +-... 

m{x - a-0)-J-h -m[χ — (ν — y„) + p[y - v„Y +-... 

que nous écrirons enfin 

m{x - a-0)-J-h -m[χ — (ν — y„) + p[y - v„Y +-... 

fx0"" J'y,, A 

d'où Ton conclurait que la surface, représentée par l'équation 

AB, — BA, — o. 

c'est-à-dire la surface R = o. est tangente en z
t)

 ) à la sur-
face proposée. 

8. Supposons maintenant que la surface R soit tangente a la sur-
face /en un point simple (■rotj'o·-0) de cette surface. La courbe Γ 
aura en ce point un point double; or la courbe Γ satisfait aux équa-
tions différentielles 

dx fly dz 
Χ — Tf — IT' 

ainsi qu'aux suivantes : 
dx dy _ dz 
\7 ~~ it ~ cT 

Si donc les six quantités A, R, C, A
n

 B, etC, 11e s'annulent pas si-
multanément en (<r0,/0, s0), 011 aura, par l'une ou l'autre de ces équa-
tions, un développement qui ne donnera qu'une seule branche de 
courbe passant en z

0
). La conclusion est qu'on a en (x

in
 y„, ;„) 

A — Β — C = A| = B, = C, = o. 
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Ceci posé, les deux équations 

x, y,y z B dx- A dy Β dx — \dv 
*^Xo.Vn,5e JZ 

j j, =- — ν i'o 

deviendront 

m \X — '**0)2-+- 2n (x-x0 ){y-y0)+p (r-/o)a + ···-" -".m 

m
t
 [x - a?0)a-h 2n

t
(x - x

0
)(y ~y„) + p,(y - v

0
)2 -4-. . ν - ee, 

et l'on aura évidemment 
m η μ 
/«, /l| />, 

Nous pouvons faire une combinaison de ces équations, de manière 
que la seconde n'ait pas de terme du second degré en χ — a?

0
 et y — y

0
. 

Nous pouvons donc supposer, afin de ne pas multiplier les notations, 
que cette condition est précisément remplie dans les deux équations 
précédentes, c'est-à-dire que 

mt = n, = /?, = o. 
Écrivons donc 

m\ v - x0)"-+- m[x -x
0
)(y — v

0
) -+-/>( ν — .y)8 -4-.. . = u - w„, 

α(r - -r„)3+ 3/3 (a? - .r0)J(y - y) 
-f- 3v(.r-aT

0
)(j-/

0
)a-4- i(v —v0= e -c

0
; 

puisque, en faisant u = u
oy

 e = e
0

, les deux équations en χ et ν qu'on 
obtient ainsi seront vérifiées pour les deux branches de la courbe Γ 
qui passe en x

0
, y

0
, il est clair que les racines du polynôme 

m -+- 2nO H-ρ9' 

seront racines du polynôme 

α H- 3|30 H- 3y5a -+- iïû3. 
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Fait-on maintenant, dans les équations précédentes. 

(I — m„= V — e„= /n,(0. 

où λ et λ, sont des fonctions liolomorplies de t dans le voisinage de 
t = o, et d'ailleurs quelconques. A une valeur de t et, par suite, de 
a — u

{}
 et e — correspondent, par les équations précédentes, quatre 

systèmes de valeurs de χ — #
0
 et y — y

n
. 

On voit qu'alors les équations 

r r y Kdc- \<tr 
= i-i0/fz 

• vq 

f ' } B, fi.r — \iffy __ 
= c-c0 x0 v0 

ne donnent pas, pour une suite continue de valeurs de u et r dans le 
voisinage de u

0
 et e

0
, un seul système de valeurs correspondantes de 

χ et v. Il est donc impossible que la surface 

R(a?,y,3) Γ.7Τ ο 
soit tangente à la surface 

f(x,y,z) = ο 

en un point simple (a?0,j0, z
0

) de cette dernière. 

î). Nous devons maintenant considérer le cas ou (a?,/, z) tend vers 
un point double de la surface, par lequel passe une courbe Γ. Suppo-
sons d'abord qu'une courbe Γ rencontre la courbe double en un point 
(.r

0
,y

v
, 3

0
)î d n'y aura, dans ce cas, aucune difficulté, ear 011 pourra 

raisonner, comme au numéro précédent, en considérant simplement la 
nappe de la surface passant en (x0,y0, z9) sur laquelle se trouve la 
courbe Γ. 

Une autre circonstance reste à examiner; la surface 

R (x,y,z) = ο 

passe par les points doubles isoles de la surface. La courbe compté-
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nicntaire Γ aura donc lin point double, en un point double isolé 
(.r„, y„, z

0
) de la surface proposée que nous allons supposer être Pori-

gi ne. 
Nous avons vu qu'en un pareil point l'intégrale avait une valeur par-

faitement déterminée ( ire Partie, n° 5). De plus, quand la limite de ^ 

est finie et n'annule pas M + N {voir le numéro cité), ce que l'on 

peut toujours supposer, les termes du premier ordre dans l'intégrale 

Β r/j- - Λ dv 

«■0, ο, ο -

se réduisent à 
c'.r — cv — ). Ρ c 

tv ' 

et pareillement pour l'intégrale 

r,v'My/.r-Α,φ· 
♦ 0,0,0 j -

les termes du premier degré seront 

tyr — c, ν — λ, Pc 
ÏT 

La surface 
ll(.r, y, 55) = ο 

aura généralement à l'origine un point simple, et la courbe Γ un point 
double dont les deux tangentes seront distinctes. Puisque les deux in-
tégrales u et e gardent sur la courbe Γ les valeurs constantes u

0
 et e

0
, 

les deux expressions 
d χ — c y — λ Ps, 

c1 x - c1ν-λ,Ρ* 

doivent s'annuler pour l'une et l'autre direction correspondant aux tan-
gentes à la courbe Γ. Les plans, obtenus en égalant ces expressions à 
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zéro, coïncident donc. Ceci posé, revenons aux équations, en faisant 
"»=L>=0, 

c'.r — cv — λ Ρ £ 
2 Ρ ' 

c;,r —clV —χ tp> __ 
2 Ρ 

La discussion de ces deux équations pourra être faite de la manière 
suivante. On remarque d'abord que les deux intégrales u et e peuvent 
être écrites sous forme de série procédant suivant les puissances crois-
santes de x

y
 y et z ; nous pouvons d'abord supposer que ν ne contient 

pas de terme du premier degré, il suffit, pour cela, de faire une com-
binaison linéaire convenable des deux équations précédentes. Écrivons 
donc 

c' jc —c y — ).P,c +.. = v 
2 Ρ 

cl2 x,y,z + .. = 

o
2
{X,y, z) étant un polynôme homogène du second degré en ,z\ γ et s. 

Posons 
i = ty -(t) v = t2 y1 (t) 

λ et λ, étant des fonctions holomorphes quelconques de t dans le voi-
sinage de / = o. 

De la première équation nous pouvons tirer ζ sous forme de série 
procédant suivant les puissances croissantes de χ, y et /; substituons 
cette valeur de ζ dans la seconde équation. Il viendra 

d) P(.r, y) (Q(x, y,t) = /2λ, (/), 

Ρ étant une série dont les premiers termes sont du second degré en r 
et y. Nous avons, de plus, la relation 

f x, y, z«) = o 

qui devient, parla substitution de la valeur de z, 

(2) F1 x,y + l lQ1 x,y,t =0 
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P, commençant, comme P, par des termes du second degré. L'équation 

P1 x,y= <> 

donne les deux branches de la courbe Γ passant par l'origine, et il en 
est de même de 

P (x,y) = o. 

Par suite, Pet P, peuvent être supposés identiques, et nous avons, à 
la place des équations ( ι ) et (2), 

(3) Q(ar,y
f
l) - Q,(*,.y,0 = />.,(/), 

(ί) p« (&*y) +-^Q.(^..riO = °· 

L'équation (3) permettra de développer y suivant les puissances crois-
santes de χ et /, et l'on substituera ce développement dans l'équa-
tion (4). Il arrivera, par conséquent, que l'équation (4), ainsi trans-
formée, commencera par des termes du second degré en r et /; donc, 
en général, à une valeur de / correspondront deux valeurs de .*·. Les 
deux équations ne donnent donc pas une inversion uniforme : c'est du 
moins ce qui aura lieu en général, et, dans chaque cas particulier, 011 
pourra faire la discussion complète en suivant la méthode précédente. 

1(1. IN ο us avons supposé, dans les numéros qui précèdent, que le 
point (x,y* 3) restait à distance finie. Employons, comme au n" 7 du 
Chapitre 1er, les coordonnées homogènes (x*y, s, t); ces quatre coor-
données ne sont pas nulles à la fois, et soit, par exemple, le point 
s'éloignant à l'infini, de telle manière que χ soit différent de zéro. Nous 
poserons alors 

£ = γ. i=z, — = T. ./· .r x 

Nous avons vu (n" 7, lre Partie) que la différentielle 

H dx — A dv 

7- " 
prend alors la forme 

N d\ - M dl 
Λ'(Ι. ν,Ζ,Τ) * 
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où M et Ν sont des polynômes en Y, Ζ, T. Nous aurons done les deux 
équations 

\ d\ - M dΤ , 
f'z = du 

Ν,,η-Μ „n
=di

. 
f'z 

entièrement semblables à eelles que nous avons diseutées dans les nu-
méros précédents. 

Au point à ΓϊηΓιηί que nous avions à considérer avec les anciennes 
variables se trouve substitué un point (Y, Ζ, T) à distance finie, et l'on 
peut faire la discussion, comme nous l'avons montré plus liant. 

Si l'on revient aux valeurs de.r, y, z, dont nous nous sommes sor\ i 
avant l'emploi des coordonnées homogènes, 011 aura 

1 Y Z 
1 Τ' R_ T' 3 -

 Τ

· 

11. Résumons maintenant les résultats de la discussion qui vient 
d'être faite dans les numéros précédents (du n° ο au n° 10). Nous sup-
poserons, d'après ce que nous avons dit (110 9), que la surface n'a pas 
de points doubles isolés; d'autre part, la surface adjointe 

R(.r,y, 5} = ο 

d'ordre {η — \ ) coupe d'abord la surface suivant les courbes doubles, 
et soit Γ la courbe complémentaire d'intersection, La surface It ne 
sera tangente à la surface donnée f en aucun point de la courbe Γ 
(ii° 8), si ce n'est bien entendu aux points de rencontre de la courbe Γ 
et de la courbe double. La courbe Γ 11'aura pas de points doubles. 
Nous avons considéré (n° 7) le cas où(.r,y,s) s'approche d'un point 
lr„,y0» s„) de la courbe Γ ; en désignant par u

n
 et e„ les valeurs cor-

respondantes de u et e, nous avons vu que la limite λ du rapport 

a — //,. 

e — c„ 
était égale à 

It ( -t'a, y 11, v,
(
 ) 

ΪΜ·Ύ·..>υ· Su) 



INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES ALGÉBRIQUES. 333 

<iui peut aussi s'écrire 
A x0r0, -SQ ). 
Λ, ^0, 5„ )' 

de plus, χ — ,r„ et ν — v0
 sont développables en séries ordonnées sui-

vant les puissances croissantes de /, quand on a posé 

u— u
u
—fk(l)

% 

c — c„ — ίλ, (/) 
avec In condition 

lb(*'V v
0

, «
υ
)(>j ν

β>
 5„)λ, (ο) — ο. 

Supposons maintenant que (or, y, z), partant (le (oc9,y9
, j, suive lu 

courbe Γ, les valeurs de u et e ne changeront pas; admettons qu'en un 
autre point far,. ν,, z,) on ait 

ι , Β(.Γ|, V|) Π (·3*0> ,*0» «oj . 
Β,ίΛ,.ν,.;,) B,(.r„. zv) 

les équations 

= - i0 /·'·>·" Β dx — A. dv 

r r,Y" B, dx — A, dv 

v-v0 ' v„.ru * -

seront vérifiées pour u = //„, ν = c
0
 par χ = α?,, v=

t
v,. l'osons, 

comme plus haut, 

u — //
0
= t\(t j, c — e„ — A,(t) 

avec la condition 

B1 x1,y1z1— b(«r,,ν,, s,)X,(o) = ο: 

nous pourrons prendre, par suite, à cause de la relation (i), pour X et 
/,, les mêmes fonctions que précédemment, et l'on voit alors que, pour 
une même valeur de /, on aura à la fois pour ,v et y des valeurs voi-

Jottrn. de Math. (4·* série), tome I. — Fasc. III, iMtô 43 
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sines de(.r,, J,) el des valeurs de (J\„.V
0
); x et ν ne seraient pas des 

fonctions uniformes de u et e. On conclut de là un théorème fort impor-
tant pour l'étude qui nous occupe. Les deux équations 

Il — ji.ll, = ο, A — JA A, = o, 

où y. est une conslan'e arbitraire, ne peuvent être vérifiées que pour 
un seul point d'une courbe Γ, bien entendu, en dehors des points de la 
courbe double. La courbe Γ est donc unicursale, et les trois équations 

Β - y. H, = o, 

A — α A, = o, 

f(x,y,z) =0 

donnent pour .i', ν et ζ des fonctions rationnelles de y.. 
I,es conditions que nous venons de trouver sont, d'ailleurs, suffi-

santes. Considérons, en effet, les équations 

r ' y zH(/.r \ (/y 
u-u0 ' ·*νΤο.·-<ι 

/·*■*· B.rfr - \, dy 

v-v0 ' ·*νΤο.·-<ι 

nous supposons que (x,y,z) arrive en un point (.r0,r0
, s

0
) de la 

courbe Γ, u et e tendant vers les valeurs //
0
 et e

0
. Je dis que, pour tout 

système de valeurs (u, v) dans le voisinage de (u
0

, e„), va correspondre, 
au moyen des équations précédentes, 1111 point parfaitement déterminé 
(Λ:,Y, z) \ faisons, en effet, partir (M, R) de f TI

TF
, C

0
), et indiquons la loi 

«le ce déplacement par les formules 

u-u
0
 — t\(i), e — c

0
=O.,(/), 

où λ et λ, sont deux fonctions holomorphes, d'ailleurs arbitraires, de 
/ dans le voisinage de t = o. 

Soit y. la valeur du quotient ^~y à cette valeur ne correspondra 
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(ju'uu point(#,,y
n
 s,) sur la courbe Γ, et, en raisonnant comme plus 

haut, on voit que# — #, ety — yx
 peuvent être développés suivant 

les puissances de t. 

12. Nous savons donc maintenant reconnaître si les équations aux 
différentielles totales 

Bdx-, - = du. 

B| dr ~~ Adv — dv 
fi -

donnent pour χ et ν des fonctions uniformes de u et c. 
(les fonctions seront nécessairement des fonctions quadruplement 

périodiques de u et c. (l'est un point qu'il est bien facile d'établir; tout 
d'abord les deux intégrales 

/·"·** Β th - A dv /* r v î 15, de ~ A, dy 

'·' eO 0 » · W' ' 1·' U·} »· «Ufz 

n'auront évidemment pas plus de quatre paires de périodes, puisque 
les fonctions χ et y données par les équations aux différentielles totales 
correspondantes sont des fonctions uniformes. D'autre part, le nombre 
«les périodes sera effectivement quatre; c'est ee qui résulte du théo-
rème suivant (pie je me borne à énoncer : q intégrales abélicnnes dis-
tinctes de première espèce correspondant à une courbe de genre p(q ρ,· 
ne peuvent avoir moins de 2 q systèmes de périodes simultanées. 

l u cas particulier intéressant et simple est celui où la courbe 1 
n'existerait pas; dans ce cas, la courbe double de la surface serait 

d'ordre m 1 m—— > et, pour tout système de valeurs de η et e, laissant 

χ, v, s finis, ces fonctions ont une valeur parfaitement déterminée. 
foute surface, dont les coordonnées s'expriment, de la manière in-

diquée, par des fonctions quadruplement périodiques de deux para-
mètres, donne des exemples de réduction dans le nombre des périodes 
de certaines intégrales abéliennes correspondant à une courbe algé-
brique. Considérons une section plane quelconque de la surface 

/(■r,y, ζ) = o. 
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Soit 
s = ax -t- by -+- c 

l'équation du plan sécant; la courbe 

c) /( r, ν, ax -f- by - c = ο 

présente nue particularité intéressante au point de vue de la réduction 
du nombre des périodes des intégrales abéliennes correspondantes. Si. 
en effet, dans les deux intégrales 

i' R de — Λ dv /*R, d.r — A, <iy 

f'z f'z 

ou remplace ζ par 
ax -f- by -r- c, 

ret y étant alors liés par la relation (C), on aura deux intégrales de 
première espèce correspondant à la courbe (C), ayant seulement quatre 
paires de périodes simultanées. 

15. Quelles sont les surfaces de moindre degré dont les coordonnées 
peuvent s'exprimer par des fonctions uniformes rjuadrnplenient pério-
diques de deux paramètres, et de telle manière qu'à un point arbitraire 
de la surface ne corresponde, abstraction faite de multiples des pé-
riodes, qu'un seul système de valeurs des paramètres? 

Nous avons vu précédemment (Chap. II, n<lS4·, 5, G) que les sur-
faces du quatrième degré et les surfaces du cinquième degré ne pou-
vaient avoir deux intégrales distinctes de première espèce. Vous pou-
vons donc en conclure le théorème suivant : 

Il η existe pas de surfaces du quatrième et du cinquième degré dont 
les coordonnées s'expriment de la manière indiquée par des fonctions qua-
druplement périodiques de deux paramètres. 

C'est parmi les surfaces du sixième degré que l'on rencontre les pre-
mières surfaces jouissant de cette propriété. En voici un exemple : po-
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sons 

' 1 

x=P(M), 

.V =Q('> 
Î = !''(«) + Q'(t>), 

Ρ (M) désignant la fonction doublement périodique de κ, liée à sa dé-
rivée P'(M · par la relation 

\y{U) = γ'αΐ" -+- b\yi 4 cP 4 d, 

et Q c une fonction doublement périodique de c définie par la rela-
tion 

Q'i e) = ^ ftQ:l
 4 j5Qa

 4 7Q 4- S. 

Les équations 1) définissent donc la surface du sixième degré 

t'i ζ b.v~ -h c.r 4- d 4- γ'«ν' 4 fi ν'- 4- y ν 4- ο. 

\ 1111 point arbitraire ζ) ne correspond qu'un seul s\ sterne de 
valeurs de u et e. Quelles sont les singularités de la surface (2 )? Écri-
vons son équation sous forme homogène 

zt~ \ a.r1 4 bx" l 4 cxl* 4 di* 4- sJoîy'·1 4 fiy7t 4- '/Yt2 4-dt2 

Kl le aura pour courbe double la cubique définie par les équations 

ζ . ο, αχ·· 4 bx-t 4 ex ι'1 4 di* = α ν3 4 fi Y71 4 7yl* 4 δ/:ι. 

et aussi les trois droites 

l — ο, αχι~αγ\ 

La courbe double est donc du sixième degré, ee décomposant en 
une cubique plane et trois droites. 
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QUATRIEME PARTIE 

1. Nous <illons considérer, clans ce Chapitre, les équations différen · 
tielles de la forme 

0 Α*<Τί'ύ7·.) = °· 

/ étant un polwiomc. On sait qu'il existe une relation algébrique entre 
une fonction uniforme quadruplement périodique «'.r, v)et ses deux 

dérivée» partielles — et ~ 11 y aura donc des équations aux dérivées 

partielles de la forme (i), auxquelles on pourra satisfaire en prenant 
pour u une fonction uniforme quadruplement périodique de .i et v; je 
nie propose de traiter la question inverse, c'est-à-dire de reconnaître 
si l'on peut satisfaire à une équation donnée 

e( du du ν 
A"-Tr'ïï7):'°· 

en prenant pour u mie fonction uniforme quadruplcmenl périodique 
de r et v. On voit que c'est l'extension au cas de deux variables, d'un 
des problèmes traités par MM. Briol et Bouquet dans leur mémorable 
Mémoire? sur l'intégration par les fonctions elliptiques, problème dont 
l'objet était de reconnaître si l'équation 

/(«·£) = « 

pouvait être satisfaite par une fonction doublement périodique de r. 
Nous commencerons par démontrer le théorème suivant qui est fon-

damental pour ce qui va suivre : 

u étani une fonction uniforme quadruplement périodique de χ et y, soit 

f(u
%
v,w) = ο 
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ία relation algébrique existant entre u et ses dérivées partielles ν — ~ et 

IV = ~. A un point ARBITRAIRE de la surface précédente ne correspond 

qu IN SEUL système de valeurs de χ et y, abstraction faite, bien entendu, 
de multiples des périodes. 

Considérons, pour les deux variables indépendantes de χ et y, le 
domaine rpie, suivant l'expression de M. Kronecker, on peut appeler 
le prismatoïde des périodes; supposons qu'à un point quelconque 
( u, v, ivΊ de la surface /correspondent m systèmes de valeurs de a: et y 

X1, y2('**2 ♦ ,Χι ) » ···· [&mi y m )« 

considérons les deux sommes x, -hx3 -h... ·+· x
m
 et/, + y2 H-... H- y

m
 : 

comme pour chaque point (M, e, w) ces expressions n'ont qu'une va-
leur, abstraction faite de multiples de périodes, ce sont des intégrales 
de différentielles totales de première espèce. Supposons d'abord 
qu'elles se réduisent à des constantes. Désignons par 

(*,./,). (-wi) «,·/„) 

un second système de valeurs, respectivement voisines des premières, 
pour lesquelles on aura 

X1, y2('**2 ♦ ,Χι ) » ···· [&mi y m )« 

et de même pour ν et w. Nous avons, d'ailleurs, d'après ce que nous 
venons de supposer, 

(2) 
•r, -l· X% H-... -h Xm — X% -h X.j H- ... -h X/H, 

y\ ■+· J2H-·· -+ym =y, -T-Y, H- y,
H

. 

Or on a, à un infiniment petit près par rapport àa?', — r, et y, —.y,, 

u(x
t
.y,)-u(x„y,) = (x

t
-x,) ̂  + {y, -y,)^> 
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et do mémo 

u\x
t
,y'

t
) - u(x,.y,) =(.r

a -x-d^r +(Λ-.ν,)du dy2 

««aw,„) - «(wJ = (·*·„ - ·η«)^ -+· 'y
m
 ~ v,„ >

 ô
~

m
 · 

Or r - ~ el w = (\~ ont les mêmes valours en 

x1, y1 x2, y2* ···» 1 &ιμ}'μι ■ · 

On a donc 

3) 

du _ du du 
djct dt3 d.rm 

du du du 
dy ι <)r3 dy„, 

Des égalités précédentes 011 conclut 

*<-*dz?
t
+ir,-y,)

iFt
 «(». - χ,) ̂  +1Λ -y,

l<b
- - ■■■■ 

= {*,n - *m) TT + (V,„ ~ ,κ * 

D'ailleurs, on vertu des relations (a) et (3), la somme de toutes ces 
expressions est mille ; nous pouvons donc écrire 

i*.-*')35; + Cy,-JO^-=o. 

et, comme a:', — a*, ety, — y, sont dans un rapport arbitraire, on aurait 

du du =0, 
dt'i dr, 

et ces deux relations 11c sont évidemment pas vérifiées pour un point 
arbitraire (<r,,y, ). Par suite, à un point quelconque de la surface 

/(«·«'. w) = ο 
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ne correspond qu'un seul système de valeurs de (a?,y), abstraction faite 
des multiples des périodes. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les deux sommes 

«, H-;ra-K..-ha?,,, et y, ■+■ y, 4-... -h ym 

étaient constantes, abstraction faite de multiples de périodes. Exami-
nons les autres circonstances qui pourraient se présenter. 

Nous avons dit que les deux sommes précédentes étaient nécessai-
rement des intégrales de différentielles totales de première espèce; ces 
deux intégrales ne peuvent être distinctes. Soient, en effet, 

s u, v, w,Ρ du -h Q dv et / P, du 4- Q, dv, 

où Ρ et Qsont rationnelles en «, c, ces deux sommes. En rempla-
çant u, e, w par leur valeur eu χ et y, chacune des intégrales précé-
dentes devient une fonction linéaire de χ et y, soient 

eux 4- βγ 4- y et a,χ -h β>Τ + Ί> 

Si l'on n'avait pas αβ, — <x
i
 β = ο, on pourrait prendre 

ax4- βγ et a,.r -μ β,y 

comme nouvelles variables à la place de χ et y, et l'on voit alors qu'à 
un système de valeurs M, e, w 11e correspondrait qu'un seul système de 
valeurs de χ et y. 

Des deux intégrales, l'une est donc une fonction entière et du pre-
mier degré de l'autre, soit 

,Y\ 4-y
2
4-. · .4-y,„— A (a?, -+■ X» 4-.. .4-.r,„) +■ II, 

A et 11 étant des constantes. 
Prenons alors y — Ax et χ comme variables dans u et c, et dési-

gnons y — Ax par y, pour ne pas multiplier les notations. Dans ce 
cas, la somme 

y, 4-y
2
4-...4-y,„ 

Jmrri. de Math, (il6 :iérie), tomo I. — Ease. Ill, 1885. Y\ 
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est constante, la somme 
X%+Xt+...+ Xm 

pouvant être variable. Dans cette hypothèse, cette somme représen-
tera, comme nous l'avons dit, une intégrale de première espère» et 
pourra, par suite, se mettre sous la forme 

αχ 4- /5/4- y; 

α ne sera pas nul, sinon il n'y aurait contre l'hypothèse qu'une valeur 
pour ν correspondant à un pointé, e, iv). Prenons donc 

y.r -4 β y 4- y 

pour variable, en la désignant pur x; de cette manière, à un point 
f/itclronrjue (//, ν, m) correspondent m systèmes 

■ ·* M v, /t {Χι t y 2 j» · · · t ·* ι ♦ y m » 

.rayant la même valeur dans chacun de ces systèmes, et la somme 

yi 4· Y, 4-.. .4- V
m 

étant constante. 
Répétons alors le mode de raisonnement dont nous nous sommes 

servi plus haut; nous aurons 

<v,—ν. > 577
 :=

'·
ν

» - y*hy, ·· '-
ν
~->'*> 3Γ„· 

et, par suite, 
v. —---.v!, - v

2
··-.. · -—.v"<< 

si la valeur commune de -r-> . -> - -ι -,— η est lias zero, ce uni aura 

lieu évidemment pour un système arbitraire (a·,, v,). 
Mais la somme y, 4-y., 4- .4- y,„ reste eoustaiite, et l'on arrive, par 

suite, au résultat absurde 

y s --r,, /,=/» y m =-//«· 
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*2 11 résulte immédiatement (lu théorème précédent que, si l'on peut 

satisfaire à l'équation 

/<". 5î· Tv) = "' 

en prenant pour u une fonction uniforme quadruplement périodique 
de .r et y, la surface 

f(u
t
 e, iv) = ο 

ronlrera dans la classe des surfaces dont nous avons fait l'étude au 
Chapitre précédent. 

On aura donc tout d'abord à rechercher si l'on peut exprimer//, 
c, ο par des fonctions quadruplement périodiques do deux para-
métres ,r el v. f.a surface devra admettre deux intégrales de première 
espèce 

/'15 du — A dv ΓΗ, du — A, d\* 
f'w f'w 

< >n doit pouvoir trouver deux combinaisons linéaires indépen-
dantes de ces intégrales, telles cpie les deux équations aux différen-
tielles totales 

( ι 

( / I» i- m 15, ) (lu — ( / \ -t- tu A, ) d\· _= dx, 
J w 

( η 15 -t- />15, ) du — ( //A. + jt A, ) d\' ^y 
J\v 

donnent pour //, e, u» des fonctions quadruplement périodiques de a· 
et de v, et telles (pie 

ou Ou v— -, O' — -j- · 

Cherchons à quelles conditions on pourra déterminer les quatre con-
stantes (/, m, n,p), de façon qu'il eu soit ainsi; nous n'aurons qu'à 

calculer ™ et ~ à l'aide des équations précédentes. On trouve de 

suite, en se rappelant que lîA,— ΑΠ, est divisible par et posant, 
comme plus haut, 

HA, — AH, =/;,Q(u, e, m). 

Ou «A+/>A, Ou /A-+-///A, 
du· ( //> — mn ) (v) ( u, c, iv) ' Oy ( lp — /un) (v)( u. r, »r 
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Nous devrons donc avoir 

ΛΑΗ-/ΙΑ,= (ίρ — mn)Q(u,v
%
w), 

lA -bm A, = — (//; — mn) Q(u, c, «· , 

et ces relations devant avoir lieu, pour tout point de la surface, seront 
des identités, puisque les degrés des polynômes qui y figurent sont 
moindres que le degré de la surface. 

Nous pouvons donc enfin écrire 

A = — Q(«, c, w)[mv -hp\v)
9 

A,= Q(u, e, w)[lv -+-niv,. 

Ainsi les polynômes Λ et A, doivent être divisibles par Q //, r, π· , 
et les (|iiotients sont homogènes et linéaires en ν et m. Lorsque ces 
eouditions seront remplies, on aura, par la division même de Λ et A, 
par Q, les quatre constantes /, m

9
 /«, ρ et les équations aux différen-

tielles totales (i) qui doivent donner u en fonction de r et y seront 
complètement déterminées. 

5. Les considérations précédentes nous donnent une solution du 
problème propose», niais elles exigent la recherche préalable des inté-
grales de différentielles totales relatives à la surface 

' ι ■ /(//, e, u») = o. 

Ou peut résoudre autrement le problème, sans passer par cette re-
elierclie préalable des intégrales de différentielles totales de première 
espèce, ou du moins déduire ces intégrales de l'équation proposée et 
d'une seconde équation qui se forme immédiatement à l'aide d'un po-
lynôme adjoint Q. 

Désignons comme plus liant (n° 5, Chap. Ill) par Q(w, e, w) le po-
lynôme adjoint d'ordre [m — f\j); ce polynôme sera déterminé à 1111 

facteur près, puisque la surface/doit être nécessairement du genre un. 
Soit Q un pol\ nome parfaitement déterminé. 
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On aura (voir /oc. cit.) 

Q("· '· "'H ^ Jitej?- 37 5^ j/ f'w (u, v, w) = a 

a étant une constante, et cette équation pourra s'écrire 

(■■0 
Q("· '· "'H ^ Jitej?- 37 5^ j/ f'w (u, v, w) =a 

De Téquation (1), nous tirons d'autre part 

Π; ^+^^^d7dy-"°· 

1,es équations (2) et ( 3) permettent d'exprimer ̂  et ^ en fonc-

tion (le M, e, u». 
Portant ces valeurs dans les deux équations 

du =
 Tt

*x +
 T)

dy, dv =-^dx +-^dy. 

nous allons en tirer 
dx — M du -h Ν <A\ 

É/γ — M! λ/μ 4- Ν, dv, 

les M et les Ν étant des fonctions rationnelles de M, e, w. On trouve 
ainsi 

dx = Q("· '· "'H ^ Jitej?- 37 5^ j / a'w 

dy= Q("· '· "'H ^ Jitej?- 37 5^ j/ af'w 

c/^r: et «/y devront être des différentielles totales de première espèce. On 
devra donc pouvoir choisir la constante a de telle sorte que 

(4) °fvfw~ VWQIÙ 
vf'vwfl 
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puisse se mettre sous la forme d'un polynôme entier en M, e, iv, en 
tenant compte toutefois de la relation 

f{u, e, «Ο = o. 

Il en sera de même pour l'expression 

■») 

g (/».)*+ut y,; 
»/„' «■// 

qui, pour la même valeur de a, devra être égale a un polynôme. On 
aura immédiatement la valeur de a qui pourrait remplir les conditions 
précédentes, en prenant un système (M, e, O· satisfaisant aux deux 
donations 

vf'0 + wf'v = 0/ 'M . H' O, 

' I pour lequel soit différent de zéro. I/équation 

«u:Y -■ wf. : " 

donnera la valeur de A, et il restera simplement à vérifier si les deux 
expressions! 'j) et ;5) sont susceptibles de la forme indiquée. S'il en 
est ainsi, on n'aura plus qu'à vérifier si r/.ret dv sont des différentielles 
totales de première espeee, et l'étude s'aclievera comme an numéro 
précédent. 


