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FONCTIONS HYPERABIELIENNES. 8'7

Sur les fonctions hyperabéliennes ;

Pz M. Exie PICARD.

Dans des études précédentes ( Acta mathematica, t. 1, 11 et 1V, j"ai
déja indiqué une premiére généralisation des fonctions abéliennes de
deux variables indépendantes : ce sont les fonctions hyper fuchsiennes.
A ces fonctions des deux variables et y est attaché un groupe discon-
tinu de substitutions de la forme

’ \,

( Y My.e »,—_I'.,r_-+— R, }!g'_-_b—__l’,i-}:_l{,
\. i " ! ‘l;yl' s l);‘_" = “3’ .\13.1' -+ l’;;)' -+ “3)

La généralisation peut se poursuivre dans une autre direction, et
j'ai ¢té amené a étudier des fonctions uniformes de deux variables
indépendantes . et y, qui ne changent pas (uand on effectue sur ces
variables un groupe de substitutions de la forme

ar b Il")' =

I £, v i a
( ] .)’ e - 4/’ ¢y - o )

Comme on le voit, x ct y se trouvent remplacés respectivement par
des fonctions de x et y seulement, mais ces substitutions doivent se
faive simultanément. Dans le cas ot les deux substitutions

’ aa b / ay+
(2 ) (y, G
cr +—d y-rd

—_
(&
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relatives respectivement i a et & y, forment des groupes discontinus,
les fonctions de a et y, invariables par les substitulions du groupe (1,
se raménent aux fonctions fuchsiennes de M. Poincaré, mais il n’en est
plus ainsi si les groupes {2}, pris séparément, sont continus, leur en-
semble, représenté par les substitutions (1), ¢tant toutefois, bien en-
tendu, discontinu par rapport i un systeme de valeurs de x et y.

D’une maniére plus générale, nous allons avoir a considérer des
groupes dont les substitutions sont de I'une ¢t Pautre forme

r ar--b a'y-- b
{ Py iy = e
( » Y0 i d c’.r+(1')’

(x 2y +3 2§
, Al Ny .
' ¥ vy 43 *;.z'+o)

Quand un tel groupe sera discontinu pour un certain domaine de
valeurs de @ et y, nous dirons que c’est un groupe hvperabélien.

Cest 'examen d'un cas particulicr, concernant la théorie des fone-
tions abéliennes da second genre qui m'a donné le premier exemple
d'un groupe hyperabélien; jindique dans le quatrieme Chapitre ce
cas particulier, dont je compte faire ultéricurcment une étude plus
compléte.

Le premicr Chapitre est consacré & une classe élendue de groupes
hyperabéliens, qui se présente dans U'étude arithmétique des formes
(quadratiques (naternaires réelles & coefficients entiers, quand clles
sont réductibles au type . \ ) .

ul+ uy— ny— .

Je montre qu'a chacune de ces formes correspond un groupe hy-
perabélien, dont on peut trouver les substitutions fondamentales.

Le Chapitre 11 est consacré i des considérations générales sur les
groupes hyperabéliens, particulierement quand toutes leurs substitu-
tions sont de la forme (1). La loi de génération de ces groupes peut
s'obtenir par une méthode analogue a celle dont M. Poincaré a fait
usage dans ses célebres recherches sur les groupes fuchsiens. I ¢tude
du domaine fondamental au point de vue de la Géométrie de situa-
tion termine ces généralités.

Dans la troisiéme Partie, je m’occupe des fonctions hyperabéliennes
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relatives & un groupe donné, Cette étude difficile, dont je ne fais que
tracer ici les premicres lignes, est étroitement liée 4 I'importante
notion du genre dans la théorie des surfaces algebriques.

CHAPITRE 1.

1. Considérons une forme guadratique quaternaire indéfinie dout
les coelfficients soient des nombres entiers réels, et dont le discrimi-
nant soit différent de zévo; elle sera réductible a 'un ou Pautre des
types

(] g+ u— g,
2 2 2 2
ui+u;— u — o,
ot les u sont des fonctions linéaires réelles des quatre indéter-
minées x, xr,, 2, ct a,. Nous laissons de coté les formes du premier

ty pe et nous poserons
S@y, vy 2y @y = U+ Ul — Uy — U3,
Sxyy gy vy, X)) = @, @} + A, X + A, 25 + a7
+ 2b 1,4 2b,x,2, 4+ 20,2, 0,
+2b, a0, 4 0 by vy, + 20,25,
les « et les b ctant des entiers.

Conformément a la méthode générale de M. Hermite (Journal de
Crelle, t. 47", nous devons associer i la forme fune forme définie con-
venable renfermant un certain nombre de paramétres arbitraires.

Nous avons d’abord & envisager la substitution la plus générale
Ui=Mu, + Puy,+Qu, + R, u,,

U2 = l.\[zu' -+ Pz“g -+ qu:| -+ Rgui'
Uy =Myu, + Py, + Quuy + Ry,
U,=M,u,+ Pu, + Q,u, + R,u,,
transformant en elle-méme
2 2 2 2
U+ u,— u,—ul,

Journ. de Math. (4° série), Tome 1. — Fasc. 1, 1885. 12
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On obtient ainsi un systéme de dix relations entre les (M, P, Q, R .
De ces dix relations, j'en éerirai seulement trois, gui seules nous ser-
viront dans la suite; ce sont

M- Q Ry -,

2 PMPPE QR o,

1

( MM =P P — 0,0, - RyRy o,
Ceei posé, associons i la forme indéfinie fla forme définie
L= U U U L2,

ou les U representent les expressions (1),
Nous pouvons écrire

o == U:-—i—- l):— l‘j— l ;.—I- 21 ;+ —’lfo
ou
97l Aty — Wy — W A2 Ny Py = Quuy - Ryug
+ 2 Mytt, + Py -+ Quuy + Ry, 2,

et sous cette derniére forme, on voit que 4 ne dépend que des huit pa-
ametres My, Py, Q,, Ry et My, Py, Q, Ry, liés par les trois vela-
tions (2).

Faisons encore la remarque facile 2 vérilier, (uw'a tout systeme de
valeurs de ces huit paramctres, satisfaisant aux ¢quations (2, corres-
pondent des substitutions (1),

2. Fatre les coefficients de la forme fet cenx de la forme o existent
diverses inégalités, qu'il est utile d'indiquer. Les « élant des expres-
sions linéaires et homogénes en v\, z,, 2, ¢t z,, 3 estune forme qua-
dratique homogene en x, x,, x, ct x,. Ecrivons-la

o= Az} + Al + Ayal + A\ o
+ 2B,2, x4+ 28,02, 4+ 2B 2,2,
+ 2By 2,2y + 2By 0+ 2B, 2.



FONCTIONS IIVPERABELIENNES. o1

Nous avons d'abord
: , s
((l, /\“ '(lc) _<_i\30 (a;‘,_ A;’o /a‘)SA\Q

la parenthése (a’ désignant la valeur absolue de a; ces inégalités sont
évidentes, car on 2

TS U BN G U
l

o,
(RS [ L Vi)

[TRTI

‘\_-\!

Ona, d'anlre part,
iy, — Il;"l‘. \z\ls - B‘?‘,

etk avant deux valeurs différentes et comprises, bien entendu, entre
un et quatre : ¢’'est ce qque Fon voit encore immédiatement a I'aide des
expressions précédentes de ot f.

Enfin, en faisant dans /et » une des variables égale 4 zéro, soit par
exemple r,, nons avons deux formes ternaires; le discriminant

a une moindre valeur absolue que le diseriminant ('orrcspmulnnt (né-
cessairement positif, puisque la forme 5 est définie et positive

Ay By By

‘B, A, By, L
;Bl:; B?.x A::

Ce dernier déterminant peut, en effet, se mettre sous la forme d'une
somme de quatre careés, tandis que le premier est égal i la somme de
deux de ces carrés diminuée de la somme des deux autres,

3. Nous dirons quunce forme indéfinie fest réduite, si Pon peut
trouver des valeurs des indéterminées (M, P, Q, R telles que pour
celles-ci la forme définie correspondante ¢ soit elle-méme réduite.

Nous n'allons considérer ici que les formes indéfinies /; telles que
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F'on ne puisse avoir
Sl ry, vy =0

pour les valeurs entiéres des indéterminées x,, x,, 1, et xy,

Une forme qualernaire étant donnée, on pourra tonjours recon-
naitre s'il en est ainsi on non : cette question w'est qu'un cas parti-
culier d’une uestion beaucoup plus générale, traitée par M. Jordan
dans son important Mémoire sur les formes quadratiques (Journal de
I'Ecole Polytechnique, 1882}, Indiquons sculement un exemple pour
montrer qu'il v a bien effectivement des formes /, pour lesquelles on
ne peut satisfaire it I'égalité précédente @ que P'on prenne, en eifet,

[=al@i+ 2l — b+,

on voit de suite que si le produit ab n'est pas une somme de dens
carrés, la forme fne peat pas représenter zéro,

Ces restrictions faites sur les formes indéfinies £ (ue nousallons con-
sidérer, nous avons a indiquer les conditions de réduction i adopter
pour la forme définie . Théoriquement, les conditions de réduction
dues it MM. Korkine ct Zolotareft' sont trés convenables pour notre
objet. Je rappelle qu'une forme définie 5 est réduite, si on peut
mettre sous la forme

: . : oy 2
L T T o N T LY

S € SR I L L SR TR IR L B 8

les : étant compris entre — ! ot + 3, et les o satisfaisant aux inéga-
lités

I T A S I
le discriminant D de la forme est dailleurs égal aowy, oy g0 04,

Des inégalités précédentes et de ce que w, cocfficient de A de o}
dans g, est au moins égal a_la valeur absolue de a, (n° 2) et par suite &
I'unité, on conclut que les quatre quantites i sout limitées en fonction
du discriminant D; il en résulte immédiatement, a I'aide des inégalités

mentionnées au n° 2, que tous les coefficients de la forme réduite in-
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definie f sont aussi limités en fonction de . Le nombre des réduites
arithmetiguement équivalentes « la forme f est donc fini.

Pour faire pratiquement le caleul, on pourra employer d’autres con-
ditions de réduction, qui seront bien préférables : je veux parler des
conditions de réduction données par M. Charve (Arnales de UEcole
Normale, 1882), ct qui résultent de 'extension aux formes quaternaives
de la remarquable méthode employée par M. Selling pour les formes
ternaires.

M. Charve introduit dans la forme détinie, dont nous désignous
pour un instant les variables par x, y, 2, ¢, une cinquiéme variable o,
en vemplacant x, y, 5, ¢ respectivement par £ — u, y — 1, 3 -- .
! — u; on obtient alors une forme que 'on peut écrirve

| ale —yr+blz—s) +cle—t)P+dr—up+e(y-sz?
() ' Sy —tP+gly—r)P+h(z—t)7+ k(s — w4+t —u?,
et qui devient identique & la forme proposée quand on fait v = o.

On montre d'ailleurs que toute substitution effectuée sur @, v, =, ¢
revient i une substitution d’'une forme convenable effectuce sur .x, v,
34, u.

Considérons donc la forme (1); les conditions de réduction sout les
suivantes :

1® Ou bien tous les cocefficients a, b, . .., &, { sont positifs;

2* Ou bien a seul est négatif, et il est inférieur en valeur absolue
abyede [ g;

3> Ou bien a et & sont sculs négatifs; de plus, a est inférieur en
valeur absolue 4 b, ¢, d, e, f, g; en méme temps 4 est inférieur en
valeur absolue 4 b, ¢, e, f, k,1; enfin a + & est inféricur en valeur
absolue & b, ¢, e, /.

Laréduite ainsi définie est unique, c’est-a-dive que, quand une forme
veérifie 'une des conditions de réduction, il n'existe aucune autre
forme arithmétiquement équivalente satisfaisant soit & cette condition,
soit 4 I'une des deux autres. On doit d’ailleurs considérer comme
identiques les formes qu’on déduit d’une forme donnée par la permu-
tation des variables.

On remarque immédiatement que les coefficients a, b, .. ., &, {sont
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des fonctions linéaires et homogenes des coefficients de la forme pri-
mitive,

rameétres M, P, Q, R, qui peuvent étre réduits i huit, mais cens-ci sont
liés par trois relations. On a

ar v T e N . I
5. Nous avons ici jusqu'ici considéré la forme définie 2 avee les pa-

gt — i — 1 oMy = Pany - Quug + Bn
+2(Myuy -+ Pyo,+ Qe - Ry,

avee les relations
2 »2 2 2
M+ P — Q) — RS - —1,

3 3

MICPE Qi RE -,

4 $

Posons d'abord

-
L
D

M+ M =p, P,4+iP, =7 Q+iQ,=uz R, +/R, =
ot les relations pl‘éc("(lcnt('s deviendront

niat = 2% 6=,

Pty BTy — 22y = 33y 7 — 2

iy désignant la conjuguée de g et de méme pour les autres letires.
Quant it la forme g, nous ponrrons Uécrire

LU A U — U — W 200rMe (L, A T A 2
ou bien encore

‘..’.? =i Mg — T, + 224, -+ ‘f,‘r,“ - (‘; -t

— =

+ i norme (pu, + 7o, 4+ AU, - g

Comme la forme 5 n'est considérée que pour en faire la réduction
continuelle, nous ne modificrons rien en la divisant par le facteur po-
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sitif xz,, et nons aurons, en posant

a ~ 2
a-:- ]I siz—y Tty
‘7 7 7
2 2 2 2
"+ ee, — aa, — bb,) (@ + 1 — u} - ul

+ jnorme aw, -+ bu, + u, + cu,).
Entre a, b et ¢ existera d’alleurs Ia relation
at -+ b =14-¢,
et Von devra avoir

aa, + bb, ~1+cc,.

On satisfera de la maniére la plus générale i la relation a, b et ¢ en
posant

vy
-~

|-
o
-~

-~
sy

14
y b= -1 y €=
1, -

ove

(1131

et 7 ¢tant deux paramétrees arbitrairves, et, aprées multiplication par
un facteur pnsitif. il vient, pour la forme défimie,
S —u,—u;)

/ . I S S
b T =1y Zy— & lH +u

-+ anorme[(q — Elu, — (1 4 Zq)uy + 1y (4 +8) + (1 — 5a)u,].

Quant a la condition
aa, + bb, <1 + ce,,
clle devient

('ﬁ - 7)0)(.&:0 - E)>O'

Nous avons alors maintenant a effectuer la réduction continuelle de
la forme (1), renfermant les paramétres complexes arbitraires & et
Pinégalite ci-dessus nous montre seulement que, dans ces deux para-

métres, les coefficients de y— 1 doivent étre du méme signe. Nous
supposerons ces deux coefticients positifs, car on voit immédiatement
que la forme (1) ne change pas quand on remplace respectivement &
et par leurs conjugués £, et v,. Si donc nous désignons par domaine §
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Fensemble des valeurs de £ et y ayant pour coefticient de y'— 1 une
quantité positive, nous pouvons dire que P'on a i effectuer la réduction
continuelle de (1) pour les valeurs de € et y appartenant au domaine S.

7. Supposons que la forme indéfinic £, correspondant a ¢, soit ré-
duite. La forme 5, que nous prenons d’abord sous sa premicére expres-
sion, sera réduite pour des valeurs convenables de My, Py, Q,, R; et
M., P, Q,, R,

IYaprés ce que nous avons dit précédemment, les coefficients de a7,
xi, ) ct &3, dans 5, sont limités en fonction du déterminant de la
forme £, Or soient

w,=ax, +fx, 4+, + 0r,.
y, -dx,+ a4+, +0x,
l‘:' .- a‘/‘r' + ‘ellx‘) + ,,”x:l + au'x"’

Uy=o"r, + ["ry+ ", + 0 xy:
on voit qu'alors les quatre expressions

My + Pya'+ Qia”+ Rya” )ty (Myfs + Pafs'+ Quff'+ Ry 5" 2.

7

My 4+ Py 4+ Quf'+ Ry g™, (M, + Py 8" 4+ Q, 8+ R, ")

sont nécessairement finies et, par suite, My, Py, Qg ¢t Ry; on arrive
nécessairement i la méme conclusion pour My, Py, Q, et R,.

Je dis, de plus, que, pour aucun systéme de valeurs convenables,
on na

Q= Qi =o.

(Vest e que montrent les trois rvelations auxquelles satisfont les para-
métres; elles se réduiraient en effet, dans cette hypothése, i

l\li+l)§_1{j:—lp i\]f+l)"'——Rf:—[, M3N];+I’3])‘—l{3l{‘:“,
et Uon en conclurait

(PyM, — My P, )1+ M2 + P!+ M2+ P! -1 =0,
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Les trois (uantités représentées par a, b, ¢ 'n® 6, sont donc finies,
Nous allons voir qu’a ces valears de a, b, ¢ correspondent des valeurs
linies de £ et 4. Reprenons les valeurs

avee la relation
@+ b =1+l

A un systeme de valeurs de a, b, ¢ correspondent toujours des va-
leurs finies de & et v, sauf quand on 2

II T=(.

Or cette relation entrainerait === p ou Py R, et P, - R,; les rela-
tions deviendraient

MI—QF a, MEOQF -1, MyM, - Q,Q,: o,
ce qui donne immédiatement 1'égalité impossible
,\li -i- \lf | O,

Je dis enfin que, dans £ et dans 4, les coefficients de y — 1 sont diffe-
rents de zéro. On a, en cffet,

‘2
ad, -t- [)I)” — 1 = CCy = — "/.”’
z étant, on se le rappelle, toujours fini et différent de zéro. En rem-
placant a, b, ¢ par leurs valeurs en £ et 1, on a

(”.""30)‘20"‘_5, — 1

(7, "*"12)(".0 45 "'7;0
Or 4 + £ nest pas nul, puisque a, b ct c sont finis, et la proposition
énoncee est des lors évidente,
Les diverses remarques que nous venons de faire nous permettent
maintenant (’énoncer la proposition suivante :

Journ. de Math, ( }¢ série), tome 1. — Fasc, 1. 1889 13
|
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w

L’ensemble des valeurs de % et v, appartenant au domaine S, pour les-
quelles la forme

p P ] B :
‘ﬂ""ﬁn»!\go"'é. feg =My, = WG - Uy,

+oanorme ' — % u - V- Uy 2 a1 — 5,

est redutte, forme a l'interieur de S un domaine D, limite et n’ayant
aucun point commun asec la limite de S.

La limite de § est formée par les valeurs de £ et 4, pour lesquelles

le cocfficient de y - 1 est nul.

8. Arrctons-nous un instant sur la nature amalytique des relations
qui définiront ce domaine D. en éerivant 4 sous la forme 'ne §)

R R R 2 T e R R VT o (£ S E e SN TR

A [y P gt o, — ey ka4 2l

Nous devons d'abord chercher les expressions de «, b, ¢, ... en
fonction de 2 ¢l .

Or remarquons gue tous les cocfficients de la forme 9 sont des fone-
tions de & et n qui ont la forme suivante :

1139

o A, +B 540, +C
N+ W, + O

B3N

Zo Ntz i By, +~C - 4

ou les A, Bet C sont essentiellement réels.,

l.es divers coefficients a, b, ¢, ... seront done de ceite forme e,
par suite, & désignant toujours une expression de cette forme, le
domaine D, correspondant i la réduite f, sera limité par des surfuces

N
)20,

La nature des surfaces limitant le domaine 1) nous sera utile dans la

suite.

9. Effectuons maintenant la réduction continuelle de . Nous avons
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dit qque la forme 3 était réduite tant que le point (€, 4 ) était a lintérieur
du domaine D. Lorsque le point (£, v sort de ce domaine, il faut, sui-
vant les circonstances de la variation de ce point, employer certaines
substitutions pour réduire la forme de nouveau, ce qui donne, en em-
plovant la totalité des substitulions propres it réduire de nouveau g,
certaines réduites adjacentes a la réduite ¥, auxquelles correspondent
des domaines 1Y, 1), ... On continue ainsi i effectuer la réduction
continuelle de la forme % ju-qu’ic ce qu’on ne trouve plus de nouvelles
r'duites, ce qui arrivera nécessairement, puisque le nombre des re-
duites est limité; o chacun des domaines D, D, ... corr('spomlont
dailleurs toutes les réduites qui se déduisent de 'une d'elles par la
permutation des variables. Désignons par ¢ le domaine total formé par
les domaines D, 1Y, 1Y, .... Lorsque le point (%, 4) sort du domaine ¢,
on retombe sur une réduite déja obtenue, i laquelle se trouve ainsi
con‘espomlr(- un nouvean domaine D.
Soit encore, pour ne pas muhipli('r les notations,

S oWl =0 i

cette réduite, En faisant passer (€, 1) du domaine ) dans le domaine D),
on est alors conduit & une su' stitution S 4 coefficients entiers, trans-
formant fen elle-méme. A une telle substitution correspond manifes-
tement une substitution linéaire faite sur u,, w,, «, et u,, soit

(e g e uy, Aw, +Buy i Cuy +Duyy Nuy+ Buy+-Cuy -+ Wa,
Ny + By - Cluy =-Woayy Ay 4870, Cuy =Dy,
et cette substitution transforme en elle-méme Fexpression
w4 — i — o
Reprenons maintenant la forme ¢, en I'écrivant, comme an n° 6,
Lol 4 UG — u,— W, + 200rme( (i, + Ry + 2y + pU, ).

Si 'on cflectue sur ¢ la substitution S, cette forme deviendra

2 2 2 2 ‘ ' .
Wy — - s amorme (', 4 w4 2 uy+ gy,
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ot Von aura
pooAp 4+ Vr+ AT+ AT,

7 o:Bu 4+ B - B7% 4- BT,

vy

= Cp+-Cn +C'2 + €,
¢ Dp DD+ D7,

ot eette derniére substitution transformera en elle-méme Fexpression

e e
et, puisque Pon a
whamt— gt -t o,
on aura parcillement
e A AL
et aussi '
‘-’l.'.ll,“ + ﬂ'ff” T 7"'/'0 - p’{’o - 2.

Nous avons précédemment posé¢ (n” 6

O I A
A (A I
d’ot1 I'on peut tiver
- 4o LRI
:. L. ———y '{‘ -
? —_T "4 L
Nous poserons parcillement il
PP Y A S
- Do -, 'f‘ - .
- ? - T l’c I

-

£" et ' vonl étre des fonctions de £ ct«, que nous nous proposons
maintenant de trouver. Or posons, pour un instant,

A— 0= AU -y, DRy, § LR my,
on aura
Ny W) ) 6y 0,
Soient de méme
'4'.- y’——- "' xl - l]’ . l)' 3' g '), ANy m'
=" oo Pay g S L -
of

! ’ ' ’
o, Rym, 03
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les ' sont des fonctions linéaires et homogénes des o, et cette substi-
tution, dont les coefficients sont réels, faite sur les «», transforme en
clle-méme I'expression w, @, + oy 0,.

On aura
) [0}
» | 2
2 o= —y A= -
¢ gy ny
' ’
({7 (O]
»r 1 op! — b
S == =7
Wy w,

On voit d’abord immédiatement que £’ et =’ sont des fonctions ration-
nelles de € et + de la forme

. Ao - B -5 D y NG By - - DY

TN e B CEED T TRE X CE
les divers coelficients étant réels; mais on peut aller plus loin, en em-
plovant les considérations dont a fait usage M. Goursat dans sa belle
étude sur les équations linéaires du quatriéme ordre ayant quatre inté-
grales liées par une relation quadratique (Bulletin de la Sociéteé mathe-
matique, 1383). On reconnait alors que les expressions de & et «” en
fonction de £ et, sont de 'une ou 'autre forme
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les coefficients de ces dilférentes substitutions étant réels.
On en conclut le théoréme suivant qui est fondamental :

On passera du domaine D an domaine 1), en effectuant sur (2,+,) une
substitution de la forme (1) ou de la forme (11).

En continuant d’effectuer la réduction continuelle de la forme g, on
obtiendra un groupe G d’une infinité de substitutions, telles que (1)
ou (II); ce groupe sera discontinu, car 4 un systéme de valeurs de
(E,m) ne correspond qu'une seule réduite arithméliquement écuiva-
lente a la forme définie 4 (nous regardons toujours comme identicues,
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ainsi qu'il a été dit plus haut, les réduites qui ne différent que par la
permutation des variables); le point (&, +) ne peat donc appartenir
qu'aun seal domaine 1.

Le domaine ¢ est un domaine fondamental de ce groupe, c'est -a-dire
qu’a tout point (%, %) a l'intéricur de S correspond par une substitu-
tion du groupe un point et un seul a V'intérieur de 83 ¢’est ce qui résulte
immédiatement de ce que § est Pensemble des domaines D correspon-
dant a toutes les réduites distinctes arithmétiquement équivalentes a /.

Nous donnerons le nom de groupe hyperabelien i tout groupe dis-
continu de substitutions relatives & deux variables complexes € et v,
chacune de ces substitutions étant de la forme (1) ou de la forme (11 .

Il résulte des considérations qui viennent d'étre développées qu'a
chaque forme quadratique quaternaire d coefficients entiers. réductible au
Ivpe

T S R S [

correspond un groupe hyperabelien.

CHAPITRE 11

1. On vient de voir que les formes (uadratiques indétinies condui-
saient i une classe étendue de groupes hyperabeliens. On est alors tout
naturcllement conduit & se demander si 'on peut faire la recherche
géncrale des groupes hvperabeliens, absolument comme M. Poincaré a
fait I'étude compléte des groupes fuchsiens. (est ce que je me propose
maintenant d’examiner, en me bornant au cas ot toutes les substitu-
tions seraient de la forme ('5, 7, -'-',3 o f’—,'-ﬂ f—-[': ).

- co-d e d

Dans 'exemple précédent, on a vu que le groupe avait un domaine

fondamental limité par des surfaces que nous avons appelées 0 et dont

I'équation était de la forme

530 Aty + “\f, “+r, +C
+ .

-
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ot les A, B, C sont réels.
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Nous allons considérer les groupes ayant un domaine fondamental
limité par des surfaces de cette nature, et, pour avoir des groupes ana-
logues it ceux que nous venons d’étudier, nous supposons que lalimite
de ce domaine fondamental n’ait aucun point commun avee la limite
de S (cette limite est formée, comme on se le rappelle, parles valeurs

de & et « pour lesquelles le coefficient de™y'— 1 est nul). Le domaine
fondamental est de plus convexe, ¢'est-i-dire que le domaine tout entier
est situé d'un méme coté d'une quelconque des faces.

Les faces du domaine 4 sont en nombre pair et se correspondent
deux i deux parune substitution fondamentale du groupe. Nous avons
a distinguer particuliérement les ardees, c’est-i-dire les continuum de
points, intersections de deux faces, puis les sommets par ot passent au
moins quatre faces.

Considérons une face Fy du domaine 0 et sur cette face une-aréte A,;
soit I, la face conjuguée de F, ct sur cette face A Varéte correspon-
dant i A,. L’aréie A} estVintersection de la face Fy et d’'une autre face
F,; opcrons sur I, comme nous avons opéré¢ sur Fg, et continuons
ainsi. Nous obtiendrons une suite d’arctes Ag, Ay, ..., ctil est clair
(ue nous finirons par retomber sur l'aréte Ay; supposons donc que
I'aréte A, coincide avee Paréte Agj il importe maintenant de nous ar-
réter sur la substitution S qui transforme I'aréte A, en I'aréte A,. Trois
cas vont pouvoir se présenter :

1°* Tout d’abord, si cette substitution S se réduit & la substitution
unité¢, nous serons ramené évidemment apres les n substitutions indi-
quées au domaine primitif 9, el I'aréte considérée appartiendra i r do-
maines congrus i 0 et a n seulement,

2° Supposons maintenantque l'aréte A, coincide encore avec Pavéte
A,, point par point, mais ccla de la maniére la plus générale qu'il soit
possible. La substitution S devra étre alors de I'une ou 'autre forme

~ oy 'y
N ci-+d

et aréte A, aura, par suite, une équation de la forme £ ==« dans l¢
0 s | S
premier cas, et n = {3 dans le second cas.
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Plagons-nous dans la premiére hypothése pour fixer les idées; « cor-
respondra au point double de la substitution

: as -+ ,))
Ml

Ceci posé, considérons un point (%, n) situé dans le domaine fonda-
mental S, % étant voisin de «, et » étant, saufla condition précédente.
arbitraire. Laissant = fixe, faisons décrire 4 4 un pelit contour autour
de «; en décrivant ce contour, on rencoutrera successivement diffe-
rentes régions 8, 0y, ..., 9,, .... Quand on arrivera i 9,, I'aréte A,,
homologue dans 9, a I'aréte A, de d, coincidera avee 'avéte A,. Qu'on
prenne alors une des faces de S passant par 'aréte A,, soit

I',=o,

N

la substitution (S) transforme cette face F,

en

an.
F)'=o.

Pour une valeur fixe, mais arbitraire, donnée i «, les équations pré-
cédentes représentent, dans le plan de la variable Z, deux cercles pas-
sant par § = «; d’aprés ce qui vient d’étre dit, I'angle de ces denx

. . N 2w . e
cercles devra étre une fraction aliquote de 2z, soit i et, en répétant
p fois la substitution S, on reviendra au domaine primitif 3. La substi-
tution

(231

05+l;)
P i+d,

aura pour multiplicateur

3 1l peut arriver enfin que I'aréte A, coincide avec I'aréte A, mais
non point par point. Reprenons la substitution 8

y ai+b an+0
oy ey
A ’(.’E-}-d’c’r,-*-(/')

Supposons, comme dans le second cas, que I'aréte A, ait pour équa-
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tion % = «; cn répétant un nombre convenable p de fois la substitu-
tion S, on devra rentrer dans le second cas, et 'on en conclut, par
conséquent, quele multiplicateur de la substitation

r (72 -+ ”

T eb+d
MR
el”/'

est de la forme

g étant, comme p, un entier. Quant au multiplicateur de la substitu-

tion relative a =,
y a0
“e—d )

il est ¢évident qu'il sera une racine p“®® de I'unité, et, en faisant décrire
i1 7, un contour infiniment petit autour du point double, pendant que %

2T

garde la valeur &, on démontre de suite que cette racine este ” .

Q. Nous venons de trouver un certain nombre de conditions néces-
saires pour que le groupe soit discontinu; ces conditions sont-clles
suffisantes? On le démontrera en suivant absolument la méme marche
que M. Poincaré dans sa théorie des groupes fuchsiens.

Soient A un point quelconque intérieur S, B un point pris arbi-
trairement dans le domaine S. Joignons A a B par une succession de
valeurs de (%, 7 ), ne coupant pasla limite du domaine S. Cet arc sortira
du domaine & par une face, on construira le domaine limitrophe §,,
puis on opérera sur 0, comme sur 0, et ainsi de suite.

On établit, en raisonnant comme M. Poincaré :

Qu'apres un nombre fini d’opérations, on arrive 4 un domaine 2
Pintérieur duquel se trouve le point B, et que ce domaine est toujours
le méme, quel que soit I'arc qui joigne A a4 B.

Il n'y a donc aucune difficulté théorigue a la recherche des groupes
hyperabéliens. La recherche effective présentera certainement de
grandes complications de calculs, d’autant qu'on n’est plus aidé ici par
des constructions géométriques.

3. Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que le domaine fon-
damental n’avait aucun point commun avec la limite de S. Bien des
cas pourraient se présenter; je me borne a signaler celui qui se rap-

Journ. de Math. (4* série), tome 1. — Fase. [, 1885, 4
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proche le plus des cas qui viennent d'étre examinés. Nous n'avons
(qu’a supposer qu'une des arétes

A

=&

est sur la limite de S, c'est-a-dire que « est réel; soit

: at+ b ,
o ———y o,
Pt +d

la substitution fondamentale conservant cette aréte; il est clair que la
substitution

sera parabolique et aura « pour point double.

N

a;+b
9 I3
c;+¢l)

SNe

. Onse rappelle qu’a chaque groupe fuchsien M. Poincaré fait cor-
respondre un nombre p qu'il appelle le geare de groupe. Nous allons
montrer maintenant qu’a chaque groupe hyperabélien correspondent
trois nombres p,, py, ps.

Soit ¢ un domaine fondamental du groupe; ce domaine a quatre di-
mensions est limité par certains espaces a trois dimensions, dont les
points se correspondent respectivement deux a denx par les substitu-
tions fondamentales du groupe et devront, dans ce qui va suivre, étre
considérés comme confondus. C'est ainsi que nous dirons qu'un espace
a m dimensions (m < }) contenu dans 0 est ferm¢é, quand les points, ou
cet espace rencontre la limite de 7, se correspondent deux a deux par
une substitution fondamentale du groupe; un espace ferme peut néces-
sairementalors se composer de parties distinctes : nous ne considérons
dailleurs que des espaces fermés ne se coupant pas eux-mcmes. Un ou
plusieurs espaces fermes i m dimensions constitueront le contour d'un
espace a (m+ 1) dimensions contenu dans ¢, quand, par ces espaces
a m dimensions, on pourra faire passer un espace _ferme i {m +1) di-
mensions, dont ils limitaront une partie,

(") Laconnexité dans les espaces & m dimensions a déja été étudiée par divers
séométres; on pourra consulter i ce sujet un savant Mémoire de M. Betti (funali
di Watematica, 2° série, t. 1V,
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Ceci posé, si I'on peut imaginer dans ¢ un nombre p, d'espaces
Jermés a m dimensions, qui ne puissent pas conslituer le contour d'un
espace fermé a (m + 1) dimensions, mais tel que tout autre espace
Jermé i m dimensions puissc constituer avec une partie d’entre cux ou
avec tous le contour d’un espace fermé @ m + 1 dimensions contenu
dans 8, nous dirons que le domaine 3 a une connexion de m*" espéce
d’ordre (p,,+1).

Nous avons & faire successivement m =1, 2, 3, ce qui nous donne
trois nombres p,, p,, p, correspondant aux diverses connexions du groupe.

. Arrétons-nous sur un cas particulier. Je suppose que le groupe
hyperabélien considéré résulte simplement de la superposition de deux
groupes fuchsiens relatifs respectivement aux variables u et ¢. Les
substitutions fondamentales sont donc de I'une et I'autre forme

(“V an+ b 0
e+ d )

2¢+ 8
u, v, u, :

concevons, dans le plan des u, un polygone fondamental du groupe
fuchsien (u, M), et faisons de méme dans le plan des ¢ pour le

cu+d

groupe (v, 20k 3\)

Y+

Nous pouvons appliquer au polygonc fondamental d'un groupe
fuchsien les considérations que nous avons indiquées au paragraphe
précédents le nombre m est ici unique ct égal & I'unité, et la connexion
de premiére espéee n’est évidemment autre chose que 2p + 1, en dé-
signant par p le genre du groupe fuchsien d’aprés M. Poincaré. Dé-
signons par p ct p’ les genres respectifs des groupes relatifs & u et a 0.
On pourra douc tracer sur les polygones représentatifs de ces groupes
respectivement 2p et 2p’ courbes fermées (au sens indiqué plus haut)
qui ne limiteront aucune partic des polygones. Proposons-nous de
rechercher la valeur de p; relative au domaine fondamental du groupe

obtenu en superposant ces deux groupes fuchsiens.
Je dis d’abord que I'on a

py=2p +2p'.
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Imaginons, en effet, sur les deux polygones les 2p et 2p’ courbes fer-
mées, que nous d¢signerons parCetC’; une quclconque de ces courbes
prise scule constitue relativement aux quatre variables un espace ferme
a trots dimensions. Nous avons donc la 2p + 2p’ espaces fermés a trois
dimensions; or ces cspaces ne constituent pas évidemment le contour
'un espace a quatre dimensions, puisque sur chacun des polygones
on peut tracer une ligne allant d’un point 4 un autre ct ne rencontrant
pas les courbes fermées qui sont tracées sur lui. 11 faut montrer main-
tenant que tout autre espace fermé 4 trois dimensions peut constituer,
avee les (2p + 2p’) espaces dont il vient d'étre question, le contour
d'um espace fermé 4 quatre dimensions. Soit done E un espace fermé
trois dimensions; s'il ne limite pas avec les (2p -+ 2p’) premiers une
portion du domaine fondamental, on pourra certamement tracer une
courbe fermée I, rencontrant sculement E en un seul poinl ¢t ne ren-
contrant aucun des 2p + 2p autres espaces. Or toute courbe fermée,
tracée dans I'un et Pautre polvgone, et qui ne rencontre aucune des 2p
et 2p” courbes C et C', limite sur chacun des polygones une aire déter-
minée; la courbe fermée 1. rencontrera done certainement an moins
une seconde fois espace E, ce qui ne devrait pas étre. Nous avons
donc bien, comme connexion de troisieme espice du domaine fonda-

mental,
2p + 2p 4 1.

Je ne m’arréterai pas i chercher la valeur de p,; qu'il me suffise de
dire, en vue d'une remarque ultéricure, que p: doit ¢tre nécessaire-
ment une fonction entiére et symc’triquo de pet p', par (ronséquvnt unce
fonction de pp' ctp +-p'.

6. Quoique le groupe précédent soit bien spécial, il w'en présente
pas moins quelque intérét.

Que 'on concoive, en effet, un groupe hvperabélien, dans lequel les
coefficients des substitutions fondamentales dépendraient d'un ou plu-
sieurs paramétres ; lorsque les paramétres varient entre certaineslimites,
les divers ordres de connexion du groupe ne changeront pas, ctsi, pour
un systeme de valeurs convenables des parametres, le groupe hypera-
hélien coincide avec un groupe du type examiné dans le paragraphe
précédent,’étude du groupegenéral setrouveranotablement simplifiée.
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Unexemple bien simple nous sera fourni par un groupe qui, quoique ne
rentrant pas complétement dans la catégorie des groupes hyperabéliens,
n’en différc pas cependant au point de vue de la Géométrie de situa-
tion, dont nous nous occupons en ce moment. Que 'on prenne le
groupe des fonctions quadruplement périodiques

(r.y,x +a,y+B
(Z,y,  + ag, ¥ + f2)s
(e yy @ + oy Y + fs)s
(g, 2+ oy + B4).

G

le domaine fondamental est une sorte de parallélépipéde dans un espace
a quatre dimensions; on peut, par une déformation continue, trans-
former ce groupe dans le suivant

j (@y 2wy (Ty.2+w,y)

Viz,y, o,y +Q), (2,5, 2. v+ &)

qui résulte de la superposition des deux groupes effectués respective-
ment sur . et v, Les ordres de connexion sont les mémes pour les
groupes G et T'; on a en particulier p, = §.

CHAPITRE 111

. Apres avoir étudié les groupes hyperabéliens, nous avons main-
tenant 2 rechercher s'il existe des fonctions des deux variables inde-
pendantes % et %, qui se reproduisent quand on effectue sur ces variables
les substitutions d'un groupe hyperabélien donné. Nous commencons
par remplacer le domaine des deux demi-plans relatifs aux variables
et 7, par deux cercles € et C’ ayant pour ceuntres respectifs les points
Z uety = o et des rayons égaux a 'unité, et soient, comme préce-
demment,

0 (, aE+1)’a'1,+l;' ’
ek +d My +(l’)

ar, +8 2§+ B
" @m' 3-i)

3 0% Y
v 46 s+
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les deux types des substitutions du groupe hyperabélien; de plus, cha-
cun des déterminants ad — be, ... de ces substitutions reste supposé
égal & 'unite.

Désignons par R(%, «) une fonction rationnelle de £ et «, qui est finie
et déterminée quand § ou v sont sur les circonférences G ou C'; elle
est, de plus, continue pour des systémes de valeurs correspondant
des points & l'intérieur de ces cercles. Ainsi, par exemple, la fonetion

reste finie et détermince si % et «, restent i Uintérieur ou sur la limite
de leur domaine respectif.

Ceci posé pour toutes les substitutions du type (1), formons expres-
sion

I as+h avn+ U 1
cEad T d (e -+ dyEmic —d'y

et, pour celles du type (11), expression analogue

. 0 24 o
]‘ Xl -+ 5 1,—}—‘-) 1
NY Ty

e e ey
-6 o' o (g, a)tlu (.{'5 e )!m

ou e est un entier supérieura 1.

En faisant la somme de toutes ces expressions, nous oblenons une
serie qui est absolument convergente pour toute valeur de z el de 7
situés a U'intéricur des cercles C et €.

Pour le montrer, j'emploierai une méthode semblable a celle dont
Jai fait usage pour prouver la convergence de séries analogues dans la
théorie des fonctions hyperfuchsiennes. Soit (%,+) un systéme de va-
leurs des variables indépendantes; décrivons autour de ce point un
petit domaine 0, et envisageons tous les domaines correspondant a §
par toutes les substitutions du groupe : on pourra évidemment, puisque
le groupe est discontinu, choisir ¢ de telle maniére que tous ces do-
maines n’aient aucun point commun.

Posons alors

$v¢
AN

" .
+l;l, '/‘='f,,+l'f‘”,
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et formons I'intégrale quadruple
j‘f‘/‘f d?,’ dEﬂ d'/]’ d’ﬂ”

é¢tendue i chacun de cesdomaines. La somme de ces intégrales sera finice,
carclles sont toutes positives, ct leur somme est manifestement moindre
que le produit des aires des deux cercles. Or cette somme peut s'écrire

//,[/; E[n()rnnnc(cé +lrl)(c’1. +d’):|1

l e "
+ 2 norme ( M‘-‘_'l B 4 87 di’ d’,” d'fl' (l'f‘”,
norme (7, 3) (75 +7)

intégrale ¢tendue au petit domaine 3. On en conclut que la série formée
précédemment est convergente, puisque la série des modules des termes
est convergente; m toutefois doit étre égal ou supéricur a deux.

Désignons par #(Z, 7) la fonction dont I'existence vient d'étre ainsi
établies elle est uniforme et continue pour toute valeur des variables a
Fintéricur des cereles G et (. De plus, la fonction se reproduit i un
facteur pres, quand on effectue sur les variables une substitution quel-
conque du groupe: on voit de suite, en effet, qu’on a

=lei+d™cr +dPmai

A)

(u?, b a4 )

—_
ctod

el identité toute semblable

’ '

(N

T ) = D 4 )AL ).

LRI
U

far, -8
H( f '

ave| avy
N4 RS

Une dilficulté peut se présenter, si 'on craignait que les fonctions o
ne fussent identiquement nulles; c’est un point que j'ai examiné en
détail dans mon Mémoire sur les fonctions hyperfuchsicnnes (4eta
mathematica, t. V. Les considérations dont jai fait usage alors s’ap-
pliquent sans modification au cas actuel, et 'on arrive toujours 4 cette
conclusion que, si la fonction rationnelle R est arbitraire et que m soit
suffisamment grand, la fonction correspondante @ ne sera certaine -
ment pas identiquement nulle.
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2. Le quotient de deux fonctions & donne évidemment une fonction
qui ne change pas, quand on effectue sur (%,+) une substitution du
groupe : c'est a de telles fonctions que je donne le nom de fonctions
hyperabéliennes. Nous pouvons d'abord énoncer la proposition fonda-
mentale suivante : Entre trois fonctions hyperabéliennes existe une rela-
tron algébrique. Si I'on se borne d’abord au cas ot le domaine fonda-
mental ¢ n’a pas de points communs avecla limite de S, la démonstration
est immédiate, puisquc, pour tout syst¢me de valeurs données i deux
de ces fonctions, la troisiéme n’a qu’un nombre limité de valeurs, on
présente seulement une indétermination 4 la maniére des fonctions
algebriques,

On ctablit encore, en raisonnant comme je I'ai fait (Acta mathema-
lica. t. V) a propos des fonctions hyperfuchsiennes, que, un groupe
hyperabélien étant donné, toutes les fonctions hyperabéliennes corres-
pondantes sont fonctions rationnelles de trois d’entre elles, soit v, y
et 35 et 'on a, entre ces Lrois fonctions, une relation algébrique

f(x. Y, z) == 0.

o. Les fonctions hyperabéliennes penvent étre obtenues parl'inver-
sion de quotients d’intégrales d'équations dilférentielles partielles con-
venablement choisies.

Prenons deux fonctions hyperabéliennes I (u,¢) et F, u, ¢, soit

x=F(uv), v="U/(urv.

Formons les quatre expressions suivantes

JF OF, dF JF, OF OF,  aF JF,

_— - o, =ug/ -~ = — — =,
Ju dv dv du : Jdu v v dn

IO EN SIEOOF O,
@ = du dv o du’ T w\, du v Qv o’

(n)‘ =

entre lesquelles existe manifestement la relation
Wy, = o g,

Nous pouvons considérer les @ comme fonctions de = et y; ces
quatre fonctions satisfont 4 un systéme de deux équations aux dérivées
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partielles de la forme

0 (r:as +bp +eq +ds,
)
'_l:a,s+l),p+c,q+d‘z,

P ¢, 1y s, ¢ étant, suivant usage, les dérivées partielles de la fonction
z de 2 ¢t y. On voit hien facilement que les a, b, ¢, d sont des fone-
tions algébriques de . et v; de plus, si

b =T,(u,¢)

est une troisieme fonction hyperabélienne, telle que toutes les fonc-
tions relatives au méme groupe s'expriment par des fonctions ration -
nelles de ., y et). (roirle p:n‘agrapluc précé(lenl), les a, b, ¢, d seront
fonctions rationnelles de .x, y et 2, celles-ci étant, d'ailleurs, liées par
une relation algébrique

f(:t‘,y, 7.) = 0.

Nous avons donc un systeme (1) de deux équations linéaires simul-
tanées aux dérivées partielles ayant quatre solutions communes linéai-
rement indépendantes o,, ©,, vy et w, liées par la relation quadra-
tique

W= Wy 0y

il est clair que, si I'on pose

), (O

’ .
m, )y

ces deux équations donneront pour x et y les denx fonctions hyperabé-
liennes Fu, ¢) et Fy(u, ).

%. Reprenons les trois fonctions
r=F(u,), y=F(uv), z:=F,(ur)
lices par la relation algél)riquc de degré m

Jix,y,3)=o,

Jonrn, de Math. (42 série), tome T — Fase, [ 1885, 1)
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i V'aide desquelles toutes les autres fonctions hyperabéliennes de méme
groupe s'expriment rationnellement. A un point guelconque de la sur-
face précédente correspond un seul systéme de valeurs de w et o,
abstraction faite de ceux qui s'en déduisent par des substitutions du
groupe,

Nous avons maintenanl a envisager ces intégrales doubles consi-
dérces par Clebsch et M. Nocther (Math. Annalen, t. V1), intégrales
(ui sont, dans la théorie des surfaces, les analogues des intégrales de
premiére espece pour le cas des courbes algéhriques. Cest un sujet qui
se rattache a ki notion du genre d'une relation algébrigque entre trois
variables, notion indiquée par Clebseh et développée dans plusicurs
beaux Mémoirves de M, Nacther (Math. Annaler, t. VI et VI,

Placons-nous d'abord dans un cas trés simple. Je suppose que la
surface

Jivsi=o

nait d'autrees singalarités que des courbes doubles, ¢l que, en tout
point de ces courbes doubles, les deux plans tangents i la surface
soient distincts; elle peut avoir aussi des points doubles isolés, le cone
des tangentes en chacun de ces points doubles ne se réduisant pas i
deux plans.

Soit maintenant Q/x,y,z) = o I'équation d'une surface d'ordre
(m — 4) passant par les courbes doubles. Les intégrales doubles. aux-
quelles je faisais allusion plus haut, sont de la forme

([ drdy
RENVACNE)

Le nombre des coefficients restant arbitraives dans le polyuome
Q/x,y, z) dordre (m — 4) est ce que Clebselr a appelé le genre de la
surface (Comptes rendus de U’ Académie des Sciences de Paris, 1868).

Considérons, en prenant pour variables u et ¢ P'élément de Pinté-
grale double qui devient alors

(0T dv  dr dy
Si(xoy, ) ’
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cette expression est une fonction de u et ¢, Or j'ai déja considéré une
expression de méme nature dans mon travail sur les surfaces dont les
coordonnées sont des fonctions abéliennes de deux paramétres (Math.
Annalen, 1882) ('); en raisonnant comme je I'ai fait alors, on établit
sSans pvime que cette ¢.-xprvssion est une fonction continue de w« et «
dans e domaine fondamental & et, par suite, dans tout le domaine des
cercles C et (7. Nous poserons

drdy_ dedr,
due v dv du
S, v, 3)

("(.1‘,)'.:)( A
S =06'u,v,

G «, v, étant uniforme et continue dans les cercles G et (7, On voit fa-
cilement ce que devient la fonetion Gra, ¢) quand on effectue sur les
variables une substitution du groupe. Soient une substitution quel-

conque du groupe
(i, 0, U,V

el au b ev +d; le dénominateur commun A Ueta Vv,
On aura
GU,V)=(lau+b)*ice +~d)} G u,v).

Ainsi, i chaque polynéme Q d'ordre {m — 4; donnant une surface
passant par la courbe double correspond une fonetion G (u,¢) uni-
forme et continue dans les cercles C et €, et satisfaisant i la relation
mdiquée,

Réciproquement, i toute fonction Gla, v}, qui vérifie les conditions
precédentes, correspond un polyndme Q{x, v, z) dordre (m— 4), tel
que la surface

Q(z,y,5)=0

passe par la courbe double. Pour le démontrer, il suffit de considérer
Fexpression
- 2) | G (uyv) fo(x,y.5)

’ dr dy  dx dy

du dv  dv du

(') Je w'ai pas supposé dans ce travail que la surlace eat des points doubles
isolés, mais cetle circonstance ne change en rien le mode de raisonnement.
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qqui est une fonction hyperabélienne de « et v et, par snite, une fone-

tion rationnelle de 2, y et 5. Or nous allons rapidement montrer que

cette fonetion rationnelle se réduit & un polyndme d’ovdve m— 4 .
Considérons Vintégrale double

f. /.v(}'u, ¢)du de,

P TN

"

qui reste toujours finie; en désignant par ¢(x, y, 3) |’oxpr(‘ssi«m (%),
Fintégrale précédente pourra s'Cerire

/..r /.,\ ?(.’,. '1 .3 ) I[.I' ’l.‘,
LA A SN ./‘:,(‘l.‘ ,"' 3) ’

et Pon montrera facilement que, si 2 ne se réduit pas i un polynome,
cette intégrale ne pourra pas rester toujours finie. Désignons ce pols -
nome par Qi a,y, 5). 1l résulte d'ailleurs d'une des trois formes que
Fon peut donner a4 Q. a, v, 2}, grace aux identités

fitns) Stz [l
dedy Qe dydyds dvds T ds de d3s dr ’
an dv N du du v v du Jdu oy N D

A k] 0
que ce polynome s annule pourles points de la courbe double. 1 reste
a démontrer que Q (., v, 3) est au plus de degré (m — 7).
On sc 'appvllv que les fonctions hyperabéliennes considérées r, y, =
sont obtenues en faisant le quotient de deux fonctions a3 désignons-

Y A M1 . . N .
les par T T OuT, Y, etz désignent maintenant quatre fonctions v
G u,¢) deviendra alors, en désignant par zle degré de Q,

£s oy !
de o dvo
O(eovoz )| du du Ju
dr Jdv M
a dv o
5T

et sous cette forme on voit immédiatement que Giw, ¢, serait infinie
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pour les valeurs de u et ¢ qui annulent la fonction ¢, si I'on n’avait pas
n<m-— 4,
inégalité que nous voulions précisément établir.

5. On voit, d’apres le cas que nous venons de traiter, et nous dirons
d'une maniére générale, que le genre relatif a un groupe hyperabelien
donné ' ') est égal au nombre des fonctions G u, v} linéairement tnccpen-
dantes.

Ces louctions G(u,v) sont uniformes ¢t continues dans le domaine
des cereles C et C, et, en désignant par

(u,v,U,V)

une substitution quelconque du groupe, (cu + d)(yv + ¢) étant le dé-
nominateur commun a Leta Vv,

G U V)="cu +dp(yw+32Gu,v)

6. Arrétons-nous un moment surlegroupe hyperabélien bien simple,
qui vésulte de Lusuperposition de deux groupes fuchsiens relatifs sépa-
rement aux variables u et ¢. Les substitutions fondamentales du groupe
sont done de Fun et autre type

an + b
u,v, c———umyv N

. . au +bh
Aux substitutions (u, = I) correspond, dans le plan de la va-

[/
riable @, un groupe fuchsien T, ct pareillement les substitutions
20+ 3

( ¢y —7:7) déterminent un second groupe fuchsien T’ dans le plan de

Ja variable o.

() On ne doit pas oublier que le domaine fondamental des groupes considérés
n'a aucun point commun avee les cercles C et C',
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Il est facile de former, dans ce cas, les fonctions désignées par
G(u,¢) dans les paragraphes précédents. Soit 8(«) une fonction uni-
forme et continue de u dans le cercle C, et telle que, pourtoute substi-
tution du groupe fuchsien T, on ait

au + b
1) 9( 4

cu +d) = (cu +d} G(u);

soit de méme H{vj une fonction uniforme et continue de ¢ dans le
cercle (7, et telle que, pour toute substitution du groupe T”, on ait

2¢ 4+ 3

) H(Z2E) = (o + 3,210 )5

le produit 6’u} T ¢) est évidemment unc fonction G(u, ¢ ).

Or désignons par p le genre du groupe T et p’ le genre du groupe 17,
L.e nombre des fonctions entiéres lincairement indépendantes 6 a0 sa-
tisfaisant aux relations (1) est égal a p, cclui des fonctions 11w ) est égal
a p’; nous obtenons done ainsi pp’ fonctions G (u, ¢} linéairement ind¢-
pendantes. Réciproquement, toute fonction Glu, ¢) relative au groupe
hyvperabélien considéré sera une combinaison linéaire de ces pp’ fone-
tions particuliéres: ¢'estun point dont la démonstralion estimmédiate.

Ainsi donc le genre de toute surface dont les coordounées s’expri-
ment par des fonctions fuchsicnnes de « ct des fonctions fuchsiennes
de v, et cela de telle maniére qu'a un point quelconque de la surface ne
correspond qu'un seul systéme de valeurs de « et v, est ¢gal au produit
pp’ des genres des deux groupes fuchsiens.

Considérons maintenant un de ces groupes dont il a ¢1é question
(Chap. 1I, § 6) ct qui renferment un ou plusieurs parameétres
arbitraires. Le genre des surfaces correspondantes sera constant, ct, en
désignant, comme ci-dessus, par p et p' les genres des groupes fuchsicns
dans lesquels se décompose le gronpe pour des valeurs convenables
des parameétres, on aura pour expressions du genre des surfaces le
produit pp. Or, d’aprés ce que nous avons va (n° 3), pp’ est une
fonction de p, et p,; par suite, pour les groupes précédents, le genre
des surfaces correspondantes est une fonction de p, et p,.

Ce résultat, si particulier, me parait cependant intéressant, car lu
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question se pose maintenant de savoir si ce résultat subsiste pour tous
les groupes hyperabéliens; on rattacherait ainsi, pour une classe
étenduc de surfaces, la notion de genre 4 une question de Géométrie
de sitnation. Jespére pouvoir revenir un jour sur ce difficile probléme,
que je me borne maintenant  poser.

7. Revenons, pour terminer, sur les intégrales doubles considérées
aun® 4

m [l

Les diverses déterminations de cette intégrale, quand on va d'un point
analvtique, je veux dire d’un systéme donn¢ (z,, 7,, 5,) de valeurs de
x, yets, aun aulre systéme de valeurs (zy, y,, 5,), ontun sens bien net
«uand on se reporte aux variables « et ¢.

Soit (1, ¢5) un systéme de valeurs de u, v correspondant a ), y,, z,,
et de méme (u,,v,) correspondant a (xy,y,,5,); désignons, de plus,
par (U, V,) les transformées de (uy,¢,) par une substitution quel-
conque du groupe; Uintégrale double

., AV,
f G(u,v)dudy,
Uy *eny

dont le sens est parfaitement déterminé [puisque G (4, ¢) est uniforme
et continu], représente les diverses déterminations de I'intégrale (1),
quand z, y, 5 va de (x4, ¥,, 3,) A (x,, ¥, 5,); cette intc’ﬂralv reste finie
pour tout systéme de valeurs de (x,y,3). Dans le cas ou (.x,,y,, 3,)
coincide avee (x4, ¥y, 3, ), 0n a a considérer les intégrales

f G{u,v)dudy.

‘ "y

Ces intégrales sont, en quelque sorte, les analogues des périodes
des intégrales simples; mais, tandis que, pour ces derniéres, les pe-
riodes sont des constantes, ¢’est-i-dire qu'elles ne dépendent pas du
point de départ, il arrivera ici qu'elles dépendront des valeurs initiales

o €t ¥o.
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CHAPITRE 1V.

L. Je me propose d'indiquer, dans ce Chapitre, un exemple parti-
culier de fonctions hyperabéliennes, qui a son origine dans la théorie
méme des fonctions abéliennes.,

Considérons une courbe du second genre, et désignons, suivant
I'usage, par

i o G H

M

le tableau des périodes des intégrales normales. Supposons qu'on ait,
enlre ces quantités, la relation

- GG'= D,

D ¢tant un entier réel et positif.
On satisfera a la relation précédente, en posant

=y 2y/D 2y/D.2
He DU, ¢=— 22, =2V,
X+ y x4y e

ot nous prenons positivement le radical.
Nous avons ainsi une classe de fonctions abéliennes (correspondam
4 p= 2), qui ne dépendent que de deux arbitraires . et y. Cherchons
d’abord quelles valeurs on pourra donner a & et y; si I'on pose
H=Ah,+ih, G= So+ig, G'=g +1¢
il est bien connu qu’on doit avoir

g>0, g>0 ot b —ggZo.

Or, en écrivant
r=x 4+, y=v -+,
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on trouve immédiatement

f s 9y D (" — 'y
T norme (& )

ayD vy
T norme(r4-y)

. 9‘\/6[."”("7[2 + ") + .L‘”(_)"’—i- .I’“ )]
-_— ,
norme (& -+ y)

etlona, par suite,

, . ‘l.v ‘.r/
-— fad 2 .
Dg (‘L.l_‘_",r)t_*__ ( Lﬂ+).n)z’

h*

2" et y” doivent donc étre de méme signe, puisque A* — gg’ est négatif.
La cousidération de g et g, qui sont positifs, permet de conclure
qu’on doit avoir

>0, y'>o.

Ainsi les coefficients de ¢ dans x et y sonl positifs.

Ceci posé, on sait que, dans les fonctions abéliennes, les transfor-
mations du premier ordre cffectuées sur les périodes conduisent & un
groupe important de substitutions relatives 4 G, H, G’; ces substitu-
tions ont le type suivant : -

G = (dD)or + (dD)51 G + 2(db)oy 1 4 (db)ey G’ + (dd)ys (11! — GG')
" (ab)gy + (ab)y1G + 3 (@h)os I+ (ab)os G’ + (ab)y (1B = GG')’

", = (ad)yy + (ad)3, G + [(ad)o3 + (ad)yy ]I 4+ (ad) G’ + (ad)y (11! — GG')
= (ab)or+ (@0)y G+ 2 (ab)s Il + (@) G + (ab)g (H*— GG')

G = (ac)oy+ (@) G + 2 (ac)g 4+ (ac)gaG' 4 (ac)yy (H — GG')
"7 (ab)g+ (ab)yy G + 2(ad)os 1T+ (ab)yy G+ (ab)yy (H* = GG')’

ou I'on a posé d’'une maniére générale

(ad),-j = a"dj - ajd,-.

Journ, de Math, (4° série,)tome |. — Fase, I, 1885, 16
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les a, b, ¢, d sont des entiers vérifiant les six relations

a,dy+ bye, — ¢ by — dyay=a,dy+ b,cy, — ¢, by — d a, =1,
ayd, + bye, — ey —~ dya, = o,

Y dyd, 4+ byey— eob,—- dyay= o,
a,dy4 byey—c by —d,a; = o,

aQ(/;, -+ 1)203 —_— 031)3— ([2(13 = 0.

Ce groupe de transformations a fait I'objet des recherches de M. Her-
mite [ Mémotre sur la transformation des fonctions abéliennes | Comptes
rendus, 1855)].

Dans ce groupe, je ne considere ici que le sous-groupe, qui laisse
inaltérée I'expression II* — GG'; il est facile d’obtenir les nouvelles re-
lations entre les (a, b, ¢, d) qui sont & ajouter aux précédentes. On a,
en cffet,

(0) T2 = G, @) = (Onr (el i 2(ehya o (e, G (e (10— GG
‘ (@) gy - (@b)3, G 4 2(@l)o3 11 4= (@h)ys G'4- (abnyy (112 - GG
or on veut aveir

0 e GG/ =T = G,G == D,

et il ne doit y avoir entre G, Il et G’ d’autre relation que 11* — GG’ 1),
puisqu'il doit rester deux paramétres arbitraires. L'égalité [«) sera
donc une relation identique entre G, I et GG, quand on y aura rem-
placé T1* — GG’ ct 11} — GG/, par D. On trouve ainsi les nouvelles rela-
tions
Ceyd, —c,dy=D{asb, —a,b,),
cody — cydy=D{ayby— ab,),
(2) ! ('0([2-—0._\(10-_—'1)(001)2—(l.;[)o),
D3 (a by — ayb,)
Vo 4+ Diagh, —aby+eydy—cyily) + ey dy — cyd, = 0.

Les relations (1) et (2) déterminent le groupe I des substitutions que
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nous allons avoir maintenant 4 considérer. Nous avons posé

—— ) Ul o 2y Dy
N gD, == 20, o 20
£y 2y )

En efiectuant sur II, G, G’ une substitution du groupe T, on a les nou-
velles valeurs H,, G,, G| et, comme on a encore

I — GG, == D,
on pcut poser

M= \Bﬁ_".;l’l G = ,'e\’r) G - ayv by, .
9 ) ’l — b —_—

)
N 3 5y . R
Ly R Lyt )

€, ety, vont étre des fonctions de x et y, et, par suite, au groupe ¢
correspond un groupe de substitutions relatives anx deux variables

indépendantes x et y; c’est la nature de ces substitutions que nous
nous proposons de rechercher.

2. Aulicu de partir de deux intégrales normales, supposons qu’on

ait considére deux intégrales abélicnnes quelconques dont les périodes
normales soient

Wyy By, Day By,

1

r ' ’
By By Oy W,

avec la relation fondamentale
(O w;, — w,,c.):, + o, w; — )y m" = 0,
Posons d’une maniére générale
—_— ' +
Oip= W; Wy — 0)‘0)‘. .
on aura ainsi six quantités o, et I'on a d’abord entre elles les relations

%oy -+ “|2= 0,

O glag— Ugo%ay = Xy3Xg0s

la premiére élant la relation fondamentale, et la seconde étant identi-
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quement vérifiée. En passant aux intégrales normales, on trouve, pour
valeurs de G, M et G,

3 %03 %
G=2 H==-2, (=22
2y Lyy 2

ct, par suite,
v %
H? - GG’ = 2.
291
Nous avons donc, a canse de 11 — GG’ == D, la nouvelle relation
sy = D2y,

et, par suite, 'identité cntre les & devient la relation

2, — Dag, = 25, 242,
ot ne figurent que les quatre expressions oy, @ya, %ys Ct 2,5,
Effectnons maintenant sur les o et les o’ la substitution linéaire

My O gy g, Ay, + @ 0, + QyDy+ Ay y—+ ...

Dowgt.ey Covgtonny  dyog—+...,

ou les (a, b, c,d) sont des entiers vérifiant les équations (1) du para-
graphe précédent, de telle sorte que la relation fondamentale entre les
et les o' subsiste apres la substitution. Sinous voulons, de plus, que
la relation

%33 == Daty,

subsiste aussi aprés la substitution, on retrouve, cela était évident «
priort, les équations (2) du méme paragraphe.

Désignons par des &' ce que deviennent les six quantités « apres la
transformation; les o« seront évidemment des fonctions linéaires ot
homogénes des «. Comme on a encore

’

Upy+ &y, =0, %, == ])aui'

il s’ensnit que les quatre expressions «,,, 4,,, ¢,, et «,, seront des
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fonctions linéaires et & coefficients entiers de xq,, tgg, 205 €t @, €t la
relation

x? — Da?

03 lll=13|y

g FA
conséquence des deux précédentes, subsiste nécessairement.
- ) . .
9. Ces remarques faites, nous pouvons chercher les expressions de

x,, y, en fonction de z ct y.
Des expressions de H, G, G’ en fonction de z ct y (n° 1) on tire

. N+yD y I—yD

rEoTa o YEoTwo
et, par suite,
= 2oy e YDy
A3y * Y

On aura de méme

= 2y —\ D1y, T Da,,

' %y : LY
Si nous posons
2y — A D2y =0 —ay— \ Dy, =0y ay =y, a0y,

0l) aura
(v)‘ (1)2 = [OFYQ R H

a la substitution effectuée sur les « correspond une substitution
effectuée sur les », et les coefficients de cette substitution sont tou-
jours récls, mais ne sont plus des entiers, et I'on a entre les o la re-
lation

! 1 ’ ’
(l)‘ (v),_, = (v):| (')| N

nous avons donc

), Wy
X = —) ")’ = -
(OFY )y
et
(dl l-);
X, = — = —
' o =

3 3
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ce sont les circonstances dans lesquelles nous nous sommes trouveé pre-
cédemment (Chap. 1°, n° 9), et nous aurons, par conséquent, soit

ar+b lvy +~m
r=—-:y, | = S———y
car+d ny+p
sait
1)y + :i 2+ w
\=oo W=
Yo A A

Le groupe relatif aux deux variables (x, y) est un groupe hyperabelien ;
. Py . . o e . . il

il est, en effet, d’aprés son origine méme, évidemment discontinu. Cest
le groupe que nous nous proposions de trouver.

4. Cherchons maintenant dans quels cas les intégrales normales u et
¢, de périodes

1 o G 1,
o 1 N G,

ou H, G, G’ satisfont a la relation
- GG'=0,

conduisent i des cas de réduction d'intégrales abéliennes aux intégrales
elliptiques. Sil'on peut déterminer A ct B de telle maniére que I'inté-
grale

Au+ By

n'ait que deux périodes, on aura nécessairement

mA + nB + p(AG + BH) 4+ ¢q(All + BG') = o,
m'A + n'B + p'(AG + BIl) + ¢'(ATl + BG') = o,
I . ’ [y m ) ‘
les (m, , p, g) étant des entiers, tels qu’on it pas —, :é‘, =I/7 = 71,,
et, par suite, en éliminant A et B,
mn' —m'n+ G(pn' —p'n) + (qgn' — ¢'n + mp'— m'p) 1l
+ (mg’ — m'q)G'+ (g’ — pg') (H* = GC') = o.
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Or nous supposons Il, G et G’ uniguement assujettis i la relation
- GG =D,

¢'est-a-dire que nous considérons les quantités x et y des numéros
précédents comme arbitraires. On devra done avoir, dans ces condi-
tions,
pn—pn=o,
g’ —g'n+mp' — ni'p = o,
mq' — n'q =o,

mn'—m'n+ (gp' — pqg' D =o.

Je dis qu'il vésulte de L que D doit étre un carré parfuit; on le voit tout
de suite en partant de Uidentité

o — me'j(pg’ — p'g) — (gm’ — q'm)(pr’ - p'n;
= ng'— r'q) pm' — p'm)

qui, en tenant compte des (uatre équations prc’cé(lemos, devient
(pg'—=p gD = (pm' —p'm/].

Or on ne peut avoir pg' — p'q = pm’ — p'm = o, car ces deux équa-
tions, jointes aux quatre précédentes, montreraient que m, n, p, ¢ sont
proportionnels & m’, »’, p', ¢'. On voit donc que 'entier D sera néces-
sairement, si 'on est dans un cas de réduction, un carré parfait.

Relativement au groupe hyperabélien que nous venons de définir, il
v a une différence essentielle entre le cas ou D est un carré parfait et
celui ou il ne Uest pas. Dans le premier, les cocefficients des substitu-
tions relatives & x et & y sont rationnels; les groupes

ar-+b Ly +m’
x,——) et |(y,—0
cr+d STy +p
sont séparément discontinus, et les fonctions relatives & ces groupes se

raménent aux fonctions elliptiques modulaires.
Dans le second cas, les coefficients des substitutions sont irration-
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nelles (& cause du radical yD); les groupes précédents pris séparément
sonut continus, et c’est seulement en effectuant leurs substitutions si-
multanément sur 2 ct y qu'on obtient un groupe discontinu relatif a
ces deux variables.

Je me borne & ces remarques sur le groupe qui vient d’étre défini;
I’étude des modules et des fonctions ¢ & indice zéro, quand on rem-
place G, 11 et G’ par leur valeur en & et y, ne serait pas sans intérct,
wais elle se rattache plus particuliérement & la théorie des fonctions
abéliennes; ce sera Uobjet d’un travail spécial.



