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FONCTIONS IIYPER A BIX I EN Ν ES. »7 

Sur les fonctions h ) per a bel tenues ; 

PAR 31. EMILE PICARD. 

Dans des études précédentes [Acta mathematical t. I, Il et IV ., j'ai 
déjà indiqué une première généralisation des fonctions abéliennes de 
deux, variables indépendantes : ce sont les fonctions hypeiftchsiennes. 
A ces fonctions des deux variables χ et y est attaché un groupe discon-
tinu de substitutions de la forme 

/ M | .f -r I'ι c -f- lt| M.-(- l'
4
y -)- lt

2
 \ 

V' M l / 7 l,;, »' I U , ' + 

La généralisation peut se poursuivre dans une autre direction, et 
j'ai été amené à étudier des fonctions uniformes de deux variables 
indépendantes .r et y, qui ne changent pas quand on effectue sur ces 
variables 1111 groupe de substitutions de la forme 

ι Vr' ·ν' 7JTd·)' 

(ioinme 011 le voit, χ et y se trouvent remplaces respectivement par 
des fonctions de χ et y seulement, mais ces substitutions doivent se 
faire simultanément. Dans le cas où les deux substitutions 

('i f*· 77X7?) cl U-77T-,/')' 
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relatives respec tivemenl à A· et à y, forment des groupes discontinus, 
les fonctions de χ et y, invariables par les substitutions du groupe ( ι , 
se ramènent aux fonctions fuchsiennes de M. Poinearé, mais il n'en est 
plus ainsi si les groupes (a), pris séparément, sont continus, leur en-
semble, représenté par les substitutions (i), étant toutefois, bien en-
tendu, discontinu par rapport à un système de valeurs de χ et y. 

D'une manière plus générale, nous allons avoir à considérer des 
groupes dont les substitutions sont de l'une et l'autre forme 

/ a.r-\-b a'γ -i-B4 
\' ^ * cx + d' c'y -h </'/' 

V ·/ ν y -u ο V .c ο 'V ·/ ν y -u ο V .c ο ' 

Quand un tel groupe sera discontinu pour un certain domaine de 
valeurs de χ et y, nous dirons que c'est un groupe hvperabélien. 

(l'est l'examen d'un cas parliculii r, concernant la théorie des fonc-
tions abéliennes du second genre qui m'a donné le premier exemple 
d'un groupe hvperabélien; j'indique dans le quatrième Chapitre ce 
cas particulier, dont je compte faire ultérii'iirt ment une élude plus 
complète. 

Le premier Chapitre est consacré à line classe étendue de groupes 
hyperabéliens, qui se présente dans l'étude arithmétique des lormes 
quadratiques quaternaires réelles à coefficients entiers, quand elles 
sont réductibles au tvpe 

"ί+ n\ — "r 

.le montre qu'à chacune de ces formes correspond un groupe ln-
perabclien, dont on peut trouver les substitutions fondamentales. 

Le Chapitre 11 est consacré à des considérations générales sur les 
groupes hyperabéliens, particulièrement quand toutes leurs substitu-
tions sont de la forme (i). La loi de génération de ces groupes peut 
s'obtenir par une méthode analogue à celle dont M. Poinearé a fait 
usage dans ses célèbres recherches sur les groupes fuchsiens. L'étude 
du domaine fondamental au point de vue de la Géométrie de situa-
tion termine ces généralités. 

Dans la troisième Partie, je m'occupe des fonctions hyperabéliennes 
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relatives à un groupe donné. Cette étude difficile, dont je ne fais que 
tracer ici les premières lignes, est étroitement liée à l'importante 
notion du genre dans la théorie des surfaces algébriques. 

CHAPITRE I. 

I. Considérons une forme quadratique quaternaire indéfinie dont 
les coefficients soient des nombres entiers réels, et dont le discrimi-
nant soit différent de zéro; elle sera réductible à l'un ou l'autre des 
types 

-± (u '; 4- ir. 4- //' — // ; , 

«; 4- u: — u; —a34 

ou les u sont des fonctions linéaires réelles des quatre indéter-
minées <14, a\,, x3

 et x
s
. Nous laissons de coté les formes du premier 

t\ pe et nous poserons 

f[x
t

, x
3

, a?, j = u--hu~ — u\ — ii\, 

f(x
t

, a-
2

, .r
3
, a·,) = a

{
 x\ -h a

2
x\ 4- a

%
x\ 4- a.,x\ 

4- 2^,a.r,.r., 4- 2b
i3
x

t
x

3 4- 26,
 t 

4- 'lb.,
3
x

3
x

3 4- 'ib.2vr2xs 4- 'lbisx3xy 

les a et les b étant des entiers. 
Conformément à la méthode générale de M. Hermite (Journal de 

Crelle, t. 47 s nous devons associer à la forme/une forme définie con-
venable renfermant un certain nombre de paramètres arbitraires. 

Nous avons d'abord à envisager la substitution la plus générale 

(0 

L, - M,M, 4- \\u, 4- Q, «s 4- Β,ι/,, 

Ça = M2u, 4- P2«2 4- Qju3 -+- RO'îj, 

L'a — M
3

M, 4- l^Wa 4- Q
3
 U

3
 4- R

3
«.

t
, 

U4 = M4M, 4- P»«a ■+■ Q»«:i H- Rj»«*t 

transformant en elle-même 

u'\ + ul~ Ul~~ M4» 
Journ. de Math, (p série), Tomo I. — Fasc. I, i885. 1 2 
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On obtient ainsi υπ système de dix relations entre les (M, P, Q, Κ . 
De ces dix relations, j'en écrirai seulement trois, qui seules nous ser-
\ iront dans la suite; ce sont 

11 

M32b l>; Q; - II;-1, 

Mî + P; Q; K;1 

M3M4 + P3P5-Q3Q4κ, κ, o. 

Ceci posé, associons à la forme indéfinie/la forme définie 

5 — l ; π- l : -t-1·,~ 4-121 

où les li représentent les expressions (i). 
Nous pouvons écrire 

? — U I b â — 1 û — 1 j + 2 L j -f- 21 j, 

ou 
0 ----- //; ~b u'i — «5 — u\ -h 2 M4- 1',//, +- b lt,//|2 

-b 2 M
4
//, -b P.,u.

2 -b Qju3
 + ICut 3, 

et sous cette dernière forme, on voit que ο ne dépend cpie des huit pa-
ramètres M3, P;,, Qj, R3 et M,, Pj, Q., R

4t
 liés par les trois rela-

tions (2). 

Faisons encore la remarque facile à vérifier, qu'à tout système de 
valeurs de ces huit paramètres, satisfaisant aux équations (2), corres-
pondent des substitutions (1). 

2. Entre les coefficients de la forme/et ceux de la forme φ existent 
diverses inégalités, qu'il est utile d'indiquer. Les u étant des expres-
sions linéaires et homogènes eu a·,, λ?

3
, χ

λ
 et φ estime forme qua-

dratique homogène en x
f
, χχ.

Λ
 et x

A
. Ecrivons-la 

0 — A, x\ -b A ο x'l -b A xl -b Λa?* 
-b 2B

l2
.r

l
.r

:
, -b 2ll

l3
j?,a?

3
-t- 2]*,,#,#.. 

-b 2\\^χ^χ^ + 2llaνa*2·ί*j -b2B3, x3 x4 
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Nous avons (Γ.Ί1>ΟΓ(1 

[a
x 

A,, r/a <;\a, 'rt//A
:l

, '<Ï4)5A,
f 

la parenthèse V/ désignant la valeur absolue de λ; ces inégalités sont 
évidentes, car 011 a 

9. l ; hli -'-lî-hl]·;, 
f I ; H I ; -U23 - U42 

< Mi a, d ail Ire pari. 

ft^a - />,* .' M* -1*^ 

/"et Payant deux valeurs diiférentes et comprises, bien entendu, entre 
1111 et quatre : c'est ce que l'on voit encore immédiatement à l'aide des 
expressions précédentes de 9 et/. 

Enfin, en faisant dans /et 9 une des variables égale à zéro, soit par 
exemple .r,, nous avons deux formes ternaires; le discriminant 

a, b
t

., />,, 

/' | . flf·»b23 

//,3 /y.jn C/
:
, 

a une moindre valeur absolue cpie le discriminant, correspondant (né-
cessairement positif, puisque la forme 9 est définie et positive 

A, lt
la
 B

ls
 [ 

1J„ A, Bas . 

1 b?i ^ 3 

Ce dernier déterminant peut, en effet, se mettre sous la forme d'une 
somme de quatre carrés, tandis que le premier est égal à la somme de 
deux de ces carrés diminuée de la somme des deux autres. 

»">. Nous dirons qu'une forme indéfinie /e>t réduite, si l'on peut 
trouver des valeurs des indéterminées (M,P, Q, U telles (pie pour 
celles-ci la forme définie correspondante φ soit elle-même réduite. 

Nous n'allons considérer ici que les formes indéfinies /, telles que 
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l'on ne puisse avoir 
/■·*',. a*

3
· ·*':,♦ ay; -- <> 

pour les valeurs entières des indéterminées or,, .r2, .r., et oy 
Luc forme quaternaire étant donnée, on pourra toujours recon-

naître s'il en est ainsi ou non : cette question n'est qu'un cas parti-
culier d'une question beaucoup plus générale, traitée par ΛΙ. Jordan 
dans son important Mémoire sur les formes quadratiques (Journal de. 
Γ Ecole Polytechnique, 1882 }. Indiquons seulement un exemple pour 
montrer qu'il ν a bien effectivement des formes/, pour lesquelles on 
ne peut satisfaire à l'égalité précédente : que l'on prenne, en clfet, 

/ = a[x\ 4- x\ ) — h'.rl 4- x\) 

on voit de suite que si le produit ah n'est pas une somme île deux 
carrés, la forme / 11e peut pas représenter zéro. 

( les restrictions faites sur les formes indéfinies/que nous allons con-
sidérer, nous avons à indiquer les conditions de réduction à adopter 
pour la forme définie Théoriquement, les conditions de réduction 
dues à MM. Korkiuc et Zolotareff sont très convenables pour noire 
objet. Je rappelle qu'une forme définie 5 est réduite, si on peut la 
mettre sous la forme 

x1 x1 +E1-+- yr
;
,4-E3 x2 

H- a2(.l'a ·Η ι,Χ·Λ 4- ς,.Γ,)2 -h r3 -h ιΛΧ, Γ 4- Ί.,χ\
% 

les î étant compris entre — J et 4-1, et les ;a satisfaisant aux inéga-
lités 

Ά., > ! 'Α. , Ά., ' Ά.,, Ά. > -, Ά., ; 

le discriminant D de la forme est d'ailleurs égal à;/,, ;a
2

, ;a.,, ;a
v 

Des inégalités précédentes et de ce que a, coefficient de A, de χ; 
dans φ, est au moins égal à .la valeur absolut; de α, (n° 2) et par suite à 
l'unité, 011 conclut que les quatre quantités α sont limitées en fonction 
du discriminant D; il en résulte immédiatement, à l'aide des inégalités 
mentionnées au n° 2, que tous les coefficients de la forme réduite in-
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définie f sont aussi limités en fonction de I). Le nombre des réduites 
arilhméliqucmcnl équivalentes à la forme f est donc fini. 

Pour l'aire pratiquement le calcul, on pourra employer d'autres con-
ditions de réduction, qui seront bien préférables : je veux parler des 
conditions de réduction données par M. (iliarve f Annales de V Ecole 
Sormalc, 1882), et qui résultent de l'extension aux formes quaternaires 
de la remarquable méthode employée par M. Selling pour les formes 
ternaires. 

M. Cliarve introduit dans la forme définie, dont nous désignons 
pour un instant les variables para?,j\ z, t, une cinquième variable u, 
eu remplaçant jt, y, z, t respectivement par χ — κ, y — //, ζ -- //, 
t — u; on obtient alors une forme que l'on peut écrire 

(I) 

a(x —y)'1 H- b(x — z)*J -h c{x — t)2 h- dix — u* -h c(y — ζ)2 

-r f(y - g(v — n)3 -h h(z — /)2 -t- k{ ζ — tija -h lit — u \ 

et qui devient identique à la forme proposée quand on fait u — ». 
On montre d'ailleurs que toute substitution effectuée sur ,τ, y, -, t 

revient à une substitution d'une forme convenable effectuée sur r, y, 
-, /, u. 

Considérons donc la forme (I); les conditions de réduction sont les 
suivantes : 

i° Ou bien tous les coefficients λ, b, . .., k, l sont positifs; 
a" Ou bien a seul est négatif, et il est inférieur en valeur absolue 

,1 b, e, É/, C, y, g ; 
Ί" Ou bien A et h sont seuls négatifs; de plus, a est inférieur en 

valeur absolue à b
%
 c

%
 d, e,/, g; en même temps Λ est inférieur en 

valeur absolue à /;, c, e,/, /; enfin a -h h est inférieur en valeur 
absolue à b, c

t
 e, f. 

La réduite ainsi définie est unique, c'est-à-dire que, quand une forme 
vérifie l'une des conditions de réduction, il n'existe aucune autre 
forme arithmétiquement équivalente satisfaisant soit à cette condition, 
soit à l'une des deux autres. On doit d'ailleurs considérer comme 
identiques les formes qu'on déduit d'une forme donnée par la permu-
tation des variables. 

On remarque immédiatement que les coefficients a, b, ../sont 
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«les fonctions linéaires et homogènes «les coefficients de la forme pri-
mitive. 

5. Nous avons ici jusqu'ici considéré la (orme définie 9 avec les pa-
ramètres Λ1, P, Q, lt, qui peuvent être réduits à huit, mais ceux-ci sont 
liés par trois relations. On a 

9 u\ 4- «ij — u'I — u\ ?- -λ{ M.,//, -f- P.,//_, -j- g.,//., 4- I» ,//, -
4- 2(MjU, 4- P, U, 4 ().Η, f ItjWj -

avec les relations 
Mî + rç-uî-n;.-·,-ι. 

M; f-P; - Q; H; - », 

Μ,Μ,+ Ρ,Ρ, -QtQ, H,U,-0 

Posons d'abord 

M, H- iM, - μ, Ρ, -f- /P, :-r τ:, g, 4- t g, = ζ. «, 4- / H » - : ; 

et les relations précédentes deviendront 

V.· 4-- 7î" — ·/." - 62 = », 

P-Xo ~t" πτΐϋ -· 

μ
0
 dé.Mgnaut la conjuguée de μ et de même pour les autres lettres. 
Quant à la forme 9, nous pourrons l'écrire 

9 — /«'; 4- u\ — ul — u: 4- 2norme (//m, 4- -4 x//
;t
 4- su. 

ou bien encore 

29 = ! - ;A;/
0
 — 7TT

(
, 4- κ/.„ 4- <5β„ u; 4- ul — ιή — Ill 

4- \ norme (u. m, 4- r.u., 4- κ m., 4- su, . 

Comme la forme 9 n'est considérée que pour en faire la réduction 
continuelle, nous ne modifierons rien en la divisant par le facteur po-
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sitif κχ„, et nous mirons, en posant 

a : - » b ----- -» c -■= » 
/. κ / 

1 i + cc
0
 — aau

 — bb
a
)(u\ h- u\ — ii\ — ; 

H- 1 lionne u/*, h bu.2 -4 -h eu,). 

Imtre a, Λ et c existera d'ailleurs la relation 

a- -h />J = ι 4- c\ 
et l'on devra avoir 

aa
n -f- bb

u
 ^ ι 4- cc

ir 

On satisfera de la manière la plus générale à la relation rt, b et c en 
posant 

η ; *, h ; u ςη ; *, h ; u ς 

; et % étant deux paramètres arbitraires, et, après multiplication par 
un facteur positif, il vient, pour la forme définie, 

'I ,f„ - ξ (>; + u; - u; - u;) 
-4 2 norme [(vj - |)w, — (ι 4- |ïj)«a 4- n

a
(yj -4 ξ) 4- (ι — |*î)m»]· 

Quant à la condition 
ao„ 4- < ι 4- cc0, 

elle devient 
(η-ΐ5

β
)(ξ

β
-|)>ο. 

Nous avons alors maintenant à effectuer la réduction continuelle de 
la forme (I), renfermant les paramètres complexes arbitraires ξ et vj; 
l'inégalité ci-dessus nous montre seulement que, dans ces deux para-

mètres, les coefficients de yj — ι doivent être du même signe. INous 
supposerons ces deux coefficients positifs, car on voit immédiatement 
que la forme (1) ne change pas quand on remplace respectivement ξ 
et vj par leurs conjugués £

0
 et kj

0
. Si donc nous désignons par domaine S 
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l'ensemble des valeurs de ς et ïj ayant pour coefficient de y — ι une 
quantité positive, nous pouvons dire que l'on a à effectuer la réduction 
continuelle de (1) pour les valeurs de ξ et »j appartenant au domaine S. 

7. Supposons que la forme indéfinie y, correspondant à φ, soit ré-
duite. La forme 7, que nous prenons d'abord sous sa première expres-
sion, sera réduite pour des valeurs convenables de M3, Pa, Q

;J
, R3 et 

M4,P„Q4,R4. 
D'après ce que nous avons dit précédemment, Its coefficients de a ;, 

xU rj et a?;, dans 7, sont limités en fonction du déterminant de la 
forme/. Or soient 

ti, - v.x
x
 -+- 4- y.r

a -4- d.r«. 

Uj - u'x, -+- β' χ.-h γ'χj -4- (Τχ
Α

, 

Ux ■ r/J·, _μ β"χ.
2 -f- Χi 4" θ"·1'ν 

uA = α.'"χχ -f- β "'χ 2
 4- -h â"'x

A
 : 

on voit qu'alors les quatre expressions 

ι M3« -f- ΡQ3a"4- R3a"')2, (M3j5 4- Paf/ + ÎL^V, 

I M,7 4- lV/#+ Q./4- IV/")2, (M
a

3 4- v 4-Q
:
,î"4- R

3
0")j 

sont nécessairement finies et, par suite, M,, P3, Q3 et R3; on arrive 
nécessairement à la même conclusion pour M4

, P.,, Q4
 et lt

4
. 

Je dis, de plus, que, pour aucun système de valeurs convenables, 
011 n'a 

Q
4

 =■■ Q» - O. 

( l'est et que montrent les trois relations auxquelles satisfont les para-
mètres; elles se réduiraient en effet, dans celte hypothèse, à 

Ma
s
4-Pj-li;=-i, M'j-hP2 — R2 = — t, M3M4 4- P3

P4 — R
3

R» =0, 

et l'on en conclurait 

(P3M
4
 - MjP4)3 4- M2 -4 p; 4- M; 4- Pi; 4-1 = o. 
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Les trois quantités représentées par a, b, c 'η® 0 , sont donc iinies. 
.Vous allons voir qu'il ces valeurs de n, b, c correspondent des valeurs 
linies de ξ et YJ. Reprenons les valeurs 

a ■=■ ■■ „» b — , » c , ι 

avec la relation 
a2-f- b1 r= I -r- C2. 

A un système de valeurs de <i, c correspondent toujours des \a-
leurs finies de ξ et >j, sauf quand on a 

b =■_ e. 

Or cette relation entraînerait τ. — ρ ou P, R, et P4 R
4

; les rela-
tions deviendraient 

M23-Q23i, M; Q; ~i, M,M4 - Q,Q4 ^0, 

rc qui donne immédiatement l'égalité impossible 

.M;-ι M; κι o. 

Je dis enfin que, dans ξ et dans vj, les coefficients de \/~ ι sont diffé-
rents de zéro. On a, en effet, 

att
0
 4 bb

u
 — ι — 6T„ — — , 

■/:/.„ 

y. étant, on se le rappelle, toujours fini et différent de zéro. En rem-
plaçant a, b

}
 c par leurs valeurs en ξ et vj, on a 

( 'ι " ~ ' în il ' 

( Λ ' 4 ? ) ( 'ι0 ~l ) '^·Ι) 

Or r, 4- ξ n'est pas nul, puisque a, b et c sont finis, et la proposition 
énoncée est dès lors évidente. 

Ees diverses remarques que nous venons de faire nous permettent 
maintenant d'énoncer la proposition suivante : 

Jour η. de Math, I/p nérie), tome |. — Faso, I. iSFj i3 
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Ij ensemble des valeurs de ξ et r, appartenant au domaine S, pour les-
f/uelles la forme 

ν; - «·'.(!·- = u]■ - M;.· 
4- 'A norme "'15 — ; u

{
 -· 1 -r- ςτ, w2 -f- r, -f- ; //a 4- 1 — ) u» 

eif réduite, forme à l intérieur de S /04 domaine D, limité et n'ayant 
aucun point commun avec la limite de S. 

L·» limite île S est Tonnée par li s valeurs de ξ et y;, pour lesquelles 
le coefficient de \ - 1 est nul. 

8. Arrêtons-nous un instant sur la nature anal) tique des relations 
ipii définiront ce domaine I). en écrivant 9 sons la forme 'η" ί ) 

s ··-· a «r, r,r · h .r, ··»·, -
 ;

 r -r, — .r
é
 ,2 4- c/.rj 4- r >2

 — a·, -
4- f ·V— .Cj 2 -r- fy -V, -f- h .1', — .14 ~ -f- 4- lx7. 

Nous devons d'abord chercher les expressions de a
9
 b, c, ... en 

fonction de | et vj. 
Or remarquons que tous les coefficients de la forme φ sont des fonc-

tions de ξ et 7i qui ont la l'orme suivante : 

EE0Λ/,v;
t
, t 11 y, -1- vjn ■ -τ- Ο 4- | 4- ~

t)
 AV

/
,/j04- Jî'73 4- >î« 4- L

 j 

4- A'vj/î„4- 1»" Ν; 4- r,
{
, 4- , 

où les A, H et C sont essentiellement réels. 
Los divers coefficients a, b, c, ... seront donc de cette forme et, 

par suite, δ désignant, toujours uni1 expression de cette forme, le 
domaine D, correspondant à la réduite/, sera limité par des surfaces 

υ - ο. 

La nature des surfaces limitant le domaine I) nous sera utile dans la 
suite. 

9. Effectuons maintenant la réduction continuelle de p. Nous avons 
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dit que la forme γ était réduite tant que le point <ξ, ν; j était à l'intérieur 
du domaine D Lorsque le point (ξ, y. sort de re domaine, il faut, sui-
vant les circonstances de la variation de ce point, employer certaines 
substitutions pour réduire la forme de nouveau, ce qui donne, en em-
ployant la totalité des substitutions propres à réduire de nouveau 5, 
certaines réduites adjacentes à la réduite F, auxquelles correspondent 
des domaines Ι)', I)", .... On continue ainsi à effectuer la réduction 
continuelle de la forme jusqu'à ce qu'on 11c trouve plus de nouvelles 
réduites, ce qui arrivera nécessairement, puisque le nombre des ré-
duites est limité; à chacun des domaines 1), D', ... correspondent 
d'ailleurs toute-» les réduites qui se déduisent de l'une d'elles par la 
permutation des variables. Désignons par <? le domaine total formé par 
les domaines 1), D', IV, Lorsque le point (5, vj) sort du domaines, 
on retombe sur une réduite déjà obtenue, à laquelle se trouve ainsi 
correspondre un nouveau domaine D. 

Soit encore, pour 11e pas multiplier les notations. 

f a"\ -c //; — n\ u\ 

cette réduite. K11 Faisant passer (f, rt
 j du domaine Ddans le domaine 1)(, 

on est alors conduit à une su1 stitution S à coefficients entiers, trans-
formant f en elle-même. A une telle substitution correspond manifes-
tement une substitution linéaire faite sur //,, u,, a3 et m4, soit 

(m,, Am, -f- H m, ; (>//., h- Dm
V
, A'm, 4- R'm24- C/m, 4 IV m., 

Λ "il, 4- U"u,\- lTn, h! )"u,„ Am, α-ΙΠ/,+ Γ^τΙΓ//;, 

et cette substitution transforme en elle-même l'expression 

u\ 4-· u] — — II*. 

Reprenons maintenant la forme <y>, en l'écrivant, comme au u° G, 

ç - u\ 4- u: — u\ — mJ -h 2 norme(μα, 4- nu3 4- zw, 4- pu4 ). 

Si l'on effectue sur y la substitution S, cette forme deviendra 

"1 + u) ~ lil " u\ 2 norme (μ'a, 4 πα., 4 /'m, 4- (/u, i, 
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et l'on mira 
p. ' - A jJ. 4~ V 71 -f- À' '/. H- Λ |5, 

η' Βμ 4- B'ft ι Β"κ 4 E">, 

κ' = C[i 4- C'rr 4- (7κ 4-0">, 

f/ ημ + η'π 4 Ι)"κ4- !>">, 

ri cette dernière substitution transformera en elle-même l'expression 

•J.2 4- - k" - o2. 
et, puisque Γοιι a 

tx2 4- π- — κ2 — μ- ο. 
on aura pareillement 

υ/2 -ι- π'2 - κ'" — ρ'' ο 
et aussi 

.<»· + - κ'*« ~ ρ'ρ\> - 2. 

Nous avons précédemment posé (n" (5 

ί. r, î r ι :r( ο ι ;·/,ί. r, î r ι :r( ο ι ;·/, 

d'où l'on peut tirer 

? · ; ^ , 1·? · ; ^ , 1· 

Nous poserons pareillement ici 

/' α' , κ Ί./' α' , κ Ί. 

ξ' et η' vont être des fonctions de ς et y,, cjuc nous nous proposons 
maintenant de trouver. Or posons, pour un instant, 

κ — y. κ 4· 7. - 7)2, ; — ~ ρ -}- r ό,, 

on aura 
w1W2 : «jW, O. 

Soient de même 

/' -- 7.'= 7j'
t
, κ'4 ;/ - oj.,, ?' ··· o>,, ρ'-—π' -τ>. 

et 
fi)\ Ά., 4* "A , 7) . ο ; 
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les ω' sont des fonctions linéaires et homogènes des ω, et cette substi-
tution, dont les coefficients sont réels, faite sur les ω, transforme en 
elle-même l'expression ω, ω, 4- «,ω

4
. 

On aura 
y (f) I t'J j c. — — » y, = · » 

(«j 0;., 

ζ — — y f, — — · 
°»3 °':i 

On voit d'abord immédiatement que ξ' et r/ sont des fonctions ration-
nelles de ξ et v, de la forme 

2, λ'ξτ, ' IVC'U- ΙΓ , _ Vξν+· U"r( 4- C" ξ 4- ÏT 
" \ ςγ, t- It f, 4- G ς 4- I) ' f> Αζτ, 4- Itr, 4- C$ 4- I) 

les divers coelfieients étant réels; mais on peut aller plus loin, en em-
ployant les considérations dont a fait usage M. Coursât dans sa belle 
étude sur les équations linéaires du quatrième ordre ayant quatre inté-
grales liées par une relation quadratique ( Bulletin de la Société mathé-
matique, i883). On reconnaît alors que les expressions de ξ' etr/ en 
fonction de ξ etr, sont de l'une ou l'autre forme 

1 w, ftl-hb , lr, 4- ///w, ftl-hb , lr, 4- /// 

H; rr, 4- β , λ; 4- 'Irr, 4- β , λ; 4- 'I 

les coefficients de ces différentes substitutions étant réels. 
On en conclut le théorème suivant qui est fondamental : 

On passera du domaine D au domaine 1), en effectuant sur (S, r, ) une 
substitution delà forme (I) ou de la forme (II). 

En continuant d'effectuer la réduction continuelle de la forme φ, on 
obtiendra un groupe G d'une infinité de substitutions, telles que (1 ) 
ou (II); ce groupe sera discontinu, car à un système de valeurs de 
(ξ,η) ne correspond qu'une seule réduite arithméliquement équiva-
lente à la forme définie γ (nous regardons toujours comme identiques. 
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ainsi qu'il a été dit plus haut, les réduites qui ne différent que par la 
permutation des variables); le point (ξ,χ) ne peut donc appartenir 
qu'à un seul domaine 1). 

Le domaine à est un domaine fondamental decegroupe, c'est-à-dire 
qu'à tout point (Ξ, Y,) à l'intérieur de S correspond par une subslitu-
t ion du groupe un point et un seul à l'intérieur de iï; c'est ce qui résulte 
immédiatement de ce que ί est l'ensemble des domaines 1) correspon-
dant à toutes les réduites distinctes arithmétiquement équivalentes à f. 

Nous donnerons 1er nom de groupe hyperabèlicn à tout groupe dis-
continu de substitutions relatives à deux variables complexes ξ et y, 
chacune de ces substitutions étant de la forme f I ) ou de la forme (11 . 

Il résulte des considérations qui viennent d'être développées qu'd 
chaque forme quadratique quaternaire à coefficients entiers, réductible au 
type 

u ] 4- u ~, u\ — tr. 

cor respond un groupe hyperabèlicn. 

C;H\PITJ{K u. 

1. On vient de voir que les formes quadratiques indéfinies condui-
saient à une classe étendue de groupes hyperabéliens. On est alors tout 
naturellement conduit à se demander si l'on peut faire la recherche 
générale des groupes hyperabé liens, absolument comme M. Poincaré a 
f ait l'étude complète des groupes fuchsiens. L'est ce que je me propose 
maintenant d'examiner, en me bornant au cas où toutes les suhstitu-

lions seraient de la forme =, y, —. » 

Dans l'exemple précédent, on a vu que le groupe avait un domaine 
f ondamental limité par des surfaces que nous avons appelées δ et dont 
l'équation était de la forme 

EE0A y y „ -f- ihy 4- y„ 4- L 
4- ί 4- ς

0
 ' A'yy

0
 4- H y ■: y

t
, 4- (< 4- A yy„ 4- Il y 4· y,, -!- (· o, 

où les A, II, (! sont réels. 
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Nous allons considérer les groupes ayant un domaine fondamental 
limité par des surfaces de cette nature, et, pour avoir des groupes ana-
logues à ceux que nous venons d'étudier, nous supposons que lalimite 
de ce domaine fondamental n'ait aucun point commun avec la limite 
de S (cette limite est formée, comme on se le rappelle, parles valeurs 
de ξ et r, pour lesquelles le coefficient de\— ι est nul). Le domaine 
fondamental est de plus convexe, c'est-à-dire que le domaine tout entier 
est situé d'un même coté d'une quelconque des faces. 

Les laces du domaine 5 sont en nombre pair et se correspondent 
deux à deux par une substitution fondamentale du groupe. Nous avons 
à distinguer particulièrement les arôles, c'est-à-dire les continuum de 
points, intersections de deux faces, puis les sommets par où passent au 
moins quatre faces. 

Considérons une face F
0 du domaine δ et sur cette face une arête A0; 

soit F'
#
 la face conjuguée de F0 et sur cette face A'

0
 l'arête correspon-

dant à A
0

. L'arête A'
u
 est l'intersection de la face F'

0
 et d'une autre face 

F
w

; opérons sur F'
e
 comme nous avons opéré sur F

0
, et continuons 

ainsi. Nous obtiendrons une suite d'arêtes A0, A,, ..., et il est clair 
que nous finirons par retomber sur l'arête A

0
; supposons donc que 

l'arête A„ coïncide avec l'arête A
0

; il importe maintenant de nous ar-
rêter sur la substitution S qui transforme l'arête A

0
 en l'arête A„. Trois 

cas vont pouvoir se présenter : 
iu Tout d abord, si cette substitution S se réduit à la substitution 

unité, nous serons ramené évidemment après les η substitutions indi-
quées au domaine primitif δ, et l'arête considérée appartiendra à η do-
maines congrus à δ et à η seulement. 

•a° Supposons maintenant que l'arête A
/t
 coïncide encore avec l'arête 

A„, point par point, mais cela de la manière la plus générale qu'il soit 
possible. La substitution S devra être alors de l'une ou l'autre forme 

(Ç'^VT-w/' '·)' 

(Ç'^VT-w/' '·)' 

et l'arête A
0
 aura, par suite, une équation de la forme ξ = α dans le 

premier cas, et η = β dans le second cas. 



1<»ί Κ. PICARD. 

Plaçons-nous clans la première hypothèse pour fixer les idées; α cor-
respondra au point double delà substitution 

(Ç'^VT-w/' '·)' 

Ceci posé, considérons un point (;,r) situé clans le domaine fonda-
mental S, ; étant voisin de a, et r, étant, sauf la condition précédente, 
arbitraire. Laissant r, fixe, faisons décrire à \ un petit contour autour 
de a; en décrivant ce contour, on rencontrera successivement diffé-
rentes régions δ,, ..., δ

Η
, Quand on arrivera à δ„, l'arête A

rt
, 

homologue dans à l'arête A
0

de δ, coïncidera avec l'arête A„. Qu'on 
prenne alors une des faces de S passant par l'arête A„, soit 

F.= o, 

la substitution (S) transforme cette face F'f en 

Fn0 = 0 

Pour une valeur fixe, mais arbitraire, donnée à r, les équations pré-
cédentes représentent, dans le plan de la variable ;, deux cercles pas-
sant par ζ = α; d'après ce qui vient d'être dit, l'angle de ces deux 

cercles devra être une fraction aliquotede 2π, soit et, en répétant 

/ifois la substitution S, 011 reviendra au domaine primitif ô. La substi-
tution 

(E,TJTYf) 
aura pour multiplicateur 

■tin 
e >' . 

3° Il peut arriver enfin que l'arête Α
Λ
 coïncide avec l'arête A„, niais 

non point par point. Reprenons la substitution S 

V"T" Yf+Tl' c'r, d')'V"T" Yf+Tl' c'r, d')' 

Supposons, comme dans le second cas, que l'arête A
0
 ait pouréqua-
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lion ; = α ; en répétant un nombre convenable ρ de fois la substitu-
tion S, on devra rentrer dans le second cas, et l'on en conclut, par 
conséquent, que le multiplicateur de la substitution 

E, aE+b cE +d 
est de la forme 

a/π 

β'"'. 

q étant, comme />, un entier. Quant au multiplicateur de la substitu-
tion relative à r,, 

n, a' n + b'/ c' n = d' 

il est évident qu'il sera une racine p"'n* de l'unité, et, en faisant décrire 
à r, un contour infiniment petit autour du point double, pendant que ξ 

garde la valeur a, on démontre de suite que cette racine est e p . 

42. Nous venons de trouver un certain nombre de conditions néces-
saires pour que le groupe soit discontinu; ces conditions sont-elles 
suffisantes? On le démontrera en suivant absolument la même marche 
que M. Poincaré dans sa théorie des groupes fuehsiens. 

Soient A un point quelconque intérieur S, Β un point pris arbi-
trairement dans le domaine S. Joignons A à Β par une succession de 
valeurs de (ς, r,), ne coupant pas la limite du domaine S. Cet arc sortira 
du domaine $ par une face, on construira le domaine limitrophe 
puis on opérera sur δ, comme sur δ, et ainsi de suite. 

On établit, en raisonnant comme M. Poincaré ; 
Qu'après un nombre fini d'opérations, on arrive à un domaine à 

l'intérieur duquel se trouve le point B, et que ce domaine est toujours 
le même, quel que soit l'arc qui joigne A à B. 

Il n'y a donc aucune difficulté théorique à la recherche des groupes 
hyperabéliens. La recherche effective présentera certainement de 
grandes complications de calculs, d'autant qu'on n'est plus aidé ici par 
des constructions géométriques. 

3. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que le domaine fon-
damental n'avait aucun point commun avec la limite de S. Bien des 
cas pourraient se présenter; je me borne à signaler celui qui se rap-

Journ. de Math. (4* série), tome I. — Fasc. I, i885. '4 
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proche le plus des cas qui viennent d'être examinés. Nous n'avons 
qu'à supposer qu'une des arêtes 

; = « 

est sur la limite de S, c'est-à-dire que α est réel ; soit 

E, N, aE + b /Ce +d ,n 

la substitution fondamentale conservant cette arête ; il est clair que la 
substitution 

E, aE+b/cE+d 

sera parabolique et aura « pour point double. 

i. On se rappelle qu'à chaque groupe fuehsien M. Poincaré fait cor-
respondre un nombre ρ qu'il appelle le genre de groupe. Nous allons 
montrer maintenant qu'à chaque groupe hvperabélien correspondent 
trois nombres p

t
, p3, p

3
. 

Soit 3 un domaine fondamental du groupe; ce domaine à quatre di-
mensions est limité par certains espaces à trois dimensions, dont les 
points se correspondent respectivement deux à deux par les substitu-
tions fondamentales du groupe et devront, dans ce qui va suivre, être 
considérés comme confondus. C'est ainsi que nous dirons qu'un espace 
à m dimensions (m < \ ) contenu dans 3 est ferme, quand les points, où 
cet espace rencontre la limite de 3, se correspondent deux à deux par 
une substitution fondamentale du groupe; un espace fermé peut néces-
sairement alors se composer de parties distinctes : nous ne considérons 
d'ailleurs que des espaces fermés ne se coupant pas eux-mêmes. Un ou 
plusieurs espaces fermés à m dimensions constitueront le contour d'un 
espace à (m-f- i) dimensions contenu dans 3, quand, par ces espaces 
à m dimensions, on pourra faire passer un espace fermé ii (m -+- i) di-
mensions, dont ils limit! rent une partie. 

( 1 ) La con η exilé dans les espaces à m dimensions a déjà élé étudiée par divers 
μΰοιηέΐΓββ; on pourra consulter à ce sujet un savant Mémoire de M. 1 totti (Aunnti 
di Matematica, a0 série, t. IV). 
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Ceci posé, si l'on peut imaginer clans ί un nombre p
m
 d'espaces 

fermés à m dimensions, qui ne puissent pas constituer le contour d'un 
espace fermé à (m + 1) dimensions, mais tel que tout autre espace 
fermé à m dimensions puisse constituer avec une partie d'entre eux ou 
avec tous le contour d'un espace fermé à m -h 1 dimensions contenu 
dans δ, nous dirons que le domaine δ a une connexion de mttme espèce 
d'ordre (/?,„-+- 1). 

Nous avons à faire successivement m — F, 2, 3, ce qui nous donne 
trois nombres/?, ,/>a, pz correspondant aux diverses connexions du groupe. 

5.Arrêtons-nous sur un cas particulier/Je suppose que le groupe 
hvperabélien considéré résulte simplement de la superposition de deux 
groupes fuchsiens relatifs respectivement aux variables u et e. Les 
substitutions fondamentales sont donc de l'une et l'autre forme 

{"<v'7ïT7t'v)' 

{"<v'7ïT7t'v)' 

concevons, dans le plan des M, un polygone fondamental du groupe 

fuchsicn et faisons de même dans le plan des ν pour le 

Kro,liK' («■· ï7+i)· 
Nous pouvons appliquer au polygone fondamental d'un groupe 

fuclisien les considérations que nous avons indiquées au paragraphe 
précédent ; le nombre m est ici unique et égal à l'unité, et la connexion 
de première espèce n'est évidemment autre chose que 'ip-\- r, en dé-
signant par ρ le genre du groupe fuchsien d'après M. Poincaré. Dé-
signons par ρ et p' les genres respectifs des groupes relatifs à κ et à p. 
On pourra donc tracer sur les polygones représentatifs de ces groupes 
respectivement 2p et 2p' courbes fermées (au sens indiqué plus haut) 
qui ne limiteront aucune partie des polygones. Proposons-nous de 
rechercher la valeur de p3 relative au domaine fondamental du groupe 
obtenu en superposant ces deux groupes fuchsiens. 

Je dis d'abord que l'on a 

ρ.Λ = 2Ρ + 2 P'. 
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Imaginons, en effet, sur les deux polygones les 2/? et 2 p' courbes /ar-
mées, que nous désignerons parCetC'; une quelconque de ces courbes 
prise seule constitue relativement aux quatre variables un espace ferme 
à trois dimensions. Nous avons donc là ip ■+■ 2p' espaces fermés à trois 
dimensions; or ces espaces 11e constituent pas évidemment le contour 
d'un espace à quatre dimensions, puisque sur chacun des polygones 
on peut tracer une ligne allant d'un point à un autre et ne rencontrant 
pas les courbes fermées qui sont tracées sur lui. 11 faut montrer main-
tenant que tout autre espace fermé à trois dimensions peut constituer, 
avec les (2/? -4- 2p') espaces dont il vient d'être question, le contour 
d'un espace fermé à quatre dimensions. Soit donc Ε un espace fermé à 
trois dimensions; s'il 11e limite pas avec les (2/H-2/1') premiers une 
portion du domaine fondamental, on pourra certainement tracer une 
courbe fermée L, rencontrant seulement Ε en 1111 seul point et ne ren-
contrant aucun des ?.p -4- 2p' autres espaces. Or toute courbe fermée, 
tracée dans l'un et l'autre polygone, et qui 11e rencontre aucune des 2/> 
et ip courbes C et C', limite sur chacun des polygones une aire déter-
minée; la courbe fermée L rencontrera donc certainement au moins 
une seconde fois l'espace E, ce qui ne devrait pas être. Nous avons 
donc bien, comme connexion de troisième espèce du domaine fonda-
mental, 

ip ■+■ 2// -τ-1. 

.le 11e m'arrêterai pas à chercher la valeur de p., ; qu'il nie suffise de 
dire, en vue d'une remarque ultérieure, que p2 doit être nécessaire-
ment une fonction entière et symétrique de yw et p\ par conséquent une 
fonction de pp' et p -t- //. 

ti. Quoique le groupe précédent soit bien spécial, il n iai présente 
pas moins quelque intérêt. 

Que l'on conçoive, en effet, un groupe bvperabélien, dans lequel les 
coefficients des substitutions fondamentales dépendraient d'un ou plu-
sieurs paramètres; lorsque les paramétres varient entre certaines limites, 
les divers ordres de connexion du groupe ne changeront pas, et si, pour 
1111 svstème de valeurs convenables des paramètres, le groupe bvpera-
bélien coïncide avec un groupe du type examiné dans le paragraphe 
précédent, Γ étude du groupe général se trouvera notablement simplifiée. 
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L η exemple bien simple nous sera fourni par un groupe qui, quoique 11e 
rentrant pas complètement dans la catégorie des groupes hyperabéliens, 
n'en diffère pas cependant au point de vue de la (îéomf trie de situa-
tion, dont nous nous occupons en ce moment. Que Ton prenne le 
groupe des fonctions quadruplement périodiques 

((ί ; 

(x,y,x -H «,,/4- /3,), 

(x,y, χ h- ot2,y 4- (3
a
), 

(.r,/, a··+ -+-(3,), 
(.r,/, a··+ -+-(3,), 

le domaine fondamental est une sorte de parallélépipède dans un espace 
a quatre dimensions; on peut, par une déformation continue, trans-
lormer ce groupe dans le suivant 

Y 
(a?,y, a? 4- ω, ν), (>r,y,x 4- ω',κ), 

{x,y,x, ν + 12], (x,y,x
K
y-+- iï) 

«1111 résulte delà superposition des deux groupes effectués respective-
ment sur .*· et v. Les ordres de connexion sont les mêmes pour les 
groupes Γ. et Γ; on a en particulier p

3
 = f\. 

CHAPITRE 111. 

I. Après avoir étudié les groupes hyperabéliens, nous avons main-
tenant à rechercher s'il existe des fonctions des deux variables indé-
pendantes ; et y,, qui se reproduisent quand on effectue sur ces variables 
les substitutions d'un groupe hyperabclien donné. Nous commençons 
par remplacer le domaine des deux demi-plans relatifs aux variables ξ 
et y, par deux cercles CI et C' ayant pour centres respectifs les points 
; ο et y, = ο et des rayons égaux à l'unité, et soient, comme précé-
demment, 

1 ν' 7Ti +0' v'S-i-i'j 

II 
ν' 7Ti +0' v'S-i-i'j 
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les doux types des substitutions du groupe hy perabélien ; de plus, clia-
eiin des déterminants ad — bc, ... de ces substitutions reste supposé 
égal ii l'unité. 

Désignons par Il(;, r,) une fonction rationnelle de ξ et y, qui est finie 
et déterminée quand ; ou y sont sur les circonférences 0 ou C: elle 
est, de plus, continue pour des systèmes de valeurs correspondant à 
des points à Γ intérieur de ces cercles. Ainsi, par exemple, la fonction 

1 
; — Y, — .> 

reste finie et déterminée si ; et y restent à l'intérieur ou sur la limite 
de leur domaine respectif. 

Ceci posé pour toutes les substitutions du type (1), formons l'expres-
sion 

\E; 4-*/' C'Y, -+- ri' ) (E; H- ri )IM lc't, -Τ- ri' 

et, pour celles du type (Il ), l'expression analogue 

/iy,4-;î + ι 
RV,"'. ~ * ' fi ̂  */ Κ T', ^(E; H- ri )IM lc't, -Τ- ri' 

où m est un entier supérieur à i. 
Kn faisant la somme de toutes ces expressions, nous obtenons une 

série qui est absolument convergente pour toute valeur de ί et de y 
situés à l'intérieur des cercles C et G'. 

Pour le montrer, j'emploierai une méthode semblable à eel le dont 
j'ai fait usage pour prouver la convergence de séries analogues dans la 
théorie des fonctions hvperfuchsiennes. Soit (;,r,) un sy stème de va-
leurs des variables indépendantes; décrivons autour de ce point un 
petit domaine δ, et envisageons tous les domaines correspondant à ο 
par toutes les substitutions du groupe : on pourra évidemment, puisque 
le groupe est discontinu, choisir δ de telle manière que tous ces do-
maines n'aient aucun point commun. 

Posons alors 
ξ = ;'·+ι';", y

(
=r/H-iV, 
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et formons l'intégrale quadruple 

ffffdïdï'dv'd*» 

étendue à chacun de ces domaines. La sommedeces intégrales sera finie, 
car cl les sont toutes positives, et leur somme est manifestement moindre 
que le produit des aires des deux cercles. Or cette somme peut s'écrire 

j j fj I ^ |_ηοπιιο(6·ξ -4- fl)(c'r
t

 -4- d') j 
4- \ I --Λ , i d% dl* dr,' dr

t
", 

intégrah» étendue au petit domaine δ. On en conclut que la série formée 
précédemment est convergente, puisque la série des modules des ternies 
est convergente; m toutefois doit être égal ou supérieur à deux. 

Désignons par ft(;,r) la fonction dont l'existence vient d'être ainsi 
établie; elle est uniforme et continue pour toute valeur des variables à 
l'intérieur des cercles ('. et C. De plus, la fonction se reproduit à un 
l'acteur près, quand 011 effectue sur les variables une substitution quel-
conque du groupe; on voit de suite, en effet, qu'on a 

μ(γγτ7· 'ττττή = +d'm[c'''·+- ·'■ '· 

et l'identité toute semblable 

H( ίΗτ ) = ir'· + ·("-■ + ■'·)■ 

line difficulté peut se présenter, si l'on craignait que les fonctions <-> 
ne fussent identiquement nulles; c'est un point que j'ai examiné en 
détail dans mon Mémoire sur les fonctions hyperfuchsiennes (Acta 
malhcmatica, t. V). Les considérations dont j'ai fait usage alors s'ap-
pliquent sans modification au cas actuel, et l'on arrive toujours à cette 
conclusion que, si la fonction rationnelle II est arbitraire et que m soit 
suffisamment grand, la fonction correspondante ft ne sera certaine-
ment pas identiquement nulle. 
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2. Le quotient de doux fonctions Θ donne évidemment une fonction 
qui ne c hange pas, quand on effectue sur (ς,·/;) une substitution du 
groupe; : c'est à de telles fonctions que je donne le nom de fondions 
hyperahèliennes. Nous pouvons d'abord énoncer la proposition fonda-
mentale suivante : Entre trois fonctions hyperahèliennes existe une rela-
tion algébrique. Si l'on se borne d'abord au ras où le domaine fonda-
mental ο n'a pas de points communs avec la limite de S, la démonstration 
est immédiate, puisque, pour tout système de valeurs données à deux 
de ces fonctions, la troisième n'a qu'un nombre limité de valeurs, on 
présente seulement une indétermination à la manière des fonctions 
algébriques. 

On établit encore, en raisonnant comme je l'ai fait (Acta mathema-
tical t. Y) à propos des fonctions hyperfuchsiennes, que, un groupe 
livperabélien étant donné, toutes les fonctions hvperabéliennes corres-
pondantes sont fonctions rationnelles de trois d'entre elles, soit r, y 
et r; et l'on a, entre ces trois fonctions, une relation algébrique 

f(x,y,z) — o. 

Γι. Les fonctions hyperahèliennes peuvent être obtenues par l'inver-
sion de quotients d'intégrales d equations différentielles partielles con-
venablement choisies. 

Prenons deux fonctions hyperahèliennes F(«,e) et F, soit 

a?=F(w,c), r=F,(«,e). 

Formons les quatre expressions suivantes 

w1 = _ /E Ει — Έ <11li — /Êdy:* <)V Ε_ /E Ει — Έ <11li — /Êdy:* <)V Ε 

_ /E Ει — Έ <11li — /Êdy:* <)V Ε_ /E Ει — Έ <11li — /Êdy:* <)V Ε 

entre lesquelles existe manifestement la relation 

Φ, ω, = ο>2ω9. 

Nous pouvons considérer les ω comme fonctions de χ et y; ces 
quatre fonctions satisfont à un système de deux équations aux dérivées 
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partielles do In forme 

(lj 
r = as 4- bp + cq -+- dz-, 

t — a,s -h />,-h c,<7 H- r/,s, 

/), q, r, ί, ί étant, suivant l'usage, les dérivées partielles de la fonction 
ζ de .r et y. On voit bien facilement que les a, b, c, d sont des fonc-
tions algébriques do .r et y; de plus, si 

λ = F2(n,c) 

est une troisième fonction hvpcrabélienne, telle que toutes les fonc-
tions relatives au même groupe s'expriment par des fonctions ration-
nelles de r, y et). (voir le paragraphe précédent), les a, />, c, d seront 
fonctions rationnelles de .r, y et λ, celles-ci étant, d'ailleurs, liées par 
une relation algébrique 

/(*·,/,).) = o. 

Nous avons donc un système (1) de deux équations linéaires simul-
tanées aux dérivées partielles ayant quatre solutions communes linéai-
rement indépendantes ω,, ω

3ϊ
 w

3
 et ω

4
 liées parla relation quadra-

tique 
rl) | Wj Cl) y Cl) | i 

il est clair que, si l'on pose 

(0., «»), — — Uy — — V, 
l*> ( (01 

ces deux équations donneront pour χ et y les deux fondions hvperabé-
liennes F (M, C) et F, (w, c). 

i. Reprenons les trois fonctions 

.r = F(m, c), y .= F,(/i,e), ;:=F,(//,c) 

liées par la relation algébrique de degré m 

J\x,y, -) = <>, 
Jnrirn. de ifuth. ('»" sôri«· ), ttimv l. — l\\sr. I, iNS.">. 1 ) 
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a l'aide desquelles toutes les autres fonctions hypcrabéliennes de même 
groupe s'expriment rationnellement. A un point quelconque de la sur-
face précédente correspond un seul système de valeurs de u et e, 
.distraction faite de ceux qui s'en déduisent par des substitutions du 
groupe. 

Nous avons maintenant à envisager ces intégrales doubles consi-
dérées par Clebsch et M. Nœtlier (Math. Annalcn, t. ΛΊ), intégrales 
qui sont, dans la théorie des surfaces, les analogues des intégrales de 
première espèce pour le ras des courbes algébriques, ('.'est un sujet qui 
se rattache a la notion du genre d'une relation algébrique entre trois 
variables, notion indiquée par Clebscli et développée dans plusieurs 
beaux Mémoires de M. Nœtlier (Math. Annalen, t. VI et VHP. 

Plaçons-nous d'abord dans un cas très simple. Je suppose que la 
surlace 

f{.v,y
t
z) = ο 

n'ait d'autres singularités que des courbes doubles, et que, en tout 
point de ces courbes doubles, les deux plans tangents à la surface 
soient distincts; elle peut avoir aussi des points doubles isolés, le conc 
des tangentes en chacun de ces points doubles ne se réduisant pas à 
deux plans. 

Soit maintenant Q;a?, y, 2) = ο I'cqunlion d'une surface d'ordre 
(m — 4) passant par les courbes doubles. Los intégrales doubles, aux-
quelles je faisais allusion plus liant, sont de la forme 

JJ /;(·*·. ν, Z)JJ /;(·*·. ν, Z) 

Le nombre des coefficients restant arbitraires dans le polwiùme 
Q(Jf.j, s) d'ordre (m — [\] est ee que Clebsch a appelé le genre de la 
surface ( Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris, 18f>8 ). 

Considérons, en prenant pour variables u et e Γ élément de l'inté-
grale double qui devient alors 

rw ^idràr <).r àv\rw ^idràr <).r àv\ 
ffx.y.z) ' 
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cette expression est une fonction de u et v. Or j'ai déjà considéré une 
expression de même nature clans mon travail sur les surfaces dont les 
coordonnées sont des fonctions abéliennes de deux paramètres [Math. 
Annale η, 1882)('); en raisonnant connue je l'ai fait alors, on établit 
sans peine que; cette expression est une fonction continue de u et c 
dans le domaine; fondamental <î et, par suite, dans tout le domaine des 
cercles C et (/. Nous poserons 

/ O r () y d.c t) r ./ O r () y d.c t) r ./ O r () y d.c t) r . 

G u, v) étant uniforme et continue dans les cercles(l et ( /. On voit fa-
cilement ce que devient la fonction G!«,r) quand on effectue sur les 
variables une; substitution du groupe. Soient une substitution quel-
conque du groupe 

<//, e, I", V ; 

«•I au <- h cv -hdj le dénominateur commun à li et à V. 
( )n aura 

(if II, V) = <au -+- b)2[cv 4- df (i //, v). 

Ainsi, à chac|i!e polynôme Q d'ordre [m — !\) donnant une surface 
passant par la courbe double correspond une fonction (J(//,c) uni-
forme et continue dans les cercles (let <!', et satisfaisant à la relation 
indiquée. 

Réciproquement, à toute fonction Gf//,e), (jui vérifie les conditions 
précédentes, correspond un polynôme Q(.r, v,z) d'ordre (m— 4). t<d 
que la surface 

Q(.r,y,s) — ο 

pasM'par la courbe double. Pour le démontrer, il suffit de considérer 
l'expression 

' *) 

/ O r () y d.c t) r . 
dx dy dx dy 
du <Je <Je du 

(') Je n'ai pas supposé dans ce travail que la surface eût des points double* 
isolés, mais cette nrconstanre ne change en rien le mode de raisonnement. 
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<|iii est une fonction livpcrabélienne tie u et cet, par suite, line foiic-
tion rationnelle de χ, y et z. Ornons allons rapidement montrer que 
cette fonction rationnelle se réduit à un polynôme d'ordre m — k · 

Considérons l'intégrale double 

I I ii ' u, c) du d\\ 

<pii reste toujours finie; en désignant par ^(.r,y^z) Γ expression (a;, 
l'intégrale précédente pourra s'écrire 

' /*·' y . ζ ) (J.rtiy 
··■..·»■„ /:<·'"· .v· 5 ) 

et l'on montrera facilement epic, si ne se réduit pas à un polynôme, 
cette intégrale ne pourra pas rester toujours finie. Désignons ee poly-
nôme par Qa\j, z). Il résulte d'ailleurs d'une des trois formes que 

l'on peut donner à Q a , ν, ζ ), grâce aux identités 

/■'(./·, )·. z) fj.i.r.y.z) ν ) 

O.r Oy ().r Ov t)y Oz Ov Oz ()z Or i)z 0> 
On <)y Os Ou On Ov Os' Ou Ou Os' Ov Ou 

que ee polynôme s'annule pour les poiutsdc la courbe double. Il reste 
à démontrer queQ(r, ν, z) est au plus de degré (m — \ ). 

On se rappelle que les fonctions hyperabéliennes considérées ,r, y, r 
sont obtenues en faisant le quotient de deux fonctions ft; désignons-

les par y' y' y °ù £"»/♦ désignent maintenant quatre fonctions h; 

(i[ M, c) deviendra alors, en désignant par η le degré de Q, 

./· y l 
O.r Ov Ot 

Q(x\\z,t) Ou Ou Ou 

O.r Ov Ot 
Os' Os' Os' 

'""rT. γ, ζ, ι) ' 

et sous celle forme on voit immédiatement que (Îw,ey serait infiiiM* 
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pour les valeurs de u et ν qui annulent la fonction t, si loti n'avait pas 

n<m — 4» 

inégalité que nous voulions précisément établir. 

*>. On voit, d'après le cas que nous venons de traiter, et nous dirons 
d'une manière générale, que le genre relatif à un groupe hyperabélien 
ftonné !1 ) est égal au nombre des fonctions Ο

 {
u,v) linéairement indépen-

dantes. 
Ces iouctions (i(u,e) sont uniformes et continues dans le domaine 

des cercles C et C, et, en désignant par 

(«, e, U, V) 

une substitution quelconque du groupe, {eu H- d){yv -l· à) étant le dé-
nominateur commun a L et à V, 

(i L, V) = eu -τ- dj2(ye -t- οj2G(w,e). 

IC Arrêtons-nous un moment sur le groupe hvperabélien bien simple, 
qui résulte de la superposition de deux groupes fuchsiens relatifs sépa-
rément aux variables u et v. I.es substitutions fondamentales du groupe 
sont donc de l'un et l'autre type 

/ an -f- b \ 
\u^ïdr^ïvy 

xv + B/ u, v, u, 
\ γ « ο / 

Aux substitutions (u, correspond, dans le plan de la va-

riable u, un groupe? fuclisien Γ, et pareillement les substitutions 

(ν, l* j déterminent un second groupe fuebsien Γ' dans le plan de 

la variable e. 

(1) On m? doit pas oulilier que le domaine fondamental des groupes considérés 
n'a aucun point commun avec les cercles G et C'. 
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Il est facile de former, dans ce cas, les fonctions désignées par 
(■(«,?) dans les paragraphes précédents. Soit θ(«) une fonction uni-
forme et continue de u dans le cercle C, et telle que, pour toute substi-
tution du groupe fuchsien Γ, on ait 

11 ) e
(^rl) = (

c
"
 + rf

'
a

®(")
; 

soit de même 11(e) une fonction uniforme et continue de ν dans le 
cercle ('/, et telle que, pour toute substitution du groupe Γ, on ait 

r2) e(^rl) = (c" + rf'a®("); 

le produit Θ(Μ) H(e) est évidemment une fonction fi (M, C). 

Or désignons par p le genre du groupe Γ et p' le genre du groupe Γ. 
Le nombre des fonctions entières linéairement indépendantes θ ιι sa-
tisfaisant aux relations (1) est égal acelui des fonctions II u) est égal 
a p' \ nous obtenons donc ainsi pp' fonctions G (u, e ; linéairement indé-
pendantes. Réciproquement, toute fonction (1 (κ, v) relative au groupe 
livj >erabélien considéré sera une combinaison linéaire de ces pp' fonc-
tions particulières: c'est un point dont la démonstration est immédiate. 

Ainsi donc le genre de toute surface dont les coordonnées s'expri-
ment par des fonctions fuchsien nés de u et des fonctions fuebsiennes 
de c, et cela de telle manière qu'à un point quelconque de la surface ne 
correspond qu'un seul système de valeurs de M et c, est égal au produit 
pp' des genres des deux groupes fuehsiens. 

Considérons maintenant un de ces groupes dont il a été question 
(Chap. II, § 6) et qui renferment un ou plusieurs paramètres 
arbitraires. Le genre des surfaces correspondantes sera constant, et, en 
désignant, comme ci-dessus, par ρ et p' les genres des groupes fuehsiens 
dans lesquels se décompose le groupe pour des valeurs convenables 
«les paramètres, on aura pour expressions du genre des surfaces le 
produit pp'. Or, d'après ce que nous avons vu (ιι°5),/γ/ est une 
fonction de p

2
 et p

3
 ; par suite, pour les groupes précédents, le genre 

des surfaces correspondantes est une fonction de p2 et p
3

. 
(le résultat, si particulier, me paraît cependant intéressant, car la 



PONCTION» HYPER ABEL I FN Κ ES. M9 
question se pose maintenant de savoir si ce résultat subsiste pour tous 
les groupes hyperabéliens; on rattacherait ainsi, pour une classe 
étendue de surfaces, la notion de genre à une question de Géométrie 
de situation. J'espère pouvoir revenir un jour sur ce difficile problème, 
que je me borne maintenant à poser. 

7. Revenons, pour terminer, sur les intégrales doubles considérées 
au n° 4 

ÎI) Ç Γ9(·*·>ν> S)dxdy_ 
fz x, y, z) 

Les diverses déterminations de cette intégrale, quand on va d'un point 
analytique, je veux dire d'un système? donné (#0,/0, z0

) de valeurs de 
.z·, rets, à un autre système de valeurs (y

#
, z

t
 ), ont un sens bien net 

quand on se reporte aux variables u et v. 
Soit ( m

0
, e

0
) un système de valeurs de η, ν correspondant à x0,y0, *0

, 
et de mémo («,, ν, ) correspondant à désignons, de plus, 
par (L',,V,) les transformées de (M,,C, ) par une substitution quel-
conque du groupe; l'intégrale double 

/ / G (η, e) dudv, 

dont le sens est parfaitement déterminé [puisque G (κ, ç) est uniforme 
et continu], représente les diverses déterminations de l'intégrale (I), 
quand χ,γ, ζ va de (ar

0
, j

0
, s

0
) à (a?, ,y,, ζ, ) ; cette intégrale reste finie 

pour tout système de valeurs de (a?,j, s). Dans le cas où (>,,s,) 
coïncide avec ia*0,.)'o» on il

 '
d considérer les intégrales 

Ι I G(u,v)dudv. 

Ces intégrales sont, en quelque sorte, les analogues des périodes 
des intégrales simples; mais, tandis que, pour ces dernières, les pé-
riodes sont des constantes, c'csl-à-dire qu'elles ne dépendent pas du 
point de départ, il arrivera ici qu'elles dépendront des valeurs initiales 
x0 et y0 
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CHAPITRE IV. 

I. Je mo propose d'indiquer, dans ce Chapitre, un exemple parti-
culier de fonctions hyperabéliennes, qui a son origine dans la théorie 
même des fonctions abéliennes. 

Considérons une courbe du second genre, et désignons, suivant 
l'usage, par 

ι ο G II 

ο ι II G' 

le tableau des périodes des intégrales normales. Supposons qu'on ait. 
entre ces quantités, la relation 

IIa-GG' = l). 

1) étant un entier réel et positif. 
On satisfera à la relation précédente, en posant 

Η = νι>·^-ϊ, G = _,ïl2L,Q' = 2/dxy/x+y 

où nous prenons positivement le radical. 
Nous avons ainsi une classe de fonctions abéliennes (correspondant 

à ρ = a), qui 11e dépendent que de deux arbitraires .v et y. Cherchons 
d'abord quelles valeurs 011 pourra donner à x et y; si l'on pose; 

H = /(„ + ///, V, = g, + ig, (i'= «,-h/V, 

il est bien connu qu'on doit avoir 

S>"< />'» <'t h'-gg'K" 

Or, en écrivant 
x = x' 4- i.v\ y = γ -+■ t'y". 
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011 trouve immédiatement 

h = 2D y' x' -x'/nonne (.£ H-.l ) 

•ίΝ/Π(.Γ"·+- V") 
g = ° norme(./'y) 

a\7|)r4- ■/·"*) + χ'Ό'^/'*)] 
& norme (α: -|- y) ' 

et l'on a, par suite, 

h2 - gg' = -x''y''/ x'+y' + i''+y'' 

.r" et y' doivent donc être de même signe, puisque A2 — gg' est négatif. 
La considération de g et gqui sont positifs, permet de conclure 
cju'on doit avoir 

*">o, f>o. 

Ainsi les coefficients de i dans χ ety sont positifs. 
Geci posé, on sait que, dans les fonctions abéliennes, les transfor-

mations du premier ordre effectuées sur les périodes conduisent à un 
groupe important de substitutions relatives à G, H, G'; ces substitu-
tions ont le type suivant : 

_ {db)
0l

 4- (rf6)„G 4- %{dh)
03

H 4- (db)
ot

G'+ GG') 
*' + 2(rt^)

03
ll -+· {ab)

9i
G'-+- GG')' 

», (+ (ad)
n

G 4- [(îiî/)o3+ (ad)
î
|]H -f- (ad)

0i
G' 4- (iirf)jj(II4 — GG') 

(rt6)ol4-(rt^)
3
iG4-'i(rt^)ojli 4-(«^)ojG'4-(αύ)υ(Η*—GG') ' 

(" — (^c)oi4- (ffc)
3
iG 4- 2 (flc)

0:t
ll 4- («c)

0>
G' 4- (α<?)

η
(Η* — GG') 

< ~~ (ab)0l4- (a^)ï,G4-2(a^)03lI-»-(a^)oïG'4-(aê)j3(Hî —GG')' 

où l'on a posé d'une manière générale 

( ed)ij — (Xi dj aj di. 

Journ. de Math, (4e série,) tome I. — Fasc. I, 1885. iG 
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Les a, b, c, d sont des entiers vérifiant les six relations 

' ι ) 

a
u
d

3 -4- bn
c3

 ~ c
u
b% — d

0
a3 = a

{
d

2
-h b

s
 c2 — c

[
 b, — d

t
 a., — ι, 

a h d, -h b
n
 c, -C0bt- d

0
a

t
 — o, 

<ti\d> -l· b
0
c, — c

0
b

2
 — d

0
a

2
 ~ o, 

a\d%-\~· bt
c

3
 c,b

3
 d

t
a

3
 — o, 

a2d
3 4- b2c

3
 — ca/>, — d2a3 = o. 

Ce groupe de transformations a fait l'objet des recherches de M. Her-
111 i te \ Mémoire sur la transformation des fondions abc tiennes (Comptes 
rendus, i855)J. 

Dans ce groupe, je ne considère ici que le sous-groujie, qui laisse 
inaltérée l'expression II- — GG'; il est facilt» d'obtenir les nouvelles re-
lations entre les (a,b,c, d) qui sont à ajouter aux précédentes. On a, 
en effet, 

(*) 
11-,' __ (cv/)o, -r- (iY/ia,(j_-4-_3(tv/)

oa
ll -f- (iv/)

()i
 Ci )

2;j
 (II- — <;î; ) 

H" {<ib)ixG -H (<r/^')o311 H- (nb)ltiG'-\- (</// )2:t 11- - - Γ·( i' ) ' 

or on veut avoir 
il- — (;(;'= ii; - G, G, - D, 

et il ne doit y avoir entre G, Il et G'd'autre relation que II2 — GG' 1), 
puisqu'il doit rester deux paramètres arbitraires. L'égalité «) sera 
donc une relation identique entre (i, II et (i', quand on y aura rem-
placé II2 — GG' et II; — GG'

(
 par D. On trouve ainsi les nouvelles rela-

tions 

i'-O 

c
3
d

x
 — c, d

3
 = 1)(«

3
&, — «, b

3
), 

c„d
3
 - c

3
d

Q
^]){a

0
b

3
 — a

3
b

{}
), 

c0d2 COÎ/Q—a
2
b

n
), 

l)2 (a2b
3
 — a3

 b
2

) 

4- !)(«„/>, — a, b
0
 4- c

3
d

2
 — c

2
d

3
) 4- c

x
d

0
 — c„d

t
 = o. 

Les relations (i) et (a) déterminent le groupe Γ des substitutions que 
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nous allons avoir maintenant à considérer. Nous avons posé 

ii νΠ- ο — —2i3L,ii νΠ- ο — —2i3L, 

Ku effectuant sur II, G, (/une substitution du groupe Γ, on a les nou-
velles valeurs H,, G,, G', et, comme on a encore 

If; — G,G, -- J), 
on peut poser 

||,
 = νΓ)ΐ1_^!, (5 ___2iÛL, G= 2Dx1y1/x1+y1 

.r, et/, vont être des fonctions de χ et/, et, par suite, au groupe Γ 
correspond un groupe de substitutions relatives aux deux variables 
indépendantes χ et /; c'est la nature de ces substitutions que nous 
nous proposons de rechercher. 

*2. Au lieu de partir de deux intégrales normales, supposons qu'on 
ait considéré deux intégrales abélicnnes quelconques dont les périodes 
normales soient 

W|(» W| I Wjl to . 

o/
0

, ω',, >Λ.
λ 

avec la relation fondamentale 

w
(1
 ω

;|
 — ω3 0)

()
 -+- ω, ω

2
 — o>

2
 <»>', — o. 

Posons d'une manière générale 

V-ik — ω/ωΑ*"~ ωΑω,·, 

on aura ainsi six quantités a, et l'on a d'abord entre elles les relations 

«on H" «12 — °» 

« I 0 «2 3 «30 «21 — «i:i«20» 

la première étant la relation fondamentale, et la seconde étant identi-
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quement vérifiée. En passant aux intégrales normales, on trouve, pour 
valeurs de G, TI et G', 

( « *31 ii *03 /-w "nj 
"ni *01 "m 

et, par suite, 

II' - OG'=x23 
*ui 

Nous avons donc, à cause de IP — GG' — D, la nouvelle relation 

«,, = Dx0l, 

et, par suite, l'identité entre les a devient la relation 

*ï-,-D*2, = *3.*02l 

où ne figurent que les quatre expressions α0(, α02, a„, et x,,. 
Effectuons maintenant sur les ω et les «./ la substitution linéaire 

<·)|(, (ο,,ίΟο, (o3, r/oo*0 -+- (ly ω| -h CI^'j)·, -f~ rt;,W:)4· .... 

/'„(·>„-h..., e
0
w„-h..., r/

H
w

0
-f-.... 

ou les (a,b,c,d) sont des entiers vérifiant les équations (i) du para-
graphe précédent, de telle sorte que la relation fondamentale entre les 
ω et les m' subsiste après la substitution. Si nous voulons, de plus, que 
la relation 

X3!f 1)α0| 

subsiste aussi après la substitution, on retrouve, cela était évident a 
priori, les équations (2) du même paragraphe. 

Désignons par des et! ce que deviennent les six quantités « après la 
transformation; les a' seront évidemment des fonctions linéaires et 
homogènes des a. Comme on a encore 

«03 ~i" «12 =: °« «23 Da'0 

il s'ensuit que les quatre expressions α'
η
,,α

0
,, et seront des 
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fonctions linéaires et à coefficients entiers île χοι, α02, *03 et al3, et lu 
relation 

χ 1 — Ox'a = x' y 

conséquence des ileux précédentes, subsiste nécessairement. 

.*>. Ces remarques faites, nous pouvons chercher les expressions de 
.τ,, γ, en fonction de a? et y. 

Des expressions de H, G, G' en fonction de χ et y (n° I) on tire 

H+D H-D 
*=--7i 1 ? ~ (Γ~" 

et, par suite, 

x = x03-Dx01, y= x = x03-Dx01, y= 

On aura de même 

x1 = v, V 0»t|, * * V^*»i 

Si nous posons 

Χϋ3 ^ D*ll| — w I · *03 \ 1^*0 1 —: w:i» *Ί I — W.1» *'Jil —1w1 

oil aura 
<·), (·)._, = o>3 (.jj ; 

à la substitution effectuée sur les sa correspond une substitution 
effectuée sur les w, et les coefficients de cette substitution sont tou-
jours réels, mais ne sont plus des entiers, et l'on a entre les <·/ la re-
lation 

ω', ι»., = w'
:|
w,; 

nous avons donc 
Oil (Ο, 

,ν = — i γ = — (O^ ('J'j 

et 

ar, -R » V, = -T: 
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ce sont les circonstances dans lesquelles nous nous sommes trouvé pré-
cédemment (Chap. 1er, n° 9), et nous aurons, par conséquent, soit 

x1 = ex-y cl J ny-y-j)ex-y cl J ny-y-j) 

s: J î t 

x1 = a V i / x -f- μa V i / x -f- μ 

Le groupe relatif aux deux variables (.r, y) est un groupe hyperabélien ; 
il est, en effet, d'après son origine même, évidemment discontinu. C'est 
le groupe que nous nous proposions de trouver. 

4. Cherchons maintenant dans quels cas les intégrales normales u et 
r. de périodes 

ι ο G 11, 

ο ι If G', 

où II, G, G' satisfont à la relation 

II2 — GG' — 1), 

conduisent à des cas de réduction d'intégralesabéliennes aux intégrales 
elliptiques. Si l'on peut déterminer A et Β de telle manière que l'inté-
gral·» 

Au -b Ile 

n'ait que deux périodes, on aura nécessairement 

m A -b/iB +/>(AG -t- BII) -t- q( Ail -t-BG')— o, 

m'A + λ'Β + y/( AG -H BII j -b <y'( Ail -f- BG') — o, 

les (m, n,p, q) étant des entiers, tels qu'on n'ait pas ~ = == l~ = 'L, 

et, par suite, en éliminant A et B, 

mn' — m η -b G(pn' — p'n) -b [qn' — q'n -b mp' — m'p)\\ 

-b (mq' — m'q)G'-b (qp' — pq'){Ha — GG') = o. 
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Or nous supposons H, G et G' uniquement assujettis à la relation 

II3 — GG' = 1), 

c'est-à-dire que nous considérons les quantités χ et y des numéros 
précédents comme arbitraires. On devra donc avoir, dans ces condi-
tions. 

pn' —ρ η = ο, 

q/ι — q'η Λ- mp' — m'ρ — ο, 

mq' — m'q = ο, 

mn' — ni η -h (qp' — pq' ) 1) = n. 

Je dis qu'il résulte de là que Ο doit être un carré parfait; on le voit tout 
de suite en partant de l'identité 

uni' — mn')[pq' — p'q) — (qm' — q'm)(pn' - p'n) 

= { nq' — n'q ) ( pm' — p'm ) 

(pii, en tenant compte des quatre équations précédentes, devient 

(pq' — p'q'fïi = {pm' — p'm)7. 

Or on ne peut avoir pq' — ρ q = pm' — p'm = o, car ces deux équa-
tions, jointes aux quatre précédentes, montreraient que ηι

%
 n,p

%
 q sont 

proportionnels à m', n\ //, q'. On voit donc que l'entier D sera néces-
sairement, si l'on est dans un cas de réduction, un carré parfait. 

Relativement au groupe hyperahélien que nous venons de définir, il 
y a une différence essentielle entre le cas où D est un carré parfait et 
celui où il ne l'est pas. Dans le premier, les coefficients des substitu-
tions relatives à χ et à y sont rationnels; les groupes 

ax+b/ax+d et ly+m/ny+p 

sont séparément discontinus, et les fonctions relatives à ces groupes se 
ramènent aux fonctions elliptiques modulaires. 

Dans le second cas, les coefficients des substitutions sont irration-
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nelles (à cause du radical \1)); les groupes précédents pris séparément 
sont continus, et c'est seulement en effectuant leurs substitutions si-
multanément sur χ et y qu'on obtient un groupe discontinu relatif à 
ces deux variables. 

Je me borne à ces remarques sur le groupe qui vient d'être défini; 
l'étude des modules et des fonctions « à indice zéro, quand on rem-
place G, Il et G' par leur valeur en χ et yt

 ne serait pas sans intérêt, 
tuais elle se rattache plus particulièrement à la théorie des fonctions 
abéliennes; ce sera l'objet d'un travail spécial. 


