
A.-H. ANGLIN
Sur le coefficient du terme général dans certains développements
Journal de mathématiques pures et appliquées 4e série, tome 2 (1886), p. 139-150.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1886_4_2__139_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1886_4_2__139_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


COEFFICIENT DV TERME GÉNÉRAL, ETC. i3q 

Sur le coefficient du terme général dans certains 

développements ; 

PAR M. A H. ANGLIIY. 

L'objet de ce Mémoire est d'obtenir sous forme finie le coefficient 
du terme général de quelques développements, qui n'a été obtenu 
jusqu'ici que sous forme de séries, en déterminant la somme de cer-
taines de ces séries. 

La méthode employée est une conséquence de ce théorème que 

an+*(b — C)-H ù"+2(c — a)4- c"+2(a — b) 

est divisible par 

a3(ù — c)-t- 6a(c — a)-\- c2(a — ù), 

Le quotient étant h
n

, où h
n
 est la somme des produits homogènes de 

0, b, c et de leurs puissances, ces produits étant de degré n. 
1. Nous établirons donc d'abord ce théorème fondamental, à savoir 

que 
a"+*(b — c)-l·- ù*+2(c — a)-hc*+2(a — b) = kh

a
, 

k désignant 
a2(ù — c)-+- 62(c — a)-+-c2(a — b). 

Journ. de Utah. (4e série), tome II. — Faso. II, ι885. 19 



l4o ANGLIN. 

Nous avons 

I I I 
ι — αχ ι — bx ι — ex 

= (ι -+- αχ . .-h anxn-\~.. .)(i -+- bx +... 4- b"x" + .. .)(i + oa?H-.. .H- <fx" . 
= ι -t- A, ar -h h^x2 4-.. .4- hn

x"-i-.. 

où A
n
 désigne la somme des produits homogènes de degré Λ, de Α, Ù, C 

et de leurs puissances. 
Mais on démontre aussi que 

iii A B C 
ι—αχ ι — bx ι — ex ι — αχ ι — bx ι — ex 

ou 

A = (α — b)(a — c)' B = (b — a)(b — c)' C =(c — a)(c—b) 

Par conséquent 

(a — b)(a — c) (I + ax +...+a"x"+...) 

+
 (6_a

)(4_
0
)(I + '*»+··· + &"·>" +· · ·) 

■+· / π Γ\ (l + ex -h... -H c".z" +...) 

= ι -H Λ, χ 4- A2 a?2 -+- hn
x" -h — 

Alors, en égalant les coefficients de χ dans les deux membres, nous 
obtenons 

an+2 b'l+* c',+s 

(a — b)(a — c) (b — a){b — c) (c — a)(c — b) = hn3. 

et par conséquent 

a"*2(b — c)-t-frl+2(c — a)-t- c"+2(a — b) = kh,
r 

2. Afin de donner une solution complète du problème qui forme le 
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sujet de ce Mémoire, il est nécessaire d'exposer d'abord le lemme sui-
vant : 

Dans Vexpression 

{\-hax +■... +α"#")(i-hbx 4- 62
Λ

,2-κ..4- 4- ca: + cV + ...+ c'V), 

où. chaque facteur s*arrête au terme en oc", le coefficient de x" est h
n} 

qui renferme a", b" et (f. 

Le coefficient de χ',_H est formé par la somme des produits homo-
gènes de degré η 4- ι, de a, 6, c, moins les puissances (β + ι )ième\ 
an+\ 6Λ"Μ, c?+x ; et il est ainsi égal à h

a+t
 — $

Λ4
_,, en désignant géné-

ralement par s
r
 la somme ar -h br-h (f. 

De même, le coefficient de xn+i est la somme des produits homo-
gènes de degré η -h 2 de a, b, c, moins les termes renfermant les expo-
sants η 4- 2 et η 4- i , et il est par conséquent égal à 

ha+a — α"+2— ^n"f2 — c"+a — an+*(b -hc) — 6n~M(c -ha) — <?+*((a 4- 6), 

c'est-à-dire 
h/i+2 ^ I 1 · 

Le coefficient de est Λ
λ+3

, moins les termes renfermant les 
exposants Λ + 3, n + 2 et « + i, et l'on peut, par conséquent, mon-
trer qu'il est égal à 

h/i+·3 1 ^2· 

Plus généralement, le coefficient de 5rn+m est égal à la somme des 
produits homogènes de degré η 4- m de a, 6, c, moins les termes ren-
fermant les exposants η -f- m, η 4- m — 1 ... τι 4- 1, et il est par consé-
quent égal à 

/*
Λ+;Λ

 — an+m - a"-""-1 ( b 4- c) -... - a"+'"-2 (62+6c 4-c2)-... 
- an^(bm+t 4- 6m-_2c 4- &'rt-3c2 4-.. .4- cm-·), 

c'es t-à-dire 
kfi+m ^/H-l b

m
—\. 
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Ainsi 

(i 4-a# 4-.. .4- anxf)(i -l· bx -h..b"af)(i -h ex-h.. .4- (fx") 
= I -h //f x 4-... H- Λ*#7' + (Λ

λ+ι
 - 5

λ+ι
 )OC»+

{ 4- (//„+2 — Sn+ i h{)x"+i 

+ (^n+s ®Λ+Ι b2
)of+2 4-... 4- (h

n
+

m ®Λ+ Ι ^/«—I )x?l*m 4~ · · ·. 

En particulier, le coefficient de x*n+i peut être exprimé autrement 
que par a

2n+i
— s

n+i
h

a+ty
 sous une forme plus commode; en effet, ce 

coefficient est celui de a?an+a dans le produit de 

a"ocn(ι 4- a~K x~x 4- a~2x~- 4-.. .4- ar"x~") 

par deux expressions analogues, formées en remplaçant successive-
ment a par b et c dans celle-là, ce qui donne le produit 

(abc)"xtn(ι 4- a"%x { 4-.. .4- a~"x~n) 
x(i 4- b~*x~{ 4-.. .4- b~"x~n)(i 4- c~xx~' 4-.. .4- c~".r~"). 

Ce coefficient de ar2n+a est égal à (abc)" multiplié par le coefficient 
de a?~(n~a) dans l'expression 

(1 4- ar* x~* 4-... 4- cr"x~n) 
X (1 4-b~x x~' 4-... 4- b~"x~")( 1 4- e~{ x~l 4-...4- c~"x~n). 

11 est donc égal à (abc)nh'
ir

_v h'
n
 désignant la somme des produits 

homogènes de degré η, des inverses de a
y
 b, c et de leurs puissances. 

3. Nous allons maintenant considérer le coefficient général dans une 
certaine forme de développement, et, pour plus de clarté, nous com-
mencerons par le chercher dans des cas particuliers avant d'aborder 
le cas général. 

Nous avons 

(0 an+2(b — c)-f- b"+2(c — α)4- c"+2(a — b) = kh„, 

où k représente a2(b — c)-\- b2(c — a)4- c2(a — b). En multipliant 
les deux membres de (1) par a 4- b 4- c (qui a été désigné par s,), et 
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en groupant convenablement les termes, nous aurons 

a"^(b 4- c)(b — c)4- b»+*(c 4- a)(c — a) 4- c',+2(a -h b)(a — b) 
= k(sJi

H
 — /*„+,). 

Multipliant encore par α -h b 4- c et groupant les termes, nous 
aurons 

n'l^(b 4- c)*(b — c) 4-... = k(s*h„ — ιs
t
 h

n+t
 4- A„+3)> 

et de la même manière 

ci"*(b 4- c.y(b -c) 4-.. . = A(*î A« - 3$;Α
ίΗ

., 4- 3«, A
rt+

, - A
n+3

). 

Knfin on peut déduire par le même procédé que 

I a"+2 ( A -h c)r( A — c) 4- A/,+a (c 4- a)r (c — a) 4- c"4-2 (a 4- by (c — a) 
(2) = K(s1 — I)r[h]n+r, 

(s1 — O)r[h]n+r étant une représentation symbolique de la suite 

srhn — rsr-1hn+1 + r(r — I)sr — 2hn+2 
(A) 

_ (r-.)(r - ,, + (_ ,y/w. 

Maintenant, on a 

(.s, A· — ι)' — s'"xr — rsr

t
~{xr~K 4- ' ^

 a
 ^ s'_2.rr~2 4-.. .4- (— i)r 

et 

(I — ax) (I — bx) (I — cx) 

= ι 4-...4- h
n
xn 4- h

n+i
 χ"" 4- /ι,,+ιχ"^ 4-... 4- b

a+r
xM*+ 4-.... 

Par conséquent, la suite (A) est le coefficient de xf+r dans le déve-
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loppement de . ^—r-(-, . ; et ce coefficient est alors égal à 
l'expression 

an+*(b + c)r(b — c)+ ba+i(c + a)r(c — a) + cn+i(a -+- b)r(a — b) 
a2 (b — c) + b2 (c — a) + c2 (a — b) 

4. Si nous multiplions les deux membres de l'équation fondamen-
tale (i) par a2 -h b2 4- c2 (c'est-à-dire s2) et si nous groupons les termes 
convenablement, nous trouvons 

a"+2(b2 -h c2)(b — c)+- ô"H"a(c2 + a2)(c — α)-h c',+2(a2-i- ù2)(a — Λ) 
^Γ(ί2/ί·

Λ
—-hn+2). 

Multiplions encore par Α2 H- Ù2 H- C2, nous obtiendrons 

an+2(b2+ c2)2(& _ c) + ... — k(s*hH— is2hH¥, + h„^) 

et de la même manière 

a"+-(b2 -+- c2)3(& — C)-K . .= &(«!!/*„— 3s2//
rt+2

 H- 3sah
n+i

 — /*„+„)· 

Finalement, on arrive par ce moyen au résultat suivant 

(3) 
a'ti2(b2-l· c2)r(b — c)4- b"+2(c2 a2)r(c — a) 

+ c°+ï(as + £>J)r(a - ί>) = Ατ(ί
2
 -I)r(h)n+2r, 

où (,ç
2
 — i/[/i];;

+2r
 représente symboliquement la suite 

Srhn — rsr-1 hn+2 + r(r — I) Sr-2 hn+4 
(B) 

— r (r — 1) (r — 2)Sr-3hn+6 +...+ (— I)r hn+2r. 

Or 

(,-ax)(,-bx)(i-cx) ='"+ + + h
M

x^2 +...., 

<■ + »«)(,-Λ«)(. + «») =·"±^' + Λ"+'*"+' ± π™*"" =ρ· ■ ■" 



COEFFICIENT DU TERME GÉNÉRAL, ETC. 145 
suivant que η est pair ou impair; de sorte que la série 

h
n

x?1 -+- h„af+2 -+- h
n4

.4xn+* + ...·+■ h
n

+2rx?l+2r ■+■··· 
[1 -+-(6c H- ca H- cib)x*\ ou [(a -h b c)x ■+■ abcx3~\ 

(I — a2x2) (I — b2x2) (I — c2x2) 

suivant que η est pair ou impair. 
Mais on a 

(s
2
x2 — i)r= sja?2r — rs\~* x2r~2 + ; ̂

 a

 x\<f~*x2r~A 

- r(,'~i^ra)<"vr"'+· · ·+<- ·)'· 

Donc la suite Β est le coefficient de χn+2r dans le développement 
de 

(I — a2x2) (I — b2x2) (I —c2x2) (s2x2 — I)r, 

η étant pair et dans le développement de 

(I — a2x2) (I — b2x2) (I —c2x2) (s2x2 — I)r, 

η étant impair, et alors chacun de ces coefficients est égal à 

rtn+s(i>2 + c2)r(6 — c)-H &n+î(c54-rts)''(c — λ)4-c"+5(a2-h 6a)r(a — b) 
a2 (b — c) 4- b* (c — a) -+- c2 (a — b) 

5. Si nous appliquons à l'équation (1) la même méthode de multi-
plication par a3-l· b2 -4- c3, puis par des sommes analogues de puis-
sances plus élevées de a, b, c, des difficultés nouvelles en même temps 
que dqs formes intéressantes se présentent, la manière de procéder 
restant la même dans tous les cas; mais, pour plus de clarté, nous allons 
encore indiquer un cas particulier avant de passer au cas général. 

Multiplions l'équation (1) par aA -+- b* H- c4 (ou s
4
), comme il a été 

indiqué, on trouvera finalement que 

an+2(b* -4- c*)r(b — c) -h b"h2(c* 4- a*)r(c — a) -+- c,H2(a* -1- bA)r(a — b) 
(4) 

= k (S4 — I)r[h]n+br' 
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où (a
4
 — i)r[AJJ+j|r représente la suite 

(G) 
srhn — rsr-1 hn+4 + r(r —I)Sr - 2hn+3 

— r(r — 1) (r — 2) j 2 3 * *b»-M 2 4-· . · 4" V "■/» |_4γ. 

Maintenant 

(I — ax) (I —'fc^)(l —c^r) + M" +" A»H-, ' + h,
+i

jf" » + .... 

Il faudrait trouver la somme des termes pris de quatre en quatre 
dans la série, en commençant à partir de h

n
. Si nous procédons à la 

manière habituelle, en remplaçant χ successivement par α#, β#, γ#, 
δα?, où a, β, γ, S désignent les quatre racines de l'unité, en ajoutant 
membre à membre et observant que art4- β" 4- γ'1 -+- δ" = ο, excepté 
lorsque η est multiple de 4) auquel cas cette expression est égale à 4, 
nous obtiendrons, si η est un multiple de 4> 

4(... -h Kx" 4- h^x"** 4- h
n+9

xn+* -κ.. 4- /*
Λ+4Γ

#η+4Γ -κ..) 

= (ι — axx)(...) (ι — a$œ) (...) (ι — αγ#)(...) (ι — abx)^...) 

Lorsque le second membre de cette équation est réduit à un seul 
terme,on voit aisément que le dénominateur de ce terme est 

(ι — a*x*)( ι — b*xh)( ι — c4#4); 

et le numérateur est la somme de quatre expressions semblables de la 
forme 

I 4~ At
X 4" A«jiCa 4" · · · 4" A qX^. 

La première de ces expressions est égale au produit de 

(ι — αβα?)( ι — ayx)(i — alx) 

et de deux autres groupes de facteurs analogues obtenus en rempla-
çant a successivement par b et c dans celui-là. 
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Or on a 

(ι — a$x)(ι — αγχ)(ι — aSx)= ι -+- axα 4- α2#2α2 -h a3a?3a3, 

puisque 

3 -h γ 4- δ = — a, βγ 4- γδ 4- δβ = — a ( β 4- γ 4- c ) — a2 

et 

M = - ί = -a'· 

Donc le premier terme du numérateur est égal à 

(ι 4- αχ α + α2 α?3 α2 4- α3 a?3 α3) 
χ(ι 4- bxcL 4- &2#2α24- &3a?3a3)(i 4- ca?a 4- c2a?2a2 4- c3a?3a3), 

produit qui est de la forme 

ι 4- B,a?a 4- B2a?2a24-.. .4- B8#8a8 4- Bea?#a% 

et les autres termes du numérateur sont obtenus en remplaçant dans 
celui-là α successivement par β, γ, δ. 

Donc, ajoutant ces quatre expressions, et observant la remarque 
faite sur la valeur de αn 4- β" 4- γ" 4- δ", on a, pour valeur du numéra-
teur, 

4(i 4- B.,a?4 4- B8
a?8). 

Mais, d'après le lemme, B
4
 = A

4
 — s

k
 que nous désignerons par l

t 

et Bg= JJL3Λ',, p. représentant abc\ nous avons donc 

... 4- hn Xn 4- Λ„-μ cc"+a 4- ka+9
 OC"** 4-... 4- hn^rx

n+Ar -h... 
Ι 4- I4#4 4- Μ3 h\ x% 

(ι — α4#4) (ι — 64a4) (ι — c4#4) 

Alors, si nous reprenons, comme nous l'avons déjà fait, le dévelop-
pement de (s

A
x*— i)r, nous verrons que la suite C est le coefficient 

de x"+Ar dans le développement de 

(i 4- <4#
44- μ3A', Λ?8($4Λ;4 — ι)*" 

(I — a4 x4) (I — b4 x4) (I — c4x4) 
Journ. de Math. (4* série), tome II. — Faec. II, >886. 20 
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η étant un multiple de 4 ; et alors ce coefficient est égal à 

an+*-h c*)r(b — c)-f- aK)r(c — a) 4- ιΛ+'(α44- ό4)''(α — b) 
a·(b — c) 4- b*(c — a) -h cs(a— b) 

6. Généralement, si nous appliquons le même procédé à l'équa-
tion (i) en employant aw4- bm-\- cm (ou s

m
) comme multiplicateur, 

nous aurons 

an+i{bm^rcm)r(b - c)-t- bn+i(cm + a'n)r(c - a)-h c"+2(a'" + bm)r{a - b 
(5) 

= k (Sm — I)r[h]n+mr, 

où (s
m

 — ι)γ[Λ]Ϊ+βιγ
 représente la suite 

srhn — rsr-1 hn+m + r(r —I) Sr - 2hn+2m 
(D) 

— r(r — I)(r — 2)Sr-3 hn+3m +...+ (— I)rhn+rm. 

Il faut trouver les sommes des termes de m en m de la série 

... h
n
x" -h Λλ+, 4- hn+3 a^ ̂  4- /in+

, a/'+4 4-.. 4- hn
+

inr
xH+mr 4-..., 

/ι étant un multiple de m. Employons la méthode déjà indiquée, nous 
aurons 

m(... 4- 4- hn
+
m

x"+'n 4- hn
^

m
x,l+2,n -μ...4- h

n
^
mr

xn+mr 4-...) 

= (I — ax1x)... + (I — ax2x)... + (I — ax3x)... +...+ (I — axmx).... 

α,, α2,..%
m
 désignant les racines ;niéraes de l'unité. 

Lorsque le second membre de cette équation est réduit à un seul 
terme, on voit facilement que le dénominateur est égal à 

(ι — amxm)( ι — b'nxm)( ι — c'nxm)\ 

et le numérateur est une somme de m expressions semblables de la 
forme 

I 4- A{X 4- Aaa?a 4- A3
a?3 -h.. .4- A^a#3"1-5. 
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La première de ces expressions est identique au produit de 

(ι — aa2a;)(i — act
z
x)... (ι — ax

m
x) 

par deux autres groupes semblables de facteurs, qu'on obtient en rem-
plaçant a successivement par b et c dans celui-là. 

Or 
(ι — acc.

2
x)(t — αα3#)... (ι — acn

m
x) 

= ι — a#S, 4-a2#aS24-. ..-\-{ — ax)m~% S,
n
_,, 

S,, désignant la somme des produits r à /· de α
2

, a
3
,..., a

m
, et par consé-

quent S, étant égal à — a,, S
2
 à — a, S, = cq, S

3
 à — a,S

2
 = — aj,..., 

Sm-1 à (— I)m-1 = (— x1)m-1. 

Donc le premier terme du numérateur est égal au produit des fac-
teurs 

[ι 4- axu.
x
 -f- a2x2a.2 4-«3a?3aJ -h...4-(α#α, )m-1], 

11 4- bx7L
t
 4- b2x2aj-f- b*x*ot.) 4-.. . 4-(£#a,)"'■',] 

et 

[i 4- CXOL
[
 4- C2x2a.] 4- c*x3a] 4-.. .4- (exa,)"1-1 ]; 

et ce produit est de la forme 

ι 4- Β,#α, 4-Β2#2αΪ4-Β3α?ία;ί-κ..4- B3/K_,(.za,)3Wi-3. 

Les autres termes du numérateur s'obtiennent en remplaçant dans 
celui-là a, successivement par α2, α3, ..., α

m
. 

Par conséquent, en ajoutant ces m expressions et en observant que 
α" 4- a" 4-.. .4- 0Ln

m
 = o, excepté quand η est un multiple de m, auquel 

cas la valeur de cette somme est m, on obtient pour expression com-
plète du numérateur 

m(i 4- 4- B2/n
a;2w). 

Mais, d'après le lemme, B
/n
 = h

m
 — sm que nous désignerons partm, 
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et BJ/n = [A"1-1 h'm_3 ; donc nous avons 

... -h h
n
x? + hn+moc"+m +- hn^m

xn+,im -h... -H h
n

+
mr

xn+nn ·+·... 
ι H- t

m
xm-+- \j-m~xh'

m
_

3
 x*m 

(ι — a'nxm)( ι — bma)(i — cmxm) 

Alors, en considérant, comme ci-dessus, le développement de 
(s

n
xm— i)r, on verra que la suite (D) est le coefficient de ocn+mr dans 

le développement de 

(i -f- tmxm + n'"-1 h\
N

_SX*m){s
m
xm— i)r 

(Ι —Λ"'Λ?"®)(Ι — b,nxm)(i —cmxm) ' 

η étant un multiple de m; et alors ce coefficient est égal à l'expression 

gt+i(4- cm Y(b — c) + fe"-*-8(c'n4- amγ(C — a)4- cn+*{am + bm)>'(a — b) 
a>(b — c) -h b*(c — a)-h c*(a — b) 


