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APPLICATIONS DE LA DÉRIVATION D'ARBOGAST. 53 

Applications de la derivation d'Arbogast. — Formule générale 
pour le changement de la variable indépendante ; 

PAR M. DAVID. 

Celte petite Note doit être considérée comme la suite de celle que 
j'ai publiée dans le Journal de Mathématiques, février 1882, et elle 
a surtout pour objet d'ajouter aux divers problèmes, que j'ai alors 
résolus, une formule générale pour le changement de la variable indé-
pendante. Les Traités de Calcul différentiel donnent bien la méthode 
pour obtenir ce changement ; maison est bientôt forcé de s'arrêter à 
cause des calculs prolixes que l'on rencontre et dans lesquels aucune 
loi ne se manifeste. Ln employant la notation d'Arbogast, on arrive à 
résoudre le problème dans le cas général; ce qui est une nouvelle eon-
lirmation de l'observation de Lacroix, que cette méthode a été trop 
peu remarquée. 

Avant d'entrer dans la question elle-même, j'établirai une formule 
qui peut servir encore à d'autres usages. 

i° D'après la formule fondamentale du Mémoire cité plus haut, 
on a 

2 
a -h «, jc -+- a.> .v- 4-... = («'' -+- χ·1)«' -+- x·2 D2 ar -+-... )'" 

I 
—- (ac-h x\)as -H v1 L)2AC H-... )*. 

Kn différcnlianl, puis divisant cette identité par celle qui résulte de 



>1 nwm. 

la differentiation, il vioiit 

/·( rt,,' + .rDffr+ .r'DV-l·-...) _ s (a·"-h ./Da·" -+- .r2!)2^"') ο-.. . 
1 > <7-j- 2 χ L)* or H- 3 xs D;l ar -+-... D a* + 2 w l)s a" -+- 3 ,ιΛ I )'' a* -t-.. . 

Kn égalant les coefficients des puissances dc#"~\ on obtient la for-
mule 

Σ (AT — hs) D/( ar\Yas = o, 

le'signe Σ s'étendant à toutes les valeurs entières et positives de h et A 
qui satisfont à l'équation 

( i ) A· -f- h = a. 

La formule classique du Calcul différentiel devient, en se servant tie 
la notation d'Arbogast, 

Da«r4i= 2DVDV; 

et en ajoutant, après avoir multiplie par une constante arbitraire /, on 
a la formule plus générale 

(a) /Daa'4 ' — 2(Αν — bs /) D'V I)*«·', 

qui remplace les deux autres en donnant à t deux valeurs quelconques, 

principalement ο et ce. 
a0 Nous rapprocherons de celle-ci, à cause delà similitude du sujet, 

bien que nous n'ayons pas à nous en servir, la formule suivante : 

(/' + <f'+- % 
l _ 1 ·ν) D« n

 '' 

I — 2 (kr — hs + t) D"
 Ί

 D*a p 

tjui parait digne de remarque. 
Il faut, dans la Note citée, se reporter à la série 

f> />+1 l> 4-8 
It — G S'' ·+■ G | Ζ Ί -f- G 2 Ζ '' H— . . . , 

( ί bis) 
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<[iii donne par l'inversion la première formule de la page 68, à savoir : 

qr ιμ·*-1 — qr+2 
= II1' h II '' Γ) h u ' I)" h. . . : 

on en conclut l'identité 

=II7 a"F -+- α Γ ϊ)α " ■+· ι ~ \)ia~r -h... j 

u"' li 7 + - il7' 1>«~~ + -2— fi"77" D»<f~ +...)'· 

lin la dillércntiant, puis la divisant par celle qui résulte de cette dif-
ferentiation, on a 

ι dz iff ' Cl I' -f- Il '' lDa '' -f- U >' ' 1)2« I'+ ..... 
^ 'ht qr qr ql'+l qr*· I qr+2 qr+2 

r/r t/r ~\~ ι y/'H-a 

u*' 1 a ï' u ï 111« v ■+■ iiρ 11)4«P + .... 
tj.i qs qs+l qs * i qs+2 qs+2 

qs / qsu1' a f + u~ Ua~ + iTf D-a1' + ... 

puis, en égalant les coefficients d'une même puissance de «, il vient 

qr+h qs+ k 
Σ(/»·/· - hs)\y 1

7
 iy -5LJL· = o, 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières nulles et positives de 
h et /» qui satisfont à l'équation (i). Pour l'application de cette formule 
à des cas particuliers, il est bon de noter l'identité suivante : 

kr — hs = r (qs -h k) — s (qr -t- h ). 

En dirigeant les calculs d'une autre manière, on trouve une seconde 
formule. 
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La formule rappelée ci-dessus, à savoir 

i/r — — η>·+\ — i (//m-3 .. L 
= u' h u ' U h u ' D2 h 

donne par le changement de r en s, puis par le changement de r 
en /· 4- *, 

qx — qx+l — qx+2 — L 
= uv hit 1 D h u ' I)·' μ... 

qr+ηχ —1 — qrx-iis-hl -l ' 
— il 1 μ fi Ρ I) 

qr+qxfî — 1 ! 
H- U 1 ])- h . . . . 

— V - '/■* - ·'■ 

Kn multipliant les deux premières entre elles, il vient 

qr qs 
v _ Τ* a '' Cl >' 

q* rs —//r — </s 
qri-qx^ Γ _ 5£ _2ίΪί _ 'J11 

-h // ' D 4- D I H-... 

qr + qs + 1—L. — 

+ u p— D» " P -
~<Ir — y.< —* 

///•-»-1 ί/.ν+α—ι 
_ι_ D α p D®-' -- -— qr — ι — qs — α -μ ι 

+ D
2
 — D®-

2
 ——-— L ... 

Comparant celle-ci avec la troisième et égalant les puissances égales 
de uy

 on trouve la formule 

qr+qs+Z qrx-h qx+k 
_ l'_±i D* —' - = jD4 " '' , D4 " '' , ■ 
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De celle-ci et de la précédente on passe facilement à la for-
mule (2 bis), en les ajoutant après avoir multiplié la seconde par une 
constante arbitraire t indépendante de k et A, et qui reçoit principale-
ment les valeurs ο et x. Ce n'est qu'une manière d'écrire sous une 
forme unique les deux équations comprises dans (2 bis). 

La notation différentielle donnerait bien aussi les mêmes for-
mules (2) et (2 bis), mais dans une forme plus compliquée. 

3° Revenons au changement de variable indépendante dont il 
s'agit. 

s étant une fonction de χ et par suite χ une fonction de z, nous 
posons, pour abréger, 

dz (Pz cPz 
Cl a ·— *j ) Cl*) — > j y & *) — 9 ι .. ' * ' * 

et, avec le changement de variable, 

If ι —- 1 ' (f*t — ι m 9 tf»» — 9 j r. y ' * , 

dz d.v 
dx dz 

et à la place de l'équation 

nous écrivons 
ctsbK — 1, 

dans laquelle a, est une fonction de χ et bx une fonction de z. 
Lu différenliant par rapport à .r, il vient 

^ ' [/<-i] dx"-1 [n — 2] dx"-* + [η — 3] + 0; 

les expressions \η — ij, \n — 2],... désignant les factoricllcs 

1.2.3... (η — 1), 1.2.3... (η — 2). 

D'apr ès le théorème des fonctions de fonctions (p. 67 du Mémoire 
Journ. de Math. (4e série), Tome III. — Fasc. I, 1887. ο 
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cité), on a 

ι dnbx dnbx a'f dn~ib, τ-v a"~{ a'l 'i 
pTj dx» ~ ~dz [7Γ] ~dz^ [« — ι ] ~d^r pi77"^ ' " 

ou bien, par les notations ci-dessus, 

J^PJ ;JPR = (« + ') a" + nb„Da"~' -h (η - i) FT„_, U X 2 -H .... 

La substitution dans l'équation (3) donne ensuite 

^ nbno" -h (η — ι)ba_i (a, Da"~* -4- 2a2a" -) 
1 ( + (η - 2)i

fl
_

2
(a,Dsa"'®4· 2a

2
Da'J":,4- 3a

3
a" :|) + ... = »». 

Maintenant j'emploie la formule (2) qui équivaut, ainsi qu'on l'a vu 
ci-dessus, à deux autres équations, à savoir : en faisant 

l = o, /· = 1, s = η — ρ — ι, α = ρ. 

à l'équation 
E [p— (Λ — Ρ) H\\}

H
 AO

P
~

H
 Α"~

Ρ 1
 =Ο, 

et en faisant 

I — cc, /· = ι, χ =ζ η — ρ — ι, α — ρ. 

à l'équation 
1)'α" ρ = 1 Ώ*αΏΡ-*α"- p - 1 

Κιι retranchant ces deux équations l'une de l'autre, après avoir mul-
tiplié la deuxième par η et changé a en a

t1
 il vient 

nDi>an-p = (ji - p)2(i ■+· h)T>'1 a
x
 D'-"<p -1 

puis 

D'v;-"= '^2(1+ h ) a+ 4 Dpa1n-p1 

= '!=£ |a,D^n" ' '4- iat Γ)' 'a'!'1"' + 3a, Dr-'a",p-1 + .... . 
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Par là l'équation (4) s'écrit 

(D ) b
H

a\I 4- b
a

_ ι D a" 1 4- b„^
2
 D2 a" 2 -h... = 05 

c'est la généralisation de la formulea
K
b

K
 — 1 pour les différentiations 

d'ordre supérieur. 
En faisant successivement dans celle-ci 

n — 1, /1=2, n = 3, 

on a les équations 

(<V> 

//,«, = I, 

b
t
 1) -+- b2à\ — o, 

b
%
ΙΡα, 4- //21)J 4- b3a\ — o, 

6,D3a, -h &2D2«24- 4- bsa\ = o, 
« 

d'où l'on tire sous forme de déterminant, par exemple pour η = 5, 

(7) 

D at a* ο o 

y — ( ~ O5"1 D2a, D α2 a] o 
ay* D'à, D2a; D a\ a\ 

J)*«, D'aJ D2aJ Da) 

La loi est assez évidente pour qu'il soit inutile d'écrire le détermi-
nant sous la forme générale. C'est la formule pour le changement de la 
variable indépendante qui a été annoncée. 

Remarque. — Il est peut-être bon, pour abréger d'autres calculs 
analogues, de mettre en évidence la solution des équations suivantes 
dont on s'est servi pour former le déterminant (7). 

Les équations données étant 

χα = ι, 
xa

x
 -hyb

x
 = o, 

xa3
 -*-yb

2
 4- zc

2
 = 0, 

^«3 -+-yb
3
 4- 2c

3
 4- vd

3
 — o, 

xa
x 4-yb

k
 4- zc.

x 4- vd
h 4- ue

K
 — o, 
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on sait, par la règle connue, que les inconnues a?, /, z, r, u sont don-
nées par les formules 

x =D' yD* z ~ Ώ' Ç ~ I)' W " I) ' 

les déterminants Χ, Y, Ζ, V, U, D étant mis sous la forme symbo-
lique 

α ο ο ο ο ι ο ο ο ο 
α, ft, ο ο ο ο Ζ», ο ο ο 

D = α2 ft2 c2 ο ο , Χ = ο b3 c.j ο ο , 

ÎÏ3 FT, ® Ο CG (IJ Ο 

a1ft 4 ^4 ^4 U ft, G\, rf, C
4 

α ι ο ο ο « ο ι ο ο 
α, ο ο ο ο α, ft, ο ο ο 

Υ = α2 ο c3 ο ο , Ζ = α.> 1κ> ο ο ο , 
ÛG Ο CG IFG Ο DG FTG Ο Ο 

α
4
 ο c

4 ^4 ! «4 ft< ο (I, c. 

α ο οι ο « ο ο ο ι 
α, ft, ο ο ο «, ft, ο ο ο 

V = α3 ft., Cg ο ο , U = α> fta ca ο ο , 
a

s
 FTG CG Ο Ο «G ftg C

;T
 (I .f Ο 

ctk b
A
 c

A
 ο c

A
 a

A
 b

A
 c, d

A ο 

ou, plus simplement, 

D = αϋ{ο2(ϊΛβΑ, 

ft, ο ο ο 
X __ FTG CG Ο Ο 

FTG CG IFG Ο 

ft 4 ^4 ^4 
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α, ο ο o a
x
 b

K
 ο ο 

a., c., ο ο a., b., ο ο 
α., C;, αΛ ο α.Λ υ.Λ αΛ ο 

α, c, d
A
 e, α, rf, /?, 

ai bt ο υ α, ο ο 

a2 b2c, ο α« &.> c
2
 ο 

V = -
^3 ^3 ® ^3 

(1| ι c, ί?.( ci 4 b ^ Cj | 

Ceci suppose qu'il y a cinq équations données; pour un plus grand 
nombre, il n'y a qu'à observer la loi que suivent les déterminants 
\,Y, ... 

Considérons maintenant les divers systèmes d'équations 

(») 

xa = 1 χα — 1 χα = 1 
xa

s
 -h vbx

 = ο xat-hybt =0 
χα2-\- yb2-+-zc.

2
 = ο 

les valeurs des .x\ y, 5,... sont données respectivement par les for-
mules 

«1b1 
> «1 _ «2 '>2 
a ' ahx a bx e2 

«ι èi ο ο 
ο «j />j c2 ο 

α, à2 c2 b3 c3 (ίΆ 

ρ — °3 bi c3 , m = ^ <'v d
k 

La comparaison des équations (8) avec les équations (6) donne 

b. = —j o,.— — S-} Λ*.» = —JT , 
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D «, a* η 
hs 1 " ~ ̂  1} aï a* 

D:i«, D2a; DaJ 
cl ciilin 

, Dr/, ά\ ο ο 

ft — D2r/, D ά\ a] ο 
,t~* DV/, D2«3 D a\ a\ ' 

! D'à, D3/?1; D2aJDa 

cc qui est la formule (7). 


