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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Développements en séries trigonométriqucs de certaines fonctions 
périodiques vérifiant Véquation AF = o; 

PAR M. APPELL. 

Soit F(x·, y, z) une fonction de trois variables réelles a?, y, ζ que 
nous considérons comme les coordonnées rectiligncs rectangulaires 
d'un point M ; supposons que cette fonction vérifie l'équation 

AF = d²F + d²F = 0 
dx' ây' às' 

et admette par rapport à χ la période 20c, c'est-à-dire remplisse la 
condition 

F (x H- 2 a, 7, ζ) = F (a?, y, z). 

Il résulte du développement en série de Fourier que, si cette fonc-
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tion est régulière en tous les points de l'espace situés à l'intérieur d'un 
cylindre parallèle à l'axe des coordonnées x, elle est, ainsi que toutes 
ses dérivées partielles, développable en une série trigonométrique de la 
forme 

F(x, y, ζ) — ̂  (A
v
 cos^ -h B

v
 sin , 

v = o 

convergente en tous les points de l'intérieur du cylindre : les coeffi-
cients A

v
 et B

v
 sont des fonctions dey et ζ vérifiant l'équation 

T7 "J . — —R~ » ^ O. 

Si la fonction F(x·, y, z) admet la période 2 χ par rapport à χ cl la 
période 2 β par rapport à y, 

F(x -1- aa, y, z) = F(x,y -h 2β, ζ) = F(x,y, z)\ 

et, si elle est régulière en tous les points de l'espace situés entre deux 
plans parallèles au plan χ Οy, cette fonction, ainsi que ses dérivées, 
est développable en une double série de la forme 

F<«,y, ζ) =Ύ (A*, COScos·γ + B
M

COS^ sin*-f 
μ, ν = ο 

+C. νπν -rv . ιιτζ,τ . ντ: γ\ 

convergente en tous les points considérés; les coefficients ΑμΛ, Βμ>ν, 
CM, ΟμΛ sont des fonctions de ζ vérifiant l'équation différentielle 

d² U / dz² - r² {τ> + ψ)υ=°· 

Je me suis proposé d'appliquer ces propositions générales, qui sont 
bien connues, aux fonctions les plus simples satisfaisant aux conditions 
précédentes. De môme que, dans la théorie des fonctions d'une va-
riable imaginaire, les fonctions périodiques les plus simples, après les 
fonctions périodiques holomorphes, sont celles qui admettent une infi-
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nitc de pôles distribués régulièrement dans le plan comme cot s ou sn ζ ; 
dans la théorie des fonctions de trois variables a?, y, s vérifiant l'équa-
tion Δ F = o, les fonctions périodiques les plus simples, après les fonc-
tions périodiques régulières en tous les points à distance finie, sont 
celles qui admettent une infinité de pôles distribués régulièrement 
dans l'espace, le mot pôle étant employé ici dans le sens que nous lui 
avons donné précédemment ( Comptes rendus des séances de l'Aca-
démie des Sciences, 5 février 1883, et Acta Mathematicaf t. IV, 
p. 313). Ces fonctions périodiques se présentent dans la résolution de 
différentes questions de Physique mathématique, ainsi qu'il résulte 
d'une remarque de Ricmann ('), de plusieurs Notes présentées à l'A-
cadémie des Sciences par MM. Boussincsq (2), de Saint-Venant, Fla-
mant (3) et Chcrvet (*); ces applications, avec quelques autres que 
j'ai eu l'honneur d'indiquer dans une Note présentée à l'Académie le 
28 janvier 1884, se trouvent résumées dans un Mémoire Sur quelques 
applications de la fonction Ζ (a?, y, z) à la Physique malhéma-
liquc, publié dans les Acta malhematica, t. VIII, p. 205. 

Les développements en séries trigonométriques obtenus dans le pré-
sent Mémoire se prêtent facilement au calcul numérique. Comme on 
le verra, ces développements présentent une analogie intéressante 
avec ceux des fonctions simplement et doublement périodiques et, en 
particulier, des fonctions 

logsin(a? + yi) sin(# — yi)·, 
logO(« +■ yi) 0(a? — yi) 

qui satisfont à l'équation 
dx w d1 w 

dx² + dy² = 0. 

Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été indiqués 
dans une Note présentée à l'Académie le 21 juin 1886. 

(') Schwere,Εlectricitàl undMagnetismus, bearbeitet von Hattendorff, p. 84. 
(*) 3, 3i janvier, 3o mai 1870. 
(3) 3, 10, 24 avril 1882; 12, 19 novembre i883. 
(*) 24 septembre i883; 11 février 1884. 
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ft. Soit 3 <(#,/, ζ; a) la fonction définie par la série 

0)^,(^,7,*·,«)
 + y8 +

 ■+·2 [^__may
 + J2 + -I- 1 / Vm²a²] 

ou tous les radicaux sont pris positivement, la sommation désignée par 
Σ' s'étendant à toutes les valeurs entières de m positives et négatives, 
zéro excepté. 

Cette fonction 3, satisfait à l'équation différentielle 

Az1_*S
t
 73, . d»Si __n. 

elle est finie et continue, ainsi que toutes ses dérivées, en tous les points 
de l'espace, à l'exception des points ayant pour coordonnées 

(2) χ = ma, 7 = o, J5 = ο 

m. prenant toutes les valeurs entières, zéro compris; enfin elle ne change 
pas (juand on augmente χ de la constante a : 

Cf(x -+- a, y, »· ; Λ) — 3, y 
y
 ζ ; Î/). 

Celle dernière propriété résulte immédiatement de ce que la diffé-
rence 

£,(./·-f-σ,7, z)-z
{
(x,y, -) 

peut s'écrire 

^ Lv/C·37 — (,M — ι)*?]2-»-,)'*4-s2 y/( a? ~ mr? )2 4-4-.s* j 

série dont la somme est évidemment nulle, puisque les termes se dé-
truisent deux à deux. 

En employant la terminologie que nous avons introduite dans un 
Mémoire Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant à 
l'équation différentielle AF = ο (Acta mathematical t. IV, p. 3ι3), 
nous dirons que cette fonction 3, est régulière en tous les points à dis-
tance finie, à l'exception des points (2), qui sont des pôles de rc-
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sidu -+- ι, qu'elle a un point singulier essentiel à l'infini, et qu'elle admet 
le groupe de périodes (α, ο, o). 

J'ajoute qu'à l'aide de cette fonction on peut exprimer le potentiel 
d'une masse liquide limitée par deux plans parallèles et traversée' 
par un llux d'électricité à l'état permanent, comme il résulte d'une Note 
présentée à l'Académie des Sciences, dans la séance du 24 sep-
tembre 1883, par M. A. Chervct. 

En tous les points de l'espace autres que les points de l'axe Ο a?, celte 
fonction S, et toutes ses dérivées pourront être développées en séries 
trigonometriques procédant suivant les sinus et cosinus des multiples 

de En particulier, on aura, en tous ces points, 

£ι (#»/> s; α) = A
0
 4- A, cos ——h.. .4- A

v
cos ——h...., 

développement qui ne contient que des cosinus, car la fonction ε, est 
paire en x. 

Les coefficients Λ
0
, A,, ..A

v
 de ce développement sont des fonc-

tions de / et ζ que nous allons déterminer. 
En posant, pour simplifier, 

( 1) y 4- ,32 — M, 

ou a 

(4)
1 \/λλ -f· a ^ ^y/(a; — ma)'1 a y//n4as}, 

ce qui montre que les coefficients cherchés A
0

, A,, ..., A
v
 dépendent 

uniquement de u et de a. Au lieu de calculer directement ces coeffi-
cients, il est plus simple de déterminer leurs dérivées, par rapport àu, 

r/A0 rfA, r/Av 

du ' du ' ' du 

En diiîércntiant les développements précédents par rapport à w, on 
obtient 

(5) —7—'- ~ —j— 4~ —r^ COS h ... -h —7— COS h..., 

Journ. de Math. (/|· série), tome III. — Fasc. I, 1887. -
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puis, d'après (4), 

dBt ι ι 1
 V*'

 T 

dli 2 — 2 m! — ' 
(x² + u)² [(x - ma)² + u ]² 

ou, plus simplement, 
m = +-» 

<b> -dS=--,Z r 
m =-co [(# _ ma)1 -{- «]a 

Pour calculer les coefficients nous emploierons une transfor-

mation indiquée par Riemann (Schwere Elcctricitût und Mag no -
tismus

y
 bearbeitet von HattcndorfF, p. 88), qui nous a été signalée 

par Mme de Kowaleski. 
Soit Ν une quantité positive, l'équation 

Γ(!ΗΓ(0=τ 
donne 

£"yfi.e-ds = & 
ou, en posant s = N/, 

4= Γβ.<τ*'άί=±±. 

Donc, en faisant 
Ν = (χ — ma)2 -+- //, 

on a 

; 5 = -ψ / <J'e dt, 

cl, d'après (G), 

(7) ^®L
=

_ ' f*fi.e-1(n+x²) Ee²mtax - m²ta²dl. 

Or, si l'on fait, en suivant les notations de MM. Briol et Bouquet 
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dans leur Théorie des fonctions elliptiques, 

m =+m . 

0
3

(ar, ω, ω ) = 2 « » 
m =— 

on voit, en posant 

ω = —ω = — a. 

que la série qui ligure sous le signe J dans la formule (η) est 

<>.(*, si·-*)· 
On peut donc écrire 

'«) d4i =- -β)Λ. 

Si, d'autre part, on fait 
_πο>< _ j?1 

ρ — c —e aU 

et 
v = « 

■7, (Χ) = 1+22/ COS , 

v=l 

on sait (juc l'on a (BIUOT et BOUQUET, Théorie des fonctions ellip-
tiques, p.3 20) 

^(x0=y ^·<?ωω ω, ω'), 

c'est-à-dire, dans le cas actuel, 

2r
3
(ar) = «y/^e '"θ

8
(#, - a); 

d où 

e-ixO3(x, ri / at, -a) = Vr/aVt 
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Substituant dans l'équation (8), on obtient 

dE1 / du = - I/a / e-lu 

Knfin, en mettant, pour 3"
3
(.r), son développement en série trigono-

mc trique 
V = ® .

 A 

2r,(a?) = ι 4- 2 2 c ""
 C0S

~Îr' 
V = I 

on obtient 

dE / dU= — - f e~'"dt— -V f e "" dl cos · 

On a ainsi le développement de ρ en série lrigonométri(|uc. Les 
coefficients 

d\
0
 d\, ^ 

du du du 

de ce développement sont 

0»; 

'!£> =_ 1 f"e-"dt = - —. 

^'=-2 f
c
-"-vÎrf,. 

Kn intégrant ces expressions par rapport à M, on η 

(ιο) 
A« = — jlog« + lî„, 

A„ = îf <f' ̂  + 15,, 

ou 13
0 et B

v
 sont des constantes indépendantes de u. Nous allons 

montrer que toutes ces constantes B
v
 sont nulles, sauf B

0
 qui est 
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égale à 
^(logia-C), 

C, désignant la constante d'Eulcr 0,077210 
La fonction 

V -*> 

z, = 2i^cos— 
V = 0 

vérifie l'équation As, = o; or, A
v
 étant une fonction de u — y2 -l· z3, 

on a 
V 

dd² E1 / dx² = - E A»cos—· 
v=o 

V = 00 

W =2(27S7-f-4r5^jco
S
—. 

V = 0 

d²ds* dusJC0S a ' v=o 

la somme de ces dérivées étant nulle 9 on doit avoir 

<"> "Ίμ+ΎΓ, --?*<,=»· 

( )n vérifie sans peine que l'intégrale définie 

l=4 »-tu - r² r² dt 

est une intégrale particulière de l'équation différentielle ( ι ι ), c'est-
à-dire que l'on a 

(,a) u7û?+-dU --nr1^"· 

D'après les valeurs (10) trouvées pour les coefficients Λ
ν

, on aurait 

A
v
 — Iv H~ Hv? 

B
v
 étant indépendant de u. En substituant cette valeur de A

v
 dans l'é-
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qimtion (r ι) et tenant compte de l'équation (12), on trouve 

a* v~~ °' 

ee qui donne B
v
= ο pour toutes les valeurs de ν autres que zéro. Pour 

vérifier la relation (12), il suffit de partir de l'identité 

d(le " J = e " aU — lu -h dl, 

et d'intégrer les deux membres entre les limites ο et ac, en remarquant 
(juc l'intégrale du premier membre s'annule aux limites. 

11 nous reste donc à déterminer B
0

. Pour cela, nous calculerons 
directement le premier coefficient A

0
 du développement de ε,. 

La formule 
E1 =A. 'λτιχ . avr.r+ .... 

donne, en ciFel, d'après Fourier, 
Ao = 1 / aJea

E1 dx. 
0 

Prenons, dans la série (1) qui définit 0,, les ternies correspondant 
aux valeurs de m comprises entre — A et 4- A, A étant un entier positif; 
et soit m 

k \J.v*-+-u \J(a-— ma)*u sj(x 4- τηα)*·+· u ifla 

la somme ainsi obtenue : celte somme tendra vers 0, quand on fera 
augmenter k indéfiniment. 

Or on a 

/ bA dx = log ^ 

+ y Ι i°G(' — I»)FL4-Y/(I — W)ART*H- u 

1 ]
n
„(i-+-/a)ffH-y/(i-4-/yi)8q84-// __ 2! 

ma + Vm²a² + n m 



DÉVELOPPEMENTS DE CERTAINES FONCTIONS PÉRIODIQUES. L5 

Si, dans le second membre, on remplace la somme des logarithmes 
par le logarithme du produit, on voit que les mêmes facteurs, sauf 
deux, se retrouvent au numérateur et au dénominateur, et Ton obtient 

/ S^ dx ~ log —v\ 2 H l· 5 4- ... 4- γ )· 

t^omme l'on a 
ι ka 4- \j k* a* 4- u 

— ka 4- \Jk* a* 4- ιι 11 

on peut écrire, en ajoutant et retranchant 2 log A:, 

jf " S* dx — log f(A+ + +V/^Tôi+ ") 

-2(' + ;+3-κ··-*-ζ·-,°^)· 

Si k augmente indéfiniment, S* tend vers a,, et l'on a 

J 0, dx= log^- — aC, 

G désignant la constante d'Ëulcr, 

G = lim^i 4- x
- 4- ~ -h.. .4- ^ — logA^ 

pour k infini : celte constante, que Gauss désigne par — a pour 
valeur, d'après Gauss ( Werke, III Band, p. 154), 

G = — Ψ(ο) = ο,Γ>77 ai 566... ; 
donc, enfin, 

Ao = I / a' s, dj; = — -iogu 4- 2(log20 — C). 
0 

Kn résumé, si l'on fait 

E1 (x, y , z; a) = A
0
 + A, COS-^—h.. .H- A

v
cos— H ..... 
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les coefficients ont pour valeurs 

(|,J) 

A« = ~ + l(^2a - C), 

A
v
 — I e ^ ' (ν — 1,2,..., x), 

// désignant la quantité /! + ;3. 

2. Kn remplaçant / par une nouvelle variable τ liée à t par la relation 

l = rv 
asfït ' 

il vient 

Λν = - / ίΐ « 1 τ ' — ; 

si clone on désigne par/(ε) l'intégrale définie suivante, qui dépend du 
seul paramètre ε supposé positif, 

f(E) = 1 / 2 / o oo e 

on pourra écrire 

(13) Av = 4 / a f (rvVu / a ) = 4 / a 

Nous avons vu que ce coefficient Λ
ν
 vérifie l'équation différen-

tielle ( 11 ), 
C/ ,

 q
 -H —ι— — Av — ο ; 

introduisons dans celle écjualion la variable indépendante ε liée à c/ 
par la relation 

τν ν/M <7* ε4 

c/ rsv-

fequalion différentielle deviendra 

( ι ι ) ε ~~φΐ~ ~t~ t^ A
v
 — o. 
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Il serait d'ailleurs facile de vérifier directement que l'intégrale de-
finie 

f(E) = 1 /2 / 0 oo e-e (T + 1/t) 

satisfait à cette équation. 11 suffirait de partir de l'identité 

î [y - y*"·*1'] -1- Κ" y - ν -- κ* - y ι»"'"" 
et d'intégrer les deux membres entre les limites ο et oo, en remarquant 
que l'intégrale du premier membre s'annule aux limites. 

Si, dans l'équation différentielle (i4)> on fait 

ε=—W— lyi> 
elle devient 

^17? +~ΦΓ +γ1Λν-ο, 

ce qui est l'équation différentielle bien connue à laquelle satisfait la 
fonction de Fourier 

·,ο(η)= ' - + JT£5 - 5ψ6, + ···> 

(JUL est un cas jiarliculier des fonctions de Bessel {voir, par exemple, le 
Traité de Todhuntcr : The Functions of Laplace, Lamé and Bessel, 
Chap. XXXII). 

Une seconde intégrale particulière de l'équation différentielle est 
fournie par la fonction complémentaire Y0

 introduite par Neumann : 
Théorie der BcsseVschcn Funclionen, Leipzig, 1867, § 17). L'inté-
grale /'(ε) est donc de la forme 

/(e) = AJ
0
(ae^— Υ

0
(2ε^- ι), 

Λ et Β désignant des constantes numériques ('). 
dette intégrale 

/ω=;Γ?«~,(,+ϊΙ 

(1 ) Voyez un Mémoire de M. H. WEBER, Journal de Crelie, t. 75. 
Journ. de Math. ( V série), tome III. — Kasc. I, 1887. J 
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a etc employee par Riemann dans la solution d'une question dc Phy-
sique mathématique : Zur Théorie der Nobili'schen Farbenringe (' ). 
F,n écrivant 

/(OHfdz / r e -z(t + 1 / t) + 1/2 / 

et remplaçant, dans la première intégrale, τ par on voit qu'elle de-

vient identique à la seconde; donc 

f(E) = /dr /t e -E (t + 1 / t) 

Faisant alors 
τ = 2 /, 

7 --- l -f- γ/ί
2
 — I , 

on trouve 

f(E) = / 1 oo e-zzt 

ce qui est l'intégrale considérée par Riemann à la page 58 du Mémoire 
cité. D'après ce grand géomètre, la fonction /(ε) est développable en 
série sous la forme suivante 

m - * 

•/0) = Σ - lo^i' m = 0 

Tfw) désignant, suivant la notation de Gauss, la fonction 

r/log Γ (m + i) 
dm 

Celle même intégrale a été développée en série scmi-eonvcrgenle par 
M. Stioltjes dans une thèse soutenue devant la Faculté des Sciences de 
Paris, le 3o juin 1886 (2). 

(1 ) Riemann's Gesammelte mathematische Werke, p. 54. 
t2) Voyez également un Mémoire de M. LIPSCHITZ, Journal de Crelle, t. oG. 
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Dans le Mémoire de Riemann : Zur Théorie der Nobili'schen 
Farbenringe, cette fonction /(ε) est introduite pour calculer les 
coefficients du développement en série tri gonomé trique de la fonc-
tion 

m = f- « 

u= y (-_ -— 1 —1, 

OÙ 
Γ' = χΛ 4-y2. 

Or, d'après les notations que nous employons dans le présent Mémoire, 
on a 

«-■(-> ·*»} ι 4g) 2 [v/.rs + J* + (i- 4/»β)« ' y/16/1*β*)]
1 

la fonction U de Riemann est donc 

L = 3,(- - α, a?, y; 4?)-3, (s-α-h 2g, a?,y; 4g) 
- ε, (ζ 4- α, χ, y ; 4g) 4- 3, (3 4- α 4- a g, a?,y; 4g). 

En remplaçant la fonction G, par les développements qui résultent 
des formules (i3) et (i3'), on retrouverait l'expression de U donnée 
nar Riemann, 

U = E sin nr / 2B z 4sin nrj/^ eo-nr /2B rt / Vt² - I dt 

la somme étant étendue à toutes les valeurs entières positives et im-
paires de n. 

En se reportant à la Note de M. Chervct (Comptes rendus des 
séances de l'Académie des Sciences, 24 septembre i883), on voit que 
le potentiel déterminé par M. Chervet est, à un facteur constant près, 

©■ (ff» y» S ; 2it) — ε, (χ + ir, y, s ; 211), 
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c'est-à-dire, d'après le développement que nous avons trouvé, 

V = Λ 

1211—(— OI/GW/2-*--2)cosv* 
Vrr I 

ou, plus simplement, 

/1 js * 

~ 2/Γ(ί2Λ+lV/8 ~l~ "2] c°s(2w + ι)χ-
η =υ 

5. Voici maintenant un développement analogue au précédent, re-
latif à une fonction qui admet deux groupes de périodes. 

Désignons par a et b deux quantités positives, par m et λ deux 
nombres entiers, et faisons 

r m, n= y (a; — ma)2 4- (y — nb)2 4- , 

?».» = \m"a2-bn2 b*. 

La fonction dont il s'agit est définie par la série 

(15) y, z \ a, b) — - h ̂  f — ; -j ·- y 

laΣ 9 

étant étendue à toutes les valeurs entières, positives, né-

gatives et nulles de m et «, la combinaison m = η = ο étant seule ex-
ceptée. Cette fonction e3

 vérifie l'équation Δδ3 = ο; elle a pour poles 
de résidus 4- ι tous les points de coordonnées 

x = ma, y = /ί&, î = o, 

m et η prenant toutes les valeurs entières, positives, négatives et nulles ; 
elle est régulière en tous les autres points de l'espace situés à distance 
finie. La fonction ea ne change pas quand on ajoute a à χ ou b à y : en 
d'autres termes, on a 

Qg(x -h a, y, z) — y 4- b, z) — y, s) ; 
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c'est ce que l'on vérifie immédiatement sur la série (i5) en formant la 
différence 

Zi\$ -+- β",yt -) — y> *)J 

et groupant ensemble les termes qui correspondent à des valeurs de m 
égales et de signes contraires : on reconnaît alors que cette différence 
est nulle. Enfin la fonction G

a est paire par rapport à chacune des va-
riables #, y et s. 

Cette fonction se présente dans différentes questions de Physique, 
notamment dans la détermination du potentiel en un point d'une masse 
lluidc indéfinie, ayant la forme d'un prisme droit à base rectangle, tra-
versée par un flux d'électricité (*), ou dans l'évaluation des vitesses 
aux différents points d'un liquide qui s'écoule par le fond d'un vase 
prismatique à base rectangle (2), enfin dans la détermination de la 
fonction de Green pour un prisme droit indéfini à base rectangle. 

Dans tout l'espace situé d'un même côté du plan des coordonnées xy
1 

par exemple pour toutes les valeurs positives de z
7
 cette fonction et 

toutes ses dérivées sont dcveloppables en séries trigonométriques pro-

cédant suivant les sinus et cosinus des multiples de et En 

particulier, pour toutes les valeurs de ζ plus grandes que zéro, la fonc-
tion C.>(x,y

}
 z\ a, b) est développable en une double série de la 

forme 

(16) E2 = E Au v cos 2urx / a cos 2xry / b 
μ - ο, ν = o 

ne contenant que des cosinus, puisque la fonction e2 est paire par rap-
port à chacune des variables χ et y. La connaissance de ce développe-
ment est importante pour le calcul numérique de la fonction e2. 

Les coefficients Αμ>ν sont des fonctions de ζ; en procédant comme 
précédemment pour la fonction G,, nous calculerons d'abord les dé-
rivées de ces coefficients par rapport à s. 

(') Voir une Note présentée par MM. Chervet el Appell (Comptes rendus 
des séances de VAcadémie des Sciences, t. XCVIII, p. 35g. 

(*) Voir différentes Notes de M. Boussinesq (Comptes rendus des séances de 
l'Académie des Sciences, séances des 3 et 3i janvier, 3o mai 1870. 
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D'après les développements ci-dessus (i5) et (i(i),on a, en différen-
liant par rapport à s, 

('7) 

in, η =4- « 

A- Ta 2u T3 — " Δ,ι "Τ* ' 
m, η —— * 

μ,ν = » 

dE² / dz= > —— COS COS —;— · 

[1,V = 0 

Voici comment on peut calculer les coefficients de ce dernier 
développement. 

D'après l'équation de la page ίο, 

1 / N3/2= f/ Vte -Ntdt 

dans laquelle on fait 

* = = Ο - ma)' -h (y- nby +z², 
on a 

JL_ __ _1 Γsftdt.c-
t[[x

-
m

"
)

*+
(y
-

nh)

'-
¥zX

-\ 

donc 
/n,n =4- χ 

^ = - ~ f sfldt.eV ^ 
» 0 m,n=~« 

Or, en suivant les mêmes notations que plus haut, on a 

m =4- « 

Σ .,-1 I/M» «î-1 Wrt .»·) f|3 ( x, ri / at, -a), 

m =— « 

/i=4- » 

e -t (n² b² - 2 nby ) = O3 (y, ) 
η —— » 

et, par suite, 

(l8)
 f = - g/" itd,.e- ̂ 0,(*, g, -

 e

) 0, (y, - *). 
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D'autre part, d'après la transformation des fonctions 0
3
 en fonc-

tions 9r
s

, rappelée précédemment (p. π), on a 

e - t x²O3 (x, ri / at, -a) 

- - $(·* ■!·■»-=?> 
et, en multipliant membre à membre, on peut écrire 

e-->"'0, (x, îi, _ α) 0, (r, - &) 
μ·ν--« π*,· μ» ν'ι 

r= —> Ac ' " b cos — COS——» 

μ,ν = 0 

e/cee ee/fc convention que le coefficient \ du terme général doit cire 
remplacé par 2 quand l'un des entiers μ OU V est nul, et par ι quand 
les deux entiers pi et ν sont nuls. En substituant dans l'expression (18 ) 

de on trouve pour un développement de la forme cherchée 

μ,ν = » 
> COS — COS —— » 

μ,ν=ο 

dans lequel des coefficients ont pour valeurs 

/ \ r/Αμ,ν _ 8 z \j T. f* dt -^-t(S+2îJ 

où le facteur 8 doit être remplacé par 4, lorsque l'un des entiers μ, ν 
est nul, et par 2 quand ces entiers sont nuls tous deux. 

L'intégrale définie à laquelle on est ainsi conduit est connue : elle 
a été donnée par Legcndre dans ses Exercices de Calcul intégra!, 
t. Ier, § IX. Legcndre démontre, en effet, que l'on a 

' χ *dxe i,,x — fiinvie-1/n 
0 
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Or, l'intégrale qui figure dans féquation (19) est de la forme 

Ψ(«-?)=/ jje ; 
en y faisant 

/ = -Ear, 
on obtient 

ΨΟ, Ρ) = \/*Λ ·*'
 irf

·*
 c

 ' ' 

ce qui est l'intégrale de Lcgcndre, dans laquelle η = ; 011 a donc 

ή*. P)=v/!v
/

i
e
-2xB = Vr x 

Donc enfin, en faisant α = ζ, β = ^ -+- y, » 

iao> -^=--s-H
s
'™V5

î
"
t
"î

i
)

==_

^
e-2rz 

Tels sont les coefficients du développement de · Pour avoir les coef-

ficients développement de c
2

, il faut intégrer les expressions ( 20 ) 

que nous venons de trouver. 
Tout d'abord, en supposant 11 = ν = ο et se souvenant que le lac-

leur 8 doit alors être remplacé par 2, 011 a 

rfA0.„ 2 π 
dz ab ' 

d où 

Ao.o — + ÏVo? 

B
00

 étant une constante indépendante de #, y, z. Puis, eu supposant 
l'un au moins des entiers p. et ν différent de zéro, on a 

(21) Αμ,
ν
= -r-.r C V«» 4, + Βμ,

ν
, 
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où le facteur 4 doit être réduit à 2 quand l'un des entiers Ρ OU V est nul, 
et où Bm désigne une constante. Il est facile de voir que toutes les 
constantes Βμ>ν, à l'exception de B

0(0
 sont nulles. En effet, si l'on ex-

prime que la fonction 
μ,ν = οβ 

S2 =Σ. a μπα? aviry 

μ,ν=ο 

venne 1 equation ΔΘ
2
 = -H H- = o, il vient 

d²ds'~ ,π'"V^ + b-) AM—°» 

si l'on substitue dans cette équation la valeur (21) de Αμ>ν, dans laquelle 
Βμ,

ν
 est une constante indépendante de s, on trouve immédiatement 

(S? + ϊ5)Βμ,ν-0> 

ce qui donne Βμ ν
= ο tant que p. et ν ne sont pas nuls tous deux. 

En résumé, on a, pour la fonction 3s; a, b), le développe-
ment suivant 

(22). 

e,(x,yz-,a, 6) = -î^| -t- 13„,
0 

μ,ν-οβ 

+ E . COS — COS—7-^) 

4-, 

où, dans la somme ̂  ) d faut laisser de côté la combinaison ρ = ν = ο, 

et où le facteur 4 doit être remplacé par 2 quand l'un des entiers ρ ou 
ν est nul. Il ne restera plus qu'à déterminer la constante BM, qui dé-
pend de a et b. 

On pourra déterminer cette constante en attribuant à a?, y, s des 
valeurs particulières : par exemple, si l'on fait χ =y = o, on a 

B
M

=e
t
(o,o,«5«,ft) + -

ar
-2; —7=— 

formule dans laquelle ζ a une valeur positive quelconque. 
Joum. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. I, 1887 4 
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D'après une Note Sur la distribution du potentiel dans Vintérieur 
d'une masse liquide ayant la forme d'un prisme droit à base rec-
tangle, que nous avons présentée à l'Académie des Sciences, M. ('lier-
vet et moi ('), ce potentiel s'exprime par la formule 

■γ- = Ζ, a, b)-z
2
(x,y 4-^ ζ; a, /^, 

eai· la fonction appelée dans la Note y(x, y, z) est Z2(x,y, z\ «, h). 
On a donc, en vertu du développement (22) que nous venons de 
trouver, 

Y.= Σ ro /—7, t' - (- ') ]cos ~7i COS ΊΓ 

011, plus simplement, 

V / Vo = E 8/ab e 

l'entier p, prenant toutes les valeurs de où H-ao, et l'entier ρ toutes les 
valeurs impaires de 1 à -+-=0; le coefficient 8 du terme général devra 
être remplacé par 4 dans tous les termes dans lesquels p. = o. 

Il est intéressant de rapprocher le développement (22) de la fonc-
tion Z2 du développement en série trigonomélrique de la fonction de 
deux variables réelles χ cl y 

κν = log sin ·— sin -—-ι 

nui vérifie l'équation 
(ί2Π· ί)Μ\· 

j—τ -+" -γτ — ο. 

( lomine 
ri y .r/4-v .ν/'-*-ν —.ri y 

. .r+vi . r—ri e 1 —e i e 2 —e * sin —- sin —- = r . 2 . 2 · >. I 21 

= y(l - <?"-■>·)(! -E - e- xi - y 

(') Séance du 11 février I88.'j. 
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011 a 
tt" — Y — 2 log2 -+- logO — cxi y) -+- log(i —e-xi - y; 

d'où, pour toutes les valeurs positives de y, 
V " « 

w = y — 2 log 2 — 2 > —— cos ν ./* ; 
ν = 1 

nous obtenons ainsi un développement dont l'analogie avec la série (22) 
s'aperçoit immédiatement. 

4. On peut obtenir le développement de la fonction ε2
 par une 

autre méthode qui nous fournira une vérification des résultats précé-
dents. 

Donnons à ζ une valeur positive c : alors la fonction £2
 et sa dérivée 

seront développables en séries trigonométriques 

μ, V=ae 

£2(x,y,c;a,b)= 2i A^vCos-^-cos-— » 
μ. v = o 

dE2 (x, y, c, a, b)
=
 ''y'd^

 cos2i«£ cos2^2-, 
μ, v=0 

et I on aura 

(23) 
Λμ,ν = 4 / djs f s,(a;, y, c) cos cos2

ir-dy, 

4^ = 4 Î"*"dx cos^y cos^i dy, 

où le facteur 4 doit être remplacé par 2 si [x ou ν est nul, et par 1 si ρ 
et ν sont nuls. 

Pour calculer ces intégrales, nous emploierons une méthode analogue 
à celle de M. Hermite pour le calcul des coefficients du développement 
d'une fonction doublement périodique en série trigonométrique. 

Considérons le parallélépipède rectangle Ρ dont les faces ont pour 
équations 

jc = ·±ι y = rh -> ζ = dt. c, 
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c étant une constante positive quelconque. Dans l'intérieur de ce paral-
lélépipède, la fonction s) a un seul point singulier, à savoir 
l'origine qui est un pôle simple de résidu -4-1 ; en d'autres termes, la 
différence 

U = Btix.y, ζ) - '. --

est régulière en tous les points du parallélépipède P. D'autre part, la 
fonction 

I/ \ "'Vrt» 2JJ.UJ7 2 νπ γ 
ψ Ο, = cos cos~ir 

vérifie l'équation Δψ = ο et est régulière en tous les points à distance 
finie. Les deux fonctions e

2
(x,y,z) et ψ(.£, Yt z) admettant les 

groupes de périodes (α, ο, o), et (o, ô, o) reprennent les mêmes 

valeurs aux points correspondants des faces χ = ± y y = rfc \ que 

nous appellerons les faces latérales du parallélépipède Ρ ; il en est de 
même de leurs dérivées partielles. On peut remarquer que les déri-
vées partielles 

OE, dY dE dY 
ôx ' du * ây ' <)y 

s'annulent, les deux premières sur les faces latérales χ — ± ^ et les 

deux dernières sur les faces y = dr -· Cela résulte immédiatement de 

ce que PcquaLion 
r)Z,(.v -+- a, y\ z) r, ζ) 
dx dx 

dans laquelle on fait χ = — donne 

dE2 dE2 
\d·*/ « \dtf/ „ ' 

d'un autre côté, la fonction z
2
(x, y, 5) étant paire en a?, sa dérivée 
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dE/dxest impaire et l'on a aussi 

dE2 dE2 
\àx/ a \à&/ 

x = -a/2 

donc, en ajoutant et retranchant, 

(§) (t) .=·· 

Il en serait de môme de sur les faces y = ± -· Pour ce qui est des 

dérivées la proposition est évidente. 

Enfin, la fonction 82 étant paire en £, on a 

£* O', 7> c) — Sa c), ( ̂ )
5=

_,- ( )
i=r

· 

( ]ela posé, décrivons autour de l'origine comme centre une sphère .v 
de rayon r assez petit pour que la sphère soit comprise dans l'intérieur 
du parallélépipède P. Dans l'espace Ε compris entre la surface de cette 
sphère s et la surface du parallélépipède P, les deux fonctions e

2
 et ψ 

sont régulières; on a donc, en appliquant le théorème de Green à cet 
espace, 

J .1 (2ï ϋ ~ Ψ 3r)^fjf_ ΨΔε0<& dydz = 

l'intégrale double étant étendue à la surface qui limite l'espace Ε et 
l'intégrale triple à l'espace Ε lui-même; cette intégrale triple est évi-
demment nulle. L'intégrale double peut être partagée en deux parties : 
Tune relative à la surface du parallélépipède P, l'autre à celle de la 
sphère s\ on aura donc 

(24) //p (E2) 

les dérivées étant prises suivant la normale vers l'extérieur de 
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l'espace K, c'est-à-dire pour la première intégrale vers l'extérieur du 
parallélépipède et pour la seconde vers l'intérieur de la sphère s. Cette 
seconde intégrale 

(25> /XM-*^)'*' 

est égale à — 4^· En effet, comme la normale à la sphère est le 
rayon r, on a 

ey σψ d£
3 

On 0/' On ùr ' 

dans l'intérieur et sur la surface de la sphère s, on peut écrire 

C-2 — - -F- IJ , 

U étant une fonction régulière : alors l'intégrale (2 >) devient 

- // (I/r dY/dr + I r² Y ) dv - // 

la seconde intégrale est nulle, car les fonctions U et ψ sont régulières 
dans l'intérieur de la sphères; quanta la première, comme l'élément 
superficiel de la sphère s est dz = ιΛ sin 0 dO dy, elle s'écrit 

— f f[r ̂  -f- ψ (a?, ζ) j sin 0 rfO dy 

et, en supposant que r tende vers zéro, 

—y^ψ(ο, o, o) sinO dO dy, 

c'est-à-dire — 4π î car ψ (°> ο, o) = 1. 
L'intégrale (20) étant égale à — 4π, la relation (24) s'écrit 

(26) //p (O² dY / dn - YdO² / dn) 

l'intégrale étant étendue à la surface du parallélépipède Ρ cl les déri-
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vées ί étant prises normalement aux faces vers l'extérieur. Les 
on on 1 

parties cle cette intégrale relatives aux faces latérales sont nulles. En 

effet, sur la face χ = par exemple, on a 

dtj dZ2 tty <ϊψ 
dn dx dn dx 

et nous avons vu que les dérivées > $ s'annulent pour χ == ±: -· 

Donc sur les faces latérales tous les éléments de l'intégrale (26) sont 
nuls, et il ne reste plus qu'à évaluer les parties de cette intégrale rela-
tives aux faces supérieure et inférieure du parallélépipède ζ = zt c. Sur 
la face supérieure on a 

Q.j — (a?, y, c), 
dE2 / dn_ àBj(x,y, c)

} 

/μ« ν» 
ψ — C a b COS — COS —γ^-y 

* ^ dA
 = + cos^îi COS^, 

dz = dxdy; 

d'après les valeurs (23) des coefficients Α
μ
,„ et °^'

ν>

 la valeur de l'in-

tégrale ( 2d ) étendue à la face supérieure ζ = c est donc 

f ",vs+5· 

De même, sur la face inférieure ζ = — e, on a 

S2 — c)Î 

,.
e
-«-vë-S

cos
îFi£cosîra, 

dZj _ (?ε
8

(,ι·, κ, — c) _ dZ
2
{x,y\c) 

dn dc dc 

^ = ̂  = _
2
zt/ê; + ^ cos îfiîf eos !3Ï, 
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car, actuellement, dn = ~ dz = dc\ de plus 

dv = dx dy. 

La valeur de l'intégrale (26) étendue à la face inférieure est donc 

— (--mil·- -+--A ΗΚ»·Α * r· 

Donc, enfin, l'équation (26) s'écrit 

\21tV'eî + îî\e -® '/V 

Γ _ '6" 

On a ainsi une équation différentielle linéaire du premier ordre définis-
sant Αμ,

ν
 comme fonction de c. En intégrant cette équation, on trouve 

immédiatement, dans la supposition que (λ et ν ne sont pas nuls tous 
deux, 

(28) 

Αμν = / c v il 

+ CM^e v«' " + « V"* '7, 

Ομ>ν désignant une constante d'intégration indépendante de c. Il est 
aisé de voir que cette constante Ομ,ν

 est nulle, en s'appuyanl sur ce que 

la valeur de - ^,v reste finie quand c augmente indéfiniment. En 
effet, on a 

I / c dAu , v /dc= A f**'dx Γ" i ÏIiÏïiZiS) cos ϋϊ£ cos ̂  dy, 
">· 

comme 
m, η =■+ ·» 

C àC
 m.ÏL.Ux-may + ij-nbY + crf 
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ι la valeur absolue de - va en diminuant quand c augmente; la 

quantité - ^jbl reste donc finie quand c augmente indéfiniment. Or il c de 
n'en serait pas ainsi si, dans la valeur (28) de Αμ,ν, la constante Ομ)ν 
n'était pas nulle. On a donc 

Au,v= 4e-2rcV 

ab\ ? + τ< 

expression identique à celle que nous avons trouvée précédemment, 
puisque z — c. Pour ce qui est de A0>0, l'équation (27), dans laquelle on 
l'ait p. = ν = ο et dans laquelle, d'après des conventions antérieures, 
on réduit le second membre au quart de sa valeur, nous donne 

^A
0t0 3 7?

> 

dc ab 
if où 

Άθ>0 H~ 1^0,0) 

expression identique à l'expression déjà trouvée. 

5 Les fonctions s, et dont nous venons de former les dévelop-
pements en série trigonométrique possèdent un ou deux groupes de 
périodes. Nous allons maintenant nous occuper des développements en 
série Irigonoinétrique des fonctions uniformes satisfaisant à l'équation 
AF = ο et admettant trois groupes de périodes, c'est-à-dire le nombre 
maximum de groupes de périodes que puisse posséder une fonction 
uniforme de trois variables réelles. J'ai démontré (Acla malhemalica, 
t. IV, p. 3.'17 et suiv.) que celles de ces fonctions qui n'ont que des 
polos peuvent s'exprimer linéairement à l'aide d'une fonction Ζ (.r, y, ζ ) 
et de ses dérivées, par une formule analogue à celle de M. Hermito 
pour la décomposition des fonctions doublement périodiques en élé-
ments simples. 

Les fonctions de #, y, ζ qui admettent trois groupes de périodes 
reprennent les mêmes valeurs aux points homologues d'un réseau de 
parallélépipèdes ; en me plaçant clans le cas le plus simple, je suppo-

ν 
Journ. de Math, (p série), tome III. — Faso. I, 1887. ^ 



34 APPELL. 

serai ici ces parallélépipèdes rectangles: Alors, en prenant des axes de 
coordonnées parallèles aux arêtes de ces parallélépipèdes et appelant 
2 α, 2β, 2yles dimensions des parallélépipèdes, on aura, pour les coor-
données des sommets du réseau, 

x = 2m a, y==2/ip, ζ = 2/? γ, 

m, η et ρ désignant des entiers qui prennent toutes les valeurs posi-
tives, négatives et nulles. 

Voici quel est l'élément simple à l'aide duquel on peut exprimer 
toutes les fonctions F qui satisfont à l'équation ΔΚ = o, qui n'ont 
d'autres singularités que des pôles et qui reprennent les mêmes va-
leurs aux points homologues de ce réseau de parallélépipèdes. Faisons 

/· = \jxl -h y* ζ'1, ρ = \/4 m* «a -h 4 β* -+- 4ρ*γ* > 

C0S9 = ^ £-1-, 

Κ = — 2Wia)2 -+-(/— 2/ίβ)2-Η (- — 2^γ)2 = 0·2 — 2/'pCOS9 -hp"; 

l'élément simple est défini par la série suivante 

(29) 
Z(ar, y,z\2α, 2β, 27) 

= ;
 +

Σ'[π~ \ ~ ^
p

'(
cos

?)-f'
p

=(
cos

?)]' 

où le signe indique une sommation étendue à toutes les valeurs 
entières, positives, négatives et nulles de m, η, jy, la combinaison 
m=n=p= ο étant seule exceptée, et où P

4
(cosç), Pa(cosç) sont 

les deux premiers polynômes de Legendrc 

P^cosç) = coso, Pa(cos9) = J(cosaç — ~). 

Celte fonction particulière (29), relative au cas où les parallélépipèdes 
élémentaires sont rectangles, s'obtient en faisant, dans les formules 
générales établies dans le tome IV des Acta mathematical 

a = 2 α, l/ = 2 β, c" = 2γ, 
b = c = a' = c' = a" = h" = ο ; 
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les simplifications qui se présentent alors dans les formules générales 
ont été indiquées dans un Mémoire paru récemment dans les Acta 
malhcmatica (t. VIII, Cahier III, p. 271). 

La fonction Z définie par la série (29) vérifie l'équation Δ Ζ = ο; elle 
a pour pôles de résidus 4-1 tous les points de coordonnées 

χ — 2 m et, γ = 2/ΐβ, ζ — spy, 

m
y
 η et ρ prenant toutes les valeurs entières, positives, négatives et 

nulles; elle est régulière en tous les autres points de l'espace situés à 
distance finie. Cette fonction est paire par rapport à chacune des va-
riables χ, y 

y
 ζ ; elle vérifie les relations suivantes ; 

(3o) 

Z(x 4- 2α,/, z) = Z (Xyyy z) 4- Ax 4- E, 

ΖΟ,χ 4-2%z)=z Ζ(x
y
yy z) 4- Β'/ 4- Ε', 

Ζ(#,/, ζ 4- 2γ) = Ζ(#,/, ζ) 4- Cz 4- Ε*. 

où Α, Β', C", Ε, Ε', Ε" sont des constantes ayant pour valeurs 

A = aZ^a, ο, ο), B'= 2Z;.(o, β, ο), C" = 2Z;(o, ο, γ), 
Ε = Aa, E'= Β'β, E"=C"y, 

comme 011 le voit, en faisant dans les équations (3o) et celles qu'on en 
déduit par la differentiation χ = — α, / = ο, ζ = ο ou χ = υ, 
/ = — β, ζ — ο, ou enfin χ = ο,/ = ο, ζ = — γ (voir Acta mathc-
malica, t. VIII, Cahier III). Cette fonction Ζ(λ?,/, s; 2α, s β, 2γ) se 
présente dans différentes questions de Physique mathématique, no-
tamment dans la détermination de la fonction de Green pour un pa-
rallélépipède rectangle (Acta maihcmalica, loc. cit.). La fonc-
tion Z(x·,/, z'y 2α, 2 β, 2γ) n'est, d'après les relations (3o), périodique 
par rapport à aucune des variables a?,/, c; mais il est facile de la 
modifier légèrement, de façon qu'elle devienne périodique par rap-
port à deux des variables, χ et / par exemple, sans cesser de vérifier 
l'équation AF = o. Après cette modification, on aura une fonction 
dcvcloppable en série trigonométrique ; il est important de déterminer 
les coefficients de ce développement pour le calcul numérique de la 
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fonction. C'est ce que nous allons faire, en suivant une méthode ana-
logue à la seconde méthode que nous venons d'employer pour le déve-
loppement de la fonction £a. 

6. Désignons pîir Ψ(#,/, ζ) la fonction 

(Λι) Ί (,v,y, s) = Ζ (χ,y, î ; a«, 2 p,
 2

γ) - ^ ^ j j», 

les constantes A et B' étant celles qui figurent dans les relations fon-
damentales (3o) relatives à la fonction Z. Cette fonction Ψ, ne diffé-
rant de Ζ que par un polynôme qui satisfait à l'équation AF = o, satis-
fait à cette morne équation et possède les mêmes pôles que Ζ avec les 
mêmes résidus. Les relations fondamentales (3o) montrent immédia-
tement que l'on a 

(32) 

Ψ(λ + 2a,y, ζ) = Ψ(χ,γ, ζ), 
Ψ(te,y + 2 $,z)=Y(x,y, ζ), 

Ψ(.ϊ,/, ζ + 3j') = V(x,y, ζ) + «(± + !*. + —j(z + γ ) 

= V(x,/,s)-(z + y) 

En effet, la différence Ψ(.χ· -ι- 2α, y, ζ) — Ψ(.£,y, 3) est 

Ζ(χ η- 2α,7, 3) - ΖΟ,/, -) - ·— [(.*· -+- 27.)- - ·Γ21, 

c'est-à-dire zéro, puisque la différence Ζ (.ν +■ 2 α,/, ;) — Ζ (λ·,/, ζ) 
est égale à Α χ -h Ε ou A (χ -h α), d'après la valeur de Ε qui est égale 
à Aa. On démontre de même la seconde des relations (32). Quant à 
la troisième, elle résulte de ce que la différence 

Ψ(.γ,/, z + 2γ) - ψ(.£,/, s) 
est égale a 

C"{ζ η- γ) -t- -h ip) [(s -h a γ)5 — 32 J 

ou, en réduisant, à 

(33) γ@
 +

 *'
 +

 £)(
5+

γ). 
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Cette expression peut etre simplifiée à l'aide d'une formule générale 
établie à la page 35c) de mon Mémoire du tome IV des Acta mathe-
matica. Cette formule appliquée au cas actuel, dans lequel les quan-
tités qui figurent dans la formule générale en question ont les valeurs 
particulières suivantes 

(A = ν = λ' = ν' = λ" = μ" = ο, λ = ρ/ = ν" = ι, 

0 = 0'=0"=^> Ζ=2α, I'= 2 β, Ι" ~ ι γ, 

nous donne 
Αβγ -h Β'γα -h C"aβ = — π, 

d'où 

* + Ρ + γ ~ "?Ϊ: 

la quantité (33) est donc égale à —r / &B (z + y). 

Sans avoir recours à cette formule générale, on pourrait, en écrivant 
la troisième des relations (32) sous la forme 

(34) ^(^,7, - -+- 2γ) — Y(a?,y, ζ) = G ζ H- H, 

(let II désignant des constantes, montrer que l'on a 

H = GY, G = jp· 

Il suffirait de remarquer que, la fonction Ζ étant paire par rapport à 
chacune des variables x

y
 y, z

y
 la fonction Ψ l'est également; faisant 

alors dans la relation précédente ζ = — γ, on trouve zéro pour le 
premier membre, d'où Gy — II = o. La constante II étant ainsi dé-
terminée, on aura G en remarquant que l'intégrale double 

//s*. 

étendue à la surface du parallélépipède formé par les six plans 

X = y = ±β, 5 = ±γ, 
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est égale à — 4π, car la fonction Ψ a dans cc parallélépipède un seul 
pôle de résidu 4-1 ; d'autre part, en vertu des deux premières rela-
tions (32) et de la relation (34), cette intégrale a pour valeur 40αβ; 
on a donc 

g==--t 

On peut remarquer, pour simplifier certains calculs ultérieurs, que 

la dérivée partielle ~ s'annule pour χ = db α et ~ pour y — En 

effet, la première des relations (32) différentiée par rapport à χ 
donne, pour χ = — α, 

dW dW 
\ ÙX / χ=α \ à c) ®=-α * 

mais, comme la fonction Ψ est paire en χ, la dérivée ̂  est impaire, et 
l'on a 

® — _ (H\x = -& 

Les valeurs de ces deux dérivées sont donc nulles. 

7. D'après les relations (32), la fonction Ψ( χ,y, ζ) admet par rap-
port à χ la période 2a et par rapport à y la période 2/3; comme entre 
les deux plans 

z = 2py, ζ = 2(p -h ι)γ (^entier), 

celte fonction est régulière, elle est, dans l'espace compris entre ces deux 
plans, dévcloppable en une série trigonométrique procédant suivant 

les sinus et cosinus des multiples dc^-j il en est de même de 
toutes ses dérivées. 

lin particulier, si l'on donne à ζ une valeur positive c comprise 
(Mitre ο et 2γ, la fonction Ψ(χ,γ, c) est dévcloppable en une série de 
la forme 

Ψ( X» c) = 2
 cos C0S

^T 

ne contenant que des cosinus, car la fonction Ψ est paire en χ et en y. 



DÉVELOPPEMENTS DE CERTAINES FONCTIONS PERIODIQUES. 3() 

Les coefficients de ce développement sont des fonctions de c, et Γοη η 

μ, ν = «# 

d?=2--^C0S-VC0ST' μ, ν=ο 

Les coefficients de ces deux développements sont donnes par les in-
tégrales définies 

(35) 
Λμ,

ν
 = ~pf

 dx
f 'V(«, y, e)cos^cos^dxdy, 

de ~ x?J J de ι 8 " 

ces coefficients devant être réduits ù leur moitié si fun des entiers p. 
ou ν est nul, et à leur quart si p. et ν sont nuls. 

Pour évaluer ces coefficients, considérons la fonction 

y yju, j, = t; α Ρ COS COS -y-J 

cette fonction vérifie l'équation Ay = ο et est régulière en tous les 
points de l'espace situés à distance finie; elle a, par rapport à &·, la 

période 2 a, par rapport à y la période 2β; la dérivée partielle ^ 

s'annule pour χ =άζ α, et la dérivée ~ pour χ =± β. 

Soit Ρ le parallélépipède formé par les six plans 

a?=rfca, y =± β, ζ = c, ζ ~ c — 2γ, 

où c est positif et moindre que 2γ. Dans l'intérieur de ce parallélépi-
pède, la fonction Y(a?, y, ζ) a un seul pôle, l'origine, qui est un pôle 
du premier degré de résidu -t- ι. On en conclut, comme à la page 3o, 
la relation 

(36)
 /Χ(

τ
^-*δ

Λ!=4
"» 

l'intégrale double étant étendue à la surface du parallélépipède Ρ et les 
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dérivées ^ et ~ étant prises normalement aux faces vers l'extérieur. 

Celte intégrale se partage en six parties relatives aux six faces du pa-
rallélépipède : les parties relatives aux faces latérales χ = àzv., y = ±: β 
sont nulles; car, sur la face χ = α, par exemple, on a 

dy dy dy dy 
On Ojc* On Ox* 

el l'on a vu que ces dérivées partielles sont nulles pour χ — α; l'inté-
grale relative à la face χ = α est donc nulle, puisque tous ses éléments 
sont nuls. Il ne reste plus qu'à évaluer les deux parties de l'inté-
grale (36) relatives l'une à la face supérieure s = c, l'autre à la face 
inférieure ζ = c — 2γ. On a, pour ζ = c, 

Ψ = Ψ(α?,/, c), 9 =9(a?,/, c) = e*'V*'>cos^cos^-, 

^ = îcosEj-CO.^. 

r/σ = φ' ; 

la partie de l'intégrale (36) relative à la face supérieure est donc, en 
faisanl, pour abréger, 

r'\/'
a
i {Ji — ({*» v)j 

oWjJ dx f ̂  |Vp., ν)Τ(α·,7, c)~
 <)Xl C)

]
 cos cos

vry dy / dde 

c'est-à-dire, d'après les expressions (35) des coeflicients ΑμΛ cldAuv / de 

& Bce u, vν)Λ
1ι

,
ν
-^]· · 

De même, sur la face inférieure ζ = c — 2γ, on a 

ΨC - 2 γ) = Ύ(χ,γ, 2γ — c) 

= V(ar,y,-c)-jp(-e + ~) 

= Ψ(ϊ·,>·, e) +JI(c-Y), 
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et comme, pour cette face, 

du = — dz = — de, 
d*F d(.r, y, c —3γ) ()y(.r, r, c) χ

 # 

du de de 
puis 

<p = φ y,c — 2γ) = (μ··ν) cos cos 
® ρ 

=
 _ = _ (μ> v) ef—DM cos Ef cos S 

el 
ί/σ = dx dy ; 

d'où 

Y dy / dn~ ν)Ψ(^
7

, c) - c)"j 

χ cos^cos-1^ - ^c"-SWM[0> v)(c - γ) - ι) 

Χ COS 1 COS r. · 

Ku multipliant par dxdy et intégrant par rapport à χ et y de — α 
à 4-α et de — β à + 3, on obtient la partie de l'intégrale (3G) relative 
à la face inférieure du parallélépipède P. Supposons d'abord que les 
deux entiers (A et ν ne sont pas nuls tous deux; alors l'intégrale 

/dx f cos cos dy 

est nulle, et, d'après les expressions (35) de Αμ>ν et la partie de 
l'intégrale (3G) relative à la face inférieure est 

_
 α

^-.γκ,.ν,|·
((Λ; ν)Λμν

_ ÎVvj. 

L intégrale 

// (ydy / dn - y dy / dn ) ) dv 

étant la somme des deux expressions que nous venons de trouver pour 
Journ. de Math. (4e série), tome III. — Fasc. I, 1887. Ο 
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les faces supérieure et inférieure, et étant d'ailleurs égale à 4 π, on a 
l'équation 

αβ(|Α, v)[ec^ - ^-2γ)(μ.ν)]Α
μν

_ - e'c"2^v)]= \-

ou bien 

ν[χ>νΛμ,ν de — βγ<μ,ν>_ e-r<|*,v>' 

Cette équation a été obtenue par la considération de l'intégrale 

//(*£-*£)*. 
OÙ 

o = e α Ρ cos -— cos —jl· = c ίμ,,ν) cos -— cos · 

Si l'on prenait 

ψ — e « β cos ί cos — e ν μ,ν) cos r— cog __
 y 

en changeant le signe de tc -h -j ou de ( jx, v), on trouverait une 

autre équation qui se déduirait de la précédente par le même change-
ment de signe. Cette nouvelle équation serait 

Ca>v/Af*.v+ de ~~ αβ eY'fMÏ—β-Τ'^ΛΓ 

On a donc, en ajoutant ces équations membre à membre, 

A _ 2τζ β(γ-<?)(μ»ν) + <
.-(γ-Γ

>
{μ,ν) 

&B(u, v) e y(u,v) 

et en retranchant, 
β?Αμ,

ν
 _ 2 π ^-ίΥ-0(μ,ν)—

6
(γ-0(μ,ν) 

de ~~ ββ ^(μ,νί—^-γίμΛ) ' 

expression qui est bien la dérivée de la précédente par rapport à c. 
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Dans ce qui précède, nous avons supposé que μ, et ν ne sont pas 
nuls tous deux. Si μ. = ν = o, on a 

O, v) = Tcy/£ + p=o; 

alors la partie de l'intégrale 

/ici;-'©·*· 

étendue à la face supérieure du parallélépipède, est 

&B dAoo/dc, 

et la partie relative à la face inférieure 

&B dAoo/dc + 4r 

ainsi qu'il résulte des expressions générales : en écrivant que la somme 
est égale à 4π> on obtient une identité. Il faut donc procéder autre-

ment pour trouver A
0f0

 etdAoo /dc 

En désignant toujours par φ(.4?, γ
Λ
 z) la fonction 

φ (a?, χ,ζ)~ c >a Ρ cos cos —*■ 

et considérant l'intégrale 

// (Ydy / dn - YddY/ dn) 

étendue non plus au parallélépipède précédent, mais au parallélépi-
pède 

cc—±. α, /=±β, s=±c, 

comme l'intégrale de la page 29, on pourra refaire exactement les 
calculs que nous avons faits aux pages 28, 29 et suivantes, en y rem-
plaçant a par 2a, h par 2β, et la fonction par la fonction Ψ. On 
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trouvera ainsi que les coefficients Αμ>ν vérifient la relation suivante, 
identique à la relation (27), 

O, = ίΐ, 

(ja, v) désignant, comme plus haut, la quantité π -+- jg-,· On en 

conclut, pour ρ = ν = ο, en réduisant le second membre au quart de 
sa valeur, 

dApp r 
clc 2 ' 

d'où 
. r.c /ï 

·**<>,0 — 2^ O'0* 

C0i0
 désignant une constante qui ne dépend pas de c, mais uniquement 

des périodes 2a, 2β, 2γ. Si l'on remplace c par ζ dans les valeurs 
de Αμ>ν et A

0>0
 trouvées ci-dessus, on obtient le développement suivant, 

valable pour toutes les valeurs de s comprises entre zéro et 2γ, 

υ < r < 2 γ, 

(Ι7) (χΐ)Ί ~ β +f-c>,e +■
 6

γ(μ,ν) _:
 β

-γ<μ,ν) COS —- COS —- , 

où (μι, ν) désigne la quantité π y/ ̂  la somme ̂  s'élendanl à 

toutes les valeurs de ρ et ν de ο à ■+· ac, la combinaison ρ = ν = « 
exceptée, et le facteur 2 qui figure devant le terme général devant être 
remplacé par 1 quand l'un des entiers ρ ou ν est nul. 

Pour les mêmes valeurs de z, 011 a, pour Z(.r, y, ^), le développe-
ment qui résulte de la relation (3i) 

(Ί8) 
Ζ(·*-',y, 3; 2α, 2β, 27) 

- I 5)+· ft* + ff)" ~ (7- H- J5J3-. 

Si l'on veut le développement en série trigonométrique de la fonc-
tion Ψ pour des valeurs de ζ non comprises entre ο et 27, il suffit, 
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par l'application repétée de la formule 

V(«» y,' + »γ) = s) - ïp(- + γ). 

d'exprimer la fonction Ψ(#, y, z) à l'aide d'une fonction Ψ(#,^, s'), 
dans laquelle z' est compris entre ο et 2γ, et d'appliquer ensuite le dé-
veloppement (37). 

Si l'on pose, de même, 

Z(x,y, s) = Φ(χ, y, z)+B'/ 4bY² + C" / 4 y z² - (B'/4B + C"/4y) 

Z(x,y, 3) = Il(a?,>-, 3) + + ̂ x' - + £)y\ 

on a, pour les valeurs de χ comprises entre ο et 2a, 

<i(x,y, ;)=-2± + C'
0

.„ 

+ r / By2d ((1, V)' e*iw—
e
-w>' cos~p~ C0Svr3/y 

où 

(Η·»ν)' = πγ/ρ™+™5, 

et, pour les valeurs de y comprises entre ο et 2 β, 

Il (χ,y, 3) = - ̂  + C;,
0 

π il g1?->Ί'1*,ν)"_μ ^-ιβ-^χμ,ν)» .
Απ

-
 v

_
 r 

γα .Ad (μ, ν) βι5(μ·ν' —β~βΟχ»ν'' γ α 
OÙ 

Ο. v)"=»y/^-h^· 

7. Λ l'aide des résultats précédents, on obtiendra facilement le dé-
veloppement en série trigonométrique d'une fonction F(x, y, 5) véri-
fiant l'équation ΔΓ == o, admettant les trois groupes de périodes 
(2α, 0,0), (ο, 2β, ο), (ο, ο, 2γ) et n'ayant que des pôles dans un 
parallélépipède élémentaire. Cette fonction F est donc supposée véri-
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fier les conditions 

F(x + 2 α, y, ζ) = F (χ, y-h 2 β, ζ) = F (χ, y, ζ -h 2γ) = F(x
y
y, ζ). 

Prenons pour parallélépipède élémentaire le parallélépipède dont 
les faces ont pour équation 

x — o, x = 2a, y == o, y — 2$, ζ = ο, ζ — 2γ 

et soient 
(x1 , y1, z1){.X'iyy-Zïz'i) ···> y pizp), 

les pôles de la fonction F situés dans ce parallélépipède. Pour plus de 
simplicité, je supposerai tous ces pôles du premier degré et j'appellerai 
R,, R

2
, R^ les résidus correspondiints. Alors, comme je l'ai dé-

montré dans le tome IV des Acta mathematical page 35q et sui-
vantes, on aura, pour l'expression de cette fonction F, 

(39) 

F<*. y, z) = L ■+· Mo? -+- Ny h- Vz 
k-p 

+2 R*ZO - Xk,y-yk, 5 - -*), 
A = 1 

où Ζ (χ, y, z) est la fonction définie précédemment (p. 34), et où L, 
M, Ν, Ρ désignent des constantes dont les trois dernières ont pour 
valeurs 

k=p k—p k — p 
(4o) 2Μα = Λ2«Λ, 2Νβ = ϋ'Σΐϊ

Λ
>-„

 2
Ργ = C"]? ΙΪ

Λ
;

Α
; 

A = 1 A = 1 A=1 

on sait d'ailleurs que la somme des résidus 

R| -h R
2
 -h . . . f- R^, 

est nulle. 
Proposons-nous de former le développement en série trigonomé-

trique de la fonction F (#, y, ζ ) pour des valeurs de ζ voisines de 2γ, et 
en particulier pour ζ = 2γ, c'est-à-dire sur la face supérieure ζ — 2γ 
du parallélépipède élémentaire considéré. Pour cela, conformément à 
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l'équation (3i), nous ferons 

Z(χ, y, z) =
 s

) + Ar» + - (A 4- ̂ )s
1 

ou encore, d'après la relation 

A B' C" 
α β γ ~ αβγ' 

Ζ (χ, y, s) = V(χ,y, ζ) + ~ χ* + ̂  y3 + ̂  s» + ̂  J1. 

On déduit de là, en remplaçant a?, y, z par a? ~ xk, y — y*, 2 — s
A

, 

Z(./; -xh,y - yh z — zA) = Y(a? - xA, y - yk) z - zk) 

4- τ-® -4- 7Ί5.Χ -+- τ— ** "4" 7—ϋΓ 3 

+ V*Xk + Myk*ViZk^W'iz'k 

-aa^* 2 α βγ4'ν*' 

Remplaçons Z(a? — a?A, y — yA, z — zh) par cette valeur dans l'ex-
pression de la fonction F(a?, y, s) : les termes en a?a,y% za disparaî-
tront en vertu de la relation R, 4- Ra-K . .·+■ R^ — o; les termes en ./; 
et y disparaîtront également en vertu des relations (4°); et en po-
sant, pour simplifier, 

Q=2B*(r.*î
+

fprf+£*ï>
 ζ

 = ̂ ϊ
κ
<-

puis tenant compte de la troisième des relations (4o)> nous aurons 

(40 
F(x, y , z) = L + Q + C 

k-P 
4-2rA^(^ - xhy-yk,z- -a). 

k--\ 

Gomme le pôle (xk) yk1 zk) est dans le parallélépipède ayant pour 
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faces opposées s = 2γ, ζ — ο, si ζ est suffisamment voisin de 2γ, la 
différence ζ — zk est positive et moindre que 2γ, donc, pour des va-
leurs de ζ suffisamment rapprochées de 2 γ, on pourra appliquer à 
Ψ (a: — xk, y —S — zk) le développement (3y) 

ΨΟ — a;*.,y-yk,z-zh) = - 0— + <·»,» 

+ 2à (μ, ν) ëï(î^) — e-W) cos â cos β~yk 

En portant ce développement dans l'expression (3q) de F (a?, y, *), 
on voit que la constante C

0)0
 disparaît, car son coefficient est 

R, -h R
2

h-. . .·+■ l\p, 

c'est-à-dire zéro, et il reste 

F(«, y, s) = L + Q + ζ - jg, (
5
 - γ) 

k — p 

âî ̂  ̂  (μ, ν) ^γ(μ,ν) _
 β

-γ(μ,ν) C0S â C0S 3 ' 

(ρ, ν) ayant la valeur ^v/^r *+" ρ' ^ious avons ainsi un développe-

ment en série trigonométrique de F (χ, y, ^), valable sur le plan ζ = 2γ 
et dans tout l'espace compris entre deux plans parallèles au plan 
ζ = 2γ situés de part et d'autre de ce plan et passant par les poles de la 
fonction F les plus rapprochés de ce plan. 

De même, en posant 

* = η = ̂ 2 «ol» 

on a, dans le voisinage de la face χ = 2 α, 

F0,7,«) = L + Q + S- j^O-α) 
ft-ρ 

Ργ 2d 2d (μ, ν)' β-*(μ,νν C0S H C0S I, 
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OÙ 

(t*,v)' = icy/|j + ·£ 

et, dans le voisinage de la faccy = 2 β, 

Ι'Χ·Γ> /> * ) = L Q + "fi ~ Zfiw (y — ?) 

+" γα Σ Σ e^'n-e-W^7' C0S
 Γ~~^vr (x - xk )/ x IA,V k - I 

oil 

(u, v)" = r Vu²/ y² + v² / x² 

Ces développements s'appliqueront par exemple à l'expression de la 
fonction de Green pour l'intérieur d'un parallélépipède rectangle, 
telle que je l'ai indiquée d'après Ricmann, dans le tome VIII des 
Acta malhemalica (p. 277) (4). 

8. Comme vérification, il est possible de déduire du développe-
ment (37) celui de la fonction 2

2
(χ,γ, ζ; 2α, 2β), en supposantque γ 

augmente indéfiniment. En effet, si l'on se reporte à la série (29) qui 
définit Ζ(x,y,z\ 2a, 2β, 2γ), on voit que, si γ croit indéfiniment, 
tous les termes de cette série dans lesquels l'entier ρ est différent de 
zéro tendent vers zéro, et l'on obtient pour γ = 00 une série à double 
entrée que l'on peut écrire 

Z(.r, 5; 2α, oc) 

' LvV'—2wa)i-h(/ — y/4m**2-+- 4β®J 
^1' Γ ιηι%χ 4- m β/ 1 3(2/«aj? + 2«βχ)2—(4+ 4w

s
?

2
)(#

a
-+-y* -+- s*)-

Γί L(4'«'»"-+ 4«5P!)* 2 •.(4m«a" + 4n'?·)' J 

(1 ) La transformation des fonctions θ en fonctions 2r employée dans les n°* 1 et 3 
a été également appliquée par M. Greenliill (Proceedings of the Cambridge 
Philosophical Society, vol. HI, p. 289) à l'intégrale définie que donne Riemann 
pour exprimer la fonction de Green, mais dans un but différent du nôtre. 

Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. I, 1887. 7 
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les sommes \ étant étendues aux valeurs entières de m et η, de — χ 
wt η 

à -h x, la combinaison ηι = η = ο étant exceptée. La première partie 
du développement ci-dessus est 2a(,r,y, j; 2α, 2β); quant à la 
deuxième, elle est de la forme 

Λ../;2 4- 111./2 - (,i. 4- D!»)32, 

-i. et ut, désignant des constantes; en effet, les sommes 

ζ à* 

^ ' a η rfi 

M
,„ (4»P*2-i-4"2 32)2 

^1' j /it/iz'i 

Î!Î ( 4«»* 4"4?3)2 

sont évidemment nulles; puis, si l'on désigne par Λ, el ni. les con-
st an tes 

1 \V 4/<s3l—«S///* Ρ 1 ' 4//Ρα* — S/P 32 

M. η ( 4 «Ρ *4 + 4 «4 ?2 )2 m, η ( 4 »P Ρ 4- Ί «4 3! )4 

la deuxième partie se réduit bien à 

4.1).c H— 1)1)^'" — 4- ni) }z~. 
On a donc 

Z(.c,/,^;2a, 2β, x) 
= Coy'i j; 2α, 2 β ) 4- -A>.£" 4- ίΙΙ>^* — (4·. 4- Jl> ) ζ~. 

Lorsque γ augmente indéfiniment, les constantes appelées précé-
demment À et B' tendent vers des limites A, et B', et la fonction 

Ί'(.χ·, y, z) = Ά(χ,y, s; 2a, 2?, 2γ) - - -ρ/
3
 + ('j; + y-

?
) 

tend vers une limite Ψ, (./.·, y, ζ ) donnée par la formule 

T,(.£,/, s) = L(x,y, 5; 22, 2?, *) - jlj* - -h φ + 5
s

, 
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ou encore, d'après l'expression ci-dessus de 

Z'x, y, z; 2&) 

V<(■>,)', î) = S
a
(.r,/, s; 2a, 2β)-Η (λ -A1 / 4x) z² 

"H (Λ ~ ~ (Λ + Λ ~ ~ fi)zK 

Comme les deux fonctions Ψ, (α·, y, ζ) cl Z.,(x,y, s; 2a, 2β) ad-
meltcnt la période 2 a par rapport à x et la période 2 β par rapport 
à y, il faut que les coefficients de a·2, y2, z* dans le second membre 
soient nuls, car le polynôme 

( -1· - jî ) ** ·+· (* - - (A + * - ~ 5?)
s
' 

ne doit pas changer quand x augmente de 2a ou y de 2β ; on η donc 

Λ
' 4 a " ^ ?Γ?~=° 

el 
1 'i(^y -) = s

a
(x,y, 5; 2a, 2β). 

Doue la fonction S
2
(a',y, z\ :2α, 2 β) est la limite vers laquelle tend 

Ψ(.τ, y, s) quand γ augmente indéfiniment. Nous avons trouvé pour 
lF( ./·, y, z) le développement 

M (A·, y, ;) — — ^ -h ( ,
0 (1 

_f~ *ϊ2λ (777) ^γΓμΤΓ— ('--νφ-Λ) '1>0S C(JS y 
OU 

ο<Γ<2γ. 

Si γ croît indéfiniment, C0t0 lend vers une limite 11
0 0 et Ton a 

M'.Cx·,/, z)= ©a(a?,y, 5; 2a, 2β) 

"-· — ~>j -Ι" <» + ~5 Σ 7~~7 cos cos , 

développement identique à la série (22) dans laquelle on remplace-
rait a par 2 a et b par 2β. 
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9. Le développement (37) présente une grande analogie avec celui 
de la fonction 

ΛΥ = logô(# +-yi) 0(a? —yi)> 

En effet, en adoptant les notations de Briot et Bouquet ( Théorie 
des fonctions elliptiques, p. 48o), on a, d'après Jacobi, 

m =. » 

D iogO(
5
) = ̂ 2 r^=-r

8in

 ' 
m = 1 

d ou 
m =.* 

logO(s) = A + 2 y —-— cos—3, 
m = 1 

Λ désignant une constante. On en conclut 

log0(a?+//)0O- yi) 
m — » 

— 2 A -r- 2 > —— — COS - - COS — 
/«=1 

m=*> 9 π '' _L"?ILV 

— 2 Λ -h 2 > cos —-—; 
= 1 

l'analogie de cette série avec le développement ( I7) est évidente. 

10. La méthode suivie dans les η081 cl 5 permettra de trouver les 
développements en séries trigonométriquos de fonctions de la l'orme 

2 \( i
t
 - m

{
a

t
 y -4- (.r, - m

s
a..y+... -f- (.r

A
 - m

k
a

k
 )- -h c-1 /'. 

la sommation étant étendue à toutes les valeurs entières de ///,, m
2 

mk de — χ à + ao, et l'exposant ρ ayant une valeur assez grande pour 
que la série soit convergente (voyez une Note de M. Jordan, dans le 
Tome IX du Bulletin de la Société mathématique). Il suffira de 
prendre pour point de départ la relation 

\\p)N-P = ft? <e*'dl. 


