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THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 130

Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques
de deuxr variables (');

INTRODUCTION.

Ia théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen-
dantes a déja fait 'objet d’importants travaux, parmi lesquels il con-

vient de citer tout particuliérement les mémorables recherches de
" M. Neether (Math. Annalen, t. 11 A XI). L'éminent géométre a
principalement étudié la question au point de vue algébrique, cn
approfondissant I'étude de ces polynémes adjoints d’ordre m — 4
(mr désignant le degré de la surface), qui sont les analogues des poly-
nomes adjoints d'ordre m — 3, jouant un réle si important dans la
théorie des courbes planes algébriques. 1l est arrivé ainsi a la notion
de deux nombres invariantifs fondamentaux. Le premier, désigné par p
et communément appelé genre dela surface (Fldachengeschlecht), est
¢gal au nombre des paramétres arbitraires figurant dans les polynémes
adjoints Q d’ordre m — 4. Le second nombre, désigné par p, (Curven-
geschlecht), représente le genre de la courbe mobile d’intersection de
la surface donnée avec les surfaces représentées par 'équation Q = o.

Dans la théorie des courbes algébriques, on ne s’est pas borné au
point de vue algébrique, et la considération de certaines expressions

(') Mémoire couronné par I'Académie des Sciences (grand prix des Sciences
mathématiques, 1888).

Journ, de Math. (4 série), tome V.— Fasc. II, 1889. 18



136 E. PICARD.

transcendantes attachées & la courbe présente le plus grand intérét.
(Ces transcendantes sont, comme on sait, les intégrales de la forme

f A'.R(x, y)dr,

R étant une fonction rationnelle des coordonnées v et y, lices par la
relation qui définit la courbe f(z, y) = o.

Unc premicre extension du point de vue transcendant a été faite par
M. Neether, qui a, dans un de ses Mémoires (Math. Annalen, t. IT),
considéré les intégrales doubles

/‘fQ('z e )dz:dy

(Q ¢tant toujours un polynéme adjoint d’'ordre m — 4. La considération
de ces intégrales va jouer un réle capital dans différentes parties de ce
Mémoire. On pourrait les appeler des intégrales doubles de premiére
esptce attachées a la surface. On peut, en effet, montrer. que ces inté-
grales restent toujours finics, quel que soit le champ de I'intégration.

L’extension du point de vue transcendant aux surfaces algébriques
peut sc faire, d’une autre maniére, cn considérant les intégrales de di/-
Sférentielles totales de la forme

[Pde + Qdy,
I> et Q étant des fonctions rationnelles de T, ¥ 3 liées par la relation
(qui définit la surface f(x, y, 3) = o.

Clest de I'étude de ces intégrales que nous nous sommes tout d'abord
occupé. Nous les partageons en intégrales de premiére, seconde et
troisitme espéce, comme dans la théoric des courbes algébriques. Nous
avions déja commencé cette étude dans deux Mémoires du Journal de
Mathématiques (1885 ct 1886). Nous reprenons enticrement ici la
théorie des intégrales de seconde espéce, dont plusicurs points avaient
besoin d’étre précisés. Nous établissons d’abord que de telles inté-
grales n’existent pas, ern général, pour une surface algébrique, je veux
dire qu'il n'y a pas, pour une surfacc arbitraire, d’autres intégrales de
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scconde espéce que des fonctions rationnelles des coordonnées. Lais-
sant celles-ci de coté, il faut reconnaltre si une surface donnée admet
des intégrales de seconde cspéce, et apprendre a les former si elles
existent. C'est & ce probléme qu’est consacrée la plus grande partie du
premier Chapitre de ce Mémoire. Nous ramenons sa solution & unc
(uestion d'une tout autre nature, a I'é¢tude des intégrales rationnelles
d’une équation différenticlle linéaire. Avant d’approfondir davantage
la théorie des intégrales de seconde et de troisi¢me espéce, nous avons
dit étudier une question capitale en elle-méme, c'est celle des cycles
des surfaces algébriques ; elle fait I'objet du second Chapitre.

On connait toute I'importance de la théorie des cycles dans I'étude
des courbes algébriques. La pensée d’édifier une théorie analogue pour
les surfaces algébriques sc présentait naturellement : c'est ce que j'ai
cssay¢ de faire. Mais tout d’abord il convient de remarquer que la gé-
néralisation peut se faire dans deux directions différentes; il y a & con-
sidérer pour les surfaces des cycles ¢ une dimension ou linéaires, et
des cycles a deux dimensions; d’oli deux théories entiérement dis-
tinctes. '

in pénétrant dans la premiére ¢tude, on rencontre dés le début un
résultat au premicr abord inattendu : c’est qu'en général, pour unc
surface algébrique, il 2’y a pas de cycles linéaires, je veux dire qu'ils
se réduisent tous & des cycles nuls. Il y a cependant des surfaces pos-
stdant effectivement des cycles linéaires, et le probléme se pose de
rechercher les cycles distincts d'unc surface algébrique. Dans cette dif-
ficile question, la réductibilit¢ d'une certaine équation différentielle
linéaire joue un réle essentiel. Au point de vue pratique, les méthodes
(ue nous proposons scraient, sans doute, d'une pénible application,
mais notre principal objet a été de jeter quelque lumiére sur une
théorie entiérement nouvelle.

Relativement aux cycles & deux dimensions, nous avons cherché a
montrer & quel probléme, relatif aux équations linéaires, pouvait étre
ramence leur étude. Ces cycles existent d’ailleurs en général; c’est donc
la quon trouvera la véritable généralisation de la théorie des cycles
des courbes algébriques, que n'ont pu donner, comme on vient de lc
voir, les cycles linéaires. '

On voit, par ce qui précéde, les différences profondes qui séparent
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la théorie des fonctions algébriques d'une variable de la théorie des
fonctions algébriques de deux variables indépendantes. L’analogic,
qui souvent est un guide excellent, peut devenir ici bien trompeuse.
_ Les méthodes employées dans ce Chapitre nous ont permis de com-
pléter la théorie des intégrales de seconde ct de troisiéme espéce. Je cite-
rai seulement ici le théoréme suivant : Le nombre des intégrales dis-
tinctes de seconde espéce est égal au nombre de leurs periodes.

Nous nous occupons dans le troisiéme Chapitre des transformations
birationnelles des surfaces en elles-mémes. Ce Chapitre peut étre con-
sidéré comme une application de nos résultats généraux sur les inté-
grales de différentielles totales. L’étude des transformations d’une sur-
facc en elle-méme est trés différente suivant le genre de la surface.
Quand ce genre p est supérieur i un, les transformations ne peuvent
contenir plus d’'un paramétre arbitraire. Si le genre est au plus égal &
un et que la surface admette un groupe continu de transformations
birationnelles en elle-méme, ou bien on pourra tracer sur elle un ré-
seau de courbes du genre zéro ou un, ou bien la surface jouira de la
propriété remarquable que voici : il existera deux intégrales de diffé-
rentielles totales

Pdx + Qdy et Pydr + Q,dy,

telles que les deux équations

Pdx + Qdy = du,
P,de + Q,dy = dv

donneront pour x, y, z des fonctions uniformes de u et ¢. Nous étu-
dions spécialement cette classe intéressante de surfaces, qui sont vrai-
ment les analogues des courbes planes de genre zéro et un.

Dans le quatriéme Chapitre, nous complétons la théorie précédente;
nous faisons voir comment on pourra reconnaitre si dcux surfaces de
genre supérieur 4 un se correspondent point par point, et nous établis-
sons notamment, par deux voies différentes, Yue deux surfaces de genre
supérieur & I'unité ne peuvent admettre une infinité discontinue de
transformations birationnelles.
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Le cinquiéme Chapitre a pour objet I'application de quelques-uns
des résultats précédents a 'étude de certaines équations différentielles.
Nous nous occupons particuli¢rement des équations de la forme

fhyhy')=o,

J étant un polyndme, dans le cas ou I'intégrale générale est uniforme.
(Pest une théorie trés difficile, et la raison de cette difficulté est dans le
fait suivant, signalé au troisi¢éme Chapitre : une surface algébrique peut
admettre une transformation biuniforme en elle-méme, qui ne soit pas
birationnelle, tandis que, pour les courbes algébriques au contraire,
unc telle transformation est nécessairement birationnelle.

Tout d’abord nous examinons le cas particulier oi une certaine
transformation biuniforme de la surface f serait birationnelle. Toute
cette étude est intimement liée & celle des surfaces étudiées au Cha-
pitre III; dans ce cas, I'intégrale générale s’exprimera par des transcen-
dantes connues. Nous avons voulu ensuite examiner le cas général,
mais un point extrémement délicat se présente. Il est relativement
facile de reconnaitre si I'intégrale générale est & apparence uniforme,
¢'est-d-dire est uniforme dans le voisinage de tout point a l'intérieur
de la région ol doit rester la variable indépendante; mais nous ne
sommes pas autorisé pour cela a regarder I'intégrale générale comme
unc fonction uniforme. Nous avons spécialement considéré le cas o
I'équation a la forme

Y'=R(»y),

R ¢étant rationnelle en y et y’. Il nous a paru curieux de montrer com-
ment on pouvait mettre l'intégrale y sous la forme d’un quotient de
deux fonctions a apparence uniforme, #’ayant plus de pédles, fonctions
(ue I'on peut regarder comme une généralisation des fonctions Al ou
des fonctions © de la théorie des fonctions elliptiques.

Nous considérons aussi les équations plus générales

f(xy,y,y')=o,

olt f est un polyndme cn y, )’ et y”, dans ’hypothése ou les points
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critiques de l'intégrale générale seraient fixes. C’est I'extension au
second ordre du probléme posé par M. Fuchs pour les équations du
premier ordre, probléme sur lequel M. Poincaré a écrit quelques pages
si remarquables. Ici encore une certaine transformation biuniforme
joue un réle essentiel ; nous ne nous occupons que du cas oli cette trans-
formation serait birationnelle.

Dans le sixiéme Chapitre, nous généralisons la notion d'intégrale de
premiére espéce cn envisageant les fonctions « de (x, ¥, 5) qui se
transforment en au + b (@ ct b étant des constantes), quand (., ), 3)
déerit un cycle linéaire effectif de la surface. Une pareille générali-
sation peut aussi étre faite pour les courbes algébriques; nous lui con-
sacrons quelques pages au début du Chapitre.

- i @ e -

CHAPITRE 1.

INTEGRALES DE DIFFERENTIELLES TOTALES.

I. — GExgraLires.
1. Etant donnée une surface algébrique

f(z,y,5)=0,

nous allons considérer les intégrales de différentielles totales de la
forme

(¥, 3)
(1) [ Pda+Qdy,

(X0, Yoo o)

ot P et Q sont des fonctions rationnelles de x, y et 5. On supposc,
bien entendu, que la condition d'intégrabilité est satisfaite; I'intégrale
précédente est alors une fonction du point analytique (x,y, 3), ct en
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un point (z, y, 3) les diverses valeurs de I'intégrale ne différent que
d’une somme de multiples de périodes.

Les intégrales précédentes peuvent étre partagées en trois espéces.

Les intégrales de premiére espéce sont celles qui restent finies pour
tout systéme de valeurs des variables indépendantes x et y.

Nous allons, pour le moment, définir comme il suit les intégrales de
seconde espéce : considérons les courbes le long desquelles I'intégrale
devient infinie. Soit C une de ces courbes, et supposons qu’elle soit unc
courbe simple de la surface; je prends alors un cycle infiniment petit
enlourant cette courbe en un point arbitraire (on peut, par exemple,
donner & y unc valeur fixe, et considérer dans le plan de la variable 2
un contour infiniment petit autour d’un point de la courbe C, répon-
dant & la valeur prise pour y); si 'intégrale le long de ce cycle est nulle,
nous dirons que la courbe C est une courbe polaire. Une intégrale de
seconde espéce ne posséde que des courbes polaires.

Il a été supposé que la courbe C était une courbe simple de la sur-
face. Le cas ou elle serait une courbe multiple ne donne lieu a aucune
difficulté ; nous pouvons en effet, comme I'a montré M. Neether (Got-
ttngen Nachrichten, p. 2673 1871), résoudre cette singularité par une
transformation rationnelle. La courbe C se transformera ainsi en plu-
sieurs courbes simples.

On pourrait cncore dirc que I'intégrale (1) sera une intégrale de
secondc espéce, au sens habituel de la théorie des courbes algébriques,
pour une section plane queclconque de la surface (*).

Si I'intégrale le long d’un contour infiniment petit, analogue & celui
dont nous avons parlé, n’est pas nulle, cette courbe C sera dite une
courbe logarithmique, et ’intégrale sera de troisiéme espéce.

Dans le cas des intégrales de troisi¢tme espéce, & une courbe loga-
rithmique correspond évidemment une période. Une telle période sera
dite une période polaire.

2. Une premiére remarque va nous é&tre fort utile dans 1'étude des

(*) Nous aurons a revenir ultérieurement sur cette définition des intégrales de
seconde espéce, ol nous ne nous sommes pas occupé des points singuliers isolés
de la surface (Chap. II), ou P'intégrale pourrait devenir infinie.
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intégrales précédentes. Soit I'intégrale de différentielle totale

dew-f- Qdy;

j'envisage l'intégrale
(») [Py, 5)ds
comme une intégrale abélienne attachée i la relation entre . ot =

S (@), 35)=0;

la lettre y dans l'intégrale (2), comme dans cette derniére équation,
cst considérée comme un paramétre, d'ailleurs arbitraire. Les périodes
de l'intégrale (2) seront nécessairement des périodes de I'intégrale (1),
car elles correspondent & un cycle dans lequel y reste constant; ces
périodes ne dépendent donc pas du paramétre y.

Cela posé, considérant toujours la courbe f avec le paramétre y-,
soit '

. I =fq,(uc, ¥,y3) du,

v ctant rationnclle en x, y, 7, une intégrale abélienne de la courbe f
nayant pas pour y arbitraire de périodes polaires, c'est-a-dire une
intégrale de premiére ou de seconde espéce. Les périodes de I'inté-
grale I peuvent étre regardées comme une fonction de y, et M. Fuchs
a montré (Journalde Crelle, t. 73) qu’elles satisfont & une équation
linéaire dont les coefficients sont des polynémes en y, et dont 'ordre
cst au plus égal au genre de la relation £, et est méme égal a ce genrc
si 'intégrale est prise arbitrairement. Le groupe de cette équation sera
¢videmment indépendant de la fonction ¢, et chague substitution
linéaire de ce groupe revient a une transformation des cycles de la
Jonction algébrique z de x.

Si la surface f(z, ¥, 3) =o est la plus générale de son degré, I'ordre
de I'équation sera égal au genre de cette relation entre z et z, et les
substitutions du groupe de cette équation linéaire seront a coefficients
cntiers.
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Considérons un instant un cas trés particulier; soit
st=(w—a)(x—a,)..(r—a)(rx—y),

ol les @ sont des constantes distinctes. Prenons les périodes de I'inté-
grale

/‘ dr )
J Vz=a). . (z—an)(z—7)

elles satisfont & une équation d'ordre 2p, qui rentre d’ailleurs dans le
type hypergéométrique d’ordre supéricur, et ses points critiques sont

ay, @y ..., Gy, et =,
De plus, dans le voisinage de y = =, les racines de I'équation fon-

damentale déterminante de M. Fuchs sont

e ! oo ]
r=4 r=p-—ij

la premié¢re ¢tant d'ordre 2p — 15 donc I'équation aux multiplicateurs
de la substitution correspondante aura une racine multiple d’ordre 2 p,
cgale & — 1.

Cette derniére remarque nous montre que, si I'on considére une sub-
stitution arbitraire du groupe de I'équation, soit
W, + M0, +. ..+ milw,,,

W+ mio, +...+m o,

—m" 2p
Wep== My, +.ooooeerei+mM0,,,

I'équation aux multiplicateurs

m,—S m m3?
' 2 2p
‘ m! m—8S m _
(;‘) 2 ' 2 2 0
1 ip
m, ceveens mb—S

n’admettra pas la racine S =1, puisque, dans le cas particulier consi-
déré, on a I'unique racine, d’ordre 2p, S =—1.
Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. I1, 1889, I9
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Ce qui vient d'étre vérifié dans ce cas particulier s’applique évidem-
ment au cas général, c'est-a-dire que, si nous revenons i I'intégrale I,
la surface

f(&y,3)=0

étant Ja plus générale de degré m, et la substiiution (3) désignant une
substitution arbitraire du groupe de I'équation linéaire E, d’ordre 2p,
correspondante, I'équdtion (4) ne sera pas vérifiée pour S =1.

3. Cette remarque faite, soit
f Pdr+ Qdy

une intégrale de différentielle totale de premic¢re ou de seconde espéce,
correspondant & la surface

S(@,y,3)=0,

la plus générale de son degré.
Les périodes de f P dx sont des (uantités indépendantes de y,

Qyy Qyy <oy Aapy

mais la transformation des cycles correspondant & une substitution
qquelconque donne, puisque ces quantités sont des constantes, les ve-

lations
a=mla, +mia,+...+ m’a,,,

t
1
— [} 2 2p
ay=m,a, +mya,+...+ m;"a,,,

1 2
ap=mla, +...........+mta,,

¢qquations qui, d’aprés la remarque de la fin du pavagraphe précédent,
doivent nécessairement donner

a,=o, a,=o, ceey a,,=o.

Les périodes de Uintégrale sont donc nulles.
Par suite, si cllc est de premiére espéce, intégrale se réduira & une
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constante, et si elle est une intégrale de seconde espéce, ce sera une
fonction rationnelle de z, y et z.

Ainsi se trouvent établis bien rapidement les deux théorémes que
Jai énoncés et démontrés précédemment, concernant les intégrales de
premiére et de seconde espéce, attachécs a la surface la plus générale
de degré m.

4. On peut établir pour les intégrales de troésiéme espéce une pro-
position analogue & la précédente. Nous avons dit (n° 1) ce qu'on
devait entendre par période polaire d’une telle intégrale; une période
polaire provient d'un cycle infiniment petit autour d’un point quel-
conque d’une courbe logarithmique de I'intégrale.

Unec intégrale de troisitme espéce peut, a priori, avoir d’autres pé-
riodes que des périodcs polaires, mais nous allons montrer qu’il n’en
est cependant pas ainsi en général. Nous établirons, & cet effet, que si
la surface f est la plus générale de son degré, les périodes de toute
intégrale de troisiéme espéce se réduisent aux périodes polaires.

ll sera plus net de commencer la démonstration par un cas parti-
culier; ce sera celui de la surface

s*=f(z,y),

ol f est le polyndme général de degré m en x et y.
La forme générale des intégrales de différentielles totales correspon-

dant a cette surfaee sera
Pdr+Q dl

M \U(d‘, 1)

I’, Q, M désignant des polynomes en x ct )'; en laissant seulement de
coté un terme de la forme

Rz, y) + AlogR(z, y),

ou R et R, sont des fractions rationnelles en .z ct Y el ol A esl une
constante. La condition d'intégrabilité s LCl ira

M(P% —Q%C—)—of(,p )’)[“(—y _ 5;) QM pdVI‘l
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Supposons que M(wz, y) ne soit pas divisible par f(x, y') et soit,
par suite, premier avec lui. Comme on a pu faire d’abord sur . et y
une transformation linéaire quelconque, on peut supposer que la
courbe

M(xz,y)=o0

ne rencontre pas la courbe f(x,y)=o0 (qui n'a (ue des points
simples) en un point ou I'on ait

w Y T
soit oy = o, soit or =

Ceci posé, considérons I'intégrale fonction de

‘__Pdr
/ Mf(a, >y’

nous avons dit que ses périodes ne dépendent pas de y-.
Donnons a y une valeur arbitraire )y, I'équation

) [,y =0

aura 2 racines distinctes entre clles,
Lyy gy eeey Ly

¢t distinctes des racines de I'équation M(.r, )*) = o.
Les périodes cycliques de Iintégrale proviendront des intégrales
priscs le long de courbes joignant les points

L\ Lyy™ Lglgy euvy Ly yLpyy

ces courbes étant considérées comme doubles ou, pour plus de préci-
sion, le long de contours s'éloignant peu de ccs courbes doubles ot
enveloppant respectivement z, et x,, x, et x,, . ...

Il existera un certain nombre de valeurs singuliéres de ¥, pour les-
(uelles I'équation f(x, y) = o aura une racine double.

Soit y = b une telle valeur, I'équation

S(z,b)=0
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aura une racine double et une seule; soit x = a. Je dis que
P(a,b)=o.

En effet, d'aprés ce que nous avons supposé, M(a, b) n'est pas nul,
cl par suite, cn se reportant i la condition d’intégrabilité,

P(a, b) fy(a, b) =0}

or le sccond facteur ne peut étre nul, puisque la courbe n’a pas de
points multiples : donc P(a, D) =o.

- Cette remarque faite, nous pouvons supposer les racines ,, ..., &,
rangées dans un ordre tel que, y allant de y, & la valeur singuliére b,
par un chemin convenable, x, et x, deviennent égales; puis ensuite, y
allant de )7, & une autre valeur singuliére, , et &y devicnnent égales,
et ainsi de suite; y allant de y, a b, les racines deviennent, pour y = b,

’

Ly Lyy eeey &
ct Pon aura

les autres racines élant distinctes. Si nous faisons y = 7, on a pour
un systéme de coupures joignant

Ly Lyy XyTyy os

un systéme de périodes; on peut supposer que ces coupures se défor-
ment d'une mani¢re continue quand y varie de y, & b, sans rencontrer
les courbes décrites par les racines de I'équation M(x, y) = o.

Je dis que la période relative & x,x, cst nulle; en effet, clle reste
constante quand y varie; or, pour y = b, on a

et \/f(z, b) contient = — a en facteur.

Mais il en est de méme du numérateur, puisque P(a, b) = o; par
suite, l'intégrale prisele long d’une petite courbe enveloppant le pointa
est nulle, et il en est par suite de méme de la période cyclique initiale,
corrcspondant & y arbitraire. Le théoréme est démontré.
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8. La méthode de démonstration employée dans le cas particulier
qui précéde peut étre suivie pour la surface la plus générale

Sf(x,y,3)=0.

Soit
Pdr+ Qdy
Mg

I'intégrale considérée, P, Q et M étant des polynémes en x et y; M
est un polynéme de degré p.; le degré de P est g + m — 2 par rapport
ax, y et s et o+ m — 3 par rapport & = et 5; pareillement le degré.
deQestpw+m—2enz,yets etp+m—3eny etz Lintégrale
aura une ou plusieurs courbes logarithmiques situées sur la surface
M = o0; on peut supposer que pour ces courbes on n'a pas f,=o,
puisqu'il suffirait de faire une substitution linéaire sur x, y et 3 pour
éviter cet inconvénient.

Ecrivons la condition d’intégrabilité qui va nous étre utile dans un

. P
Instant : ce sera, en posant i = P,, % = Q,,

oP,

A OPy L , . o
fz(_o;"fg"‘ -E,:fy) - P’(fzy/z_’ f;tf_r)
90, o 90, w\ o S
- <%'fz - %f")'/’ + Q' (fz.tf: _fs-f,):- 0.
Considérons maintenant les deux relations

f(x,y,5)=o0, S:(xyyy 3)=0;

on peut les regarder comme définissant un point analytique (s, ),
fonction algébrique de la variable y.

Il y aura certaines valeurs de y pour lesquelles deux valeurs de
(5, x) et deux seulement (le polyndme f étant le plus général de son
degré) deviendront égales. Soient, pour une valeur arbitraire et non
singuliére y, dc y,

(50;'771)1 (32’3’2)’ eeey (zs’xu)

les N déterminations de (3, ). On peut les supposer rangées dans un
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ordre tel que, y allant de y, & une certaine valeur singuliére b de y,

(51,2,) et (32 @)

devicnnent égaux ; puis ensuite, y allant de y, & une autre valeur sin-
guli¢re convenable,
(55 ,) et (35 )

deviennent égaux;; et ainsi de suite pour
(53 @3), €t (35, %)y ooy (Suony Txa) €L (3xy Ty)3

y allant de y, ct arrivant & la premiére valeur singuli¢re b, les points
analytiques (3, x) varieront et deviendront

(ha)y (B ay), ooy (3w )
(3, ) = (3, @) =(c, a),

Le point (a, b, ¢) cst, cn langage géométrique, un point de la
surface / ou le plan tangent est paralléle au plan des 3. On aura

donc
f(a,b,c)y=0, fi(ayb,c)=0, [fi(a,bec)=0.
En nous reportant & la condition d’intégrabilité, on conclut que
P,(a, b, c) fi(a, b, c) f,(a; b, c)=0;

mais les deux derniers facteurs ne sont pas nuls, & cause de 'hypo-
these faite sur la surface f; nous avons donc

ct 'on aura

P,(a, b,c)=0o.

Il nous faut maintenant ¢tudier la relation algébrique entre 5, «
pour une valeur arbitraire y, de y

f(z,y,5)=0;

les points analytiques (3,, %), (33, #3), - .+, (55, Zy) sont les points
de ramification de cette fonction. On peut tracer dans le plan de la
variable complexc x un contour simple enveloppant seulement les
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points z, et x,, et tel qu'aprés un tour complet de la variable le long
de ce contour toute racine 3 de I'équation précédente reprenne la
méme valeur.

In effet, I'équation

f(x,b,3)=0

définit une courbe qui, au point & = a, 5 = ¢, a un point double dont
les tangentes sont distinctes. Quand y varie, comme il a ¢té dit, de
Yo b, x, et x, viennent tous deux cn @: or considérons un contour
simple enveloppant les points z,, «, et @, el n’étant traversé par aucun
des chemins que décrivent les autres racines; ce contour sera un cycle
pour le point analytique (, 3) défini par I'équation

f(w,)’o,z)=0;

car, si, partant d’'un point arbitraire du contour, avee une certaine ra-
cine, on obtenait au retour une autre racine, il faudrait u'il en fat de
méme pour toute la succession des valeurs de y, depuis yy jusqu'a b3
or, pour y = b, onrevient nécessairement avec la méme valeur, puisque
= a n'est pas un point de ramification pour I'équation

f(x, b, 3)=o0.

Considérons maintenant la surface de Riemann correspondant & la
relation algébrique
S(x, 6 5)=0.

Nous allons tracer sur cette surface un systéme parvticulier de cou-
pures, a savoir des arcs de courbe joignant

(54y ) & (345 2,), (52, ) & (340 23) ‘eny

(S5-1y Tyay) & (Sxy X5 )-

Toutes les périodes cycliques seront données par des intégrations le
long de chacune de ces coupures considérées comme lignes doubles,
ou, mieux, le long de courbes fermées voisines de la coupure et analo-
gues au contour dont j’ai parlé plus haut. Les périodes correspondant
aux N — 1 coupures pourront d’ailleurs n’étre pas toules distinctes.
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Cela dit, nous revenons & l'intégrale, fonction de z,

Pda
M7’

dont les périodes ne dépendent pas de y. Or que va devenir Pintégrale
prise le long de C,, quand y = b; les points (3,, ,) et (3,, %,) de-
viennent tous deux égaux a (a, ¢), et £, (=, b, 5) va contenir en fac-
teur x — a@; mais, et c'est li unc remarque cssentielle, P(z, b, )
contiendra le méme facteur, puisque nous avons établi que

P,(a,b,c)=0.

Donc le point (i« == @, 5 = ¢), qui cesse d’¢tre un point de ramitica-
tion, ne sera pas non plus un pole: I'intégrale le long de C, sera donc
nulle.

Ainsi il est démontré que toutes les périodes cycliques de Uinté-
grale

Pz
My

sont nulles. Il en est donc de méme de celles de l'intégrale de diffe-
renticlle otale, comme nous voulions I'établir.

En résumé, étant donnée une surface algébrique générale, ct étant
considérée une intégrale quelconque de différentielle totale, relative &
cette surface, cette intégrale (i moins qu'elle ne soit une fonction ra-
tionnelle de x, y, 5) aura nécessairement des courbes logarithmiques,
et les périodes polaires correspondant a ces courbes logarithmiques
seront les seules périodes de Uintégrale.

IT. — RipucTioN DES INTEGRALES DE SECONDE ESPECE.

6. Cherchons maintenant & effectuer la réduction de ces intégrales.
Je prends d’abord-une surface dont I'équation ait la forme

s =f(2,¥);

on supposera, comme il est permis, que dans le polyndme f (i, y) de
Journ, de Math. (4§* série), tome V. — Fasc. II, 188g. 20
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degré m se trouve un terme en x™, ct que f(r, y) n'admette pas de
facteur carré parfait.
Soit l'intégrale de différentielle totale

f‘ Pdr+Qdy
v/ (2, 7)

P et Q étant des polynoémes cn x ct y. La condition d'intégrabilité

peut s’écrire
] P IQ
(f 6—/- zf(w’y)(__.__ﬁ\)

Soit k le degré de P et Q en z et y; supposons kZm — 1.

Si nous considérons I'intégrale (ot pour un moment y n'est qu'un
parametre)
f Pdr
ye———————g |
VS (z, x)

nous pouvons retrancher une expression Cx*#="+'\/f (:r, ) (C ne (é-
pendant pas de x), de telle sorte que, dans la différence, I? soit rem-
placé par un polynéme, sculement de degré k — 1 en x; il suffit, pour
ccla, que dans

- et 0,
P(,y) = C|(k = m + D)2 f (e, y) - L atmet L |
le coefficient de .* disparaissc. Si dans P(x, y) il n'y a pas de terme
en o, C sera nul; s'il y a un terme en z* dans P, on aura pour C unc
Pdr+Qdy

V()

constante, méme par rapport a y. Retranchons alors de f

la fonction de z et y

nous avons une intégrale
f P, dz + Q,dy
’
Vi, y) y)

o P, et Q, sont toujoursde degré k en x et y, mais P, sera sculement
de degré k — 1en z. Recommencons un raisonnement analogue sik 2 nz;
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nous allons de

P,drx
N CAG rctrancher une expression
Z, |

CW\/f(w’y%

de telle sorte que, dans la différence, le numérateur soit seulement de
degré k — 2en . On a, pour cela,  choisir C de maniére que, dans

— C[(k = myat-n=t f(z )+ ;o 3L ),

le termie en £** disparaisse; C ainsi déterminé sera, en général, un
. , Pidz +Q,dry
polynome du premier degré en y. Retranchonsalors de _1_&_
[f(x
o V(2 )
la fonction de r et y

C*m\f(z, y),
P.dx + Q,(Is'
\/f(@'; y)

P, et Q, ¢tant toujours de degré & en x ct y, mais P, ¢tant sculement
de degré k— 2cen .

on aura

kn continuant ainsi, on arrivera & unc intégrale que nous désigne-
rons encore par

(1) Pd.r+Qd}”
Vi (z, y)

dans laquelle P et Q seront au plus de degré k en c et y; mais P sera
sculement de degré m — 2 par rapport a z. La condition d’intégrabilit¢

montre alors que Q scra au plusde degrém — 1 par rapport & z. Nous
avons donc l'intégrale (1), ol

P =ayu™+a,2" % +...+ Gp_,,

(2)

Q= boyx™"' + b, x™?+...+ b,_,,

les & et les @ ¢tant des polyndmes en y. Nous pourrions partir de cette
forme et effectuer une réduction analogue, en prenant pour point de
départ I'intégrale
_Qdy
\/f (z, y )
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mais nous ne gagnerions rien & cette réduction, qui éléverait le degré
de P et Q par rapport a.r.

Nous ferons donc seulement la réduction (ui nous donne l'intégrale
(1), ott P et Q ont la forme (2). La condition d'intégrabilit¢

(-0 =re (53

va nous donner maintenant un systéme déquations différentielles li-
ncaires ordinaires.

Nous aurons d’abord & chercher sil'on pourra satisfaire a ce systéme
en prenant pour

Ayy Ay ovey Qpey,y byy by oo by,

des polyndémes en y.

FPavais déja obtenu le systéme d’équations différentielles qui pré-
cédent dans mon Mémoire sur les intégrales de différenticlles totales
de scconde espéce. On peut vérifier facilement que les intégrales de ce
systtme sont réguli¢res (d'aprés I'expression de M. Fuchs) dans le voi-
sinage de tous leurs points critiques. C'est la un point important, car
ce n’est que si toutes les intégrales sont régulicres qu’on pourra recon-
naitre aisément si les équations admettent, comme intégrales pacticn-
licres, un systéme de polynomes.

Cela posé¢, admettons que les équations différenticlles soient vérificées
pour un systéme de polyndmes (a, b); on aura alors I'intégrale

[(ﬂox"'_2+.. -)d.L‘ -!-(1)0.1,‘""'-{-.. ‘)d)’
b

e \"‘f('l') ,Y)

je dis qu’elle ne se réduira certainement pas a une fonction algébrique.

Il faudrait, en cffet, pour cela que I'intégrale, fonction de « (v étant
b ) é‘ ’ 1%

alors un parameétre arbitraire),

QX" @y g
[ g,
S, y)

fit une fonction algébrique de . Or, si I'intégrale précédente est une
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fonction algébrique, elle scra nécessairement de la forme

A@Wf (@ y),

A(.r) étant un polyndme en x5 mais cela cst impossible, car la diffé-

rentielle totale de A(x)Vf («, y) est

N(@)f(@ )+ i aa) L
V/(z, 7)

et le degré du numérateur par rapport & x est au moins m — 1.

Il ne reste plus maintenant qu’d rechercher si l'intégrale obtenue
wa pas de courbe logarithmique.

Les scules courbes logarithmiques possibles sont a Dinfini. Em-
ployons donc les coordonnées homogénes x, y, s ct ¢; 'équation de la
surface deviendra

3= f(x, ¥, 0);
our { = o, nous avons le systtme de droites
y
f(x, yy,0)=o0.

Ces m droites peuvent étre des courbes logarithmiques de Pinté-
grale; nous aurons a écrire ou & vérifier que la période polaire corres-
pondant & chacune d’elles est nulle. Il n’y aura ainsi bien évidemment
que (m — 1) conditions & vérificr, car la somme des périodes polaires
est nécessairement nulle.

~

En résumé, nous venons d’étudier les intégrales

Pdzr + Qdy

Vi)

ou P et (Q sont des polyndmes cn x ct y, et nous savons reconnaitre si,
parmi les intégrales de cette forme, il y en a de seconde espéce.

7. Le probléme que nous venons de traiter n’est qu'un cas parti-
culier du probléme général de la réduction des intégrales de seconde
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espece; prenons maintenant le cas général. Soit donc

Pdr+ Qdy
MVf (=, 7)

(P, Q, M ¢tant des polynomes en x ct ) unc intégrale quelconque de
seconde espéce. Nous supposerons, comme il est permis, que dans f/
P'ensemble des termes homogénes du plus haut degré m n’est pas di-
visible par y.

Une premiére réduction, trés facile, consiste & ramener, par sous-
traction d’une fonction algébrique, I'intégrale précédente a la forme

Pdr+ Qdy
J NS y)

7.(y) ¢tant un polynéme en y. Réduisons done, autant qu'il est pos-
sible, une intégrale de cette forme. :

Soit y = a une racinc multiple d'ordre @ de I'équation 7 ( v) = o;
a scra plus grand que un, sinon l'intégrale serait de troisi¢me espéce.
La condition d’intégrabilit¢

I Bor of ‘0P 90 by
. NDPEE b — , L __IIN Y DL
1P - Q] =2 [ (G — ) - v i
montre que P(.x, ) est divisible par y — a.
Pourrons-nous remplacer I'intégrale proposée par une intégrale de
méme forme, mais o, & la place de 7()'), nous aurons an dénomina-
teur

~

y.(y
11. -

Q

Retranchons & cet effet de 'intégrale une expression de la forme

)‘(13 .7")\/.7.
(y —a)*?

Dans cette différence, le cocfficient de d.c sous le signe d'intégration
sera divisible par y — a, puisque P est divisible par y — a; quant au
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coefficient de dy, il scra divisible par y — a si

Qr,y) + (e =) M=, y) f(z,y)

est divisible par y —a; il faut pour cela que

O(z, @) +(a — DA (&, a) f(x, @) = 0

done Q(.r, @) doit étre divisible par f(z, @). Cette condition sera
remplic si y =a n’a que des points simples de rencontre avee la

courbe
S(e,y)=o0.

La condition d'intégrabilité donne en cffet, en remplacant I’ par
() — a)P, ct faisant y = a,

—Q(r, @) fil, @) = 2f(z, @) (% - E—aliy)

/., ¢tant un polynéme cn y.

D’aprés hypothése f(x, @) et f,(x, @) n'auront pas de racine
commune : donc Q(x, a) sera divisible par f(z, a).

Le polynéme A pourra donc étre déterminé, de maniére i satisfaire
a la condition indiquée. En continuant ainsi de proche en proche, on

arrivera a une intégrale
f Pdx + Qdy
(WS (2, )

YAV
(y —a)*

ou

1.(y)=

On pourra donc, ¢n continuant, faire disparaitre du dénominatcur
tous les facteurs (y — a)* correspondant a une droitecy = @, qui n'a
que des points simples de rencontre avec la courbe f(z, y) = o.

8. Envisagcons donc I'intégrale

Pdx+ Qdy
V(WS (z, )
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ot J(y) n'admet d’autres racines @, b, ..., /, a un degré daillcurs
quelconque de multiplicité, que celles de I'équation $(y) = o résultant
de 'élimination de x entre

f(z,y)=0 et 5 =o.

En raisonnant sur cette intégrale comme au n° 6, nous la ramé-
nerons par des soustractions de fonctions algébriques & la forme

/‘ Pdr+Qdr ,
VS(z »)

P=A,x" 24+ A 2™ +...,
(3: Bo.l-’m—'-i-...,

ol

les A ct les B ¢tant ici, non plus des polyndmes, mais des fonctions
rationnelles de y, dont le dénominateur ne peut s’annuler que pour a,
by ..., 1

Nous aurons donc & considérer, comme plus haut, le systéme d’¢qua-
tions différentielles en

Asy Ay .., B, B, ...

donné par la condition d'intégrabilité, et a rechercher si I'on peut satis-
faire & ces équations en prenant pour les A et B des fonctions ration-
nelles de y, question qui ne présentera pas de difficulté, puisque les
intégrales du systéme sont régulitres dans le voisinage de tous les
poimts critiques.

Supposons qu'il soit possible de satisfaire aux conditions précé-
dentes. Il faut maintenant reconnaitre si I'intégrale obtenue n’a pas de
courbe logarithmique.

Une courbe logarithmique pourrait étre donnée par les deux équa-
tions

y = a, = f(x, a);

cette courbe est d’ailleurs irréductible, car on peut supposer qu’on a
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fait préalablement sur = et y une substitution linéaire; donc, pour
) = a (qui correspond a une racine multiple de ’équation en x),

I'équation
f(eyy)=o0

aura des racines simples, outre la racine multiple. Il n’y aurait d’ex-
ceplion (ue dans le cas o fsc composerait de droites passant par un
méme point, cas quc I'on peut laisser de coté, car il est trés facile de
P'étudier directement.

Je dis que, dans ces conditions & irréductibilité de la courbe

2= f(«, a),

la période polaire est nécessairement nulle. Pour I'évalucr, nous
avons A considérer l'intégrale
Qdy
Y \/f(“’" )')

en donnant & xz unc valeur fixe arbitraire. Cette période aura une
expression de la forme

R(x, a)

e ——

V/(z, a)

R ¢ant rationnel en x et @a. Cette période doit étre indépendante

de .. Par consé¢quent
R(zx, a) —A

V/(z, a) ’
A étant une constante; par suite,

__R(za)
e

mais 5, fonction rationnelle de z, est en contradiction avec le fait que
I'équation z2 = f(x, a) est irréductible.

Par suite, y = a ne donne pas de courbe logarithmique.

Il ne reste plus qu’a considérer les m droites a P'infini; on les étu-
diera comme au n® 6.

Journ. de Math. (4* série), lome V. — Fasc. I, 188g. 21
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9. Examinons maintenant le cas d’unc surface quelconque

f(x,y,3)=o.

La réduction des intégrales de seconde espéce peut étre faile encore
ici par une méthode analogue. J'en ai précédemment indiqué le point
de départ, mais sans approfondir la question. Soit

[Pdz+Qay
une intégrale quelconque de seconde cspéce relative & la surface /:
I'intégrale
(2) jP(w,y,:)dJ;,

ol y cst un moment considéré comme un paramétre arbitraire, es|
une intégrale de seconde cspéce pour la relation algébrique entre .-

et 3,
S(xyy,3)=0.

En désignant par p le genre de cette courbe, et désignant par

f‘\’uww,yw')__dw, oy [t e
f-': [ J..:.

2p intégrales distinctes de seconde espécee, relatives & cette courbe, les
Q étant des polyndmes en x, y, 5 etde degré 2m — fen.r el 3, 0n
peut mecttre 'intégrale (2) sous la forme

“'f Q‘:d"-+...+a._,,.fQ’f":.d“" + n(x, y, 2),

les @ étant des fonctions rationnelles de y, et A étant rationnel en .o,

yetz.
Si donc de (1) on retranche A(z, y, 5), on aura unc intégrale

[Rdz+8dy,



THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 101

oll

R= a,Q.+...+a,,,Q,,,.

=
s

Prenant donc pour R unc expression de cette forme, les Q pouvant
dtre considérés comme connus, j’ai cherché (loc. cit.) & déterminer les
. LX) v 9 ]
fonctions a,, @,, ..., @i, de ¥, dc maniére que les périodes de I'inté-
grale

aQy+...+ayyQap g
f T dx

ne dépendent pas de y.

Je trouve ainsi que les @ doivent satisfaire &4 un certain systeme K
d'équations différenticlles lincaires, dont les coefficients sont des poly-
nomes en ). On aura donc & rechercher les systémes de valeurs de

Ay Qyy -y Qyp

satisfaisant aux équations (E), et rationnelles en y.

Considérons un tel systéme s'il en existe; j'ai établi qu'on pourra
alors associer & la fonction rationnelle R une fonction rationnelle
S(x, y, 5), telle que

Rdx + Sdy

soit une différentielle totale exacte.

La fonction S n’est bien évidemment déterminée qu’a une fonction
rationnelle prés de y. Cette remarque, si simple, va étre essentielle
pour la suite.

Il s’agit, en effet, maintenant de savoir si I'intégrale

fRdx+de

a ou non des courbes logarithmiques.
- Les seules courbes logarithmiques a distance finie pourraient étre
données par

Yy =a, Sf(x, a,3) =0,

en désignant par @ un point singulier du systéme d’équations différen-
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ticlles E. La période s'obtiendrait en calculant pour l'intégrale

f S dy,

ot 'on donne & z une valeur arbitraire, la période polaire relative a
. A
1 I 3 T 3 v ) PP
y = a. Mais, puisquc I'on peut ajouter 4 S un terme de la forme it

on peut supposer que cette période est nulle. Nous pouvons done sup-
poscr que P'intégrale

fl{dx+5dy

n'a pas pour courbes logarithmiques les courbes y' = a.

La seule courbe logarithmique que pourrait avoir I'intégrale précé-
dente est donc la courbe de la surface a I'infini. Mais cette courbe
peut ici étre supposée irréductible; elle ne peut donc étre une courbe
logarithmique, puisque m fois le résidu correspondant doit ¢tre nul.

Nous arrivons donc au théoréme suivant : 4 chaque solution ra-
tionnelle du systéme E correspond une intégrale de différentielle
totale qui 1’a pas de courbe logarithmique et qui ne se réduil pas @
une fonction rationncelle des coordonndées.

10. Nous avons, dans ce qui précede, parlé d’une manicre géncérale
des intégrales de scconde espéce. Si 1'on veut oblenir les intégrales de
premiére espéee, la question est beaucoup plus facile, car I'intégrale a
alors nécessairement la forme

fEilr—ZM—y S(&y,y,3)=0 de degré¢m,
o B et A sont des polywdmes cn z, y, 5 de degrésm =2 enx, y, s,
le premier étant sculement de degré.m — 3 en x et 3, le second
de degré m — 3 en y et 5. Mais je n’ai rien d'essenticl & ajouter aux
considérations générales que j'ai développées dans mon premier Md-
moire ct aux remarques faites ultérieurement a ce sujet par M. Nother.
Nous pourrons donc dans la suite considérer les deux questions sui-
vanles comme enticrement traitées :
1° Recherche des intégrales de premicre espéce d'une surface;;



THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 163

2° Recherche des intégrales de scconde espéce, non algébriques,
c’cst-i-dire formation des intégrales de seconde espéce linéairement
indépendantes. :

Ce dernier probléme a précisément fait I'objet du Chapitre actuel.
L'¢tude des intégrales de seconde espéce est cependant loin d’étre
¢puisée, ct nous aurons A revenir sur ce sujet dans le Chapitre suivant
(Chapitre II, Section III).

1II. — INTEGRALES DE TROISIEME ESPECE.

11. Nous avons dé¢ja démontré qu'en général, dans unc surface
algébrique, toutes les périodes se réduisaicnt aur peériodes polaires.
La question & étudier consiste donc & rechercher dans quels cas il y
aura des périodes autres que les périodes provenant des courbes loga-
rithmiques; nous ne sommes pas cncore en mesure de traiter cetle
(Juestion, que nous renvoyons au Chapitre suivant.

Pour le moment, nous allons nous borner & imiter ce que nous avons
fait pour les intégrales de seconde espéce, en cherchant & faire autant
qu'il est possible la réduction d’une intégrale de troisicme espéce.

Nous nous limitons d’ailleurs aux ¢quations de la forme

2= f(x, y),

f élant un polyndme qu'une transformation homographique préalable
permet de supposer de degré pair.
Soit donc I'intégrale
Pde+ Qdy
f MVT(z )

oll 1ous avons

M =[A(e, ) [B(z, )P - [L(z, »)I¥,

les facteurs A, B, ..., L étant irréductibles et premiers avec f(«, ).
P et Q étant des polynomes. '
Nous aurons d’abord une suite de réductions faciles, qui nous ont
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déja servi dans le cas des intégrales de seconde espéce, et qui raméne-
ront I'intégrale & la forme

" Pde+ Qdy ,
/x(.,v)A-B---L\/f(w, )

los facteurs A, B, ..., L ne figurant plus qu'a la premi¢re puissance
au dénominateur; dans le cas des intégrales de seconde espece, ils
disparaissaicnt dans ce dénominateur, ot ne restait plus que le poly-
nome y (y).

Le théoréme (ue je veux établir est relatif a la courbe d’interseetion
des deux surfaces

A (:r,_y): o, 2= f(r,y).

Laissant y constant, considérons la période polaire de I'intégrale

” Pdx
/ LA B LYV (2, y)
relative & un point iz, racine de A (z,y); cette période sera

Plez,v)

B...Ly/(z,)

oA
1 ox

et cette expression devra étre indépendante de y [« étant toujours Liré

de A(a,y) =0, cn fonction de y]; c’est donc une constante, soit
["unité : on aura, par suite,

P2 —R2f(e,y) =o,

R ¢tant le polyndme ¢ %B...L, pour les valeurs de z et y satis-

faisant a

A(xz,y)=o.

On cn tire une conclusion intéressante : La surface A = o coupe la
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surface proposée, suivant les deux courbes distinctes

A=0, 1\=0,

P P
R”

Ainsi ces polynomes A, B, ..., L ne peucent étre pris arbitrai-
rement,

12. La condition nécessaire trouvée vient compliquer singuliére-
ment la discussion compléte des intégrales de troisiéme espéce. Elle
peut conduire & des résultats assez singuliers au premier abord, comme
celui que je vais indiquer.

Prenons le cas simple de

/’ Pdr + Qdy
J Az, )W e, y)

la condition d’intégrabilité sera

o Aleg -k fs () v

On peut se donner arbitrairement A (r, y); et 'on peut certainement
salisfaire a cette équation en prenant pour P et Q des polynémes en x
ct y; il suffit de prendre ces polynémes d’'un degré suffisamment
¢levé. Mais, si A (@, ) ne remplit pas la condition nécessaire, qui vient

d’¢tre indiquée,
A(z,y)=o0

ne pourra pas donner unc courbe logarithmique; il arrivera nécessai-
rement que P et Q seront divisibles par A.

La question inverse se pose d’elle-méme. Comment doit étre choisi
A(z, y) pour que l'on puisse trouver des polyndmes P et Q satisfai-
sant a 'équation (1), et qui ne soient pas divisibles par A. *

Un cas simple scrait celui ol A(w, y) =M?—- N2f(z, y), car il est
M- Ny7
VS

¢vident alors que Pexpression log Mo N repond ala questlon
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Pour le cas général, remarquons qu'on peut réduire l'intégrale

Pdr+ Qdy
ff\(‘t’y) V(£ y)
en abaissant le degré des numérateurs P et Q.

Soient & le degré de P et Q, ct a le degré de A (x, y).

Désignons par p et ¢ 'ensemble des termes homogénes en x ct y de
degré k dans P et Q, et par a(x,y) 'ensemble des termes homogines
de degré « dans A.

‘n prenant dauns la condition d'intégrabilit¢ 'ensemble des termes
homogcnes de plus haut degré, nous aurons ¢videmment

(2) a(pz —qu)-ﬂf(w,y)[ ("” 31)4—9"“ p,,y

2(.r, y) désignant I'ensemble des termes homogénes de degré m

dans g; nous supposerons sculement que les m directions asympto-

tiques de f(x,y) = o sont distinctes, ce qu'on a pu réaliser & I'avance,

par unc transformation homographlquc de la surface 52 = f(.e,)).
Cette équation (2) peut s’éerire

__0d9 L(9P _ % ()_n_s
o=3% 3 — maq — 2'”[“(@ B ox) 155 deJ

d9 7op  dyq da l
+b—-y§map—2y[a<b—;—-o—; +q p(")
Or la condition d’intégrabilit¢ (1) montre, puisque A et f sont pre-

- ' A oA . . da_ da
miers entre cux, que Q 5 — P rm estdivisible par A : donc ¢ 5= — p %y

est divisible par a; par suite, on peut diviser par a l'identité précé-
dente. On aura donc

0 do
(mp —yp) 5 + (= mg —wp) 5L =
On peut, par suite, écrire
9
p=py+r35
do
g=—pr+A P
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et A étant des polyndmes homogénes en z et y, le premier de degré
k — 1 et le second de degré k — m + 1; substituons ces valeurs de p
ct ¢ dans I'équation (2).

On aura alors
ap(m — 2k — 2 + 2a)
_ d\ do  dAde do da 0y da
-2“(ay T 35@) +ﬂ[a; dx ~ 0z 0y |’
(qui permet d’exprimer p. en fonction de A, sil'on n’a pas

m+ 20 = 2k + 2.

‘n portant dans I'intégrale

f pdr + qdy
a(z,y)We(z,y) -

la valeur de w, on voit que cette intégrale est égale a

am+fa We
2k +-2—m—2a a

Supposons d’abord que a(z,y) n'ait que des facteurs simples, il
faudra que A soit divisible par @, car les seuls infinis de I'intégrale ne
pourraient étre que logarithmiques. Il s’ensuit que p et ¢ étaient divi-
sibles par a.

Cela posé, soit
=N,

a

A, étant un polynéme homogéne en x et y.
De I'intégrale

f Pdz + Qdy
Az, yW/(zy)

retranchons
am + fa —
—_‘——Qk+2m_,¢7\1\/f(z"y)r '
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 188, 22

.
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la différence sera

/[‘.deQa'ix,
J A= y)\Wf

P, ct Q, étant seulement de degré & — 1. Ona donc pu diminuer d’une
unité le degré des polyndmes qui figurent au numérateur; on conti-
nuera ainsi la réduction tant que I'on n’aura pas

2k =m+ 22 — 2,

circonstance qui sc présentera, car nous pouvons supposer 7 pair (en
ayant, comme il a ¢été dit, effectué¢ d’abord une transformation hono-
graphique sur z et y).

Nous remarquerons que, pour -
k=m+a—1,

on aura nécessairement dans les expressions de p et ¢
A=o0;

car A doit étre divisible par a; or le degré de A est égal &

k—2m'+1=0a—m.

A ne peut donc étre divisible par a, donc

A=o0;

c’est celte propriété qui est la base de la forme invariante de I'inté-
grale pour k = m’ — & + 1, quand on fait sur .z et y une transformation
homographique.

On arrive donc a la conclusion suivante : Dans Iintégrale

" Pdr ~~_v_:_Q_d_v
A(z, y)V f(z,y)

st a est le degré de A, on peut supposer que le degré de P et Q est
égal a

m+4a—i, (m =2am’).
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Cette proposition conduit & une conséquence intéressante : les

surfaces
3= f(zy)

se classcront d’aprés le degré minimum a, que I'on peut donner a A
pour avoir une intégrale de la forme précédente.

Il cst manifeste que, si « est un tel nombre, P et Q seront premiers
avee A, sinon « ne serait pas le degré minimum. De plus, il y aura tou-
Jours certainement un degré minimum, car o sera au plus égal a 2w,
puisqu’on répondra aux conditions en prenant

A(e,y)=M'— f(2, ),

M étant un polynéme arbitraire de degré m’. On aen effet, dans ce cas,

(qui répond a la question.
.¢ minimum « pourra donc étre trouvé par une suite de tAton-
neients.

13. Il a éié supposé dans la réduction du paragraphe précédent
(ue @ (x,)) n'avait que des facteurs simples. Il n’y a la aucune diffi-
culté pour la généralité des remarques qui précédent.

Reprenons, en effet, I'intégrale

f Pdr + Qdy

A@yIVS(8Y)

P et Q étant de degré k supérieur & m’ + a — 1. Effectuons sur .z et y
une substitution homographique quelconque :

'+ by +c¢ _ @2+ by +c,
ar' + by +c’ T Tar+ by +c’
et soient '
_ F(z',y")
f(x’-y) - (aa;’+ by’+c)2/ll"
B(z',y')

A®Y)= o by + o
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et I'on aura

» Pda‘—l—-Qdy / Pida'+Qudy
Az, Wi (@) B(<',y')(az'+ by'+ Py F(a, ')

ct dans B(«’, y’) les directions asymptotiques seront distinctes. On ré-
duira d’abord le facteur (ax’ + by’ + ¢)*, qui disparaitra méme com-
pletement, car la surface

=F(z,y")

n'est pas coupée, suivant deux courbes distinctes, par
ar' + by +c=o.

On raméne donc l'intégrale a

© Pydx'+ Q,dy
/B(x .Y)VF(I,J’)

P, et Q, étant de degré m'+ « — 1. Il n'y a plus alors qu'a revenir
aux variables x et y, et I'on a la réduction cherchée.

el ) iii——r

CHAPITRE 1IL

SUR LES CYCLES DANS LES SURFACES ALGEBRIQUES.

I. — SuR LA TRANSFORMATION DES CYCLES D'UNE SURFACE DE RIEMANN
DEPENDANT D’'UN PARAMETRE ARBITRAIRE.

1. Considérons l’équatit;i’l
S (“” y;8)=o

(f étant un polyndme), comme représentant une certaine courbe ou
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surface de Riemann entre z et 3; la lettre y représente un paramétre.
Quand y varie, la surface de Riemann se déforme.

Soit, pour y arbitraire, p le genre de la surface ; nous pourrons tra-
cer sur elle 2p cycles indépendants; c’est de la transformation de ces
cycles, quand y varie, que nous allons nous occuper. Deux cycles seront
considérés comme identiques, quand on pourra passer de I'un a'autre
par unc déformation continue de la surface. Nous devons naturellement
nous demander quel cst lc nombre des cycles distincts. Nous nous
trouvons avoir répondu par avance a cette question pour le cas d’une
relation algcbrique arbitraire entre x, y et 33 il résulte en effet aisé-
ment du théoréme démontré dans le premier Chapitre que, si'équation
[ estla plus générale de son degré, tout cycle se raménera a un seul
cycle.

Mais nous allons reprendre ce théoréme fondamental, en présentant
la démonstration de maniére & pouvoir aborder ensuite I'étude des cas
spéciaux qui forment le point capital de cette théorie. Soit

F(r,y,3)de

(hH

unc intégrale abélicnne de scconde espece relative a la courbe f,
I°(x,y, 5) désignant un polynéme en z, y, s.

Les périodes de 'intégrale (I) sont des fonctions de y, et nous avons
déji dit qu'elles satisfaisaient & une ¢quation différentielle linéaire, dont
les cocfficients sont rationnels en y. Désignons par (E) cette équation ;
son ordre sera ¢gal a 2p [on suppose que 'intégrale (I) est prise arbi-
trairement; car, pour certaines intégrales, il pourrait y avoir réduction
dans l'ordre de EJ.

De plus, dans 'hypothése ot f(, y, 3) est un polynéme général de
son degré, cette équation sera irréductible, c’est-a-dire qu’'aucune de
ses intégrales ne satisfera a une équation linéaire d’ordre moindre et a
cocfficients rationnels en y.

Les points critiques de I'équation linéairc sont faciles a trouver; éli-
mine-t-on 3 entre

f(wa)'a 3):‘ 0, fz' ("77)" :): o,
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on aura une relation entre x et y,
P(x,y)=o.

Les valeurs de y, pour lesquelles deux racines de la fonction x de )
définie par I'équation précédente deviendront ¢gales, feront connaitre
les points singuliers de ’équation (E).

I.’équation (E) a toutes ses intégrales régulicres; de plus, pon r
chaque point critique, les racines de l équation fondamentale détermi-
nante sont des racines de 'unité. Nous avons suppos¢ que f était un
polynéme arbitraire, mais nous n’allons avoir qu'a retenir une consé-
(quence de ce fait, & savoir que I'équation E est irréductible, et nous
allons montrer que, quand 'équation E estirréductible, tous les cycles
se raménerond ¢ un seul.

Prenons en effet une valeur arbitraire de y et considérons les cycles
donnant les 2p périodes de I'intégrale (I). Soit pris un de ces cycles,
et o, la période correspondante ; en faisant décrire a y tous les chemins

possibles, nous reviendrons au point de départ avec 2 p déterminations
linéairement indépendantes

O, Oy ..., O]
ces 2 p valeurs sont ap périodes distinctes de l'intégrale (1); de plus, Q
désignant la période correspondant a un cycle quelconque, on aura

mMQ + 1m0, + ... My,0,,=0,

les e élant des entiers, c'est-d-dire que Q se raméne au cycle o,.
Cela posé, suivons pendant la variation de y, en méme temps que
la variation de la valeur de la période, la déformation continue du cycle
correspondant ; nous arriverons ainsi & 2p cycles, et inversement tous
ces cycles se réduiront & 'un d’entre cux. Il.est donc établi que, dans

le cas ot Uéquation E est irréductible, tous les cycles se réduisent a
un seul.

2. Les considérations précédentes indiquent la marche 4 suivre pour
faire dans tous les cas I'étude de la transformation des cycles.
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Reprenons I’équation (E) qui va jouer un réle essentiel dans ce qui
suit.

En partant pour une valeur arbitraire y, de y d'une période o,, et
décrivant tous les chemins possibles, supposons qu’'on n'obtienne scu-
lement que ¢ périodes distinctes

Wy Wy .oy Wy

ct des combinaisons linéaires  coefficients commensurables de ces ¢
périodes. Soit | une période distincte des précédentes [ et qui par suite
ne peut étre non plus une combinaison linéaire & coefficients constants
de ces précédentes, car alors I'équation (E) sérait d’ordre inférieur a
2p|, et supposons qu’on obtienne avec elle par différents chemins

Wy Oy e, O

ct des combinaisons linéaires a4 coefficients commensurables de ces ¢
périodes. Sinous n’avons pas encore épuisé les 2p périodes, on conti-
nuera de la méme maniére, et, cn résumé, les périodes se trouveront
partagées en un certain nombre de groupes distincts.

Le nombre de ces groupes sera le nombre des cycles distincts de
la surface de Riemann f.

3. Cherchons & interpréter la distinction précédente en groupes de
cycles. Tout d’abord les périodes arithmétiquement distinctes sont li-
néaircment indépendantes, puisque nous supposons, comme il est per-
mis, et comme nous l'avons dit plus haut, que 'ordre de I'équation est
¢gal & 2p. Les g périodes du premier groupe

Wy Wy ..., O,

satisferont & unc équation linéaire d’ordre ¢ & cocfficients rationnels;
Uéquation (E) sera réductible.

Pareillement nous aurons pour les o’ une équation linéaire d’ordre
q’, ctainsi de suite; par conséquent, & chaque groupe de cycles corres-
pond une équation linéaire irréductible.

Nous pouvons approfondir davantage cette réduction. On peut sup-
poser que I'on part d’une période absolument arbitraire v, ; on arrive
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alors & unc équation linéaire d’ordre ¢. Ce nombre ¢ est caraclé-
ristique pour I'équation différenticlle (E); en prenant ensuite pour w,
une période absolument arbitraire (sauf qu’elle est arithmétiquement
distincte de ®,, w,, ..., w,), ce sera encore une équation de degré ¢
que I'on obtiendra; donc tous les nombres

q q'5 ...
sont ¢égaux. Le nombre ¢ est un diviscur de 2p, et le nombre des
. L. ’ 3P
cycles distincts est égal a ~qL

D’apres ce qui a été dit plus haut, ¢ est en général égal 4 2p. Com-
ment pourra-t-on toujours le déterminer? .
On commencera par déterminer le groupe deI'équation linéaire (E).

Soil
W,y Uy ...y Uy,

un systéme de-périodes normales (pour fixer les idées) de I'intégrale
initiale. -

Le groupe de I'équation est formé de substitutions linéaires, relatives
A U, Uy, ..., Uy, substitutions & coefficients entiers, et dont le déter-
minant est égal & I'unité. Prenant dans le plan des y un point arbi-
traire O (non singulier pourl'équation différentielle ), etle joignant aux
divers points singuliers A,, A,, ..., Ay de I'équation différenticlle,
nons obtenons ainsi dans le plan des y un systéme de coupures. En
suivant la transformation des périodes, nous pourrons déterminer la
substitution linéaire relative 4

Uy Uy ooy Ugp,

correspondant a chacune des coupures. Le calcul pourra étre laboricux,
mais ne présente pas de difficultés théoriques que I'on puisse regarder
comme insurmontables. Il reviendra 4 1’étude des variations des racines
de I'équation

P(x,y)=o,

autour de leurs points critiques, et des cycles correspondants.
Soient donc supposées connues ces substitutions fondamentales de
I'équation linéaire; elles sont a coefficients entiers.
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Formons une combinaison lincaire
Up=a,u,+ ayu, + ... 4+ a,u.,

les @ étant des enliers quelconques.

Désignons par U,, U,, ..., Uy les valeurs des U,, quand on a effec-
tué sur les u les N substitutions fondamentales du groupe de P'équation
linéaire. Soit ¢ un nombre inférieur & 2p. PParmi les N expressions

- - N
Do’ b" M | l}lN’

il n'y en a pas bien évidemment plus de 2p linéairement indépendantes,
mais éerivons qu'il ¥ en a sculement g; nous obtiendrons ainsi

2p— ¢,

¢qquations de condition entre les cocfficients des substitutions fonda-
mentales,

Si toutes ces conditions sont satisfaites, quels que soicnt les entiers
a, ce que l'on pourra vérifier puisque les substitutions fondamentales
sonl connucs, on sera certain (que U, satisfera & une équation linéaire
d'ordre ¢q.

Nous avons dit que ¢ doit étre un diviscur de 2p; pour faire les vé-
vifications précédentes, nous prendrons donce successivement pour ¢ les
difiérents diviseurs de 2p. On commencera par ¢ = 1, ct le plus petit
diviseur, pour lequel seront vérifides les conditions, sera le nombre
cherché.

|’ ¢quation linéaire primitivement considérée se trouve donc rem-
placée par un certain nombre d'équations linéaires d'ordre moindre.
Nous désignerons d'une manicre générale, dans la suile, ces équations
sous le nom d’équations (E).

I[. — Sur LES CYCLES LINEAIRES DES SURFACES ALGEBRIQUES.

4. La définition des cycles linéaires se généralise d’elle-méme quand
on passe d'une courbe & unc surface algébrique. Approfondissons un
peu cette notion des cycles d’une surface algébrique.

Journ. de Math. (4* séric), tome V. — Fasc. II, 188y. 23
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tant donnde une relation algcbrique

S(e,y,3)=0

entre trois variables complexes x, y, 5, un cycle linéaire de cette re-
lation ou de cette surfacealgébrique se définira de la manidre suivante.
Un cycle linéaire scra une suite continue fermée & une dimension
de valeurs (i, y, 5); deux cycles sont & considérer comme identiques,
«quand on peut passer de I'un & I'autre par une déformation continue.

Si, dans I'équation f(x, y, 5) = o, on laissc y constant, les cycles
de la courbe algébrique entre x et 5 sont des cycles pour notre surface,
ct réciproquement tout cycle de la surface peut, par une déformation
conlinue, étre regardé comme une somme de eycles correspondant a
ces courbes. Soit en effet concu un eycle quelconque, et posons

£=x +1r, y=y+iy";

nous pourrons d'abord, par une déformation continue, ramener le eycle
i &tre contenu dans un espace

Y’ = consl.;

puis alors, dans 'espace a trois dimensions (&', «”, y'), ramener le
cycle dansun plan y” = const. Ceci suppose sculement qu'il n'y ait pas
de lignes de singularité correspondant & ) = const., ce qu'on peut
toujours ¢viler par unc transformation préalable de coordonnées.

3. Les cycles de la surface se partageront donc tout d'abord en un
certain nombre » de cycles distinets comme ceux de la courbe
S(x, y, 3) = o. Mais nous avons maintenant & considérer, parmi les
eycles distincts de la courbe précédente, ceux qui sont susceplibles de
devenir infiniment petits.

Considérons un point singulier b de I'équation (), ct soient x = a,
5 = c¢ les valeurs correspondantes de x et 5. Quand y est voisin de b,
un certain nombre de cycles de la courbe fpeuvent devenir infiniment
petits. Admettons, pour un moment, que nous ayons déterminé,
parmi ces cycles, ceux qui, relativement a la surface algébrique,
¢quivalent & un cycle nul, c’est-d-dire'se raménent & un cycle réduit &
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un point quand (z, y, 5) reste dans le voisinage de (a, b, ¢). Je dé-
signe ces cycles par

Yie Yoy vy Ya

cL nous opérerons de méme pour tous les points singulicrs.

Ces cycles y sont bicn des cycles distincts pour la courhe algébrique
S entre x ct 3, quand on donne & y unc valeur fixe; mais, relative-
ment & la surface algébrique f(x, y, 5) = o, ils nc doivent pas étre
considérés comme des cycles. Nous aurons donc & chercher combien,
parmi I'ensemble des cycles ¥, correspondant a tous les points singu-
liers, il y en a de distincts relativement & la courbe f se déformant
avee y; si n’ désigne ce nombre, le nombre des cycles réellement dis-
tincts et différents de séro de la surface f(x, y,s)=osera

n=n—n'.

L recherche du nombre #' se fera, sans difficulté théorigue tout au
moins, au moyen des équations linéaires (E); nous n’avons pas & nous
arvéter sur ce point. Mais nous avons rencontré¢ une ueslion préa-
lable, & savoir I'¢tude des cycles infiniment petits de la surface dans le
voisinage d'un point (&, b, ¢), dont il nous faut parler maintenant.

Un cas trés simple, et qui d'ailleurs se présentera toujours, est celui
ol (a, b, ¢) scrait un point simple de la surface, pour lequel on aura,
par conséquent, '

fila,by¢)y=o0,  fola,b,c)y=o0, mais f,(a, b,c)#o.

Pour y voisin de b, on a deux points singuliers de la courbe
S(x, ), 5)=o quitendent & se confondre en z = a. On a la un cycle
infiniment pelit pour cette courbe; pour la surface f ce cycle est uy
cycle y, c'est-i-dire qu’il sc raméne & un cycle point. La chose est évi-
dente, puisque lc point (@, b, ¢) cst un point simple de la surface.

Passons & un cas plus complexe, ct supposons que (&, b, ¢) soit un
point multiple isol¢ de la surface. La question que nous voulons traiter
serait ¢videmment résolue, si nous connaissions les cycles infiniment
petits de la surface autour du point (@, b, ¢), cycles distincts et ne se
réduisant pas a un cycle nul. Peut-étre ce simple énoncé paraitra-t-il
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singulier; mais il ne faut pas perdre de vue que, dans la théoric ac-
tuelle, un cycle infiniment petit peut étre bien différent d’un cycle se
réduisant & un point. Supposons, par exemple, une surface ayant un
point multiple d’ordre ¢, et soit, en faisant @ =b =c = o,

e (ry ), I)=o

Iéqquation du cone des tangentes cn ce point multiple. En écartant des
circonstances exceptionnelles, tout cycle infiniment petit de la surface
autour de l'origine sc raménera a la limite, si on le fait se rapprocher
indéfiniment de ce point, & un cycle relatif a la courbe algéhrique, ve-
présentée en coordonnées homogénes par I'équation

7(4,yy 3)=o.

Le nombre des eyeles infiniment petits distinets sera done ici égal i
2p, en désignant par p le genre de cette courbe.

Dans tous les cas, on peut employer des considérations analogues ;
-ar nous n'avous (qu'a faire usage de considérations analogues i celles
«u’emploic M. Noether quand il veut étudier une intégrale de premicre
espéce dans le voisinage d'un point singulier (Math. (nnalen,
t. XXIN|, p. 362). A un tel point le savant auteur fait dans tous les
s correspondre une certaine courbe S, ct le genre de cette courhe
nous donnera le nombre des cycles infiniment petits distinets ne se ré-
duisant pas & un point. Si la surface a des lignes multiples | que nous
pouvons, par une transformation préalable, supposer des lignes multi-
ples ordinaires (gewohnliche )], nous aurons a examiner le cas ou
(a, b, ¢) cst surunc ligne mulliple. Cet examen cst facile, car, par un
simple changement préalable d'axes de coordonnées, on peut admettre
(que le point (&, b, ¢) & étudier est un point pour lequel les plans tan-
gents aux différentes nappes de la surface sont distinets, ct nous
sommes ramends alors au cas du point simple (').

(") Théoriquement, toute cette discussion se trouve, pour aiusi dire, suppri-
mée, si I'on s'appuie sur la remarque faite par M. Nather, que toute surface
correspond point par point a une surface n’ayant que des lignes doubles avec des
points triples a tangentes distinctes.
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6. Qu’arrive-t-il, d’aprés cc qui précéde, quand la surface est la plus
générale de son degré. On a vu que dansce cas les cycles de la courhe f
entre z ct 5 sc réduisent & un seul; on peut d'ailleurs supposer (ue ce
cycle est un cycle infiniment petit dans le voisinage d'un point simple,
c'est-a-dire un cycle nul. Done, dans ce cas, il 1y a pas de cycle
linéaire effectif pour la surface.

Il n’est pas difficile d'indiquer des surfaces particuliéres, pour les-
quelles le nombre des cycles distincts ne sera pas nul. Ainsi, st une
surface a une intégrale de premiére espeéce, il est manifeste (que le
nombre de ces eycles est au moins égal & deux.

Prenons, en particulier, unc surface dont les coordonnées s’expri-
ment par des fonctions uniformes quadruplement périodigues de denx
parameétres et ¢, de telle maniére (u’a un point arbitraire de la sur-
face ne corresponde qu’un scul systéme de valeurs de « et o, abstrac-
tion faite de multiples des périodes. Une telle surface aura évidemment
quatre cycles distincts.

Soit encore unc surface de la nature de celles i ont ¢té étudices
au premier Chapitre, c'est-d-dire pour lescuelles on a

L= R(“) @v a, ?")a Yy = Rc(“, 31 a, B')’ S= Rz(“’ rea a', xr")y

les R ¢tantrationnelles en a, B et (2, B')avee 3(2, 8) =0, (2, )= o,
et telles qu'a un point (e, )’, 3) corresponde un sculsysteme de valeurs
de (2, B) et (&, 3’). Sila courbe 3 est de genre p, la courhe Y de
genre p’, le nombre des cycles linéaires distinets de la surface sera égal
aop +2p'.

7. Cette notion du nombre des cycles distinets se raméne a une
question de Gdéométrie de situation (analysis situs, commé disait
Riemann); c'est ce qu'il est ais¢ de montrer el de diverses maniéres.

Mais auparavant il est indispensable de rappeler rapidement la défi-
nition des divers ordres de connexité dans la Géométrie a 7 dimen-
sions.

Nous considérons un continuum fermé € a n dimensions, par
exemple, pour fixer les idées, une surface fermée i n dimensions dans
un cspace & 2 + 1 dimensions.

Un ou plusicurs espaces fermés d m dimensjons constitucront le
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contour d'un espace i (m + 1) dimensions, contenu dans ¢, quand, par
ces espaces 4 m dimensions, on pourra faire passer un espace fermé a
(m + 1) dimensions, dont ils limiteront une partie. Ceci pos¢, si'on
peut imaginer dans & un nombre p,, d’espaces fermés & m dimensions,
(ui ne puissent pas constituer le contour d'un cspace fermé & m + 1
dimensions contenu dans ¢, mais tels que tout autre espace fermé & m
dimensions puisse constituer avec unc partie d’entre cux ou avee tous
le contour d'un espace fermé & (m +1) dimensions contenu dans 2,
on dit que le domaine ¢ a une connexion de m'"e espece P+ 1.
Pour un domaine fermé ¢, les différents nombres p,, pour les
diverses valeurs de m, s’associent deux & deux, et I'on démontre que

Pin= Pu-m-

Sidonc il sagit, comme dans ce qui suit, d'un espace fermé & quatre
dimensions, on aura & constdérer les deux nombres p, ct p, correspon-
dant aux connexités de premiére ct de seconde espéce.

Ces notions générales rappelées, revenons & 'équation

S (&, y,3)=0.
Posons
o =g(u, ),

y = '.p(u, )3

s el étant, par exemple, des fonctions hyperfuchsicnnes de « et ¢,
ayant un certain polytdre fondamental, et telles qu'a une valeur arbi-
traire de x el y ne corresponde dans ce polyédre qu'un seul systéme de
valeurs de w et ¢

La fonction 5 ne sera pas une fonction uniforme de « et de ¢; elle
aura m valeurs pour chaque valeur de « et ¢. Mais nous pouvons ima-
giner que le polyédre se recouvre lui-méme m fois, de telle sorte (ue
nous aurons un nouveau domaine, que je désigne par D, et tel qu'a
chaque point de ce domaine ne corresponde qu'un systéme (., y, 3).
Ce domaine D peut encore étre considéré comme un certain polyédre;
il est limit¢ par des faces qui se correspondent deux i deux, ct sur
deux faces correspondantes les points se correspondent deux & deux.
En considérant alors comme confondus les points homologues de deux
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faces correspondantes, on peut envisager le polyédre D comme un
domaine fermé ct lui appliquer les notions précédentes relatives 4 la
connexité. Nous aurons doncles deux membres p, ct p, relatifs & D ct
¢’cst le premier qui nous intéresse en cc moment.

Reprenons maintenant les »” cycles distincts étudiés au paragraphe -
précédent ; & chacun de ces cycles correspondra dans D, envisagé
comme un domaine fermé, une courbe fermée, ct par ces courbes
fermées on ne pourra pas faire passer un espace fermé i deux dimensions
dont clles limiteront une partic; car, s'il en ¢tait ainsi, ces courbes fer-
mées ct, par suite, les cycles se raméneraient & un moindre nombre,
¢'est-d-dire qu'ils ne scraient pas distincts. Réciproquement, consi-
dérons une autre courbe fermée I quelcongue dans le domaine Dy elle
pourra étre considérée comme limitant, avec les courbes fermées précé-
dentes, une portion d'un espace fermé & deux dimensions. En effet, & la
courbe I' correspond un certain cycle I que I'on peut ramener par une
déformation & I'espace & deux dimensions y = const., sur laquellc sont
tracés les #” cycles distincts ; mais I" limite avee les #” cycles ou une
partie d’entre cux unc certaine portion de surface; en remontant au
domaine D, notre assertion est donc justifiée.

Il en résulte que le nombre des cycles distinets est égal au
rombre p, relatif aw domaine D.

Ainst se trouve rattachée & unc notion de géométric de situation
cette (uestion du nombre des cycles distinets.

Notre attention se trouve en méme lemps portée sur le second
nombre p,, relatif & la connexité de deuxiéme espécee : nous y revien-
drons dans un autre paragraphe.

8. La manitre dont nous avons fail correspondre la surface

S(®,y,3)=0

a un certain espace fermé & uatre dimensions n'est bien évidemment
pas la scule facon de procéder. On peut, par excmple, opérer encore’
comme il suit, La relation

.f(.‘l),.}’, s)=o

revient & deux relations entre six quantités réelles, ou & une scule rela-
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tion algébrique entre cing quantités réelles. On peat sur ces cing
(quantités opérer unc transformation rationnelle réversible, de telle
sorle que, &y, Ly, ..., £, désignant les cing nouvelles variables,
celles-ci restent toujours finics, ct (ue, par suite, la relation algébrique
correspondante

$(Lyy Xy ovey L) =0

représente, dans un espace & cing dimensions, une surface fermeée a
qualre dimensions.

Ces représentations sont excellentes pour fixer nos conceptions;
mais, au point de vue pratique, nous sommes sur un terrain plus so-
lide quand nous rattachons cctte théoric, comme nous I'avons essayé,
a une question de réductibilit¢ d'ane équation différenticlle linéaire.

JI{l. — PRrorosiTioNS GENERALES SUR LES INTEGRALES DE SECONDE
ET TROISIEME ESPECE.

9. Nous allons pouvoir compléter maintenant notre ¢tude sur les
intégrales de seconde et de troisiéme espice. La surface de Riemann

eplrer etz
S(x,)33) =0

a joué un role important dans la discussion de ces intégrales. A l'aide
des notions que nous venons d’acquérir sur la transformation des cycles
de cette surface, cherchons & nous rendre compte & quelles conditions
une surface algébrique peut avoir unc intégrale de seconde espéce.
Reprenons, a cet effet, la marche suivie dans le premier Chapitre. On
part de 2p intégrales de seconde espeéce de la courbe entre x et 7, f = o.
Soient

/' F (2,7, 3)d> /’F,(.r,.)', s)d.r j Fo(r.v,s dr
O ’ 1 ’ . '., __—n!_-_
[ j: LY j:, .’: ’

nous avons cherché sil'on pouvait déterminer a,, a., ..., a,, rationncl-
lement cn y, de telle sorte que les périodes de

F.dr F,dx /‘F,,,d;r
—_—ta —_—t .. ay —_—
' J: ? S: Y

a
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ne dépendissent pasde y. Orles périodes se partagent en ¢ catégories;
prenons 'une de ces catégories, et soient

a

4 ] 2
(1) v, o], .. of

q déterminations, correspondant & la méme valeur de y, et linéaire-
ment indépendantes de la période w, ; pareillement

q9

‘w-v W,y  eeny Wy,
ooy Ceey  eeey  aeey
2 : 9
‘_ W3 ey 0],

pour les autres intégrales. On aura

\a,w: F A0, + .o AW, , = a,
2 2 2
(E) ) a,0} +a,0] +... +a,,0,;, =ua,

4

' .......... e erhe i, )

q g —
@y 0f + a,0] ... +a,,0] =a,

2 ¢tant unc constante. Faisons décrire maintenant &  un chemin arbi-
traire, revenant au point de départ: on aura pour la suite (1) et cha-
cune des suites (2) une méme transformation linéaire, soit

Mmoo, +=mei+ ...+ mol, nol+n,ol+.. .+ ol

Lo+ Lo +... + Lol
Donc les relations (E) deviendront

a(m,+my+...+my)=a,

a(n, +n, +...+n, )= a,

D A I R I N A A A T AT S ]

a(t, +l +...+1, )=u.
Si donc la période « n’est pas nulle, on aura

‘1n.+m,+...+m,= l,
(G) Creivinnas e ereeeieeey

( l +1, +...+l1 =1,
Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. II, 1889,

[
b~
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Toutes les substitutions du groupe devront done satisfaire i ces re-
lations.

Ainsi nous trouvons une séric de nouvelles conditions relative-
ment aux groupes de chacune des ¢quations linéaires que vérifient les
périodes. Si d'ailleurs ces groupes satisfont tous i ces conditions, on

. 2 . . . ~
voit (ue les —’;-) ¢quations analogues & (E), en mettant dans les seconds

membres, pour chaque systéme, une constante arbitraire, nous don-

neront pour
Ay Qyy  eony Ay,

des fonctions ayant une scule détermination, ct, par suite, puisqu’il
n'y a dans toute cette (uestion que des ¢quations linéaires & intégrales
réguliéres, les a seront des fonctions rationnelles de y. Nous faisons
donc ainsi, sous unc antre forme, la recherche des conditions pour que
les a puissent étre déterminées en fonctions rationnelles de v, et nous
voyons que le nombre des constantes arbitraives figurant dans ces
fractions rationnelles sera égal au nombre des eycles distinets, pour
lesquelsle groupe correspondant satisfera aux conditions indiqudées par
les équations (C).

Ce nombre représentera en méme temps le nombre des périodes des
intégrales correspondantes; or il a été vu que ces intégrales sont de
seconde espéce. Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant :

Le nombre des intégrales distinctes de seconde espéce est égal au
nombre de leurs périodes.

On sc rappelle ce que nous avons dit précédemment sur ce quion
doit entendre par intégrales distinctes de seconde espéce : ce sont des
intégrales dont aucunc combinaison lincaire ne se réduil & zéro ou i
une fonction rationnelle de ., y et s.

9. Nous pouvons maintenant compléter ce (que nous avons a dire sur
les intégrales de troisicine espéce. Nous avons ¢tabli qu'en général ces
intégrales n’avaicnt d'autres périodes que les périodes polaires ; le pro-
bléme qui se présente naturellement est donc le suivant : rechercher
«'il'y a des intégrales de troisitme espéce possédant des périodes autres
que les périodes polaires.
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Supposons donc qu'il y ait unc intégrale de troisitme espéce,

de.z' + Qdy,

possédant un certain nombre de périodes autres que les périodes po-
laires. Conmsidérons I'intégrale

(D . .[Pd.t

relative &

S, y,3)=0,

ol, comme dans tout ce qui a précédé, y figure comme parametre.
Cette intégrale posséde un certain nombre de périodes polaires et cv-
cliques. Jenvisage les périodes cycliques; en faisant varier y, les
cveles se déformeront, pouvant d'ailleurs traverser des points singu-
liers logarithmiques, qui donncront des périodes polaires. Supposons,
comme plus haut, que le cycle considéré corresponde & une certaine
équation linéaire (E) de notre théorie générale, ct soient encore

) 2 q
oo, e, of

o
les ¢ cycles fondamentaux correspondant & cctte équation linéaire. Kn
désignant par les mémes lettres les valeurs de Iintégrale (I) le long de
ces cycles, nous aurons évidemment

0l =ua,
2——
)
....... ,
7__

w!=a,

2 désignant une certaine constante, puisque ces périodes ne dépendent
pas de y. Faisons maintenant décrire & y un chemin arbitraire reve-
nant au point de départ, les cycles se sont transformés; mais ici les
premiers membres ne se transforment pas seulement, comme dans le
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cas des intégrales de seconde espéce, en

m,@, + my,0i+ ...+ myo!,

Ny W 41, 0+ ...+ 0,0,

L+ 0+ +1l, ol

car il peut s’ajouter des périodes polaires provenant des péles de I’ qui
ont pu étre traversés par les cycles pendant leur déformation.

Nous aurons donc, en désignant par Il les périodes polaires, el
par A, @, 7, ... des entiers,

(my+my+...+my)a+ A = a,
(ry +ny +...+n)a+Ipll=a,

G+t +.oo+ 1y Yo+ Sl =a.

Mais nous supposons que a est une période distincte des périodes
polaires II; par conséquent, il faudra que

m,4m,+...4my=1,

Nous allons déduire de la un résultat intéressant.

Si les substitutions correspondant & la transformation des cycles se
rattachant 4 une méme équation linéaire (E) ne satisfont pas aux rela-
tions précédentes, la période cyclique donnée par ces cycles se réduil
a des périodes polaires (ou elle est nulle, ce qui revient au méme). Les
équations (E) pour lesquelles ces relations sont vérifiées peuvent done
seules donner des périodes cycliques qui soient distinctes des périodes
polaires; mais il existe alors des intégrales de seconde espéce, puisque
les relations dont nous parlons expriment les conditions nécessaires ct
suffisantes pour l'cxistence des intégrales de scconde espéce, et le
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nombre des périodes de notre intégrale de troisitme espéce, distinctes
des périodes polaires, sera précisément égal au nombre des intégrales
distinctes de seconde espéce.

Nous pouvons donc ¢énoncer la proposition suivante :

Il n’y a d’intégrales de troisiéme espéce avec des peériodes autres
que les périodes polaires que dans le cas oit il y a des intégrales de
seconde espéce, et alors le nombre des périodes autres que les pe-
riodes polaires pour une intégrale arbitraire de troisiéme espéce est
égal au nombre des intégrales distinctes de seconde espéce.

Ainsi se trouve rattachée, par cette proposition, la théorie des inté-
grales de troisicme espeéce & celle des intégrales de sccondc espece.

40. Nous avons jusqu'ici toujours entendu par intégrales de seconde
espéce ces intégrales telles qu'elles ont été définies au début du pre-
micr Chapitre de ce Mémoire. On a supposé dans cette définition que
I'intégrale ne devenait pas infinie en certains points isolés; il y a la une
lacune qu'il est nécessairc de combler.

Il est bien évident d’abord qu'unc intégrale de différentielle totale
ne peut pas devenir infinic, en un point simple de la surface, qui
ne soit pas sur une de ces courbes que nous avons appelées loga-
rithmiques.

Une intégrale pourrait-elle devenir infinie en certains points isolé¢s
d'une courbe multiple de la surface, tout en restant finie pour tout
autre point de I, et cn supposant de plus, bien entendu, que ces points
isol¢s ne se trouvent pas a I'intersection de la courbe Z ct d'une courbe
logarithmique? 1l est ais¢ de voir que la chose est impossible, en se re-
portant i un théoréme que j'ai donné dans le cas particulier des courbes
doubles ct qui a été démontré dans toute sa généralité par M. Nocther
(Mémoire déja cité¢ sur les différenticlles totales, Math. Annalen,
t. XXIX, p. 363). L'intégrale étant misc sous la forme

Ady —Bdx
fﬁ%—.ﬁ——a F(l‘,)', :).‘:0,

restera finie le long d'une courbe X de I (quand N ne s’annule pas),
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si les polyndmes B et A sont des polynémes adjoints a ¥ (adjungirt)
le long de . Or ici, puisque 'intégrale reste, par hypothése, finie pour
toul point de I, & Fexception des points isolés supposés, A et B sont
nécessairement des polyndmes adjoints & T lc long de X; I'intégrale
restera donc finie pour tout point de I qui n’¢st pas sur une courbe
logarithmique.

)

Nous n’avons donc & nous préoccuper que des points multiples
isolés de la surface. Deux cas, a priori, peuvent se présenter. En un
tel point A lintégrale peut devenir infinie, quand («,y,s) sc rap-
proche de A dans unc direction arbitraire, ou bien clle ne deviendra
infinie que pour certaines divections spéciales.

Examinons d’abord lc premier cas. Nous transformerons la surface
par unc transformation rationnelle admettant A comme point fonda-
mental; & ce point correspondra dans la surface transformée une cer-
taine courbe multiple le long de laquelle I'intégrale sera infinie. Nous
nous trouvons alors ramenc au cas envisagé dans notre définition pri-
mitive, qui s¢ trouve ainsi complétée.

Passons i la seconde hypothése. Nous emploicrons la méme trans-
formation rationnelle, ct nous aurons une courbe multiple, en certains
points sculement de laquelle I'intégrale transformée deviendra infinie.
Ceci, nous venons de le voir, est impossible, & moins (u'une courbe
logarithmique ne rencontre la ligne multiple, et il y aura, par suile,
des courbes logarithmiques passant par le point multiple isolé A. Pour
chacune de ces courbes logarithmiques, la période polaire corres-
pondante devra ¢tre nulle, si I'intégrale envisagée est de seconde
espece. .

La définition des intégrales de seconde espéce se trouve ainsi com-
plétée. Mais une question s¢ présente maintenant tout de suite. Les
théorémes ¢établis aux paragraphes précédents subsistent-ils sans modi-
fications? La réponsc est affirmative.

Prenons, par exemple, cclui qui concerne les intégrales de seconde
espece. Nous avons trouvé une intégrale renfermant un certain nombre
de constantes arbitraires a, ces constantes représentant précisément
les périodes de 'intégrale.

S’il y a un point multiple isolé, il pourrait amener, aprés la trans-
formation, certaines périodes polaires. Les périodes de Iintégrale
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transformée sont toujours les quantités a3 une période provenant d'une
courbe logarithmique scra une somme de multiplcs des . Par suite,
les relations eupplcment'\lrce (ui doivent cxprimer que notre mlo«rmk
est de seconde espéce, sont de la forme

Xma = o,

les m étant des entiers. Le nombre des constantes arbitraires se trouve
donc diminu¢ absolument de la méme maniére que le nombre des
périodes (les m élant des entiers). Le théoréme subsiste done com-
pletement.

Sur les cyeles a dewr dimensions dans les surfaces algébriques.

11. Nous avous dans la deuxi¢me Section de ce Chapitre considérd
un certain domaine D aucuel nous avons fait correspondre uniform¢-
ment les points de la surface. Ce domaine D est un domaine fermé, et
nous avons ¢tudi¢ avec quelques détails le nombre p, relatif & la con-
nexit¢ du premier ordre, et démontré notamment ce résultat, au pre-
micer abord singulier, que le nombre p, cst en général égal & zéro. Que
pouvons-nous dire du nombre p, relatif 4 la connexité du second ordre?
Quoique nous n'ayons pas fait I'étude bien compléte de cette question
difficile, les considérations qui vont suivre permettront tout au moins
d'entrer (uelque peu dans le sujet.

I.es domaines fermés 4 deux dimensions, contenus dans D et servant
a la définition de p, (en supposant que p, ne soit pas nul), nous con-
duisent & la notion des surfaces cycliques ou cycles a deux dimen-
stons d'une surface algébrique. Une surface cyclique peut étre définie
un continuum ferm¢ 4 deux dimensions, tel que toute courbe fermée
a unc dimension tracée sur lui soit un cycle linéaire de la surface.

Nous pouvons concevoir de la maniére suivante la génération d’une
surface cyclique. Soit sur cette surface un cycle lin¢aire correspondant
a4 unc certaine valeur constante de y (y=y,); faisons maintenant
varier y de telle fagon qu’a cette suite continue de valeurs de y- corres-
ponde une succession continuc de cycles linéaires sur la surface
cyglique. Revenons enfin au point de départ y,, aprés avoir ainsi
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décrit toute la surface cyclique avec le cycle linéaire mobile; quand
) reviendra en y,, nous reviendrons au cycle linéaire primitif. On voit
sous ccite forme que la question des cycles & deux dimensions est inti-
mement liée & celle de la transformation des cycles linéaires en eux-
ménies.

Or nous avons étudié la transformation des cycles de la relation
entre wel s

S8,y 3) =0,

«(uand on fait varier y & l'aide d'une certaine ¢quation différentielle
lincaire E; nous allons encore avoir & en faire usage.
Soient de nouveau I'intégrale de seconde espéce

[Qrn e,
J:
déja plusieurs fois considérée, et I'équation () correspondante.

Désignons par w,, w,, ..., 0,, un systtme de périodes normales, et
soient

1 2 2
miw, +mie, +...+m’"w,,,
]

myo, + mie, + ...+ m; w,,
m,,m, + m;, 0,4+ ...+ mhw
2p 01 p R 2p 2P
les e ¢élant des entiers, une substitution quelconque du groupe de

équation (E). Si I'équation caractéristique de la substitution admet
pour racine I'unité, c¢'est-a-dire si

t 2 2p

m,—1 m; cer o m;
[] 2__ 2p

m, m;—1 ... m —o,
] 2 2p

m,, m,, v ML — 1

il y aura une certaine combinaison linéaire 4 coefficients enticrs,

Q=Mo,+Mew,+... +M,,0,,
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¢'est-a-dire une certaine période que la substitution considérée ne
transformera pas. A cette période correspond un cycle linéaire et & la
substitution linéaire un déplacement du eycle correspondant i la varia-
tion de y (ui donne la substitution; de celte maniére se trouve engen-
drée une surface eyclique.

12. La premifre question qui sc présente est de savoir s'il y a en
wénéral des eyeles effectifs & deux dimensions, cest-a-dire si le
nombre p, a en général une valeur différente de zéro. Nous allons
montrer que ce nombre p, existe en général, el que c’est par suile
dans les cyeles & dewr dimensions d’une surface qu'il faut cher-
cher la généralisation des cycles d’une courbe algébrique.

Il sera utile pour notre objet, ct en méme temps intéressant en soi,
de considérer simultanément, avee les surfaces eyeliques, les intégrales
doubles de premicre espece

Q(z, v, s)drdy
! RS
( [ /:

altachées i la surface. Comme on le sait, Q(.x, )7, 5) est un polynome
adjoint d’ordre me — 1 de la surface fde degré m.

Reportons-nous, d'autre part, au Mémoire fondamental de M. Poin-
caré (. leta mathematica, ), ot se trouve développée la notion ca-
pitale d'intégrale double étendue @ un contour fermé a deur dimen-
stons, et démontre ce théoréne essentiel, analogue au théoréme de
Cauchy, que cette intégrale double ne varie pas quand on déforme le
contour ferm¢, sans traverser de singularité de 1'élément de l'inté-
grale,

Considérons donc une surface eyclique et la valeur de 'intégrale (1)
prise sur cette surface cyclique; existera-t-il certainement des surfaces
eveliques pour lesquelles la valeur de cotte intégrale sera différente de
zéro? .

La surface cyclique élant supposée engendrée comme il a été dit au
paragraphe précédent, la valeur de I'intégrale sera

f Qdy,

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 188g. 20



192 E. PICARD.

Q étant la période qui reprend la méme valeur quand y décrit un che-
min fermé convenable, ct I'intégrale précédente élant prise le long de
¢e chemin. On peut remarquer de suite que, si le chemin décrit par y
ne comprend & son intéricur qu'un scul point singulier de I'équation
lindaire (), I'intégrale scra nulle; en effet, @ sera dans ce cas uniforme
dans les environs de ce point singulier; celui-ci ne pourra étre un pole
pour (, car alors I'intégrale double ne serait pas de premicre espece,
ct alors, Q étant holomorphe & 'intéricur du contour d'intégration,
Uintégrale sera nulle.

Nous voulons montrer que, la surface fétant une surface arbitraire
de degre m, il y a des intégrales du Lype précédent qui ne sont pas
nulles.

Tout d'abord la chose se voit de suite pour certaines surfaces parti-
culicres. Prenons, par exemple, la surface

F=(w—a)...(r—a)(y—20y).. (v—1bg):

ou a l'intégrale double de premicre espéce

f ‘d-l’. ({}r
—_—

el, en désignant par ® une période de I'intégrale

/' dr
J V(r—a).. . (x —ay)

J =t
Viyr—b)...(y — bg)

we' représentera manifestement une période diflévente de zéro de I'in-
tégrale double.

(ela posé, cffectuons ume transformation homographique quel-
conque sur la surface précédente pour que les axes n'aient plus une po-
sition spceiale par rapport a la surface; soit alors

par o une période de

S(eyy,5)=0
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son équation : clle sera de degré m = « + B et n'aura pas de lignes
multiples.

Concevons alors I'équation lindaire, que nous désignons par E, vela-
tive aux cycles de la velation algébrique entre .« et 3, f=o. Parmi les
contours fermés dans le plan de la variable y, ramenant le méme cycle

¢l engendrant par suite une surface eyelique, il ¥ en aura certainement
pour lesquels I'intégrale

[ Qdy
ne sera pas nulle.

’renons maintenant une surface arbitraive de degré m,

F(z, y,3) =0,

et concevons I'équation linéaive (en j7) correspondante (E). Le
groupe de U'équation E est un sous-groupe dans le groupe de I'équa-
tion I, car on peut passer de 'équation E” & T'équation (E) en faisant
varier eertains cocfficients d’une manitre continue, et les points singu-
liers de 'équation () sont les limites des points singuliers de 1'équa-
tion E', plusicurs de ceux-ci pouvant étre confondus en un seul.
Daulre part, on peut envisager une intégrale double de premicre es-
pice de la surface ¥, ui se transformera, par la variation continue
des mémes coefficients, en une intégrale double de premiére espéce de
la surface /. A une certaine substitution linéaire du groupe de (E) cor-
respond une intégrale @ de cette équation, que la substitution laisse
invariable; pareillement pour I'équation (E) on aura une intégrale Q'
jouissant de la méme propriété, et puisque

[Qdy
n'est pas nulle, il en sera nécessairement de méme pour expression
[@dy,

dont la précédente n’est qu'une valeur particuli¢re pour des valeurs
spéciales de certains coefficients ou paramétres.
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On peut, au premier abord, se demander comment il se fait qu'un
raisonnement du méme genre ne soit pas applicable aux cycles
lin¢aires; d’oti 'on conclurait qu'il existe en général des cycles linéaires
eflectifs, proposition complétement fausse, comme nous l'avons vu
précédemment. La raison en est facile a saisir @ c’est la présence des
singularités de la surface qui améne la réductibilité d'une équation
différentielle linéaire en général irréductible. Pour les cycles @ deux
dimensions, au contraire, la prisence des singularités ne peut que
diminuer le nombre des substitutions susceptibles de correspondre a
un tel evele.

15. Je me bornerai a introduire ainsi cette notion des eyeles d deur
dimensions d'une surface algébrique. Quant i la recherche précise du
nombre de ces eycles, e'est une question que je n"ai pas encore entié-
rement ¢lucidée; je la laisserai de coLé, en me réservant d'y revenir.

Indiquons seulement comment on pourrait encore procéder pour
obtenir des surfaces cycligues. Soicnt

’

“+ 13"

Y]

£=ux' 4 12", y=y'—+1", 5=

Concevons que I'on prenne pour &7y 4%, )7, y*, 3, 3 des fonctions
rationnelles réelles de quatre variables rvéelles w,, w,, @, ct u,, ne de-
venant infinies pour aucune valeur réelle de ces variables. En substi-
tuant dans f(z, y, 3) = o cos valeurs de o, y et z, nous aurons deux
¢quations

Quyy uyy uyy uy)=o,

P, w,, uy, u,) =o.

Ces deux équations définiront des surfaces fermées i deux dimen-
sions : ces surfaces seront des surfaces cycliques.

Examinons, pour donner un exemple, un cas particulier bien simple.
Considérons une surface pour laquelle les coordonnées x, y, 5 s'ex-
priment uniformément par des fonctions quadruplement périodiques
de deux paramétres « et ¢, el désignons par

r

®, 0, O, o
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les quatre couples de périodes correspondantes. Il n’y a dans ce cas
qu'unc seule intégrale de premiére cspéce, et 'on peut écrire

[ Q(x, y, 5)drdy
/ ‘}.g._’_l"/,_).__v_ =f du d‘);

vt=0oU+w,V, v=0,U+ )V,

jposons

Fintégrale deviendra
(:w,wﬁ_,——m,w',)ffdl)’d\’,

¢l nous aurons une période en étendant Pintégrale précédente & un
continuum fermé i deux dimensions, contenu dans le prismatoide des
périodes; or nous obticndrons un tel continuum en faisant varier U et
V de zéro & 'unité; car, pour U et V, le tableau des deux premiéves
periodes est

On en conclut que les expressions o;w, — w,w;(i, k=1, 2, 3, 4)
sont les périodes de l'intégrale double de premieére espéce attachée a
la surface considérée.

V. — DIGRESSION SUR LES FONCTIONS DE TROLS VARIABLES COMPLEXES.

14. Jc termincrai ce Chapitre en faisant uelques remarques sur les
fonctions de trois variables complexes. Quand on passe du domaine de
deux variables complexes i celui de trois variables, on peut de deux
manicres différentes étendre les notions relatives aux intégrales mul-
tiples.

Nous pouvons, en premier lieu, considérer I'intégrale double

(1) ffAdyd:—i—dedx-}—Cdxdy

(ou A, B, C sont des fonctions analytiques de x, y et z), étendue 4 unc
certaine surface 4 deux dimensions; le sens de cette intégrale se dé-
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termine en suivant la méme voie que M. Poincaré dans le Mémoire cité
plus haut. La condition pour que le théoréme de Cauchy s'étende a
unc telle intégrale, c’est-a~dire pour que celte intégrale étendue i une
surface fermée soit nulle quand on peut, par une déformation continue,
réduire cette surface & un point sans rencontrer de valeurs de ., ¥, 3
pour lesquelles A, B, C cessent d'¢tre continues, est ici, comme dans le
ras des uantités réelles,

oA ()B aC
l).r d\ + Jds

= 0.

‘n supposant vérifiée cctte condition, qu'on peut appeler d'inte-
arabilité, et dans le cas ou A, B, C sont des fonctions rationnelles de
ry ¥y 3, nous allons chercher quels seront les résidus de cette inté-
grale double, c'est-a-dire les diverses valeurs de cetle intégrale prise
sur une surface fermée a deux dimensions. Nous allons d'ailleurs nous
borner au cas ou I'on aurait

P

J\ = §)

B=

) (=

D

P, Q. R, S étant des polyndémes en .z, y, z, le dernier étant supposé
ir 'v(lucul)]v La condition d'intégrabilité s'¢erira alors

: P 0S as 0P 9Q | dR
(2) P2 4+ +Qg + RE (014-@-.;0“/

Supposons d’abord que nous laissions & .« unc valeur constante.
dailleurs arbitraire; notre intégrale double se réduit alors &

ff P(x, », ..)d_er
S(z, v, 3)
Prenons alors, dans le domaine des deux variables complexes y et 3,

les résidus de cette intégrale double. Ceux-ci scront, d’aprés M. Poin-
caré, les périodes de I'intégrale ahéliennc ovdinaire

. Pdy
(3) 55

v 03
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relative a la relation algébrique entre y et z,

S(x,y,3)=o0.

Dans tout ceci, z figure comme un paramétre d’ailleurs arbitraire.
Mais les résidus de I'intégrale double (1), si la condition d'intégrabilité
est remplie, doivent étre des constantes; il faut done que les périodes
de Pintégrale (3) ne dépendent pas de x. 1l est essentiel de le vérifier,
el cette vérification va précisément nous ramener & certain ordre
d’idées quia joué un role important dans le premier Chapitre.

La relation (2), en cffet, n’cst pas nouvelle pour nous; elle joue un
role fondamental dans ’étude des intégrales de différentielles tolales
relatives aux surfaces algébriques. Je dis que Pintégrale

Pdy—Qdz
S

est une intégrale de différentielle totale relative & la surface algé-
brique S(x, y, 3) =o.
Il fant donc montrer, comme conséquence de l'identité (2), que

0 P
"(ﬁ) "(E)
) \s) _

dy ar

£,y et 3 étant liés par la relation S(«z, y, 3) = o.
En développant I'égalité précédente, on a

9Qa 90\ o oo e o
(W& s)b —Q(8.,S.—SLS))

()~ )y s 2ty
dP ! dp ! ’ " ' 13 '
+ (dz S"_ 93 SJ‘) S3 - P(Sz.tsz_ Ssﬁsx‘) =0

Nous pouvons remplacer PS; + QS, par — RS, d'aprés l'iden-
tité (2).

Nous avons alors S; en facteur, et la relation a vérifier devient

- . , GO0
—(QS;,+ PS,,+ RS,)+ 8! ( 33)_ %59,
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Or différentions maintenant I'identité (2) par rapport & z, et fai-
sons dans le résultal S = o, nous aurons précisément la relation pré-
cédente.

Nous avons ainsi vérifi¢ que les périodes de l'intégrale (3) ne dépen-
dent pas de .r, puisque ces périodes sont des périodes de I'intégrale de
différentielle totale

f Pdy—Q (1.1‘4.
. S’

Done les périodes de cette intégrale simple seront des résidus de
l'intégrale double (1). Réciproquement, dailleurs, tout résidu de (1)
sera une période de Pintégrale précédente, car tout résidu peut tou-
jours se ramener a I'intégrale prise le long d’une sorte de tore enve-
loppant un eycle linéaire de la surface algébrique S(x, ), 3) = o.

On voit que I'étude des intégrales de la forme (1), quand A, B, €
sont des fonctions rationnelles, se rattache étroitement a la théorie des
surfaces algébriques.

15, 11 va en étee de méme pour la seconde catégorie d'intégrales
nmultiples que T'on peut encore considérer. Envisageons maintenant
Fintégrale teiple

Pdrdyds
() NNt

P et Q ¢ant des polyndmes en x, ), 33 la définition de celte inté-
grale, ¢tendue & un continuum a trois dimensions, se fait toujours
d'aprés les mémes principes. Nous n'avons ici aucune condition d’inl¢-
grabilité; cette intégrale, étenduc & un continaum fermé, est nulle,
quand ce continuum peut se réduire & un point sans rencontrer de
systtmes de valeurs z, y, 3, pour lesquelles D s’annule.

Cherchons quels sont les résidus de cette intégrale, c'est-a-dire les
diverses valeurs qu'elle prend, quand on I'¢tend & un continuum fermé
(quelconqjue & trois dimensions.

Donnons d’abord & z et & y des valeurs fixes, ct considérons une
racine de I'équation en 35

Q(x, y, 3) =o.
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Le résidu ordinaire correspondant de I'intégrale simple

Pds
Q
l)

—
7

Q

sera manifestement

-~

t

Nous avons donc maintenant & considérer I'intégrale double

g g

Quel devra étre le champ de I'intégration? Cette intégrale double
devra étre étenduc & un continuum fermé de points analytiques
(%, y, 3) ou, en d’auntres termes, d'aprés nos définitions précédentes,
aun cycle a deux dimensions, de la surface Q.

Nous en concluons que les résidus de I'intégrale triple (1) sont les
peériodes de I'intégrale double (2), cette intégrale double étant relative
a la surface algébrique Q(z, y, 3) = o.

CHAPITRE III

TRANSFORMATION DES SURFACES EN ELLES-MEMES.

I. — THEOREME SUR LA TRANSFORMATION DES SURFACES.

1. M. Schwarz a montré que les courbes du genre zéro et du genre
un sont les seules qui puissent étre transformées en elles-mémes par unc
substitution birationnelle renfermant un paramétre arbitraire. Le théo-
réme de I'éminent géomeétre de Gottingen peut étre é¢tabli de la ma-
ni¢re suivante.

Soit

S(&y)=o0

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 188q. 26
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I'équation de la courbe que transforme en elle-méme la substitution
birationnelle

o 5w’=R (tyz, ),
()"= R,(¢, %, 5),

ol nous mettons en ¢vidence le paramétre ¢, dont R et R, seront des
fonctions analytiques, d'ailleurs quelconques. Nous pouvons d’ailleurs
supposer, comme l'indique M. Schwarz, que, pour unc valcur particu-
liecre ¢ = ¢, du paramétre ¢, la substitution précédente se réduit a

’

r' =z, y =y.

Ccla posé, supposons que la courbe soit de genre p, ct considérons
les intégrales de premiére cspéce

fQ,(z,y)dx, fQ,(w,y)dm’ . /'Ql,_(.r,ym.f
Sy Sy . VO

I’élément

Qi(#', y') da'

Sy

quand on remplacera «* et ' par les valeurs (1) en & ct y, prendra la
forme

A, Q:(J}iy)d-t +A2 Q,(z}{)d.r - AP Qp(l};}’)dl"

puisque unc intégrale de premiére espéce doit nécessairement apreés la
transformation rester encore une intégrale de premiére espéce. Ecri-
vons done

.
H

Oz vYdr' Q, (z.v)dr Q.(x.vYdr Q,(x,v)dr
L A A — LA
Iy Y Sy P Sy

Les coefficicnts A pourraicnt étre des fonctions du paramétre ¢, mais
nous allons précisément montrer qu'ils n’en dépendent pas. On le
verra tout de suite par la considération des périodes; donnons en effet
a ¢ une valeur arbitraire, mais fixe, et faisons décrire un cycle au
point (z, y), auquel correspondent pour les p intégrales envisagées les
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périodes

Wy @y, .., W

le point (&', ') décrira aussi un cycle, et soit ©, la période correspon-
dante; on aura donc

o, =A, 0, + A0, +... +A,w,

faisant décrire a (z, ¥), (p — 1) autres cycles, nous obtiendrons p — 1
autres relations de cette forme, et, comme on peut toujours supposcr
les p cycles tellement choisis que le déterminant des coefficients A,
A,,...A,, dans ces p relations, soit différent de zéro, on voit que les
(uantilés A sc trouvent complétement déterminées par des relations ot
ne figure pas le paramétre ¢: elles sont donc indépendantes de ce para-
metre.
De plus, nous avons dit (ue, pour # =¢,, on a

on aura donc

A,:‘:l, A2=A:,=...=A =0

et il reste par suile '
O (', vyde'  Qyo(x, y)dr,
- »
Iy Jy

dans I'hypothése ot P'on aurait p > 1, on aura, par les mémes raisonne-
ments,
Q.(e', yNVdx' __ Qy(z,y)dr,

Iy Jy

de la nous concluons immédiatement, en divisant,

Qy(x', v — OQi(z.v),
Yale', ') Utz y)’

or une telle égalité est impossible, car clle établit entre les deux points
analytiques (z, y) et (z', ') une relation ol ne figure pas de para-
métre arbitraire. Le théoréme est donc démontré.

Rexareue. — Le point capital dans la démonstration consiste a faire
voir que les coefficients A ne dépendent pas de ¢ : c'est ce que nous
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avons montré en considérant les périodes. On peul y parvenir par une
autre voie.
Reprenons la substitution

&' = R(x, y), Y =R (&, y),

les coefficients figurant dans les fonctions rationnelles R(x, y) et
R,(x, y) sont, avons-nous supposé, des fonctions d'un paramétre;
mais, d’autre part, ces coefficients seront nécessairement des fonctions
algébriques d'un ou de plusicurs d’entre eux restant arbitraires; dési-
gnons ceux-ci par la lettre 0. Dans ces conditions, reprenons la relation
MICAY0 L gy WNIE 5 A L LGNS W AN A L
S Jy Py
les A vont alors étre des fonctions algébriques des quantités 0. Or je
dis que ces fonctions doivent étre des constantes. Ecrivons en effet la
relation précédente sous la forme

?

«s

/“" Q, el PV’ —A f”"’().(.r,yw.r Y " Qulr e
SRS Sy Yewre Iy e

(£, y',) correspondant a (x,,y,). Cela posé, laissons (z,y) fixe ainsi
(que (Z,, ¥,); le second membre va étre une fonction algébrique des
(3 si cette fonction ne se réduit pas & une constante, elle deviendra
infinic pour certaines valeurs des 0; or cela est impossible, carle pre-
mier membre est une intégrale de premiére espéce, et de plus, x' ct y
étant aussi des fonctions algébriques des 8, le point analytique («', ')
ne décrit pas uneinfinité de cycles avant d’arriver aux limites de I'inté-
gration correspondant a des valeurs de 0 qui rendraient infini le second
membre. L'expression

A f"Q(r,y)dc+ +A /"yQ plr, })({r

ne dépend donc pas de 0; c’est donc unc intégrale fice de premiére
espéce, attachée i la courbe

S(&y)=0;
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par suite, les coefficients A,,A,,..., A, doivent cux-mémes séparé-
ment étre indépendants de 63 ce qui nous donne de nouveau le résultat
annonceé.

2. Proposition analogue relative auz surfaces algébriques. —
Nous allons maintenant faire connaitre, pour les surfaces algébriques,
une proposition analoguc & celle que M. Schwarz a donnée pour les
courbes planes.

Voici le nouveau théoréme que nous nous proposons d’¢tablir :

Si une surface peut étre transformée en elle-méme par une sub-
stitution birationnelle renfermant deur paramétres arbitraires, la
surface sera du genre séro ou du genre un.

Le genre dont il est question dans cct ¢énoncé est celui que M. Nee-
ther appelle Flachengeschlecht, et il importe de préciser ce qu'on doit
entendre ici par transformation avec dewx paramétres arbitraires; ces
deux paramétres devront figurer de telle mani¢re dans la transforma-
tion qu’a un point de la surface corresponde, par la transformation ct
en faisant varier les paramétres, non pas une courbe, mais bien un
point arbitraire de la surface.

La démonstration du théoréme ¢noncé sera bien facile, aprés ce que
nous venons de dire pour les courbes algébriques. Nous allons en effet
suivre enticrement le méme mode de démonstration; la surface étant
supposce de genre p, considérons les p intégrales doubles de premicre
espece attachcées i la surface

f‘/‘(\)l (r,y,3)dr (ly’ ey j'f‘Q,, (r,v,s)dr (ly’
S Ve

en désignant par f(«,y,35) = o 'équation de la surface de degré m,
ctles Q étant des polynémes d’ordre m — 4. Kcrivons les ¢quations de
la transformation birationnelle

=R (,,x,y,3),

y=R(,,y,3),

=R, (4, t,2,y, 3),

en mettant en évidence les deux parameétres ¢ ct ¢
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1.’élément
Oy, ¥, 3" da' dy’

/=

b
(uand on remplacera 2/, ¥’ et 3 par leur valeur en z, y, 5, prendra la
forme

A, Q, (1, .y,.”:) drdy AL (;),(‘1:,'1}:)(11 dy oA, Q, (~1.',y,‘ Sd.r (/\"
J: ) z I

pui<que unc intégrale double de premiére espéee doit nécessairement,
.lprcs la transformation, rester encore unc intégrale de premicre
esptee. Ecrivons donce

Qur.v, Ndrdy

.+1\,‘ - -
d /-

Gy, Sdddyt ey drdy
J‘-"o' ! /‘3
les coefficients A pouvanl étre des fonctions des paramétres £ et 5 mais
nous allons montrer qu’ils n’en dépendent pas. Le premier mode de
transformation employ¢ plus haut pourrait étre encore employé ici,
mais il fandrait faire intervenir les périodes de I'intégrale double; la
seconde voie n’exigera au contraire aucunc modification pour ainsi dire
dans la suite des raisonnements.
Reprenons en cffet la substitution

= R<~L', )/" ;)’ ‘y': R|<.L', Y, 3), 3= “2(-[’ )'9 ;)3

les cocfficients figurant dans les fonctions rationnelles R, R, et R,
seront nécessairement des fonctions algébriques de deux ou plusicurs
entre cux restant arbitraires, que nous désignerons cncore par la
lettre 0. Ecrivons, d'autre part, la relation précédente sous la forme

/‘yQ(l,},-)lll dy'! = A, / {'Q(r,‘,u)_d.z:d)_*_

g
+ A /fQI'(‘ly‘,:)([l(/\

" Fo Yy

’
g Yy

Cela posé, laissons (x, y, 5) fixe ainsi que (x,, ¥, 5,); le second
membre va étre une fonction algébrique des 05 si cette fonction ne se
réduit pas 4 une constante, clle deviendra infinic pour certames valeurs
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des 0; or cela est impossible, car le premier membre est une intégrale
double de premiére espéce. On conclut, comme précédemment, que les
cocfficients A ne dépendent pas des paramétres.

On peut supposer la transformation telle que, pour certaines valeurs
non singuliéres des paramétres ¢ ct 2/, soit ¢ =1,, !'=1{,, la transfor-
mation se réduise &

’

r=, Y=y,

(3]
I
f-l

On voit que, dans ce cas, on aura
A,:l, Agzx\s:...:Ap:O.
Nous pouvons donc écrire

Qi (o', y', dr'dy' _ Qulx, y, s)drdy,
JE o Sz ’

si 'on a p <1, on aura parcillement

Qu(, ¥, s )dx'dy' _ Qa(x, ¥, 3)drdy
fz" o f:l ’

et des deux ¢égalités précédentes on conclut

QI (‘rla .Vl’ zl) _ Ql(xs Yy 5),
Qi(‘rli .1'1’ 5,) Qﬁ(xa Y 3)

¢galité impossible, car pour unc valeur fixe du point (., y, 5) corres-
pondrait pour (z',y’, 5') une courbe sur la surface.

La surface ne peut donce étre d’un genre supéricur a I'unité, ce
qui cst précisément le théoréme énoncé.

I[. — SURFACES DE GENRE SUPERIEUR A UN ADMETTANT UN FAISCEAU
DE TRANSFORMATIONS.

3. Nous avons supposé qu'il y avait au moins deux paramétres arbi-
traires dans la transformation considérée ; 'examen du cas ou il y aurait
seulement un paramétre arbitraire conduit i des conclusions bien dif-
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férentes. En supposant p supéricur & I'unité, on pourra encorc rai-
sonner comme plus haut et écrire

_Ql_(‘l"$ ,y,v 3" . Q|(-1", Y, z) .

Q:’('l"a .7"v 3') - Qs (.1, Y, 3),

wiais nous ne pouvons plus conclure de cette égalité que p ne peut sur-
passer 1'unité.

Il est méme bien facile de voir que, dans unc surface susceptible
d’étre transformée en elle-méme par une transformation birationnelle
renfermant un seul paramétre arbitraire, le nombre p peut étre quel-
conque. Considérons, en effet, une surface dont les coordonnées soient
fonctions rationnelles de quatre paramétres A, w, 1, &/,

o= RN w2, 1),
)' — R‘()\, y., )\" {J")s
s=Ro(A w, Ny 0,

les deux paramétres A et w étant liés par la relation algébrique

(l) .f(,)‘s P-) =0,
c¢tles deux paraméires A’ et @’ par une seconde relation algébrique
() F(N,w)=o,

ct supposons de plus, ce qu'il est évidemment possible de réaliser, qu'a
un point arbitraire de la surface ne correspondent qu’un scul sys-
téme de valeurs (A, w) ct un scul systtme de valeurs (\', ).

Supposons la relation algébrique (2) de genre p supéricur i I'unité,
et la relation (1) de genre un. Dans ces conditions, la courbe / pouvant
étre transformée en elle-méme par une substitution birationnelle ren-
fermant un paramétre arbitraire, il en sera ¢évidemment de méme de la
surface proposce.

Quel sera le genre de cette surface? Il est aisé de voir qu'il est égal
au genre p de la relation (2). Soient, en cffet,

[50, )



THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 207

f SN, wydN, oy S0 W)

les intégrales de premiére espéce correspondant aux courbes f et .
Jenvisage l'intégrale double

f S(h, ) Si(N, w)dhdn,
(ui a évidemment la forme

// P,y s)dedy,

I’ ¢tant une fonction rationnelle de , y, 53 cette intégrale sera une
intégrale double de premicre espéce avtachée a la surface. En faisant
varier ¢ de 1 & p, on obtient ainsi p intégrales doubles lin¢airement
indépendantes, et par suite le genre de la surface est au moins égal & p.
Il est aisé de montrer qu'il est précisément égal & p; toute intégrale
double sera en effet de la forme

j.f?(f/\, hy Ny W) dAdN;

supposons-la de premiére espéce; il sera d’abord nécessaire que I'inté-
grale simple

f:?()\, ey Ny ) dun,

% et étant considérés comme des constantes, soit une intégrale de
premicre espéce pour la courbe

Sy p)=o;

on a done
$(A & Ny w)=MS(A u),

) [}

M nc dépendant pas de A, g et étant par suite une fonction rationnelle
de A" et p’. On voit ensuite que

f Mdn

Journ. de Math. (4 série), tome V.— Fasc. II, 188q. 27
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doit étre une intégrale de premiére espéce pour la courbe

l“("\'q !J»’ ) = O,
ot Fon en conclut

M= A S (N, )+ LS (K )+ A S (0w,

fes A étant des constantes, ee qui démontre notre théoreme.,
Considérons maintenant les polynomes adjoints d'ovdee i — § cor-
respondant i la surface, dont nous représenterons équation par

',[/(.L',_)', s)=o:

soil une intégrale double de premicre espéce

PO, v, 3
‘/f-‘—‘A!'_‘_—— l"l" (I)':
'Y -

ce sera, par exemple, celle (qni ¢lait représentée tout i Uheure par
) (] . - - -
[jhgl\. WS (N wrdhdi.

Etudions Fintersection de Q, (., )7, ) = o avee la surface. Elle sera
donnde par P'équation
S(A, w)=a,
el par cette aulre
SN, w)=o.

La premicre équation ne nous donnera rvien en dehors des lignes mul-
tiples de la surface, car la courbe adjointe d'une courbe de genre un
ne rencontre celle-ci quiaux points multiples. L'intersection cherehée
sera done donnée par

S,(N,uw)=o,

«qui, en dehors des points maltiples, nous donne, sur la courhe
~ ~r 1
F (N, w)=o,

2/ — 2 points, comme il est bien connu. Ainsi, toute surface adjointe
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dordre m — 4 ,
Qi(ry )y 3)=0

rencontre, en dehors des lignes multiples, la surface 4 suivant 2p — 2
courbes, (ui sont manifestement du genre un.

f. Aprés avoir étudié ce eas pacticulier, considérons d'une manicre
gencrale une surface algébrique pouvant étre transformée en elle-méme
par une substitntion birationnelle renfermant un paramétre arbitraive,
dans le cas oicle genre de cette surface est supérieur a I'unite. 1)é-
signanl par

e =R(t, ), 3),
y' =R, &,y 3),
' s =Ry(t, , ), 3)

celle substitution, on a, comme il a ¢i¢ dit plus haut et en conservant
les mémes notations,

=

(3)

(3]

Quir’s o7 3 Qe vy 5)
Q.0 v, 3y 7 Qur, vy 3)

Jenvisage maintenant le faisceau de surfaces
Qi yy3) = 2Qu(x, ), 5)=0

pour une valeur fixe, dailleurs quelconque, donnée & A; celte équation
deéfinit (en dehors des lignes multiples et des lignes qui seraient inva-
viables avee A1) une courbe sur la surface. Cette courbe peut daillenrs
¢tre décomposable en plusicurs courbes irréductibles; nous désignerons
Fune d’elles par C.

La courbe C se transformera évidemment en elle-méme par la sub-
stitution (S); clle sera done du genre un, carclle ne peut étre du genre
ziro, puiscue le genre de la surface est supéricur & un. Nous pouvons
ajouter que son module ne dépend pas de &; la courbe est, en effet,
donnée par les équations

£ =R, @,y 3), Y =R, (4, .r, ¥, 3) =R, (1, oy ¥, 3),

en désignant par (., 3, 3) les coordonnées d'un point fixe, dailleurs
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quelconque, situé sur elle, et &7, y, =7 désignant les coordonndes cou-
rantes, fonctions du paramétre ¢, Or les cocfficients de x, )+, 5 dans la
substitution (3) peuvent étre considérés comme fonctions algébriques
d'un d’entre cux, ou, ce (ui revient au méme, comme fonctions ration-
nelles de deux paramétres « et 3 liés par une relation algébrique irveé-
ductible P(a, 3)=o.

Les périodes de I'intégrale de premiére espece correspondant i la
courbe C ne pourront étre que des mulliples des périodes d'une intd-
arale de premiére espécee correspondant i la courbe P; le module de
la courbe Cne dépend done pas de e, y, 3, et par suite de A, comme
nour I'avions annoncé.

sty Pintersection de la surface avee le faisceau

Q (e, )y 3)—AQu(wy )y 3)=0

nous donnera un certain nombre de courbes, variables avec 1. qui
seront de genre un, et dont le module ne dépendra pas de .

Mais approfondissons davantage la nature de eette intersection. Je
dis tout d’abord qu'il n'est pas possible qu'il 0y ait quiune sceule
courbe, sauf s1 p = 23 car, en désignant par p ¥ le genre de la partie
mobile de intersection supposée irréductible, on a, daprés M. Narther

(Math. Annalea, v N1, p. Sa2),
phlap— 3.

H vésulte alors d'un autre théoréme de M. Nwther (méme Mémoirve,
p. 323) que Pintersection, n'élant pas irr¢ductible, se compose de
(p — 1) courbes du genre un. Ces courbes ne forment pas un réscau i
(p — 1) paramétres, mais sculement un faiscean & un parametre. On
obtiendra ce faisceau le plus simplement en prenant le faisceau

(),(.L’. ) 3‘) — A (-\)2(%\ ) :) =0

des surfaces adjointes passant par (p — ) points fixes, d'ailleurs avhi-
traires.

Ce faisceau passera par (p — 2) points fixes, et il y aura alors une
seule courbe mobile du genre un.
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Considérons la projection de cette courbe sur le plan des gy ; soil
f(.L, ) 7\) =0,

/ étant un entier en .z, ), A, et nous pouvons supposer que 3 sera frac-
tion rationnelle de .z, y et A

La courbe précédente est de genre un, et son module doit étre indé-
pendant de X Par conséquent, on pourra exprimer & ct y de la ma-
nicre suivante : . et ) seront fonctions rationnelles d'un paramétre 0 et
de la racine carrée d’un polyndme du quatrieme degré, dont les cocffi-
cients ne dépendront pas de 4, soit A(0); les cocfficients de ces fone-
tions rationnelles seront des fonctions algébriques de A. Ils pourront
donc s’exprimer par des fonctions rationnelles de deux paramétres 2
et 8, liées par une relation algébrique (A étant lui-méme rationnel en
2z et 8),

P(z, 3)=o.

On aura done, pour notre surface,

=R [z 8 0,VA0)].
R,[2, 8, 0, vA(D)],

R 2, B, 0, VA (D)),

(k) \ )’
I

les R étant vationnelles en a, 3, 0 ct vA€0).

Telles sont les expressions ue 'on peut donner aux coordonuées
d'un point quelconque de la surface; d'ailleurs, dans ces expressions,
rien ne nous autorise & supposer, comme dans le cas particulier du
début, qu'a un point arbitraire de la surface ne correspond qu'un sys-
téme de valeurs de (2, 3) et [0, yA(0)].

Mais, apres avoir obtenu les équations (1), ou en partant @ priori
d'expressions de ce genre, il sera facile de décider si la surface corres-
pondante admet une infinit¢ de transformations hirationnelles avec un
paramétre arbitraire. Remarquons d’abord que 0 ct yA(0) seront, par
les ¢quations (), fonctions rationnelles des x, y, 3, 2 et 3; car, quand
on a z ct 3, la courbe f sera déterminée; donc 0 ct yA(0) ont alors
une valeur déterminée pour un point arbitraire de la courbe.
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On peut maintenant supposer que A(0) a la forme normale; soil
done
h=snt et yA(D)=cntdnt;
on aura
r =R (a8, sut, entdny),
»y=Ri(a, 8, snt, entdnt),

= Ru(a, B, snt, entdni).

Or la transformation hirationnelle proviendra, si elle existe, du chan-
gement de £en £ + A, A élant une constante avbitraire.
Soit done

=R, B, su(t+ l), en(t + ) dn(t + k)| el

done, puisque sné et enZ dnt sont des fonctions rationnelles de e v, 3,
a el 3. on aura

=0 (o B vz ),
vi=P (a3 v 2 b)),

=P 8.0 o5 h),

les P ¢tant rationnelles en ey vy 3, 2 01 3.

Si done 2 et 3 sont fonctions rationnelles de oy 1oz i 0’y aura
aucun doute; 47, 37, 37 seront fonetions rationnelles de v s0 Quand
2 ¢t 3 sont sculement fonetions algéhriques de ey v, 5,00l faudri, en
faisant la substitution, vérifier sia’, 37, 5" sont rationnelles en e, v, z.

[Il. - - SCRFACES DU GENRE ZERO ET UN.

5. Nous allons maintenant rechercher les surfaces admettant un
groupe continu de transformations bivatiomnelles en elles-mémes, sans
nous inquiéter du genre de la surface ().

Jemploie ici lexpression de groupe de transformations dans le méme

(') L'hypothése que les ransformations forment un groupe est essentielle, car
on pourrait avoir des transformations dépendant de paramétres avhitraives,
et qui ne formerajent pas un groupe de transformations.
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sens que M. Sophus Lie, cest-d-dire que les deux équations

‘ &= ?(.r,.\‘,a,,a.,, cer @),

(1)
'\ ={(ra,,a,,...,a,),

’

relatives aux variables indépendantes & ct y, ct contenant 1 para-
métres e, définivont un groupe de transformations, si les substitutions
(1) et

"=o(x )0y by,y D),

(2)
(}’ =4 (' 0,0, . 0,),

donnent, pour £” et y*, en fonction de .« et y,

.”:'.,p O L) . )
&= G (8, 150y Cay e ey €y ),

Y ’, ‘v ae g . .
V=90, 00, 00 ),

les ¢ dépendant uniquement des @ et des 6.

Démontrons dabord unlemme relatif & un groupe de transformations
adeun parametres, en supposant permutables les transformations de
ce groupe. | Nous dirons, pour abréger, qu'un tel groupe est permu-
table (').]

Représentons ce groupe par

’

£ = ?(.l,', V,d,, (1'2)3

V=Y(e, v a,ay).

Nous pouvons de ces deux relations ct des deux suivantes

. de 4 dy
de' = o dr + o dy,

v

' *u+—w

(ly

(1) Je me sers de cette locution pour éviter une périphrase; aucune confusion
n'est i craindre ici avec une locution analogue employée dans la théorie des sub-
stitutions.
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climiner g, et ay; je dis que le résultat de Uélimination peul se mettre
sous la forme

)gl’(', Vyder +Q (ey yydy =D (' y' yele' +Q (o, ')y,
)I’,(l,\)dl + Q(ry ¥)dy =P (', v )d' +Q, (4 V' )dy.

Pour démontrer ce théoréme, nous supposerons connueslesproposi-
tions générales données par M. Lic sur les groupes de transformations.
Soient

o = \, (-L‘, )’)31, o = \L(r, '_\';) ol

cv=Y,(r,¥)et, ov=Y,(x, y)al

les deux transformations infinitésimales linéairement indépendantes du
groupe.

Ces deux transformations infinitésimales formant un groupe dont les
substitutions sont permutables, nous avons entre les X etles Y les deny
ulentites

‘1\1(‘\3)—‘\:(\.)20-

(3) Ve oae .
[ “\'(\.2)_‘:\2(’\ "‘)zo,

en |)()sanl

. ¥ - oF
A=\, :) —i—\,:)

I - JF

4\_,( l')z.\_.;)—'—f— :m‘

Cela posé, avee les deux transformations infinitésimales préeédentes,
on obtiendra les équations finies du groupe, en considérant le systéme
d'équations différenticlles ordinaives ot &, et A, sont des conslantes
arbitraires

s(’” =0\, +n N\,
(3) Iy

L r

|9 =3, 1Y,

On tire de L&, par I'intégration,

L= ?I""m.."m)\‘([ —lo) k(1 = )],
.\-’ = '.!JI.L'”,'\"”)H(t — to),xg(( _"In)l?
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en formant U'intégrale, qui pour ¢= ¢, donne

r =Ty,

Y =Do-

Si l'on posc alors

l.(t—-l..):a,, M(t— 1) = ay,
le groupe peat s’écrire

r= ?(?"’ Y18y Qy),
Y ='~I’(""a Y5y Qs).
Mais les équations (3) donnent, en remplacant A, de par da, et X, dt

par da,,
de =X,de,+ X,da,,
dy=Y,da,+Y,da,.
On en lire
da, =D dr+Q de,
da,=DP,drx+ Q,dv,

les I* et Q étant des fonctions de z et y. Or les relations (8) montrent
(que

Pde+Qdy et DPude+Q,dv
sont des différenticlles totales exactes, comme le pronve un caleul facile.

Par suite, le groupe donn¢ par les équations (4) peut se mettre sousla
forme

vy
a=["Pde+Qdy,
oy
')’
a,=f P,dx + Q,dy.
X, )

Nous avons donc bien, entre (, y) et (z', y°) la relation () éerite
Journ. de Math. (4¢ série), tome V. — Fasc. II, 188¢. 28
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plus haut,

P (2, y) do+Q (e y)dy =D (') di+ Q (&, y' )y
Pi(e, yyde + Qu(x, y)dy =1, (', y')de' + Q. (2, )" )y,

6. Ce lemme établi, supposons que nous ayons une surface qui se
transforme en elle-méme pour une infinité de substitutions biration-
nelles, formant un groupe permutable & deur paramétres. Soil
[(xy ¥y 5) =0 I'équation de la surface et soit

=T (x y, 3, a,, a,),

)"= F:t('”, BERIRUT (’-.:)7

3= Fs(":’)’a 3, Qyy @)

cette substitution supposée birationnelle. 11 0’y a, en réalivé, que
deux variables indépendantes; nous pouvons donc appliquer le lemme,
Les substitutions infinitésimales seront évidemment rationnelles en .-,
y ¢t 5. Les relations. entre (&, ), 3) et (&, )7, ') pourront done
s'¢éerire sous la forme différentielle adoptée dans le paragraphe preéce-
dent,

P (r.y,s)de + Q (r,y,5)dy =P (o), 3)de'+Q (7, ', 3 d)y.
Pu(e, )y e 4+ Q (e, y, ) dy =P (', )7, ) da' + Q (7, )7, 3V oy

les P et Q étant ici rationnels en .z, y ot 3.
Nous aurouns done

LS ) ey,
Pdr +Qdy = Pdr +Q dy,
~£- By "E g.r )

Ly

p Qdy= """ pd
fm P, de+ Q,dy fa P, de+Q,dy,

les limites inféricures étant deux points arbitraires (z, 3, v) ol

(2, 8, 7).
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Or & un systéme de valeurs des seconds membres, pour une valeur
donnée de (-, )", 5'), ne correspond qu'un systtme de valeurs de
(.L‘ ) )'7 :)‘

Nous arrivons donc & la conclusion suivante : Les équations

f"y' 'P(l.r+Qdy=u,
[ Pidor Quy =

donnent pour x, y el s des fonctions uniformes de u et «.

Ainsi les coordonnées d’un point quelconque x, y, 5 de la surface
s‘exprimeront par des fonctions uniformes de « et ¢, provenant del'in-
version d'intégrales de différenticlles totales attachées a la surface (*).

7. Apris ce cas particulier, nous devons examiner le cas général
d’une surface, admettant une infinit¢ de transformations birationnelles
formant un groupe & un nombre quelconque de paramétres.

Le groupe étant d'ordre fini, il y a nécessairement dans ce groupe
un sous-groupe a un paramétre (voir Lie, Math. Annalen, t. 16,
p- 463), et, d'aprés Lic, un tel sous-groupe a un paramétre peut étee
obtenu de la maniére suivante. On prendra une substitution infinité-
simale quelconcue du groupe primitif,

ex = X(z, y, 3)0l, Sy =Y (&, 5) 8, s = Z(r, y, 35)et,

\, Y et Z étant bien évidemment-ici des fonctions rationnelles de x,
yels.

Ces Lrois ¢quations reviennent d’ailleurs & deux, comme toutes celles
(que je vais écrire, puisque S(r,y, 5) =o, en désignant par S=o
I'é¢quation de la surface.

(') Jai énoncé le théoréme précédent (Comptes rendus, octobre 1886), sans
préciser la fagon dont je supposais implicitement que figuraient les paramétres a,
et @, dans la transformation birationnelle. Dans le méme numéro des Comptes
rendus, M, Poincaré a nettement indiqué le profit que I'on pouvait tirer, dans
cette question, de la notion de groupes de transformations.
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Les équations
.

T(t_. = \X(w&, ), 3),

dy ds .
=Y (5 )7 3), - =4(x, ), 3),
domneront par 'intégration

x =/("7o’ Yos Sos L — l‘,),
(hH Y =%(Lgy Yoy Tor L — 1p),
y S = "l"("l'm Yor Foy 1— lo)a

gy Voy ToClitnl les valeurs initiales pour £ = 4,5 et T'on ale groupe i nn

seul parametre a
£=f(x, v, 5. a),

/ . . -
Y'=g%(x, v, 3, a),
& =43, 7 @
[y % Y seront rationnelles en .z, ), 3, puisque ce groupe est un sons-
groupe contenn dans le groupe initial.
Mais revenons au svstéme
Mais revenons au systéme

. dr . ody , ez .
(\) "7" =\.(-l:g‘}/, .r), —(‘—:Y(-l’),c), '(-,—,' =/4(-'.,). u).
son intégrale genérale devea étre une fonction uniforme de 25 car, en
changeant dans ., v, 3, Lont + b, 2, v, sdeviennent ., v = et Fon
a, dapres les équations (1),

= f(r, 5,35, h),

VM= ?('l'; Y% l")’

3 =3(e, ¥, 5 h).

Done, d'aprés un mode de raisonnement frégquemment employé, par

exemple dans la théorie des fonctions abéliennes, les fonctions pour-

vont s'¢tendre d'une maniére uniforme de proche en proche, et, par
suite, 'intégrale générale du systéme (A) est fonction uniforme de 7.
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Nous venons de voir que, z, y, 3 désignant une solution «ueclconque
du systéme (A),

(1) S, ¥, 5 k), $@e,y,35k), Y(x,y,3 ),

donnera encore une solution de ce systéme. Les f, %, sont des fone-
tions rationnelles parfaitement déterminées en iz, y et 5.

Cela posé, écrivons ces fonctions rationnelles en mettant pour coef-
ficients des lettres indéterminées, soit

Fe,y,3), ®(x,y,3), W¥(ry,s).

LEerivons que, =, v, 5 désignant une solution de (A), eus trois fone-
tions satisfont au systéme (A).
Divers cas pourront se présenter :
1° 1l pent rester un arbitraire parmi les coeflicients, quelle que soit
la solution (., ¥, 3). Done, dans I, @, ¥" les coefficients s’expriment
en fonctions rationnelles de deux quantités lices par une relation algé-
brique; il en résulte que dans £, 2, 4 les coefficients, qui sont des fone-
tions uniformes de /i, seront des fonctions doublement périodiques de /4
(ou dégeénérescences).
On a, dans ce cas, sur la surface, un faisceau de courbes de genre
3iro ou un.
2* 1l reste deux arbitraires. Eerivons alors
2=V, y, 5, 2,8),
y’= ([)(.1;, Yy Sy xg)v
=0(e,y, 3 08).
On peut dive que Fon a la Vintégrale générale du systéme ().
Deux cas peuvent d'ailleurs se présenter ici, suivant que ces équalions
définissent ou non un groupe de transformations birationnelles i deux

paramétres. Placons-nous d’abord dans le cas de la négative,
. Prenons

Fe,y,3,2,8), OCx,y,s3,2,3), e
F(."-"’,'Va Sy %y, tql)’ (I)(.c, Yy S, %y, 3!)5 ceea



2120 E. PICARD.

%, B et z,, B, ayant des valeurs arbitraires. Si I'on forme

(") F[F(.'I,', Yy <y @ p); o, T, «,, 51], cevy

on aura nécessairement une solution de (A). Elle devra donc rentrer
dans le type

(2) F(x, y, 3, 00 82)y -0

2, cl 3, ne dépendant pas de 2. Mais, par hypothése, la substitution ne
d¢finit pas un groupe de transformations ; par conséquent on ne pourra
pas déterminer «,, B, en fonction de «,, 3, ct 2, 3, de maniére que (1)
et (2) coincident pour tout point (x, ¥, 5) de la surface S. En éga-
lant (1) & (2), on aura donc nécessairement une relation algébrigue
entre i, ¥, 3, ct les constantes «, ct 3, dépendront de la solution par-
ticuli¢re x, ¥, 5 que 'on considére.

Il y aura donc dans ce cas entre x, ¥, 5 une relation algébrique,
variable d'unc intégrale i lautre, et distincte bien entendu de

S(e, y,3)=0.

Ces fonctions de ¢ scront donc encore des fonctions doublement peé-
riodiques (ou dégénérescences). Considérant une intégrale particulicre
+, vy 3, Fintégrale géncrale &', 3, 5' s’'obtiendra par les formules preé-
cédentes. On a donc encore sur la surface un réseau de courbes du
genre séroou un.

Nous désignerons par le cas D tous les cas ot il y a un réscau de
courbes de genre zéro ou un sur la surface.

1L. Il nous reste & examiner le cas ol nous avons un groupe de trans-
formations a deux paramétres, «, 3, donné par les expressions If, @, 1",

Je dis que dans ce cas le groupe sera permutable.

Les paramétres peuvent ¢videmment étre tellement choisis que Pun
soit /i3 nous éerirons donc le groupe

&z = F(e, y, 3, I, ),
y'=0(r,v, 3, h,2),

s =¥(r,v, 3 h,a),
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ct, d'aprés tout ce qui précéde, x, y, s désignant une intégrale (uel-
conque du systéme,

Jz‘

‘ ds v :
\(""’)’7 ")’ d; = Y("',}’a -‘)7 i = L('”y Yy3s)

les formules précédentes donneront l'intégrale générale de ce systéme.
. . . o 4 s N o e a

[.a substitution infinitésimale, corrcspondant a la variation ¢4 de A,

sera

sr=X(x, y,3)eh, Sy=Y(x,y,35)8h, &3=1ZL(x,y,3)

Nous aurons donc établi que le groupe est permutable, si nous
¢lablissons le théoréme suivant : Etant donné le systéme d’équations
différentielles

d
‘”“"‘{( Zy Y ) ,T:":Y(wv)’)’

ole X et Y sont des fonctions quelconques de .« et y, si ce systéme
admet un groupe de transformations & deux paramétres

' =F(x, y, by, k),
y' =0z, y, k),

une des substitutions infinitésimales étant

(1) se=X(r,y)oh, Sy=Y(x,y)2h, .

le groupe sera nécessairement permutable.
(Zest ce qu'il est ais¢ d’établir comme il suit. Représentons par

(2) ax =\, (x, y) ok, sy =Y, (x, y) ok,

la seconde substitution infinitésimale; (1) ct (2) formant un groupe.
on a, d'apres les principes de M. Lie,

- 04\| ()Xl
) ‘\. d.v+Y ‘\W_Y?? «X,+ B\,
: dY dY ()Y| 0\"

act § étant des constantes.
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Mais nous devons éerive, d'autre part, que le systeme d'équations
différenticlles admet ce groupe. Nous devons done avoir

dgl? OX o X »
8 = o + v ey.

Substituons aux ¢ leurs valeurs correspondant i la seconde substi-
tution; il viendra

(T X B Y) = N Bk Y%

dr
(1]
PN X  vONi O\,
‘\’;’_-;—*—Y'J’—'_XI;-\W_O’
paveillement, la scconde équation donnerait
) - 0Y Y ()\, - JY,
/ LY=o
() X, 3r +Y, oy 0

Les équations (3) et (4) montrent que & = 3 = o, cc (ui revient i
dire, comme on sait, que Ie groupe est permutable.

Ainst notre surface S admet (sauf le cas D) un groupe permu-
table de transformations birationnelles.

Nous sommes donc ramené & la conclusion du n® 6.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant, qui résume cet alinéa :

Si une surface algébrique S admet un groupe fini de transfor-
mations birationnelles a un nombre quelconque de paramétres,
dewr cas peuvent se presenter :

1° Il y asurla surface un faisceau de courbes algébrigues du
genre séro ou un.

2° Les coordonnées d’un point quelconque de la surface peucent
s'exprimer par des fonctions uniformes de deur paramétres u et ¢,
au moyen de Uinversion de deux intégrales de différentielles totales
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altachées a la surface, soit

fjl-“P dre +Q dy=u,
f..., LsP.dJ_' 4 Q.d)' =,

les 1> ot () étant rationnelles en x, y, s.

Dans ce dernier cas, lc genre de la surface sera nécessairement zéro
ou un; dans le premicr cas, le genre peut étre quelconque. I.’¢tude
compléte de ce premier cas a ¢été faite dans Palinéa précédent, en sup-
posant que le genre de la surface soit supéricur a I'unité.

IV. — SURFACES RENTRANT DANS LA SECONDE CATEGORIE ;
€AS OU LES INTEGRALES ONT QUATRE PERIODES.

8. Nous allons nous occuper maintenant des surfaces de la seconde

calégorie, c'est-d-dire des surfaces pour lesquelles il existe deux inté-
grales de différentielles totales

[Pdz+Qdy e j"P,(tHQ,dy,

telles qque les équations
P de+ Q dy ==du,
P,de+ Q,dy = dp,

donnent pour z, y et s des fonctions uniformes de u et ¢.

9. Nous rencontrons tout d’abord, comme surfaces de ce type,
celles pour lesquelles les équations précédentes donnent iz, y, = fonc-
tions uniformes quadruplement périodiques de u et o. J'ai étudié ces
surfaces dans un autre travail ; je rappelle briéevement les résultats que
jai obtenus et j'y ajoute quelques remarques qui me paraissent tres
importantes.

Tout d’abord la surface doit étre du genre un.
Journ. de Math. ()¢ série), tome V. — Fasc. 11, 188. 29
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Ensuite clle doit posséder deux intégrales de premiére espéce linéai-
rement indépendantes, soit

"Bd.r—— Ady fB,cil'—A,dV‘
R A

Soit de plus R(x,y, 5) la surface d’ordre (m — 4), adjointe i la
surface f de degré m. Cette surface R = o coupe, en dehors des lignes
multiples, la surface f suivant unc certaine courbe I'. J'ai ajouté aux
conditions précédentes la condition que la courbe T' soit unicursaie, ¢l
(jue cette courbe satisfasse a I'équation différentielle

Bde — Ady = o,

ce qui entrainera d'ailleurs immédiatement B, dr: — A,y = o.

Or M. Neether a fait la remarque que la courbe T est nécessairement
unicursale, ce n'est méme qu'un cas particulier d'une proposition
dounée il y a longtemps par cet ¢minent géométre, d'apres laquelle
nne courbe « ausgeseichnete » tracée sur la surface, ¢’est-i-dire une
courbe par laquelle passent foutes les adjointes dordre (m — 4), est
nécessairement unicursale. Mais, dans le cas ont le genve est un, il n'va
(qu'unc adjointe d’ordre (m — ) et, par suite, la courbe T peul étre
considérée comme une courbe « ausgeseichnete ».

Une fois que I'on sait que la courbe I' est unicursale, il est bien facile
de voir qu’elle doit satisfaire & I'équation

Bde — Ady = o.

Substituons, en effet, dans Uintégrale
9 s e

/‘de——;\dy
o E
i la place de &, y et 3, leurs expressions cn fonctions rationnelles d'un
paramétre, qui correspondent a la courbe I'; il faudra (ue I'élément soit
identiquement nul, sinon on aurait unc intégrale de fraction ration-
nelle qui devrait toujours rester finie, ce qui est impossible.

Si la courbe T se compose de plusieurs courbes irréductibles,
ces différentes courhes scront unicursales; nous les appellerons les
courbes I
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Ainsi, les conditions nécessaires et suffisantes se réduisent aux deux
conditions d’abord ¢énoncées, ct les équations

[.r;)’,SBd‘r_A‘i‘y — f.r'.v.SBldx__A’dy
. S ! Ss

donnent pour x, y, = des fonctions uniformes quadruplement pério-
diques de w et o

Nous ajouterons que, quand (z, y, 5) est située sur une courhe I',
1 et ¢ ont, sur chacunc de ces courbes, une valeur constante. Appelons
(a, b) ces différents points (ui sont manifestement des points d’indé-
Lermination pour les fonclions x, y, 5 de wete.

Nous venons de dire que, si une surface était de genre un et possé-
dait deux intégrales distinetes de premiére espéce, les deux équalions

= ¢

’

‘ / e P de+Qdy=u-~- u,,

o Vo S0

oores

a [ Pyde + Qudy = ¢ — ¢,
¢ gy Yoo S

donnent pour i, y ct 5 des fonctions uniformes de « et ¢.

En réalité, si 'on veul étre entiérement rigourcux, ce n’est pas tout
a fait ce résultat qui se trouve établi, mais cet autre dans I'énoncé du-
(quel j'emploie une locution dont je ferai souvent usage dans le Cha-
pitre V@ &, y, 5 sont des fonctions de « ct ¢ @ apparence uniforme.

Il est ais¢ de compléter la démonstration ct de montrer que, sous les
conditions indiquées, les équations (1) définissent des fonctions uni-
formes de « et ¢, pour Loat 'ensemble des systémes de valeurs finies
de wet e,

Considérons, en effet, la surface

S(x,y,5)=0

¢l en méme temps le continuum fermé 4 quatre dimensions, que nous
lui avons fait correspondre uniformément dans le second Chapitre ; ct
concevons tracées dans ce continuum les coupures & trois dimensions
correspondant a4 la connexité du troisiéme ordre (ou du premier, ce
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(ui est identique). Quand (x, y, 3) décrit la surface sans franchir les
coupures, les variables « et ¢ données par les équations (1) déerivent
Pintéricur d’un certain polyédre 1, limit¢ manifestement par des
Jaces qui se correspondent respectivement par des substitutions de la
forme

(e, 0 + v, ¢ + w,),

w ¢l o, étant des périodes des intégrales. D'ailleurs, ce polyédre peut,
@ priori, se recouvrir lui-méme en totalité ou en partie.

Considérons maintenant un chemin C allant de (w,, ¢,) & un autre
systéme cquelconque de valeurs des variables (u,, ¢,). Le point ( #,, v,)
est & Uintérieur du polytdre I; si le point (w, ¢,) est a 'intérieur de
ce méme polyedre, nous aurons en arrivant en (u,, ¢,) par le chemin
indiqué une valeur déterminée pour (ir,y,s). Si, au contraive, le
point (,, ¢,) cst & Pextéricur de P, le chemin C sortira du polyédre
par une certaine face, ctl'on construira le polyedre limitrophe, et Fon
continuera ainsi de suite. Arrivera-t-on certainement en (u,, v,) aprés
avoir construit un nombre fini de polveédres? Clest ce que 'on démon-
trera en raisonnant absolument comme M. Poincaré, dans son Meé-
moire sur les groupes fuchsiens, et méme ici nous sommes dans des
circonstances singuli¢crement plus faciles, pouvant raisonner sur la lon-
gucur de I'arc au sens habituel du mot, et toutes les substitutions A
considérer étant nécessairement paraboliques.

Nous sommes donc assuré qu’en partant de (u,, v ) et allant, par un
chemin déterminé, jusqu'en un point arbitraire («,, ¢,), les fonctions
‘&, y, ) se trouvent déterminces; ou, cn d’autres lermes, il R’y a cer-
ainement pas de limites au domaine des deux variables indépen-
dantes u et v.

Ce point acquis, la démonstration s’achéve ais¢ment. Deux chemins
quelconques, partant de (u,, ¢,) pour aboutir en (#,, ¢,), doivent con-
duire 4 la méme valeur; en effet, deux chemins infiniment voisins con-
duisent d’abord 4 la méme valcur, puisqu’ils traversent la méme suite
de polyédres, et, d’autre part, comme il n'existe par hypothése aucun
systtme de valeurs de u et ¢ dans le voisinage duquel les fonctions
cessent d'étre uniformes, on ne pourra rencontrer pendant la défor-
mation du chemin aucune ligne de ramification.
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En définitive, z, y, 5 sont bicn des fonctions uniformes de « et v
dans tout le domaine des variables complexes illimitées u et ¢.

10. On sait former les intégrales de premiére espéce: nous pouvons
donc supposer (ue nous avons les deux équations

_li(l.v — Ady

T*" = dll,
B,de— A dy
Pude Ml d,

dont on sait qu’elles donnent pour x, y ct 5 des fonctions uniformes
quadruplement périodiques de « et o.

x, ¥, 5 peuvent s’exprimer par des quotients de fonclions entiéres
de u et v, que nous pouvons supposcr réduites au méme dénominateur

. G3(ll, ").

T G(u, )’

. Gy(u,r) . Gy(u,r)
=G0’ )= G(u,v)’

-
-

on pourra dire que I'intégration des équations préccédentes est faite
effectivement si I'on peut former les séries enticres G, c'est-a-dire si
Fon peut former un systtme d’équations différenticlles permettant de
caleuler de proche en proche les coefficients de ces fonctions enticres
dewucte.

\ous nous appuicrons sur cc théoréme que les fonctions (v pruvent
dre regardées comme appartenant i la classe des fonctions © de deux
variables; je veux dire que pour un quelconque des systémes de pé-
riodes o et @’ on aura

G(u+ v, ¢+ ) =ec*"G(u,v),

a, b, ¢ étant des constantes. Ce théoréme n’est autre chose que le théo-
réme jadis énoncé par Ricmann, et dont nous avons, M. Poincaré et
moi, donné¢ une démonstration, il y a quelques années, que les fonc-
tions quadruplement périodiques peuvent s’exprimer a l'aide des
fonctions © ().

(') Comptes rendus, deuxiéme semestre 1884,
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Mais, avant de traiter la question précédente, il ne sera pas inutile
d’appliquer la méthode dont je venx faire usage au cas heaucoup
plus simple d’une courbe algébrique de genre un

S(x,y)=0  (degrém).

Si Q(w,y) est le polyndme adjoint d’ordre m — 3, I'équation don-
nant  en fonction doublement périodique d’un parameétre « sera

Q_<7_>'L — du.
JY

Montrons comment, en posani
b

o= il
T Ga)’

G et (3, ¢tant des fonctions holomorphes de u dans tout le plan, appar-
tenant & la classe des fonctions ©, on pourra obtenir deux équations
donnant G et (3.
Si l'on pose
%(%)l = A(u),
on aura
Mu+ o )=n(u)+ a,

Mu+o)y=u(u)+b,

w el w' ¢tant les deux périodes, @ et b deux constantes.
Donc A(u) sera une intégrale de seconde espece de la courbe f. Or,
ici, celle intégrale ne deviendra infinie que pour .~ ==; on aura donc

P(x, y)dr
o= s

P(.r, y) étant un polyndme de degré (m — 1). Il nous faut déterminer

3)

le polynome P. Nous aurons d’abord m(m —3) conditions exprimant
poly 2 P

que la courbe P = o passe par les points doubles de f, puis nous de-
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vons éerive (ue dans

le développement suivant les puissances descendantes de x (pour «

\ . 1 . .
trés grand ) ne contient pas de terme en > condition pour que P'in-
tégrale A(u) soit de seconde espécee.

On aura ainsi (m — 1) conditions (non pas m, parce que, la somme
des vésidus devant étre nulle, il suffit d’écrive la condition pour m — 1
des branches a Pinfini). De plus, la fonction G («) ou

PLr,y)
cf Medn Qest-a-dire efd" Q"—"'_"’d",
est uniforme.
Or soit, pour une quelconque des branches de la courbe a l'infini, le
développement pour « trés grand

P(x, y)dr
. Sy

G
:;\.:;+B+;+...,

On atd
f?\(u)du = ,.(Aw + B+ (7 +.. .)du,

ct cette intégrale doit, pour la valeur de & correspondant i . = =, avoir
un résidu égal a Punité,
Il suffit de prendre

A/‘cha ou Afgﬁ—’flﬂf, ’
. "

dont le résidu, pour £ = =, cst de suite calculé, soit pour une des
branches & I'infini

Qe )

S
s T ET e

donc la partie devenant infinic dans f A(u)du sera Aalogx.

On devra par conséquent avoir Az = — 1, et 'on aura m relations
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analogues. Nous avens donc en tout

m(m-—-3) m(m —+1) t

2

+m—1-+m ou

équations pour déterminer le polynéme P d’ordre m — 1. Orle nombre
m(m <+ 1)

2

des coefficients entrant dans ce polynome cst ; il restera donc

une arbitraire, ce qui @ priori devait étre, puisque les polynomes (2
sont seulement déterminés & un facteur prés de la forme e**+#+Y, ot par
suite A(u) & une expression additive preés de la forme 2au + 8.

Nous connaissons donc le polynéme P(x,y), et nous pouvons éerive

d*logG _ P(x,v)

(0) di” — Q)

puisque P'on a

G(u)= Lt

1'équation (1) avee

(—,;{: = -————~/; ) ol == 91’
du Q(z,y) TG

donne les deux équations auxquelles doivent satisfaire G ct G, fone-
tions enticres de u.

11. Nous allons voir que 'on peut suivre une voie analogue pour
I'intégration des équations
o]

Bdr —Ady Bidor — A dy
— -_:du —l~‘—‘.“*‘~'— = ({".
VE ’ g
1 s"agitde former quatre équations pour avoir les fonctions (i entiéres
en el
Fenvisage la fonction log G(u, ¢); elle peut se mettre sous la forme

f?x(u, o)du + p(u, ) dv,

A et w étant des fonctions uniformes de u et ¢. ,
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Fn posant

oG aG
e .
A= BEG

done

M+ 0,0+ ') =nru,v)+a)

(a, b ¢tant des constanles ),
(e + 0,0+ o) =wu(u,e)+b)
en désignant par (o, o) un systéme de périodes.

Par conséquent, A et u sont des intégrales de différenticlles totales
allachées a la surface f(«x,v,3) =o.

De plus, ee sont des intégrales de seconde espéee, car elles ne peu-
vent avoir aucun infini de nature logarithmicque.

Pour quelles valeurs de (., v, 7) les intégrales de seconde espéee A et
wdeviendront-elles infinies? Ce sera é¢videmment pour les valeurs de
(., v, 3) correspondant A

G(u,v)=03

or, pour loute valeur de @ ct v, salisfaisant a cette relation et diffé-
rente des valeurs (@, 0) d'indétermination (fin du n* 9), une au moins
des quantités .z, y sera infinic; d'autre parl, les valeurs (@, b) corres-
pondent aux courbes I'. Par conséquent, A et w ne deviendront infinies
. e . ~
que quand le point (&, v,3) sera i 'infini ou sur une courbe T. On en
conclul que
.. \ ‘Pedr+Ody
/\(ll“ ) :.{ nz./.:\ y

Poelr 4+ Oy
sy = [t

les P et Q ¢tant des polynomes en iz, y, 35 R ne figure qu'au carré au
dénominateur, car les courbes T' sont des courbes polaires simples.

Comme, d’autre part, en employant les coordonnées homogénes .r,
¥+ 3, & la courbe t = o cst aussi une courbe polaire simple, on en con-
clut que P sera de degré m+ 2(m — 4)ou 3m — 8 en.r, y, s ct de
degré 3m — g en & et 55 parcillement Q sera de degré 3m — 8, cn .r,
yysetdedegré 3m —genycts.

Nous chercherons donc les intégrales de seconde espéee linéairement

Journ. de Wath. (}* séric), tome V. — Fase. [L 188, o0
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indépendantes; les degrés étantlimités, il n'y aura nécessaircment qu’un
nombre limit¢ de telles intégrales, ct I'on devra pouvoiren trouver deux

A et ., telles que
’ Adu + wde

soit une différenticlle exacte, ou encore

Ade + @, dy,
cn posamt
Bl — Au Bih—An

P e A

Il faut éerive maintenant que, dans

A=

[7\,(1.0 + w,dvy,

la période polaire corrcspond.mt a la courbe a Uinlint 7 == 0 et aux
courbes T est égale d 2=,

Tousces (‘:1]('ul> peuvent ¢tre effectués et Fon peut ainsi obteniv sous
formes d'intégrales de différenticlles totales les expressions hiw vy ot
w(u,+); ¢erivons done

dlogG(u,¢) = hdu + wd,

¢l, par conséquent, on aura

2] «rG . . . .
PG o (61Gry Gy o),
)2logG . .
'()u:)T = "!J(G’("”G“(lx‘)’
logG

LB = 76,6, G, Gy),

% Joet v, ¢lant des fonctions rationnelles connues de .« y, = ou, ce (qm
revienl au méme, des fonctions homogenes de degre zéro en (5, Gy, G,
G,. Dlailleurs on tive des équations différentielles

QlogG, _ dlogG
du du
dlogG, 2logG

087 = 8T 4 B(G, Gy, Gy ),

+ A(G, Gy i Gy ),
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A ot B étant encore des fonctions rationnelles connues, analogues a 7,
4
J, 7 el deux autres équations analogues relatives a

D logG, ot dlogG,

Tou o

On awra ainsi un systéme d’équations, quidéterminent les fone-
tions G, G,, G, ct G, fonctions holomorphes de « et ¢ pour toutes les
valeurs finies de ces variables.

On voit done, sans approfondir davantage la cuestion, comment des
deux équations initiales on pourra lirer des équations donnant les
numérateurs et le dénominateur de i, y ct 5. Ainsi se trouve réalisée,
par la considération des différenticlles totales de seconde espece, la
formation de ces équations, que M. Weierstrass annonce sans détail
avoir prises comme point de départ d’'une de ses méthodesd'inversion,
au moins dans le cas des intégrales hyperelliptiques (Journal de Crelle,
1. 47, p. 297 : Théorie des fonctions abélicnnes).

V. — (iAs OU LES INTEGRALES ONT TROIS PERIODES.

12. Nous venons d'étudier les surfaces pour lesquelles les coordon-
nées d'un point quelconque s’expriment par des fonctions quadruple-
ment périodiques de deux paramétres. Mais les surfaces précédentes ne
sont évidemment pas les scules rentrant dans la seconde catégorie, c’est-

a-dire pour lesquelles on pourra par 'inversion de deux intégrales con-
venables

/.(J'. .
.

Ly, o)
/ Pde+Q,dy =,

"D de + Qdy=u

tirer ., y, 5 cn fonctions uniformes de « ¢t ¢.

C’est de ces dégénérescences que nous allons maintenant nous occu-
per. Le premier cas & examiner est celui otiz, y, 3, donnés par les équa-
tions précédentes, seraient des fonetions &riplement périodiques de
ety

On peat remarquer d’abord que la surface sera nécessairement
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de genre zéro, car autrement on aurait une intégrale double

[‘/ 0(1 1’ )drn’y

restant toujours finie; or celle-ci peut s'éerire

ffl*‘(u, W dudy,

I' (u,¢) ¢tant une fonction uniforme, triplement périodique de « et v
Or une telle fonetion ne peuat étre une fonction entiére de « et ¢ ; linteé-
grale ne peut done rester toujours finie.

13. Avant d'aller plus loin, arrétons-nous sur quelques surfaces
particuliéres pour lesquelles les coordonnées .oy y, 5 d'un point quel-
conque s'exprimeront, comme il vient d¢tre dit, par des fonctions
triplement périodiques. Un premier exemple nous sera fourni par le
systéme bien connu, considéré par Rosenhaing je le prends sous la
forme que hui ont donnée Briot et Bouquet, dans leur Théoric des
Jonctions elliptiques (p. Sov).

En posant

du=\(1—w*)(1 — k*u?),
les denx équaltions
du v
+ - =dr

Au
o' (a) k(@) ) (a)u? {/u T W(a) R taye? | dv /-
T h(a) t— A (a)yud | Au ) T Ania) | & A

définissent deux fonctions « et ¢ de .« el y, et les deux fonctions w*+ *
et w?¢* sont des fonclions uniformes de ces variables. Ces fonctions
sont triplement périodiques, et Fon a le tableau suivant de périodes
conjuguces :
Pour .&.......... o, o, w’
reu

Pour y...... ..., o, =i,
‘ )

Les fonctions peuvent étre obtenues a aide des fonctions O d'une
variable, clles sont de plus fractions rationnelles de ¢*'s
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&

Cus résultats rappelés, je poserai
=1, ¢?=V;

s dauations précede wi \ ar Lo X
les équations préeédentes deviennent, en remplagant et y pav - et

_,.___(_{U e .____..._ﬂ___m_ JE— ([,.
VUG—=U)a—=#U)  YWVa=Va—kVy
_ V@ | R >~'<a>v] au__ —
[ 0(a) 1= FEXR@U | TG = U)(i = &0 +...=d)

(qui donnent pour U + V et UV des fonctions uniformes, triplement
periodiques de & ety le Tableau des périodes étant ici
20 0 20,

\rar
—_—

(U]

a un systeme de valeurs de
U, VUG 0010, Vo WG = V)= kY,

ne correspondra (qu'un sewl systéme de valeurs de « ct y, aux périodes
pres.
Considérons maintenant les ¢uations
\=U+Y,
Y = UV,
7 = \/U(l — U) (T:—lk?U_) +VV(a=V)(1—=Ak*V):
clles définissent une certaine surface 1°(X, Y, Z) = o.
A un point arbitraire de cette surface correspond un systéme de

valeurs de U et V, et des déterminations parfaitement déterminées des
deux radicaux

VU= U)( = kU), ¢V =V)(i— k2V),

par conséquent, & un point arbitraire de le surface ¥ correspond
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un seul systéme de valeurs de .« et y, auc périodes prés. De plus \,
Y, 7 sont des fonctions uniformes triplement periodiques de .«
el y.

2 oty s'expriment par des intégrales de différentielles totales; on a

deX+Jng=J;
[P dX+QudY =,

fes P et Q étant vationnelles en X, Y, Z. De plus, la premicre de ces
intégrales sera de premieére espéee; ainsi la surface 1¥ posséde une in-
tégrale de premiere espéce.

Faisons .« = constl., nous aurons sur la surface une famille de
courbes; cette famille sera algébrique, car elle sera donnée par'équa-
tion d'Euler

dU N
b il i b e NN § 1Y
VUG =UY=A2) VO = VY1 —/V)
dont Pintégrale est
RTINS AN INGE— U (F — k2L
() VUG- M{‘t5%¥L}ML/i)=m“L

Cette famille de courbes sera du genve zéro, puisque X, Y, Z sont
des fonetions rationnelles de 7.

“n remplagant dans (1) U et 'V par leurs valeurs en X, Y, Z, aprés
avoir ¢leve au carre, on a de suite

(=N =Y
(1) AT T T = const. = A.

Cherchons P'intersection du réscau de surfaces (ui précede avee .
Ce véscau coupe 17 suivant une courbe qui a pour projection sur le
plan des.zy la courbe du quatricme degré

NGO — kY)Y 4 2h(1— Ak2Y R[(1+A*)2Y — X — A*XY |
+(X2—= 41 —Ak2Y ) =o:
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d’ot d'abord
1 — kY =o.

et la conique variable avec A
MO —RY) 4+ 22200+ )Y =\ =2XY[|+(\*— {Y)=o0:

clle passe par le point Y =0, X\ =24,

Nous allons done pouvoir exprimer X ¢t Y en fonction rationnelle
ded et d'un parametre 05 on aura done certainement, pour la courbe
cherchee.

X =D, 0),
V=Q(, 0)

7 = yR(%, 0),

I, Q et R ¢tant rationnelles en A et 0.
Mais on peut aller plus loin. Reprenons, en effet, In relation d’Enler,
sous la forme '

N s
VU0 — U)WV 0 =8V Vra—n)(n- BD
ol
o e N A D e AT DI Ry S Ul
h=Lre — UV ’ N

ou encore, comme il a ¢té déja éerit,

h = 24 (0 + A — BN\ ==Y

(= AN
ce (ui donne, par conséquent,

.

PaN +QdY = — "
Vi —2) (10— A0

o A a la valeur préeédente, fonction rationnelle de X, Y et Z; et par

conséquent, yA(1—A) (1 — k*A) sera aussi une fonction rationnelle

deX, Y et Z.
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On tire de L une conséquence intéressante. Le réseau (1) coupe la
surface suivant une certaine courbe variable avee A, qui doit se décom-
poser en deux courbies, et ces courbes correspondent aux deux déter-

minations du radical yA(1 — A) (1 — A2h); elles sont symétriques par
rapport au plan des .c)-.
Done on aura, pour les expressions de N\, Y, Z en fonetion de ket 0.
X. = I)(“,\, 0),
Y = (\)()‘: 0),
7 = \"‘Aﬂ(l —-7\)‘(I — k) S(A, 0),

S étant, comme P et (, rationnelle en A et 45 et de tout ce qui précede

il vésulte que A, yA(T — R) (1 — A*R) et 0 sont fonctions rationnelles
de \, Y et Z.

Iy a done sur la surface : 1° un résean de courbes du genre zéro:
2> un résean de courbes du genre un, correspondant &) = consl.

14 Le type (que nous venons d'examiner est manifestement une deé-
genéreseence du cas général abéliens ayant

[‘ - T Tt T e
Av =y(u—a))(u—a,)...(u—a;).
les ¢quations abéliennes sonl

du de

— — =dr.
Au Ae
wdu vels h
—_— —_— .
Au A .

or, si Fon suppose que @; = a,= b, on a

du dv
B T o T o R = I/.l',
(= bW —a)..(n—a,) (v —b(v—a).. . (v —a;)
udu cedv
B e ot S e . ,"'
(= b)y(u—ay)...(u—u,) (¢ —DOW\(v —ay)...(¢ —ay) v
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Clest le cas ¢tudié par Rosenhain, et qui nous a conduit & la classe pré-
cédente de surfaces.

Pcut-on aller plus loin? Soit @, = a, = c¢; nous aurons le systéme

du ' dy

- ” s
’ (0 —b)(u — W (1 —ay) (e — ay) * (v = b)Y — W(v —a,) (v — ay) ’
' u d_:g_ - vdy — d)‘
e—b)u—cu—a)(u—a) (¢ —b)v— W —a)(v—ay) '

qui donnent encore pour u + ¢ ct ue des fonctions uniformes de « et ).
Il y a sculement ici deux périodes, la période cyclique s’exprimant a
I'aide des périodes polaires. .

Nous trouvons donc, comme dégénérescence & trois périodes, le seul
cas de Rosenhain.

13. Revenons maintenant d’'unc maniére générale aux surfaces pour
lesquelles les coordonnées s’expriment par des fonctions uniformes de

deux paramétres au moyen de linversion de différentielles totales.
Soit

(fPdo+Qdy=u, ) [ =2 0),
e L Sz, =0, soit {y=p(u,¢),
\fI'({'L.-’_Q'd)’:‘.’ s :=V(u7 (').

Il est ¢vident, d’apres tout ce qui a été dit précédemment, que
AMu+hy e+ k)

est unc fonction rationnelle de
Auy o), w(u,v), v(u,0), Nhyk), w(h, k), v(h, k),

quels que soient w«, ¢ et k, k; pareillement pour & et v. Par suile,
A(— u, — ) est fonction rationnelle de A(x, ¢), w(u, ¢), v(u, ¢).
Cela posé, supposons que.les intégrales (1) aient trois couples de pé-
viodes :
Wy, Wy Wy,
Ul’ UZU U:l’

Jowrn. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. II, 188q. 3t
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et supposons que, parmi ces périodes, se Lrouve au moins une période
polaire, correspondant & unc certaine courbe logarithmique C.
Soit w,, U, cc couple de périodes. En effectuant sur « et ¢ unc substi-
tution linéaire, on peut supposer que le Tableau précédent soit de la
forme trouvée dans le paragraphe préceédent :

| 20 o 20,

. hTal
% 0 2%l —
®

Ceci posé, je considére les deux équations

P d 0 dv — AU av_
x +Q ay \/U(l——U)(l——-/."U)+\/\'(|———V)(|——/.'*\')
. 0 (a) A'z)\(a))x'(a)U] dt
2) P dr ) dy = | — Y —
(2) «Pyde+Qidy [ Ba) T T= A% (@)U VC(i—U)(1 — A20)
w[oe ] dv
\ b W= o= &v)

Elles donnent pour x, y, 5 des fonctions uniformes des coordonnées
X, Y, Z

de la surface F(X, Y, Z) que nous venons d’étudier; et réciproque-
ment X, Y, Z sonl des fonctions uniformes de x, y', 5. Tout ccla esi
évident, mats cetle transformation, que nous pousons appeler biuni-
Sforme, est-elle birationnelle? Quand il s’agit d'unc courbe algé-
brique, la réponse est loujours affirmative; une transformation bira-
tionnelle est toujours biuniforme : c’est un théoréme que nous
établirons dans une Note a la fin de ce Chapitre. Mais il en est tout au-
trement pour les swrfaces, ct 'on trouve aistment, pour le cas de
deux variables, des transformations biuniformes qui ne soient pas
birationnelles. Il suffira de citer la correspondance donnée par

z =XeV, v=XYe",

Y=%, X=uxe

d’oti se tire

la transformation est biuniforme, mais non birationnelle.
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“tudions donc le systéme (2). V étant arbitraire, quand U tend vers

1 . . ' S
gy le radical ayant un signe convenable, la période polaire est

" 1y . ] . -
pour ¢ égale 4 + 2x¢. Donc, quand U tend vers gy’ le radical AU

ayant un certain signe, quels que soient d'ailleurs V et AV, (., ¥, 3)
tendra vers un point de la courbe logarithmique €.
Supposons maintenant que U, aprés avoir décrit un lacet, revienne

I . ' . . . \
Ny Avee 'autre détermination de AU, nous poucons avoir a

eraindre que ce systtme de U et AU corresponde & unce singularité es-
senticlle des fonctions .z, y, 53 nous allons montrer qu'il n’en est rien.
En désignant par I et I, les premiéres valeurs des intégrales en U
(qui figurent dans le second membre, ct pareillement par J et J, les inté-
grales relatives &'V, ces seconds membres, (ui étaient primitivement

I[+J « I,+1,,
sonl devenus

A—T1+J, A =144,

Aet A, désignant deux constantes. Done A(A — I+ ) s'exprimera
en fonetion vationnelle de

rl+d, L +00), w(+J, L +4), v+ 1L +1)

el de

a1, ), w3, ), v,

par conséquent, pour les valeurs de &, y, 5 correspondant & la seconde
détermination du radical, nous sommes ramenés aux valeurs de ces
fonctions correspondant & la premiére détermination du radical. I n'y
avait pas de singularit¢ essenticlle dans le premier cas; i v’y en aura
done pas dans le second.

I suit de la que z, y, 5 sont des fonctions rationnelles de X, Y, 7,
etnécessairementalors X, Y, Z fonctions rationnelles de z, ), 3, puisque
la transformation est biuniforme.

Ainsi : Dans le cas oi les intégrales (1) ont trois périodes, et
parmi celles-ci au moins une période polaire correspondant & une
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courbe logarithmique, on est assuré que la surface f correspond
point par point a une surface rentrant dans le type I¥ étudié préce-
demment.

On peut encore dire que, pour la surface f, les coordonnées penvent
s'exprimer en fonctions rationnelles de

A VAN + 0N e +dh+e, 0,

A ct 0 étant deux paramétres, ct cela de telle manicre, que 9, A et le
radical soient inversement des fonctions rationnelles de x, 5, 3. La sur-
face F est un exemple d'une telle surface, mais il n’est pas difficile d'en
trouver de bien plus simples.

16. Prenons en effet une surface du quatritme degré ayant deux
droites doubles, ne se rencontrant pas. Llle satisfera aux conditions
précédentes; soient en effet D et D, ces deux droites doubles.

Tout plan passant par D coupe la surface suivant une conique ayant
un point double, c’est-a-dire suivant deux droites. Prenons un 1é-
tracdre de référence dont les ardles

£ =0, Yy =0 et s=0, =0

seront les droites doubles de la surface.
[.’¢équation de celle-ci sera alors

Prt+ Quy + Ry*=o,

P, Q ct R ¢tant homogines et du second degré en s et 4.
Faisant ¢ =1, nous aurons |’é¢quation

(A2 + Bz 4+ CHu?
+(AN2+Bs5+Claxy +(A"5*+ B +C)y =
Soit
y=Ar;

la section sera formée de deux droites paralléles dont les é [uations seront
de la forme

3=\ VaN F ON + N+ dh+¢),
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5 ¢étant rationnelle par rapport i A et au radical; celui-ci porte sur
un polyndme du quatritme degré, d’aillcurs arbitraire. Ainsi x, y, 5 se
trouventexprimés en fonctions rationnelles de x, A et de la racine carrée
d"un polyndme du quatriéme degré en A,

Réciproquement, & un point arbitraire de la surface ne correspond
«qu'une valeur de A et du radical.

Comment pourr‘a—t-on reconnailre si une surfacc doancée

S(x, y,3)=0

rentre dans la classe des surfaces précédentes?
Tout d'abord clle doit étre du genre zéro, et doit avoir une intégrale
de premiére espéce, soit
/* Bdr—Ady

. fs
que 'on pourra former. L'intégrale générale de I'équation
(1) Bde —Ady =0

devra étre algébriques; on sait d'ailleurs qu’elle sera de la forme
Rz, y, 3)=1,

R ¢tant rationnelle. Il devra y avoir dewc courbes mobiles, du genre
zéro, d’'intersectlion de ce faisceaun avec la surface.

1l faudrait trouver R, ¢’est-a-dire savoir reconnaitre si I'équation (1)
admet une intégrale algébrique. Iei peut intervenir trés utilement la
considération des ¢yeles linéaires de la surface.

L¢ nombre des cycles effectifs d’'une surface dont les coordonnées
s'expriment uniformément en fonctions rationnelles d’un paramétre 0,
et en fonctions doublement périodiques d'un second paramétre «, est
évidemment égal au nombre des cycles distincts dans le plan de la va-
riable u, c’est-d-dive égal & deux. Réciproquement, si 1'on a constaté
(que le nombre des cycles de la surface donnée est égal a deux, I'inté-
grale de premicre espéce aura sculement deux périodes, et alors 1'¢-
(uation (1) aura nécessairement son intégrale algébrique.

On peut encore recourir i unc autre considération qui dispensera de
faire I'étude des cycles lincaires. La surface doit avoir dcux intégrales
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distinctes de scconde espéee, et deux seulement. On cherchera done
les intégrales de seconde espéce de la surface proposée; s'ily en a dew.r:
distinctes, on sera assuré¢ que la surface posséde deux cycles linéaires
effectifs, d'aprés le théoréme démontré au Chapitre II, que fe nombee
des intégrales de seconde espéce est égal & celui de leurs périodes.

17. Nous avons précédemment supposé que, parmi les trois périodes,
il ¥ avait au moins une période polaire. On peut, @ priori, se demander
s'il ne pourrait arriver (ue les deux intégrales fussent de scconde
espece, en possédant toujours trois périodes.

Nous allons voir, par une marche indirecte, ue cette civconstance
ne pent se présenter.

Eevivons les deux équations

KETN

/ Pde + Qdy =u,

P

e

NS )

) . - e

Pide+Q,dy =

Tout d’abord, quand (e, )7, 5) tendra vers un point dune ecourbe

. N . N o v e 14

irréductible G, pour laquelle « et ¢ sout infinis, le rapport = tendra

vers une constante, indépendante de la position du point sur cette
. " . . e . .

courbe. Si, en effet - varait avee la position du point (z, ), 7) sur la
A . . v gy e "

courbe €, quand « ct ¢ augmenteraient indéfiniment, le rapport = ten-

dant vers une certaine limite d'ailleurs arbitraive, x, y, 5 tendraient
vers des valeurs déterminées, et, par conséquent, x, y, 3 seraient des
fonctions rationnelles de « et ¢ les intégrales n‘auraienl pas de pe-
riodes.

Cela dit, considérons un cas particulier d'inversion de deux inté-
grales de seconde espece, Prenons, a cet effet, les deux équations

N S
Va(r—r) (1= k) - vy —y) =4y
zde u d‘)‘ =dv.

7 -+ S—
va(i—ay(i— Bx) - \yli—3) (1= k)
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Elles donnent pour - + y ety des fonctions uniformes de « et ¢.
Ceci nous conduit méme & un résultat assez curieux; ¢’est que, en
posant cncore

x =.r —l-_")’,

Y = .l,"\/ y
Z=e(t—x) (1 = Br)+yy (1= y) (1 = k%),
nous retombons encore sur notre surface
F(X,Y,Z)=o0

du n® 13. On peut done, pour cette surface, exprimer d'une tout
autre manicre que précédemment X, Y, Z par des fonctions uniformes
de deux parametres.

On conclut de ce qui préeede que la surface I posséde, outre 'inté-
grale de premiére espéce, une intégrale de seconde espéee non ration-
nelle en X, Y, Z.

Désignons ces deux intégrales par

['1{4X+Sd¥ ot fn,dm-s.d\'

el soient
w, o,

.

w,,
leurs périodes.
Revenons maintenant aux deux intégrales de seconde espéce

u.—_fp dr + Qdy,
u=/'P,dm+Q.dy, |

intégrales ayant deux ou trois périodes.
Soit C une courbe pour laquelle z et ¢ sont infinies, mais de telle

*e " 4 . u .
imaniére nécessairement, comme nous I'avons dit, que le rapport - soit
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lixe, quel que soit le point de C. On voit de suite gue les intégrales ne
peuvent étre que simplement infinics le long de C, dans I'hypothése
ot les équations précédentes donnent z, y, s fonctions uniformes de «
el ¢ (jentends par la que les points de rencontre de C avee un plan
(uelconque sont sculement des poles simples pour V'intégrale ordinaire

"
corvespondante); de plus, ~ restant constant le long de C, on pourra,

par une combinaison linéaire convenable, faire en sorle (ue u reste
lini pour la courbe C. Ensuite, en prenant A* convenablement, nous
pouvons supposer ue ¥ a les périodes o el o, puis enfin, en effectuant
encore une combinaison linéaire convenable, que ¢ a pour périodes o,
el o).

Cela fait, nous considérons les ¢quations

N A - +\, ¥, )

[ Pde+ Qdy= [ RdX+ SdY,

L3 L
N\, Y, Z

[ Pde+Qdy=[" RdX+8SdY.

2, ¥y 5 sont des fonctions uniformes de X, Y, Z; ceci cst évident,
mais il faut montrer que ce sont des fonctions rationnelles, c'est-a-dire
(quil n’y a pas de singularités essenticlles. Etudions ces équations sous
la forme

A S5

[ Pdr + Qdy = / S (S R
J o vet(—= 8 (a— 420 VO(1—0) (1 — A%0)

Vs ¥ 3

> 4 O.dy— » tdt ‘/" 0db )
/ l.dl“"’ Ly / \/t(l—-l)(l—/t"‘) + \/0([-.0)(1——‘"0)

faisons tendre (., ), 3) vers un point de la courbe C, dont il a été
parlé plus haut; « restera finie, ¢ augmentera indéfiniment. Or, «
restant finic et ¢ augmeniant indéfiniment, on a pour £ et  des quan-
lités déterminées (i la symétrie prés) dont I'une est infinie. Réciproque-
ment donc, pour ¢ infini et 0 arbitraire, ', ), 5 ont des valeurs déter-
minées, et les lignes ¢ infini, 0 infini ne correspondent pas & des
singularités essenticlles.

.
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Donc «, y, 5 sont des fonclions rationnelles de X, Y, L.

On en conclut que X, Y, Z sont des fonctions algébriques de ., ) ¢t 3.
Par suite, les deux intégrales de scconde espéce, dont I'inversion se
faisail par hypothése d’'une maniére uniforme, et qui avaient soit dew.r
ou {rois couples de périodes ne peuvent en avoir cjue deux.

Donc le cas ot Uon a deur intégrales ayant trois couples de pé-
riodes est complétement épuisé par Uunique cas étudié (n** 13 el
suivants).

V1. — (CAs oU LES INTEGRALES ONT MOINS DE TROIS PERIODES.

18. La discussion des autres cas sera bien rapidement faite. Sup-
posons d’abord que les deux intégrales soicnt de seconde esptee; c'est
le cas (que nous venons d'éludier au paragraphe précédent. 1l rentre an
fond dans le cas ot I'on aurait trois périodes.

Nous pouvons donc supposer qu'il y ait au moins unc période po-
laire. Comme type nous prendrons la dégénérescence signalée an
n° 14, et qui est plus compléte encore que celle de Rosenhain.

Soit, pour

fl’dx+ Ody et [P.dx+Q,dy.

o et @ cette période polaire.
Nous poscrons

R - Pde + Ody — adu + ady .
/ ‘ < (0 —cW(e—ay)(w—ay)  (v—ecW(v—a,)(v—ay)
[P Q= _Bdu + B L
(u—=b(e—a)) (u—ay) (¢v—b(v—a,)(v—ay)

on peut supposer que les périodes polaires correspondant & « = b,
dans le second membre, sont

0o ct o;

on peutl supposer ensuile, en prenant encore convenablement « et [3,
que la seconde période du second membre, pour ¢ = ¢, coincide avec

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 188g. 32
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le second systéme de périodes de intégrale. Dans ces conditions, .z, y,
s sont des fonctions uniformes de # + ¢ ¢t uv. On montrera, en suivant
an mode de raisonnement déja fait, que le point u = b, quel que soit
le signe du radical, n’est pas un point singulicr essenticl.

Que sc passe-t-il pour « = ¢, ¢ étant arbitraire? S'il y a une scconde
courbe logarithmique, correspondant au sccond systéme de périodes,
il 'y aura aucune difficulté, ct il n’y aura pas de singularités essen-
ticlles dans la correspondance biuniforme. Le seul cas qui puissc arréter
est celui ou il y aurait une courbe rendant infinics (non d’une maniére
logarithmique) les deux intégrales; nous avons dit que, dans ce cas,
le rapport des intégrales doit étre constant pour les points de cette
courbe; par conséquent, en faisant une combinaison convenable, nous
aurons une des intégrales restant finie. Considérons done

[ ]
f Pde+Qdy=LU,

X0, 9,3
f Pyde+Qdy =V,

U restant fini pour les points d’une certaine courbe C, qui donnent
V = =. Il est immédiat que x, y,, 5 ne peuvent ¢éire que des fonctions
rationnelles de V, puisque, pour U fini, on a .z, ), s fonclions uni-
formnes de V et parfaitement déterminées pour V infini. Considérons
maintenant une certaine courbe logarithmique T'; une combinaison
lin¢aire de ces deux intégrales n’aura pas de période polaire : il est im-
possible que cette combinaison se réduise & U, car alors on aurait une
fonction rationnelle de V qui serait périodique. Soit donc V, comme
nous pouvons le supposer, cette combinaison ; &, y, 5 sonl, par suite,
des fonctions rationnelles de V, les coefficients étant des fonctions de U
ayant une certaine période. Il n’y a pas, par hypothése, d’autres
courbes logarithmiques, ou du moins, s’il y en a, clles donnent au signe
prés la méme période polaire que celle que nous venons d'envisager,
ct pour toutes celles-ci U sera finic comme pour I'. En dehors de ces
courbes, il peut y en avoir d’autres analogues 4 la courbe C, pour les-
quelles U et V soient infinies; il y aura, comme nous I'avons déja dit
plusieurs fois, une combinaison des intégrales qui restera finiej si cette
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combinaison est différente de U, on en conclura que z, y, 3 sont fonc-
tions rationnelles de U et Vj si clle coincide avec U, il en résultera
que U deviendra infinie seulement pour la courbe logarithmique T et
ses analogues : donc z, y, 5 sera fonction rationnelle de e™ et V, a étant
unc constante convenable; nous avons donc seulement alors une seule
période.

Nous avons ainsi examin¢ toutes les hypothéses qui peuvent se pré-

senter quand l'inversion des deux intégrales doit donner des fonctions
uniformes.

19. Nous avons énoncé (n° 15) que, dans le cas des courbes algé-
briques, toute transformation biuniforme était nécessairement bira-
tionnelle. On peut I'établir de la maniére suivante :

Soient deux courbes algébriques

S(zy) =0, F(X,Y)=o0.

Il existe, par hypothése, entre (2, y) et (X, Y), une trausformation
biuniforme n’ayant d’autres singularités possibles que des points essen-
tiels £solés; il faut montrer que, dans cette hypothése, la transforma-
tion est birationnelle.

Soit & = a, ¥ = b un point singulier essentiel de la transformation;
on peut toujours supposcr que ce point est un point simple de la courbe
algébrique.

Dans ces conditions, X et Y seront des fonctions uniformes de

dans le voisinage de x = a, ce point étant un point singulier essentiel
de ces fonctions; soit

X=g(z), Y={(a).

A une valeur de X correspond dans le voisinage de « = a une infi-
nité de racines de I'équation
‘ X =9(),

d’aprés un théoréme que j’ai démontré autrefois ; pour ces racines, la
fonction Y () ne pourra avoir qu'un nombre limité de valeurs, celles
(ui satisfont a I'équation

F(X,Y)=o;
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donc & un point arbitraire (X,Y) de la courbe F se trouve corres-
pondre une infinité de points (x, y) de la premiére dans le voisinage
de x = a, y = b; la substitution nc scrait donc pas biuniforme. Le
théoréme est par suite établi.

CHAPITRE 1V.

(CORRESPONDANCE ENTRE DEUX SURFACES.

I. — SURFACES DE GENRE SUPERIEUR A UNy ADMETTANT UNE SERIE INFINIE
DISCONTINUE DE SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES.

1. Nous avons considéré le cas d'unc substitution birationnelle
renfermant un paramétre arbitraire, Des surfaces peuvent-clles se trans-
former en elles-mémes an moyen d’une infinité de substitutions bira-
tionnelles qui ne dépendent pas nécessairement d'un paramdtre arbi-
traire? Clest la question a laquelle nous allons répondre en supposant
le genre de la surface supérieur a I'unité.

Consid¢rons la surface d'ordre m

(1) | S(e,y,5)=0
de genre p, ct soil
AQu(#yyy3) + A Qu(yyy3) + .o+ A, Qp(80), 3)

le polynome adjoint d’ordre (n2 — 4) avee ses p constantes arbitraives
Ay A, ..., A, Yenvisage la surface

(2) AQ(xy,3)+ A Qu(z,y,3) +... + A, Q,(x,y,35)=0.

A quelle condition cetic surface sera-t-clle tangente i la surface

f=0?
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En ¢erivant qu'en un point (x,y,3), commun aux surfaces (1)
ct (2), les deux surfaces sont tangentes, on obtient deux équations. En
¢liminant &, y, 3 entre ces deux équations et les équations (1) et (2),
on obtiendra la condition

7\(1\,,}\2, vy Ap) =o,

A étant un polynome homogéne en A, A,, ..., A,. Ceci exprime, bien
entendu, la condition pour que la surface (2) soit tangente & la sur-
face f, en un point (z,y, ), situé en dehors des lignes oun des points
multiples de cette surface. Les coordonnées (.z, y, 5) du point de con-
tact seront des fonctions rationnelles de A, A,, ..., A,.

c=R,(A, A, ..., Ap),

y=R, (A, A, ... A)),

s=R(A Ay o AY).

Effectuons sur f unc substitution birationnelle la transformant en

clle-méme; la surface (2) deviendra évidemment

4’\-,‘Q| -+ A;Qg ~+ ...+ A;sz 0,
les A7 étant des fonctions linéaires homogeénes des A\, et on aura
AAGAL,..,A)=0.

Par suite, a toute substitution f transformant la surface en clle-
méme correspond une substitution linéaire X effectuée sur les A ot
pour laquelle

A(Av, Asy ey A)

sc reproduit & un facteur prés. Inversement, considérons une substitu-
tion I cffectuée sur les A et pour laquelle la forme se reproduit & un
facteur prés; nous avons d’une part

z=R,(A, A, ..., A,),

¥y =Ry (A Ay, ),

s =R;(A, A, .., A)),
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ct soit, d'autre part,
' =R,(A},A,...,A)),

¥ =Ry (A,A} .5 A),
3 =Ry(A, AL ..., A

Soit p supérieur ou égal & quatre; considérons les écuations

LA Qx,y,5)=0,
SAieri SA; ‘)Qi TA; Qg’

. a.r P1% Js
\‘S == — M
3 T A
dr dy Nk
faisons, pour fixer les idées, A;= A, =...=A,= 03 ces équations
nous donnent pour A,, A,, A,, A, des fonctions rationnelles de «, y-, 3

les A’, qui sont des fonctions linc¢aires des A, sont alors des fonctions
rationnelles de , y, 3, ct, par suite, 2, ), 5' deviennent des fonctions
rationnelles de x, y, 3.

D’autre part, la substitution considérée permettra d’exprimer quatre
des A’ au moyen de Ay, A,, A;, A,; ct par suite, p — 4 des A’ au
moyen des quatre autres que nous désignerons par A\, A, A, AL On
a d’ailleurs

ZAQi(x,y' S =0
EA;‘%‘% x ,%?j ‘_'A'}%%

o T o T T a
ox' dy’ 03

(3)

et ces équations nous donneront pour A, A, A}, A}, el, par suite, pour
tous les A’ et, enfin, pour les A des fonctions rationnelles de &', y, ='.
Nous voyons donc que z, ¥, 5 sont aussi fonctions rationnelles de
x,y,s.

Ainsi, & toute substitution linéaire ¥ effectuée sur les A et laissant

invariable I'équation
AMAGA, .., A)=0

correspond une substitution birationnelle de la surface en elle-méme.
Cette substitution ne sera pas nécessairement unique; nous aurions pu
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donuer & Ay, ..., A, des valeurs arbitraires, mais, et ¢’est la un poinl
essentiel pour la suite, si les substitutions S correspondant & une substi-
tution ¥ sont en nombre infini, clles renferment nécessairement an
moins un paramétre arbitraire.

(ieci posé, supposons quc la surface f puisse étre transformée en
clle-méme par une infinité de substitutions birationnelles. A chacune
de ces substitutions S correspond une substitution linéaire I pour
I'équation

AMAL Ay A =o.

Nous supposons les subslitutions S en nombre infini; soient d’abord
les substitutions  cn nombre fini. Alors, d’aprés ce que nous venons
de dire, les substitutions S renferment au moins un paramétre arbi-
trairc ; nous sommes donc dans un des cas examinés précédemment :
la surface du genre zéro ou du genre un, si le nombre des parameétres
est supéricur & un, ct, si, le genre étant supérieur & un, il y a un para-
métre arbitraire, la surface fera partic de la famille étudiée plus haut.

Si les substitutions X sont en nombre infini, elles dépendront néces-
sairement d'un paramétre arbitraire; car, sil’on chercheles substitutions
lincaires I transformant en elle-méme 1'équation

AMAGA, . A =0,

on aura un certain nombre d'équations algébriques, et si ces équations
ne déterminent pas les rapports des coefficients des substitutions X, il
restera nécessairement dans celles-ci un ou plusieurs paramétres arhi-
traires; les substitutions S renferment alors au moins un paramétre
arbitraire et nous retombons dans le cas précédent.

2. La démonstration précédente suppose que p24. Une démonstra-
tion toute scmblable, quant au principe, pourra s’appliquer non scule-
ment & ces cas, mais comprendra aussi le cas de p = 3. Considérons i
cet effet les deux équations

AQ(#y,3)+ A Qu(y yy3) + ...+ A,Qu(xyy, 5) =0,
B, Qi(x,y,35)+ B, Qa(x,y,3) +... + B,Q,(x,y,3)=0;

ces deux surfaces ont unc courbe mobile d'intersection.
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Nous chercherons la condition pour (ue cette courbe soit tangente i
la surface; nous obtenons ainsi unc équation de la forme

AAB,—AB,..)=0,

A étant un polynéme homogéne en A; B, — A;B;. Quant aux coordon-
nées (x,y, 5) du point de contact, ce scront des fonctions rationnelles
et homogenes de degré zéro par rapport aux A ct par rapport aux B.
Cleci posé, rien n’est & changer & la démonstration précédente; a une
substitution S correspond une substitution X cffectuée simultanément
sur A ct B; on considérera ensuite les substitutions X effecluées simul-
lanément sur A ct B, et laissant invariable I'équation XA = o. La cor-
respondance entre les substitutions S et , ¢tabliec comme plus haut.
nous conduira & la méme conclusion.

1l nous reste a examiner le cas de p = 2, auquel ne s'appliquent pas
les démonstrations précédentes. Soil

(1) AQ ey, 3)+A,Q,(0,v 35)=0

I'équation de la surface adjointe d'ordre m — 4. 1l résulte d'une pro-
position plus générale de M. Neether (Math. Annalen, . VI, p. 524),
(ue la partic mobile de I'intersection se composera d'une courbe irré-
ductible de genre un.

Une substitutlion transformant la surface en clle-méme transformera

(1) en
(2) , B,Q,+B,Q,=o0,

B, et B, étant des fonctions lincaires de A, et A,. Soit G, la courbe (1)
et soit Cg la courbe (2). Si nous cherchons & quelle condition les deux
courbes de genre un, C, et Cg, sc correspondent point par point, ou bien
nous aurons une relation algébrique entre

B, .

ou bien toutes les courbes auront méme module, et alors deux quel-
conques se correspondronl point par point.
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Que Pon soit dans I'un ou l'autre cas, soicnt C, et Cg deux courbes se

correspondant ; on aura, pour la transformation de la premiére en la sc-
conde,

’ A& B
S = ?(.L‘,)’, 3y -A—:a 1—3—1’ 0),

(%) £y = (w,y,~,:' ,O)

-’ - Al Bl
pet =?2(.’L',y, .-,K"a B—!,O)‘

\

. . 0o A, ,B
les 2 étantrationnelles en .z, v, 5 et algébriques en j-&-i et 5 avee le para-

3y
metre O que Pon peut supposer entrer algébriquement.
Qz(l\ v, 5)
m Q.(a", )5y
toules les transformations de la surface en cllc—mcmc devront rentrer
dans le type (), ot figure I'arbitraire 0. Il devra donc arriver que, pour
un nombre infini de valeurs de 0, les équations (2) donneront unc sub-
stitution birationnelle. Or ceci est-impossible; car, ) cntrant algéhri-
(uement, pour exprimer «que 2, y’, 5 données par les relations ()
sonl fonctions rationnelles de (z, y, 3), on n’a & éerire que des condi-
tions (qui s’expriment algébriquement. Si donc les équations (a) don-
nent une substitution birationnelle pour une infinité de valeurs de 0,
il devra en &tre ainsi (uel que soit 0, ct I'on rentrera alors dans les sur-
faces ¢tudiées précédemment.

Nous pouvons donc ¢noncer le théoréme suivant :

Ay B,
Si donc on remplace A, par — t— par —

Les seules surfaces de genre supérieur a un admettant une in-
Jinité de transformations birationnelles sont celles qui admettent
une suite continue de transformations avec un paramétre arbi-
iraire, et dont nous avons précédemment fait 1'étude.

H. — SuR LA CORRESPONDANCE POINT PAR POINT DE DEUX SURFACES
DONNEES.

3. Etant donnécs deux surfaces f et F, de genre au moins égal a
deuy, il est facile de reconnatre si ces surfaces sc correspondent point
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par point; ¢'est une question qui peut se traiter de diverses maniéres.

Avant de nous occuper des surfaces, reprenons dabord la méme
(question pour les courbes algébriques. Supposons ue le genre p des
courbes soit supéricur & deux; nous prendrons alors, sur la courhe f.
(p — 2) points arbitraires

(JJ.,)’,). e oy (""]!—21,)'[)—2)7

et nous considérerons le faisceau des adjointes d ovdve ne — 3 (v étant
le degré de /) passant par ces points. Soil

AQi+ A Q=0

" . T ¢ oy
ce faisceau avee le paramétee arbitraire TZ’ les cocflicients de (), et
J '
Qg dépendant, bien entendu, de (e, )Y, ey (€0 ) pen ). Conside-
rons alors, avee Brill et Neether dans leur Mémoire, devenu classique.
sur les courbes algéhriques (Madh. Anualen, v V1D, Péquation

(1 S(A )= o

donnant les courbes de ee faisceau tangentes i f5 son degré bien comnu
est égal i jp — o,

Soit maintenant la courbe I que Fon suppose covrespondre point par
point i la premidre; soient (/) )y ve o, (&, _ys )y o) los poinls corres-
pondants aux points de kv premicre (o)), (00 ) pma ). Onaura
le réscan

B,Q, + B,Q, = o.

et équation correspondante de contact
(2) ¢o(B,B,)=0.

Les ¢quations (1) et (2) peucent étre transformdées Pune dans
Pautre par une substitution linéaire convenable effectuce sur B, et 13,.

Tel est, en changeant sculement la forme, le point de départ de
MM. Brill et Nocther dans'étude si importante des modules des courbes
algébriques.
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Je dis que nous pouvons en tirer la réponse & la question posée rela-
tivement & la correspondance des deux courbes f et F.

n effet, les deux formes binaires (1) et (2) étant équivalentes, nous
pouvons ¢galer leurs (4p — 5) invariants absolus. Ceux-ci sont ¢vi-
demmentdesfonctionsrationnellesde (4, )70 )y (2, Y2 )y« o oy (Lp2y Vp-2)
pour la premiére forme, ct parcillement de (.2, ), ... pour la sc-
conde.

Nous pouvons donc éerire 4p — 5 équalions, parfaitement détermi-
nées, de la forme

N

(1) I(Cyy Viy ooy lpaay ¥poa) = L Vs ooy @3 Yps)-
Nous pouvons méme encore obtenir une autre relation entre les (.2, y)
et les (!4 ).

In effet, quand les équations (12) sont vérifiées, les deux formes @
et % pourront se transformer I'une dans I'autre, et cela, en général,
d’une scule manicre. On aura done la substitution

:\, = dB. -+ 3‘;2,
A= “"B' -+ aBz,

les 2, 8, ¥, ¢ ¢lant des fonctions rationnelles des (i, y) et des (&, y').

Ainsi se trouvera déterminée la substitution linéaire qui fait corres-
pondre une courbe queleonque du faisceau des adjointes de £ passant
pirles (e, ) dune courbe du faisceau des adjointes de F passant par les
('y)7). Or considérons dans le premicer faisceau la courbe tangente &
J en ey, )7y ) son équalion sera parfaitement déterminée. D’autre part,
dans le second faisceau la courbe tangente en (), y,) sera de méme

1 . [] b A )
~déterminée. A la premicre courbe correspond une valeur de = et a la
. 2
By .
scconde une valeur de - Lin éerivant que
2

A, _ 2B+ BB,

\: "~ YBi+3B,’

nous oblenons une nouvelle céquation, qui est symétrique en
. , . 9 o ’ ! [}
(£20)2)s s (Lp-3) Y p-2) d'une part et en (&, ¥,), ..., (€4, ¥ 4)
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d'autre part, mais o1 (., y,) et (£, y,) joucnt un role & part. Appe-
lons cette écuation (d); on pourra la mettre sous la forme

((l) ’:(.l'. ,}'. [ 'l.:!’),'." LR ER Y -L’P—gg )-P’ﬂ)= A('L.’l"}”" cery 'l.lll-"l’ )"‘p_g )'

4. En partant de p adjointes arbitraires dans 'une et Fautre courbe,
nous pouvons former les équations (E) et I'équation (). En se donnant
arbitrairement (i,, ),), -+, (£p-20 Y p-2), 00 doit pouvoir déduive de
ces équations les valeurs des (.7, y'). Pratiquement on opérera de la
maniére suivante : on supposera, comme il est évidemment permis, lex
p — 2 poinls (z, y) confondus ct parcillement alors les p — 2 pointx
(«",y'). On aura alors & la place des équations () et (d) un systéme
d'équations entre (.2, )7) et (£, ), ); ct ces équations devront donner
(r,,)7,) en fonetions rationnelles de (wx,, y) el inversement.

On a donc la une méthode réguliére pour reconnaitre si dewr
courbes se correspondent point par point, et pour trouver la substi-
tution birationnelle quand elle existe.

Remarquons incidemment que des derniéres équations se tire de
suile la démonstration de ce théoréme qu'une courbe (p > 2) ne peut
admettre une inlinité, continue ou discontinue, de transformations,
puisque le nombre des transformations tirées de ces équations ne peut
étre que limité.

5. Revenons maintenant aux surfaces algébriques, et cherchons de
(uelle manicre les considérations préeédentes peuvent étre étendues
aux surfaces algebriques.

Prenons sur la surface (p — 1) points

(s yi51)y (K20Yas3a)s ooy (L p=11) =335 p-3)-

Le réseau des surfaces adjointes passant parces points conlient deux
arbitraires; soient QQ,, Q,, Q, trois polyndémes adjoints, lin¢airement
indépendants, s'annulant pour ces (p — 3) points. Désignons, d’une
manicre générale, par courbe C une courbe (mobile) intersection de
deux surfaces adjointes. Il y a une infinit¢ de courbes C passant par les
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(p — 3) points considérés; leurs équations peuvent s’écrirc

O (rv.s) _ Qul@vis) Qa(a'-.‘r'.s),

IS 3 v

A, &, vcétant arbitraires. Parmi ces courbes G, il y en a unc infinité qui
sont tangentes a la surface, et la condition pour qu'il cn soit ainsi
s'exprimera par une ¢quation

P\ u,v)=o0,

P étant un polydme homogene en A, g, v etirréductible. Nousne com-
prenons pas dans P les p— 3 expressions linéaires en A, w, v corres-
pondant aux courbes Clangentes en (,¥1,31) «++y (Xp-3,Y p-3s Sp=3 )
ni les relations entre A, w, v correspondant aux courbes C rencontrant
les lignes multiples de la surface.

L.e degré @ dupolynome P est un invariant, puisque, quand on passe
d"une surface & une autre qui lui correspond point par point, Ies poly-
nomes (Q se transforment lin¢airement. A cet invariant, nous pouvons
enassocicr deux autres; si 'on considére I'équation P comme représen-
tant une courbe en coordonnées homogeénes, ou un cone, cette courbe
aura

¢ points doubles,

% points de rebroussement.

Ces nombres sont des invariants, car un point double correspondra
a une courhe C tangente deux fois & la surface, et un pointde rebrous-
sement & une courbe C ayant avecla surface un contact de second ordre
ct le nombre de ces courbes est manifestement le méme pour deux sur-
faces se correspondant point par point.

Soit maintenant unc seconde surface algébrique correspondant point
par point & la premiére. Si on considére les points

v ’ ! i ’ [
(05 MTE 1 I (xp--:n)."p-a’sp-s)

correspondant & (&, 1,31, oy (Lpeyy Vpmyy Sp-3 )y OB AU une éuar-
Lion

] (A

P,(N,u,v)=o,
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L.es deux courbes (si 'on veut employer le langage de la Géométrie
planc)
P(h,u,v)=o,

Po(,)\,’ P',V'\ =0

seronl de méme ordre @ et auront & points doubles et zpoints de rebrous-
sement.

On doit pouvoir passer de I'unc & 'autre par une substitution homo-
graphique.

On pourra done écrire un certain nombre de conditions, revenant i
Iégalité de certains invariants pour Pune et l'autre courbe, qui seront
par conséquent de la forme

‘l T E 705 PV-TYpO a'”p-:n.)'p-msp»—a)

4 ’ [} ’ ’ 7 R
l = l(""c?yca Sl 5V ~'p-s,)'

()

\ous pouvons encore obtenir deux autres relations entre les (¥, 3)
et les ('), 37).

A cet effet, considérons I'um des points, soit (.£y,y,,3,). 11 v a une
infinité de courbes C tangentes i Ja surface en (.o, v,.5,) et ka relation
k. 4, v est ¢évidemment linéaire, soit

(1) Ar+Bu+Cyv=aq,
et paveillement en (.. ¥,,5)), nous aurons pour 'autre surface
(2) AN+DB w4+ Cv=o.
La substitution linéaire qui transforme la courbe I’ en la courbe P,
devra transformer I'équation (1) en l'équation (2), et, comme ce fait

s'exprimera toujours en écrivant 1'égalité d'invariants communs aux
deux couples de formes, on aura deux nouvelles relations de la forme

L
§OCH ) Ty e sy A peyy Vp-31Sp-y )

' o S PO ) » -’
R L T R I, AN S

td)
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¢ et A étant rationnelles et symétriques par rapport aux indices 2, 3. ... .
p— 35 mais (£,, ¥, 5,) et (&, ¥\, 5,) jouant un role a part.

En partant de p points arbitraires dans deux surfaces données, on
pourra former les équations (1) et (£). En sc donnant arbitrairement
les (., ¥, ), on doit pouvoir déduire de ces équations les (&7, y', 37), si
les surfaces se correspondent point par point.

Ceci entrainera manifestement un certain nombre de conditions.
Quand clles scront remplics, on pourra, en général, tiver de ces équa-
tions des valeurs pour les (&', 3, 3'); ainsi I'on pourra éliminer

’

(01X 0305+ s (Tpg0) sy 5pms)

el avoir des dquations ol ne figure plus que (x},y, 3, ). Onaura donc
a voir si (&), ), 5,) ainsi déterminés sont fonctions rationnelles de
(.¢ry )1y 30), point sur lequel il n’y a pas d’indications générales &
donner, mais ui dans la pratique ne présentera pas de difficultés.

Ainsi done, en général, on pourra reconnaitre la correspondance des
denx surfaces et trouverla substitutionexprimant cette correspondance.

Nous disons, en général : quel pourrait étre le cas d'exception o la
marche suivie serait impuissante & conduire au résultat? Ce serait le cas
ot des éiquations (d) et (E) onne pourrait tirer, apreés 'élimination de
(3 ) 130 )y vve s (hgy Vioys 5py)s (u'unc seule ¢quation pour trouver
(&5, 5, ) Dans ce cas tout spécial, nous aurons recours & une autre
mcéthode, que nous allons exposer, méthode plus générale méme (ue
la préecdente, puisqu'elle sapplique encore au cas ot p = 3.

6. Soient QQ,, Qyy ..., Qp et Q1, Qs ., Q) les ppolyndmes adjoints
pour 'une et l'autre surface : la correspondance cherchée doit étre de
la forme .

Q:(r.v,3) _ NQ (' v, 3+ A Q0+ .. A0,
Ql(l’xy’:)'— BQy+B:Q, +...+ B,Q,
Qu(z.v,2) _ CGQ +GCQy+...+C,Q,

Qi (x,),3)  B,Q +B,Q,+...+B,Q,’

~ . ) ),
les A, B, C ¢tant des constantes convenables. Si donc R op e

Q

sont pas fonctions I'un de l'autre, on peut tirer de la (i, ), 3) en fone-
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tions algébricquesde («', ', 5'). On aura donc & reconnaitre s 'on peut
choisir les constantes A, B, C dc manicre que z',y’, 3’ soient des fonc-
tions rationnelles de z, 3, 5 ct inversecment. On voit que la méthode
précédente avait sar celle-ci 'avantage de n'introduire dans le caleul
ancunc indéterminée; par contre, nous pouvons ici étudier compléte-

Q.

ment le cas exceptionnel. Celui-ci est relatif & Ihypothése ou & et

Q

(),
~* seraient lices par unc relation.

O,
Ainst, Q,, Q., Q, désignant trois polynomes adjoints quelconques

de la surface f, on suppose que I'on a la relation

Y=o

Y étant néceessairement un polyndéme, ct cela pour tout point (.ry)-.=
de /. Considérons la surface

(.\)._. — 7\(\), = 0.

Quand A varie, clle coupe f suivant une certaine courhe C mobile
avec A,

Prenons un point sur cette courhbe (X, et un aulre point en dchors:
nous pouvons déterminer le polynome adjoint Q, de telle sorte (qu'il
s‘annule pour ces deux points. (), ¢tant ainsi délerminé, reprenons

l'identité supposée
Q Qs\ _
/) wo)= 0.

Quand (., y,3) décrit la courbe G, QQ, reste constant et égal & zéro:
done

Q=0

coupe la surface f suivant la courbe C; mais en méme temps il doit y
avoir une autre courbe d'intersection, puisque la surface Q, passe par
un point de f qui n’est pas sur C. Ainsi donc (), = o, qui est une adjointe
arbitraire, coupe la surface suivant une courbe décomposable.

Nous nous sommes déja trouve précédemment dans ce cas, oi une
adjointe quelconque coupe la surface swivant plusieurs courbes va-
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riables. Nous avons dit alors que ces courbes variables ¢taient toutes
du genre un.

Dans ce cas particulier, la recherche de la correspondance des deux
surfaces f et I¥ sc [era sans difficultés, cn raisonnant sur les deux sur-
faces f et ¥y comme nous avons raisonn¢ sur une seule surface au n° 4
ddu troisitme Chapitre. Nous avons sur les deux surfaces deux réscaux
de courbes de genre un, qui doivent se transformer I'un dans Pautre.

Il a été supposé, dans ce qui précéde, que p était au moins égal a
trois. Le cas de p = 2 peut sc trailer comme le cas particulier qui pré-
cidey il rentre en effet dans ce cas, car nous savons fue, pour p = 2,
toute adjointe coupe la surface suivant une courbe dupremier genre (*).

7. Ainsi, étant données deur surfaces de genre supéricur a un,
nous sasvons reconnaitre si elles se correspondent point par point;
mais nous n'avons pu lrailer, en général, la méme (uestion pour les
surfaces du genre zéro ou un. Nous dirons sculement a ce sujet qu’une
condition nécessaire s¢ trouvera exprimée par I'égalit¢ du nombre des
cycles & une et dewr dimensions de la surface.

- e  i—

CHAPITRE Y.

QUELQUES APPLICATIONS AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

|. — GENERALITES.

1. Nous allons nous occuper principalement, dans ce Chapitre, des
¢quations différenticlles de la forme

" S =

(') On remarquera que la méthode employée dans ce paragraphe peut évidem-
ment aussi étre employée pour étudier les transformations d’une surface en
clle-méme, et qu'il en résulte de suite une nouvelle démonstration du théoréme
démontré dans la premiére Section de ce Chapitre.

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. 11, 188o. 3!}
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2 . ,
J ¢tant un polyndme cn y, z-:“l; ct g—;—: La variable indépendante ne fi-

gure pas dans I'équation qui, par suite, se raméne & une équation du
premicr ordre, mais nous voulons garder 1'équation sous cette forme, et
¢'est du cas ou I'intégrale générale de cetie équation serait une fonction
uniforme de & que nous allons nous occuper.

Supposons donc que 'intégrale générale de 1'équation précédente
soil une fonction uniforme de x, n’ayant que le scul point o comme
point singulier essentiel; soit y = I’(x) une intégrale quelconque.

Pour une valeur de .z, qui ne soit pas un pole de (.), on pourra.
pour /4 suffisamment petit, développer P(v + 2),

Ple+h)y=D(e)+ hP(r)+...,

ct les coefficients des puissances de 4 seront des fonctions rationnelles
de P(x), P'(w) et P(x). Par suite, P(x 4+ 4) est une fonction uni-
forme de P(x), P'(«) ct P"(x), qui sont d'ailleurs lices par la rela-
tion (1), du moins dans le voisinage d’un systéme de valeurs de I, P

. J
ct P finies, et n’annulant pas EIT[" =o.

L'¢lément de fonction du point analytique (P, 1, D7), ainsi déter-
ming, s'étendra manifestement de proche en proche; on obtiendra ainsi
une fonction analytique uniforme de (P, P/, "), d'aprés Phypothése
faite que Tintégrale ') est une fonction uniforme. Nous pouvons
donc ¢erive

( P(e+h)=g|P(x), (x), P(x), L],
(2) ¢ P+ h) =40 (), P(x), (&), 1],
( P'(w+ h)=y[P(x), P'(x), P"(x), k|,

%, Y et 7 étant des fonctions uniformes du point analytique (P, I, ')
etde h.

Des équations (2), on peut évidemment tiver I (), P’(a) et P(r)
cn fonctions uniformes de [P(x+ &), P'(w+h), P"(x + 4)]. La
transformation (2) est donc biuniforme. Mais nous avons déja dit que,
entre les points de deux surfaces, pouvaient exister des transformations
biuniformes qui ne sont pas birationnelles. Prenons eomme exemple
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d'¢quations qui conduisent i une transformation (2), qui ne soit pas
bhirationnelle, Péquation

Yy ' —yr=2y"
OIl a
y = Ce”,
el I'on trouve de suite

1’

P(x+h)=DP(x)e¥e T,

("est le cas oi celle transformation biuniforme serait birationnelle
que nous allons d’abord traiter.

2. Dans lout ce qui va suivre, la transformation biuniforme (2) est
done supposce birationnelle. La surface

Sy y)=o

admet donc une transformation birationnelle en elle-méme, renfer-
mant un paramétre arbitraire h.
licrivons cette transformation

Y =¢(y, 55" k),
" | Y =40y, 5,5 b),
' Y'=y0yy,y ),

et transcrivons-la de nouveau en désignant par des letires indétermi-
nées les divers coeflicients; soit alors

Y =k(» )
) ) Y'=u(y, )9
' Y'=v(y, "\ y").

Soit y une solution de 'équation f'; ¢erivons que

(3) O, Y, YY) =0, Moy  N_y

dz — dx
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Nous obtenons ainsi trois relations entre y, v, ) et les coefficients de
A, uct v,

Divers cas pourront se présenter (1)

1° Les cocfficients dans A, @, v dépendent d'une seule constante
arbitraire. La forme (1) rentreva dans le type () ainsi trouvé, Dans
ces conditions, les coefficients dans (1), (qui sont des fonctions uni-
formes de A, sont liés deux i deux par des équations algébriquess par
conséquent, Y et Y sont liés par une velation algébrigque; done inte-
grale générale sera une fonction doublement péviodique de A, et les
peériodes ne dépendront pas de la constante d'intégration.

2° Les coefficients dans A, w et v dépendent de deux arbitraives,
soient =z et B3 ¢erivons alors

Y =n(y, 0707 2, B),
Y =u()y)" )" % B)
Y'=v(y, )" " 2 8)s

v désignant unc solution quelconque de Péquation f, Y représenlera
Uintégrale géncérale de cette ¢quation avee les constantes « et 3.

Deux cas peuveni se présenler :

[. La substitution précédente ne forme pas un groupe de transfor-
mations. Prenons alors

KOGy Y 0B w () )y % 3)

cl

7‘(), Yy’ ey Sn)a f*()’a )”a)’"’ %y, 31}’ ceey
%, B et «,, B, ¢lant arbitraires, I'expression
(1) AAQS YY"y o B)y vy 3.1

sera encore une solution de 'équation; elle doit donc étre de la forme

(2) A Y Yy o 32)’

(') On reconnaitra, dans ce qui va suivre, une succession de raisonnements
analogues a ceux qui ont été employés dans le troisiéme Chapitre.
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u, ct B, étant indépendants de x5 mais, par hypothése, la substitution
ne définit pas un groupe de transformations, c'est-i-dire qu’on ne
pourra pas lrouver a, ct 3, dépendant uniquement de (%, 8) et («,, §,).
de telle sorte que (1) et (2) soient identiques pour tout poirl y, 3, )"
de f. On pourra cependant siirement trouver des quantités ,, 3, indé-
pendantes de o, de telle sorte que (1) et (2) représentent la méme
fonction de .x. On aura done ainsi, entre ), », »”, une nouvelle relation
algébrique, relation qui, comme on voit, dépendra de I'intégrale con-
sidérée y, car les quantités a, et 3, ne seront pas indépendantes de la
constante ligurant dans y-.

Nous avons done, en résumé, une seconde relation algébrique entre
¥y ), "y relation qui n'est d'ailleurs pas indépendante de Pintégrale
particuli¢re considérée y. 1l s'ensuit, par Pélimination de y” entre cette
relation et I'équation différenticlle /; qu’ily aentre y et y une relation
algébrique.

L'intégrale générale de I'équation est encore une fonction double-
ment périodique (ou dégénérescence).

Appelons le cas D les cas ol U'intégrale est doublement périodique
(ou dégénérescence).

1. Nous arrivons enfin au cas ot les expressions A, ., v donneraient
un groupe de transformations & deux paramétres a et 3. Nous n'avons
pas hesoin de répéter la série des raisonnements qui ont été faits dans
le n® 7 de notre second Chapitre. 11 0’y aurait, sur ce point, rien a
changer aux raisonnements. On verra donc, par une marche tonte
semblable, que ce groupe de transformations est permutable.

Ainsi nous sommes conduit & cette conclusion, que la surface

SOy y')=o

admet un groupe de transformations birationnelles a deu.: para-
métres et permutables.

Or nous avons démontré¢, dans le Chapitre précédent, le théoréme
suivant : si une surface

f(z,y,3)=0

admet un groupe de transformations birationnelles & deux paramétres
ct permutable, la correspondance entre (x, y, z) et (o, 3/, ) sur la
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surface sera donnée par les deux équations
P (s 3+ Q (35 5)dy =P (&, y, 3) i+ Q (i ', )y,
Py s)de+ Q,(, yy 3)dy =P (', ', ) de' + Q,(«', ¥, 5') dy,
ou, si L'on veut, par

Try,s 2,y
Pde + Qdy — f Pde+Qdy = const.

MBS TN e RS

el

s
Pyde+Q,dy —...=const.,

Y ¥ey Vv Sa
ce qui veut dire que (&, y”, 3') est unc fonction de (., y, 3), telle que

I diftérence qui forme le premier membre ne dépend pas de (., v, 3).
Par suite, si I'on considére

AN T R B )
Pdr +Qdy et / Pyde +Q,dy,
Yoo Ve < e ¥y Yy

ce seront des fonctions de &, A(r) et w(r) qu'il sera bien facile de
lrouver.

Si, en effet, on remplace & par.zc + 4, (), ), ") éprouve une trans~
formation du groupe, et devient (Y, Y’, Y), la différence

oy LY,V

Pede+Qdy — [ Pele+Qdy
YuXors Yedo ¥y
ne dépend pas de y, 3, )", mais sculement de la transformation, cest-
a-dive de 2 elle ne dépend donc pas de .. Ceci revient & dire que

AMr+h)=Nx) et w(e+h)-—u(r)

ne dépendent pas de x, quel que sott h.

Donc
M) =ar + a,

w(ie) = b + 8,

a, b, « ct 8 ¢tantindépendants de .
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme fondamental qui suit :

Il existera pour la surface f(y,y',y') =o deux intégrales de
différentielles totales, telles que

/""""’" P de+Q dy=u,

[ TP de+Q,dy =,

donneront pour y, y' el y" des fonctions uniformes de wet v; soit
y=0(u,¢);
alors Uintégrale générale de Uéquation sera
y=0(ar +2,bx+8),

z el B élant des constantes arbitraires, et a et b deur constantes.

Il. — RECHERCIE DE L' INTEGRALE.

2. Nous devons maintenant nous proposer de reconmaitre, autant
(u'il sera possible, sur I'équation différentielle elle-méme, si cette équa-
tion rentre dans la classe d’une intégrale générale uniforme avee une
substitution correspondante birationnelle.

Mais, auparavant, faisons deux remarques générales. Tout d’abord,
st la surface

’ ! Y —
Sy y)=o

est de genre supérieur a Uunité, on tire de suite unc conséquence im-
portante de ce que la surface admet unc infinit¢ de transformations
birationnelles. Nous pouvons écrire en cffet, en remplacant x pav zéro
et o par x,

Y =2(HY0 Yol

Y =48 Yor Yor Yo s

! Ay
Y'=7(8Y0 Y0r)0)
’ ” Lot 2 ’ " Y —

Yos Yos Vo désignant les valeurs de y, y', " pour 2 = o.
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Désignons alors par Q,(y, y',y”) el Q,(),)7,y") deux polynomes
adjoints d’ordre (m — 4). En refaisant les raisonnements faits au com-
mencement du troisitme Chapitre, qui traite de la transformation des
surfaces, on trouve immédiatement (ue

Q40050 Qu(Yos Tar s

Qe 50 ) T Qe ey 39)’

d'ott le théoréme suivant : dans le cas qui nous occupe, le genre de la-
surface

(1) JOSY Y Y=o

st séro o un, o bien on @ pour toute intégrale

BN (, y ‘.I’ -
( .!‘) AL (, .7, ] ‘) ”_? = «.
D (¥, ' ")

¢ Clant une constante. Les équations (1) et (2) entrainent une rela-
tion algébrique entre ) et )7, et, par conséquent, les mtégrales seront
des fonctions doublement périodiques (ou dégénérescences). Dans le
cas ol les intégrales seront doublement périodiques, le module ne dé-
pendra pas de la constante arbitraive.

On voit donc que le cas ot le genre de fserait supéricur a Munité ne
présente aucune difficulté, et nous pouvons, par suite, supposer que le
genre de fest égal & séro ou a un.

Voici une seconde remavque @ Si, le genre de la surface

SO )=0

¢tant zéro ou un, celle-ci admet seulement un groupe de transforma-
tions & un paramétre, on aura, comme nous l'avons déja dit (cas|)

pour y, y', ¥, des fonctions doublement périodiques de &« avee un mo-
dule toujours le méme.

4. Ces remarques faites, je considére d’abord le cas ot le genre de /
serait I'unité, et je vais chercher dans quels cas Pintégrale générale
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correspondra aux cas . Sil'on se trouve dans ce cas, I'intégrale génc-
ale sera certainement doublement périodique; elle ne peat étre, en
effet, rationnelle en .z, ou fonction rvationnelle de %, puisque le genre
de la surface est Punits.

Eerivons f(y, 3,¢) = o, ¢t soit Q(y, 3,1) Punique polyndme ad-
joint dordre (m — 4).

)+ 5 et e sont fonctions doublement périodiques de &, et fonctions
d'un paramétre «, qui est la constante de Pintégration ; d'ailleurs
F=) b=y,

Si I'on considére alors

Ox 0% dz dr_
Ji ’

celle expression, fonction doublement périodique en . (qui sert a for-
mer Pélément de Uintégrale double de premiére espécee), restera finie
pour toute valeur de «j ce sera done une fonetion de « seulement,
puisqu’elle doit se réduire & une constante par rapport a .r.

Ion faisant sur 2 un changement de variable convenable ot en dési-
gnant par @ le nouvean paramatre, on pourra manifestement éevire

7 =
Orles ¢quations
R A
dy ﬂd.c + 5 la,
-_ 05 4 . 03
ds = 5;(& + 5 da
donment
Js dy ,_ .
da — Jr - t-)_s.dd QU s )[sds—tdy],
RN 7 :
or da  da ox
done
Yoot
) (¥s 3, 8)(5ds —tdy
() “:f Qs 3, 6)( tdy)
Ji

Journ. de Math. (i série). tome V. — Fasc. II, 183g. 35

’
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et cette intégrale portera nécessairement sur unce différenticlle totale.
car ¢ peut étre considéré comme fonction de (y, 3, 2).

Ainsiy la constante d’intégration a peul s'exprimer par une inté-
grale de difféventiclle totale attachée a la surface f.

La relation (e) doit exprimer entre ), 5 et ¢ une relation algébrique
(rotr plus bas)

R(y, s 0)=C,

R étant rationnelle, qui correspond au faisceau de courbes de genre
un, tracé sur la surface. Si done on peut mettre I'équation (e) sous
celte seconde forme, on aura une équation

R(y.y ") =0,

el, pour achever, il n’y aura plus qu'i traiter une équation entre ) et ).

On voil (ue, théoriquement, la solution w'est pas compléte, puisque
¢'est seulement sous forme intégrale que nous trouvons le faisccau des
courbes de genre un, qui correspondent aux solutions supposées dou-
blement périodiques. Pratiquement, la relation (¢) permettra, le plus
souvent, d'achever I'intégration de T'équation.

5. Fajouterai encore une remarque générale concernant le cas D,
Je dis, en premier lien, que, dans ce cas, intégrale générale sera oh-
lenne en joignant a

SOy y)=o

une équation Ry, ', »”)=C, ou R est une fonction rationnelle de
)+ )2y cestun point qui n'est pas absolument évident, que la con-
stante puisse s'exprimer rationnellement (et non pas simplement algé-
briquement) en fonction de y, y', y”. Mais il le devient, si Pon se rap-
pelle le théoréme suivant de M. Fuchs : Quand Fintégrale générale
d"une équation de premier ordre

F (;c, ¥, g},) =o0
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est algébrique (F est un polyndome), on peut la considérer comme
donnée par cette équation F et I'équation

R (: e j—;) =,

Ceci admis, on n'a qu'd remplacer 'équation’ f par Uéquation du
premier ordre

R étant rationnelle.

S () PP Z—f) = 0,

dont, dans I'hypothése admise, Tintégrale générale sera algébrique, et
Fon a de suite le résultat annoncé.
Considérons done les équations

fOnysy Y=o,  R(y,H»y)=0C;

le résean R coupe la surface suivant une ou plusieurs courbes du genre
zéro ou un. Les équations de leur projection en y el ) sevont donce
données par

?(b)‘v)"* )\, C) =0,

% ¢tant un polynome irréductible; A et C sont liées par une relation
algébrique

F(3,C)=o.

X est, comme G, une fonction rationnelle de y, ¥/, y”.

Si le genre de la relation ¥ est égal ou supérieur a un, la surface f
aura au moins une intégrale de premiére espéce; on pourra chercher
directement les intégrales de premicére espéce de £, S'il 0’y en a qu'une,
c'est que le genre de F est ¢gal & un, et 'on aura

f Pdy + Qdy’ = const.,

c’est-a-dire le faisccau sous la forme intégrale. S'il y a plusieurs inté-
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grales de premicre espéee, deux de celles-ci élant fonctions 'une de
Fautee, on aura, en formant le quotient des cocflicients de dy ou dy”
dans les deux intégrales, I'équation du réscau sous forme finie. il v a
deux intégrales ne dépendant pas Fune de Tautre, on anra les deux
Cquations

g == f‘]" dy + Q,dy’,

C= [P dy+Qiy-

(qui devront donner y, y', y* en fonction uniforme de .
St le genre de F est nul, en exprimant X et C en fonction d'un para-
metre 2 (uniformément), I'équation pourra s'éerire

G (),) . 2)=0,

¢t 2, ui est fonction rationnelle de A et G, pourra s'exprimer ration-
nellement en y, )7, ), ¢'est-a-dire que nous remplacons le faisecau R
par le faisceau

SO ) =2

(S ¢tant rationnelle), qui coupe la surface suivant une sewle courbe
mobile de genre zéro ou un.

Nous avons donc le théoréme suivant : Si lasurface f/n'a pas d'inté-
grale de premicre espéee, ct si Uintégrale générale est une fonction
doublement périodique ou dégénérescence dune telle fonction, cette
intégrale générale peul ’obtenir en adjoignant a /' 1'équation d'un fais-
ceau

Sy, )y =

qui coupe la surface suivant une seule courbe (variable avec ).

En particulicr, dans le cas des dégénérescences, la courbe sera de
genre zéro. On a donc alors un faiscean coupant la surface f suivant
unc seule courbe de genre zéro. 1l résulte alors d’un théoréme de
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M. Nother (Math. Annalen, . 11T) que la surface sera unicursale, et
d'unc mani¢re uniforme. Nous avons donc cet énoncé :

St Uéquation différentielle

f()” )",)’”) =0

a pour intégrale générale une fonction rationnelle de .« ou de
la surface f sera uniformément unicursale, @ moins qu’clle ne pos-
sede une intégrale de premiére espece.

Je w’ai vien de plus & ajouter sur le cas D la solution est compléte
quand le genre de la surface est supérieur d un. Elle laisse peu i dé-
sirer quand le genre est égal i un; mais, pour le genre zéro, c'est seu-
lement dams le cas ot lasurface aura des intégrales de premiére espéce
que Pon pourra lirer parti de ce (que nous avons dit, pour la recherche
cffective des intégrales.

6. Occupons-nous maintenant du cas différent du cas 1). Nous
avons ¢tabli quialors il y avait deux intégrales de différentielles totales

[Pdy+Qdy fP‘d}-+<\),¢)-'.

telles que les équations

\ fqy.y,yql) (l)f + Q d),' = U,

(‘ ' ) A ESg
U P,dy+Q,dy'=¢

donnent pour y, y' et y” des fonctions uniformes de & et ¢; soit
y=0(u,r);

de plus, en remplacant « et o respectivement par az + C eta' v + (7,
a ct @’ ¢tant deux constantes convenables, C ¢t C’ deux constantes ar-
bitraires, on a 'intégrale générale de I'équation.
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Par les ¢quations ci-dessus éerites, les coordonnées d’un point quel-
conque de la surface £s’expriment par des fonctions uniformes de deux
parametres; nous pourrons donc faire usage de toul ce (ue nous avons
dit sur de telles surfaces dans le troisiéme Chapitre.

Si Ia surface f appartient a la premiére classe de surfaces, pour les-
quelles y, 3”7, ) ’expriment par des fonctions uniformes quadruplement
periodiques de u et ¢, ce que nous savons reconnaitre, on aura

y=0(axr+ C, ar+(7),

6 étant une fonction (quadruplement périodicque de « et v.

Jajoute cette remarque, que ce cas est le seul qui puisse se pré-
senter quand le genre de la surface est égal @ Panité, Ceei résulte
de suite de ce que nous avons dit au troisitme Chapitre que toules les
dégénérescences correspondaicent au genre zéro.

Dans le cas ot les intégrales (1) auraient trois périodes, Fane d’elles
est de premicre espece. Cette intégrale

fl’ dy +Qdy”

peut étre formée; elle ne devra avoir que deux périodes, car la surface
a sculement deux eycles linéaires (woir Chapitre IIT). Or on peut
¢ladier les cycles lincaires, ot par conséquent reconnaitre le nombre
des périodes. Soit A(s) une fonction doublement périodique aux

mémes périodes :
(¥, 3"y 3" '
R ¥ »
x[ [ Pdy+Qdy ]

sera une fonction rationnelle de (y, ¥, "), soit R(y, »’, »”). Onaura
I'équation

RGOy, y') = Max),

dont I'intégrale générale devra étre uniforme.

Ce qui précede s’applique aussi au cas ol les intégrales (1) auraient
deux périodes, I'unc d’clles étant de premiére espéce.

Dans tous les autres cas, la surface sera nécessairement unicursale,
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cl ’expression générale de y sera une fonction rationnelle de e*, ¢,
ou une fonction rationnelle de z et ¢*%, ou enfin unc fonction ration-
nelle de .

III. — ExXAMEN DU C€AS GENERAL.

7. Nous avons suppos¢ jusqu’ici qu’une certaine transformation
biuniforme était birationnelle. 11 faudrait examiner maintenant le cas
général ot équation

(1) S )y )=o

a son inlégrale générale uniforme; c’est une question qui présente les
plus grandes difficultés. Les considérations qui suivent vont nous mon-
trer la difficulté du probleme.

L ¢équation précédente revient a I'équation du premier ordre

(2) f(y, p,p%ﬁ):o. .

Pour étudier p comme fonction de y, on peut appliquer les principes
développés par Briot et Bouquet dans leur Mémoire classique; pour
¢liminer une premiére séric de difficultés, nous allons supposer que,
dans I'étude des singularités de cette équalion, on puisse loujours se
trouver ramené au cas, a la fois général et simple, spécialement étudié
par Briot ct Bouquet, c'est-a-dire, en employant les notations de ces
auleurs, :
d5

LT

:at—*—bt-;—-...,

et que de plus les dévcloppements en séries correspondant aux inté-
grales ne conticnnent pas de logarithmes. Ces conditions se trouveront
réalisées bien évidemment dans un grand nombre de cas.

Quand I'équation (2) aura été complétement discutée, on aura a re-
venir i I'équation initiale, c’cst-a-dire poser

d
2=r0)
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La grande difficulté est de reconnaitre si y ainsi définic est une
Sonction uniforme de x. 1l st facile de reconnaitre si, dans le voisi-
nage de chaque valeur atteinte par la variable z, la fonction y st uni-
forme; mais cela ne fait pas nécessairement, quand il en cst ainsi, que
la fonction y soit récllement une fonction uniforme. Il y a la une diffi-
“cult¢ considérable, qu'il parait bien difficile de lever, et nous avons di
nous horner & ce cas des fonctions intégrales de P'équation (1), que
I'onpourrait appeler @ apparence uniforme.

Arvrétons-nous spécialement sur le cas ot P'équation a la forme

<y _R (), 1’,1'>,

da? ‘dr

ay
dr
On voit aisément tout d’abord que I'équation doit étre de la forme

R étant rationnclle en y et

= A0 +BO)(Z) + o ()

A, B, C étant vationnels en y.
On vérifiera encore facilement, toujours sous les conditions ¢non-
cées au début, que 'équation a la forme

d d, 2
oy A0+ Z oo (F)
dz* = (y—a)(y—0)...0r =10

b

les quantités distinctes a, b, ..., [ ¢tant en nombre m, et A, B, C
¢tant maintenant des polynomes en y,

A de degré m + 3,
B » m-+ i,

C » m—1.
Prenons donc un tel type d’équations, et cherchons & quelles condi-
tions l'intégrale générale pourra étre uniforme.
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Considérons donc I'équation

. dp _ A +Bp+Cy)p*
(;) p‘z; - (y—a)..(r—10

Tout d'abord y = a, ..., [ pcuvent étre des points singuliers des in-
tégrales. Prenons e, ct considérons 1’équation

A(@)+B(a)p+C(a)p*=o0

dont nous supposons les deux racines p, et p, distinctes ct différentes
de zéro. .

A quelles conditions toutes les intégrales de cette équation, qui pour
y = adcviendront égales a p, ou p,, scront-elles des fonclions uniformes
dans le voisinage de y = a? C’est ce que nous savons trouver avec Briot
et Bouquet; ceci exigera deux conditions, dans lesquelles figure d’ail-
leurs un enticr positif arbitraire. Nous aurons donc deux conditions
a ¢erire pour chaque racine du dénominateur, ce qui fait 4m relations.
Nous aurons ensuite quatre conditions & écrire, relativement & y ==,

. » . 1 .
cc qui se fera en changeant dans 'équation y en 7 ct raisonnant sur

y = 0 comme nous avons raisonné sur y = a. Nous obtiendrons ainsi
4m + 4 équations, qui pourront d’ailleurs n’étre pas distinctes et ren-
fermeront des entiers arbitraires.

En raisonnant comme nous venons de le faire, nous avons supposé
que I’équation avait une infinité d’intégrales devenant égales a p,, ot
une infinité d'intégrales devenant égales & p,, pour y =aq, ..., L
Quand ces intégrales existent, il faut bien qu’elles soient holomorphes
en y, car ce sera pour une valeur finie de  que I'on aura ici y = q,

puisque l'on a f fl;v = x, ct nous avons supposé p,p,=o. On pour-

rait, en restant dans la plus grande généralité, se trouver dans d’au-
tres conditions; il pourra arriver qu'une scule intégrale (I'holo-
morphe) devienne égale & p, pour y =a. Il n’y ala qu'une condition
d’inégalité, et nous n'avons pas alors de condition & écrire relativement
a cette racine p,.
Il faut ensuite chercher ¢'il n'y aurait pas d'intégrale de I'équa-
Journ. de Math. ( }° série), tome V. — Fasc. II, 188g. 36
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tion (3) devenant infinic pour y =a. Or, si 'on change dans cette
équation p en #’ clle devient

- (ﬂ — AP+ B p*+ C(“.)Pl'
dy — (y—a)y...(y— 0

Il ne doit pas, dans le cas qui nous occupe, y avoir d’autre intégrale
de cette équation s'annulant pour y =a, que p' = o; car I'égalité
f P’ dy =« montre que x scra finic; donc, pour une valeur finie de x,

y serait finic et 4 infinic. La condition indiquée exige seulement que
dx .
C(a)
(a—=b)...(a— 1)

ait sa partic réclle positive; nous avons sculement done une condition
d’'inégalité.

Nous avons encore i considérer le cas oun p deviendrait nulle pour
unc valeur finic de y; il n’y a aucun embarras si cette valeur de y- w'est
pas racine de A(y); caron a

p(.}o_a)(.)'—-b)..-(}'—l) —_— d__.l‘.
A+ Bp+Cp? o’

on aura donc
y=ap+...,

en supposant que la valeur de y soit ' = o, ce qui ne restreint vien :
donc
[l ey
P=B8vy+yWy)l+....

a £ 0, comme on le voit de suite; par suite,
dy '
sTP(B’+ Yvy+...) = dx,

I'inversion sera uniforme.
Si la valeur de y est racine de A(y), nous sommes dans des condi-

. s . d . .
tions différentes, puisque alors El% se présente sous la forme g- La dis-
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cussion n’offre cependant aucune difficulté. Il suffit de poser, en dési-
gnant par a la valeur de y,

y—a=2»Ap

et 'on a la forme classique. On aura seulement des conditions d’inéga-
lité a écrire.

On devra enfin se livrer, pour y = =, 4 la méme discussion des dif-
férents cas que nous venons d’examiner pour y fini. C'est ce (ue nous
avions déja d'ailleurs indiqué plus haut.

8. Nous supposons donc remplics toutes les conditions d'égalités
ou d'inégalités, dont il vient d'étre parlé. L'intégrale générale de
I'équation

d \ dy\?
ay AT B()Z+ G0 ()

d? (r—a)...(r—=1)

sera une fonction de x @ apparence uniforme.
Prenons maintenant un cas particulier; le plus simple correspond a
m = o. Nous aurons I'équation

d’y 3 d,
ga=ay'+by* +ey+d+(ky+h) -
Nous avons & étudier I'équation

p%:ay’+ by*+cy +d+ (ky + h)p.

Cherchons d’abord si, pour une valeur finie de y, on peut avoir p infini.

Changeant p cn ,%,, 'équation devient

dp' , ,
— -f‘;,—=p’(ay’+by’+...+d)+(ky+h)p’:

donc il n’y a que p’ identiquement nul.
Examinons ensuite si pour y, racine de I'équation

ay’*+ by*+cy+d=o,
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on ne pourrait pas avoir p = o. Supposons, comme il est permis, d = o
et soit y = o cetle racine. En posant p = Ay, I'équation devient

. dn __ay'+ by +c—1+(ky+h)),

on a & considérer les racines de ¢ — A 4+ A = o soient A, et A, ces ra-
cines. 11 faut envisager le cocfficient de A — A, ou A — A, dans le sec-
cond membre; ces coefficients sont

h h

—2+= ¢t —2+4—;

y N

si leurs parties réelles sont négatives, il n'y aura que deux intégrales

(les holomorphes) ct pas d’autres. Si ces quantités sont positives, il y

aura d’autres intégrales devenant égales & A, ou A, ; mais, dans tous les
as, I'équation

ne donnera pas pour . une valeur finie, quand y tendra vers zérvo. 1l
n'y aura donc pas de ce chef de valeur de « ot la fonction cesse
d'avoir unc apparence uniforme. Il 0’y a pas i se préoccuper entin pour
I'équation (3) du cas de A = o pour y = o, car ceci équivauta pavant
dans I’équation initiale une valeur finic arbitraire différente de zéro.

9. Nous avons jusqu’ici laiss¢ de coté le cas de y = =5 remplagons,
" . 1 v . « e ~ .
pour étudier ce cas, y par 5 dans P'équation initiale. Elle devient
dy'

: dy'
- — (] —~— L i . 13 a2k Ay
dy 3(\({£) a—by' —cyt—dyS(k+hy') o
drt '

= 7

Y
Nous avons donc a étudicr les intégrales de 'équation
Gyl by ety by

i Y dy' - P: >
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dans le voisinage de y’ = o. Soit I'équation
2p?—a+kp'=o,

dont les racines, supposées distinctes, seront désignées par p, et p,.
Si I'on suppose qu'il y ait unc infinité d'intégrales holomorphes de-
venant égales & p| ct parcillement pour p, il faudra que

P et 24 p’,”

(jui représentent respectivement les dérivées du second membre de

(4) pour y’ = o, p’=p, ct pour y'= o, p'= p,, soicnt des entiers po-

sitifs. Ces deux quantités peuvent sc remplacer par 4 + Pil et 4 + I-f—z
Ainsilf—‘:l ct ‘—:—2 sont des entiers au moins égaux a — 3.

k k
Son—_m,—— =n, on aura —+— =— -y —— = — -
1 P2 m 2 mn 2

On pourra satisfaire & la premiére relation avee des entiers au moins
¢gaux & — 3, dans la scule hypothése

m=—1, n=2; on aura alors k*=a.

On a cncore deux autres relations & ¢écrire; elles sont faciles a former,
mais trés compliquées. Je ne les écrirai pas ici, me proposant tout a
I'heure de faire le calcul complet pour un cas particulier un peu plus
simple.

Nous avons, en résumé, trois relations entre les quantités a, b, c,
d, k moyennant lesquelles Uintégrale générale de Uéquation

of? 2 d
d——ﬁ:a)"‘+by'+cy+d+kyd—y

est & apparence uniforme (nous avons fait A = o, comme il est évi-
demment légitime).

10. Unc question se pose maintenant, qui, si I'intégrale était réelle-
ment uniforme dans toute 'étendue du plan, reviendrait a I'intégra-
tion de 'équation. Peut-on associer a I'équation précédente une autre
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¢quation, présentant les mémes caractéres, mais dont lintégrale géne-
rale 1’ aura pas de psles? Nous allons voir que la chose est possible.

Quand y devient infinie (soit, par exemple, pour.c = 0), nous avons
deux développements

(1) ')'=-?+.,3+~".r+3.£2+...,
. ! E
(2) yER Yool

Je suppose que le premier développement corresponde @ la racine
P, = — k, les trois premiers coefficients a, 3, vy sont déterminés; ¢’est
ce (que montre de suite Péquation (4) du paragraphe précédent. Dans

| 1 paragraj

. . e k . .
le second développement correspondant & p, = 3 les eing premiers

cocfficients a’, 8, v/, &', ¢ sont connus.
“crivons les valeurs de a ct § (en supposant, comme plus haut,
h=0), on a

. ] [/ b
1——-—2‘9 é ma
(2 , 20
1—27 ——'Ski,

Ceci posé, j'¢éeris la combinaison suivante
Y=Ay'+B '+C(—1~1-
- .) ) dr

On peut choisir les constantes A, B, Cde maniére que Y ne devienne
pas infinie pour le premier développement; il suffiva que

aA — (C=o,
2Af82 + Ba=o,
ou
A+ Chk= o,
Ab— 2Ba=o;

Y aura donc sculement des poles (doubles) correspondant au dévelop-
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pement (2). Soit

zfl n" ) )
Y=~I—_§+k“;+""+a”-lf+5”-‘C"*"nl~l:3+-“;

. 3 . N
on voit de suite que o7, 87, ¥*, 47, ¢” sont connus, puisque o', 3',v', %',
¢"le sont. Il ne semble pas @ priori qu'il en soit de méme de %, mais
cependant 1" est également connu; car soit, dans (2), %' le coefficient
de &, le cocfficient de «® dans Y sera

Aaa'y + 2A% e+ B+ 1 Cx'5

, e , . . A 1 . . .
or " disparalt, car A2’ + 200= 0, puisque & = _> ce qui revienl a

' e ive ,___2 ___ {
1+21:—-()’()la—z"1——z"

Ayant ainsi formé I'expression Y, posons

. ; dY dY\?

F=mY+nY*+pY +(qY +r) +s<3;) ;
qui aura des poles sextuples. Les cocflicients de toutes les puissances
negatives dans le développement au voisinage d'un péle seront déter-
minés; c'est ce qui se vérifiec immédiatement, puisque dans Y tous les
cocfficients jusqu'a " inclusivement sont déterminés. Par conséquent,
on peut choisir les six indéterminées qui figurent dans 'expression
précédente, de manicre que tous les poles soient des poles simples.

Celafait, le résidu commun correspondant & tous ces poles seraconnu. -

Si ce résidu n'est pas nul, on pourra faire en sorte qu'il soit égal a
l'unité. L'’expression

(; — J"‘l’.l

scra alors, comme ¥, une fonction & apparence uniforme, mais elle
»’aura plus de péles. On voit que, si y est récllement uniforme dans
tout Ie plan, (& sera unc fonction entiére de x. Cette fonction (i satis-
fait & une équation du troisitme ordre qui se déduit de suite de ’équa-
tion proposée en y; dans ce cas, cette équation du troisiéme ordre aura
pour intégrale générale une fonction holomorphe dans tout le plan.
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11. Considérons encore le cas plus particulier de I'équation

dly dy 4 —
e +ad—‘—p+b‘y +cy=o.

La discussion se fait comme précédemment, sauf pour ce qui con-
cerne y = . Ici les pdles seront doubles. Soit = o un tel péle; ceri-

vons le développement

y= P ey Se et 4
Y=o+ +y+o . T A S
Les six premiers coefficients de « @ ¥; sont détermings. Ecrivons les

résultats complets du caleul :

(') ba + 6 = o,

g -y =%
($) 2}’:—-‘7;—{—:(;7'
™ §= 537;1)’

(2) 10e = '75'6 +by? + ey,

6y + 2ae + 2by8 + 208 + 2ban + ¢ = o,
6v = 2ac+ 20y + 283 +ce,
69 = &(c+ 2by) + 2¢(a + bP),

(6) 6 =% § 4 12

29

Enfin nous avons I'équation de condition

Jar, +2b8n+ 20y + be* + ce =0,
n(3a +208) +e(2by + )+ he=o,

25T a at Ny
AL +s;g+b0'=n,

ga r_l’_r‘a 22as f‘i at
( 5+ 3 )‘*“;5"'4.56.1)—0’
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. . a?
ou, en divisant par —,
29

)no 228 ) 4 at =0
a\m +22 Sy =™

c L3

gas a

' —r =0
—+-IOOE+.,"O‘.I) ,

9as at o 2 —0*
Yo T 3 +34as+10(byi+ey)=0;
or
D2 4=y == .,) a? c\2 + c a (‘ nt _('_"'_,
CTOY=E\se e 2\256 “b) T b Gb
27 by 4 'y 5 2 o (l:‘
49.a45 a 1oa b4 _
: o 22— de plus ¢ =z
o TG al O P b

En réduisant, on arrive a la relation
36a* - 5. ¢t

Telle est 1a condition (tout ce calcul suppose, bien entendu, b= o)
pour que l'intégrale générale de Péquation soit & apparence uniforme.

Nous pouvons ici raisonner sur y comme nous avons raisonné sur 'Y
an paragraphe préeédent. On formera une combinaison

- " » . . dy (i"- 2
F==my*+ ny* + py +(py + ’)E + s (E) )
telle que
G = cf K
n’ait plus de poles.
12. Citons encore un autre type d’équations dont U'intégrale géné-
rale est i apparence uniforme.

Etant donnée une surface f(.z,y,3) = o, on connait l'importance de
identité en &, y et 5

df+Bdf+(‘d_f <ox+¢)u ‘ g(_:)/(.c,y,:.

or " dy ' 0s

(ui est intimement liée & la théorie des intégrales de premiére espéee.
Journ.de Math. (% série}, tome V. — Fasc. U, 188y. %7
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Si l'on peut satisfaire i cette identité en prenant pour A un polyndme
de degré m — 3 en yet s et de degrém — 2 en e, y, 5, et pareillement
pour B et € Pexpression

/'B dr— Ady
S

estune intégrale de premiére espéce (en y ajoutant seulement des con-
ditions relatives & la manicre dout se conduisent les surfaces A = o,
B=o0, C=o0, par rapport aux singulavités de la surface). Si; ces
mémes derniéres couditions ¢tant remplies, nous pouvons trouver (rois
polynomes A, B, (0 des degrés indiqués et tels que

o Ao ~df
A a—;"i— BJ).‘-‘*_("():

soit divisible par f(x,y,3), sans que le uotient soit

AN JB oG
v + v + N
I'expression
Bdr—Ady
S

ne sera pas une différentielle totale exacte ; mais nous pouvons l'appeler
unc expression différenticlle de premiére espéee, en ce sens que, quelle
(que soit la relation analytique que Ton établisse entre . et ) dans le
voisinage d'une valeur arbitraire ., et y,, Pexpression

f Bdr—Ady
. j.::
resle toujours finie.

Ceci posé, considérons unc surface du genre un, admettant deux
expressions différenticlles de premicre espéce

Bdr—Ady Bydx — \jdy
—_— ct —_——
VE S

(BA, — AB, n'étant pas identiquement nul ).
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Je forme le systéme des deux équations du premier ordre

| Bdr—Ady
J:

B — ! :

e = oy _,

=lu,

(1)

devant donner »y y en fonction de la variable indépendante «.
L intégrale générale de ce systéme est & apparence uniforme. On a
en effet

BA, — AB, = Q(y y, 3) foy

Q(r, )y ) ftant le polynome adjoint d'ordre e — 4 qui coupe (en
dehors des lignes multiples) la surface suivant une ou plusicurs
courhes C de genrve zéro (voir au troisieme Chapitre). Pour ces
courbes G, ona identiquement

Bde —Ady =o,
Byde —Aydy =o,

Bdr—Ardy , . .
—-——7——— étant de premidre espeee, quand on
remplacera &, y, 3 par des fonclions rationnelles d'un parvametre,
Pexpression. deviendra infinie si I'élément nest pas identiquement
nul.

car, I'expression f

Done il ne sera pas possible pour un systéme intégral des équa-
tions (1) que g, )y, 3 atteigne un point des courbes C. Done r, y, 3
ne cesseront jamais d'étve des fonctions uniformes de w; elles seront a
apparence uniforme.

13. Cette étude des équations différenticlles algébriques ot la
variable ne figure pas explicitement, ct dont intégrale générale est
uniforme, me paraitl avoir une trés grande importance. Clest en L'ap-
profondissant que I'on pourra, sans doute, découvrir de nombrenses
classes d’équations différenticlles dont Pintégration deviendra possible.
Prenons, par exemple, équation différentielle du premicer ordre

(l)- f(;l;, ¥, Z——:;) =0,

/ ¢tant un polynome.
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Le probléme suivant meérite d'étre posé :

Pourra-t-on déterminer une fonction rationnelle R de x, y, 3,
celle dernicre quantité étant définie par Uéquation

f ("L'a)’ y :> = 0,
de telle sorte que les deur: équations différenticlles
dy - i -
. ‘-‘2_5——:61{(11,‘)”#),
2
(2) ' da

= = R(@, 5, 3)

[}

admettent pour intégrales genérales des fonctions uniformes de i?

Il en résulterait évidemment intégration de équation (1), ety
se trouvant exprimés par des fonctions uniformes d’un paramétre,

Pour indiquer au moins un exemple d’une telle intégration, hor-
nons-nous au cas ol I'intégration du systéme (2) se ferait i Paide des
fonetions quadruplement périodiques. Dans ee cas, pour la surface (1),

dy . . . e e
ry 3ol == s'exprimeront par des fonctions quadruplement périodiques
e olr

de deux paramdtres « et ¢35 de plus, comme il a é1¢ va, on aura
u==at -+ (C, vo== 0t + (7,

¢« el b Ctanl deux constantcs convenables, € et €' deux constantes
arbitraires. On pourra tirer de (1)

O == F‘ (u, &‘),
y=F.(u,v),

d
d’% = F,(u, ),

et les fonctions F sont & considérer comme connues.
On devra pouvoir déterminer le rapport des deux constantes @ ct &
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de telle sorte qu'on aitidentiquement

Fo(u,0) = —5—7

oF, oF,
a-‘ﬁ + b Jv

S'il en cst ainsi, on aura l'intégrale générale de I'équation (r) par
les formules

&L o= F.(at +C, b+ C'),
y =F,(at+ C, bt + C"),

et L'on peut dire que, étant donnée 1'équation (1), il est possible de
reconnaitre si elle est susceptible d’étre ainsi intégréc.

IV. — QUELQUES REMARQUES GENERALES.

14. Dans les généralités du n° 1 de ce Chapitre, nous avons supposé
(ue l'intégrale n’avait pas de singularités essenticlles & distance finic;
d’autres circonstances peuvent se présenter. L'intégrale peut avoir des
singularités essenticlles & distance finic; voici un premier exemple trés
simple.

Soit R(y’) un polyndéme du quatriéme degré en y. De la relation

Y dy
ed Ve =

on peut tirer une ¢quation différentielle

dv diy
S ()’ ' qdo’ a}‘?) =0,
S ¢tant un polyndme.

L'intégrale générale de cette équation sera & apparence uniforme:
clle aura un point singulicr & distance finie, ct elle ne sera véritable-
ment une fonction uniforme cue si l'intégrale clliptique admet 2=
pour peériode. Par cet exemple si simple on voit que les conditions
exprimant que 'intégrale d'une équation f = o est une fonction uni-
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forme se traduiront en général par des relations transeendantes
entre les coefficients de Uéquation; au contraire, comme nous 'avons
indiqué plus haut, les relations seront algéhriques si Pon veat seule-’
ment ¢erire que I'intégrale est & apparence uniforme.

Voici, pour le cas du troisicme ordre, un autre exemple ot vont se
présenter des circonstances analogues, mais d'une maniére plus com-
plexe.

Noit I'équation linéaire du second ordre

du | du
e +p a +qu=0

(p et g fonctions algébriques de y).
Le rapport de deux intégrales distincles satisfait & 'équation bien
connue

/.'ll' 2— Y 1 . (,/)
(7)) =235

14

T

"3

! 2

en désignant par n(y) le rapport de denx intégrales.
Or posons

wWy)=s,

¢t considérons y comme fonction de z. Cetle fonction y de = satisfera
manifestement & une équation du troisiéme ovdre algébrigque entee

t{.“. d!. d.l“.
Cod A b E

N dy d*y dy
F, G0 G 5 =0

»

v

sOit

Ceci est général; soil maintenant I'équation lincaive telle (ue
n(y)=:
donne pour y une fonction fuchsicnne de 3, soit

Y =9(3).
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L’intégrale générale de 'équation F sera

, . (as+0b
y=w\757)

«, b, ¢ étant arbitraires. Nous avons donc une équation admettant pour
intégrale générale une fonction uniforme, ct ce que je veux surtout
remarquer, c'est que le domaine dans lequel est déterminée la fonc-
tion est variable acee Uintégrale que Uon considére.

Un exemple particulier, rentrant dans le type précédent, est fourni
par 'équation suivante, rencontrée par Jacobi dans son Mémoire sur
certaines séries de la théorie des fonctions elliptiques (Journal de
Crelle, t. 34),

2 By | ,dv d*v\? _ (diy\? v By
) ()’T‘+5¢TT) —(7;) ["’y (7;?““‘]-

Son intégrale géncrale est uniforme ct de la nature des fonctions
modulaires,

15. Les considérations que nous avons de¢veloppées sur I'équation

SOy y)=o

peuvent, avee trés peu de modifications, s'étendre & la classe des équa-
tions du second ordre o« figure explicitement

f(-L',_)’, )", )’”)2 o,

quand on est dans le cas dont M. Fuchs a commencé I'¢tude, et sur
lequel, pour les équations du premier ordre, M. Poincaré a donné
de si remarquables résultats; je veux parler des équations dans les-
quelles les points critiques sont fices, c'est-i-dire indépendants des
conslantes arbitraires. ’

Les raisonnements faits par M. Poincaré pour les équations du pre-
mier ordre peuvent éire répétés ici. Si yy, yy, ), sont les valeurs ini-
tiales pour .z =.z4, on a, si I'on suit un chemin déterminé (ne passant
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pas par les points critiques),

Y = ?("” Yo )’;’ )"; )7
Y =4(& Yo, ¥or Vo)
' =7z, .j’m YorYo)s

Y.y, y" ¢tant des fonctions uniformes de (), yyy ¥, ), €t inversement
Yor Va1 Y, sont des fonctions uniformes de (y, y', y"). Malheureuse-
ment la fin du raisonnement v’est plus applicable; la transformation
qui transforme la surface

-f(f’ Y }",)’”): 0 on ,f('ro’ N )"v )’”) = UI-

est biuniforme; mais, nous le savons, clle n’est pas nécessairement bhi-
rationnelle, et c’est ce qui vient changer du tout au tout le caractére
de cette théorie.

Si I'on suppose que la transformaltion cst birationnelle, et que le
genre de la surface

Sy Yy )7 =0,

eny, y”y 'y est supéricur a 'unité, le développement de la théorie ne
présentera aucune difficulté, aprés ce que nous avons dit sur la trans-
formation des surfaces. Si la surface £ n’admet qu'un nombre limité
de transformations birationnelles en elle-méme, intégrale sera néees-
sairement algébrique. Si, comme il peut arriver, la surface admet nme
infinité de transformations birationnelles avee un parametre arhitraive,
on démontre aisément qu'on sera ramené a lintégration d’une équa-
tion différentielle du premier ordre, algébrique entre ., y et )7, et dont
I'intégrale générale a aussi ses points critiques fixes.

16. Sile genre de la surface

S (e300 ") =0

pour .« arbitraire, est inféricur & deux, nous allons nous borner aux
cas ol cette surface rentrerait dans 'un ou P'autre des types étudiés
aux n* 4 et 5 du Chapitre 111
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Placons-nous d’'abord dans le premier cas: les coordonnées d'un
point quelconque de la surface sont alors susceptibles de s’exprimer

par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramétres. Les
deux surfaces

(1) S Yy )y=o,
(2) J(Eo Yo Yoo =0
se correspondent, avons-nous dit d'une maniére générale, point par

point, et il est admis que cette correspondance est birationnelle. Ecri-
vons les équations de la correspondance

Y =Fu(x, 020 o)
}’l = F-.- (.l‘, yo'}':n )”:;)9
Y'=F(x, 30y ¥

les I¥ étant rationnelles en y-,, ¥}, ¥5.
Considérons

j'l’oo(‘/'o+()°dy; el f R, dy, + S, dy,,

deux intégrales de premiére espéce de la surface ( 2).
La transformation précédente les transformera en deux intégrales

[Pdy+Qdy e fRdy—&-de’,

rclatives a la surface (1), et ici P, Q, R, S dépendront de x en général.
Nous pouvons donc écrire

1Yy Yo yets

Y, ¥,V Y, Yo, Vo
s f Pdy +Qd)":f P,dy,+ Qo dy,,
(3)

YT, ¥,. Yo, Yo
f Rdy + de’:f R, dy, + S, dy,,

y .y Yo Yure

en considérant deux intégrales de I'équation différentielle correspon-
dant aux valeurs initiales y,, v/, 5, et Y,, Y., Y.

Journ. de Math. ()¢ série), tome V., — Fasc. II, 188¢. 38
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Les seconds membres, et par suite les premiers, des relations précc-
dentes sont donc des constantes, c'est-a-dire indépendants de .z dési-
gnons-les par « et 3. '

Revenons maintenant aux surfaces (1) et (2), et envisageons une
substitution birationnelle, connue cette fois, transformant ces sur-
faces. Soient

' )’ = ?'(J"’ 7" P" ")’ .f(‘”a.y’ ,y,?)’”) = 0y
Y = 92(x Ay 1y v), S (xay Ay 1y v) =0,

et nous pouvons supposer que les ¢ dépendent algébriquement de .-,
Nous avons la une substitution connue, ct les cocflicients A, w, v dans
les 9 sont des fonctions algéhriques connues de . Que va donner cette
transformation effectuée sur

(1) [Pdy+Qdy o [ Rely + Sy

[Ad +Bdu et [Cdi+Ddy

sont deux intégrales distinctes de la surface f(xy, A, &, v) =0, on
aura nécessairement

Pdy +Qdy' =M(Adh+ Bdu) + N(Cd\ + Ddw).

Rdy + Sdy’ = P(Adh+ Bdu) + Q(Cdh+ Ddy):
M, N, P, Q ne dépendront pas de x, car, daprés (3), les périodes de
(4) ne dépendent pas de x. Nous pouvons donc écrire, en ayant préa-
lablement fait une combinaison linéaire convenable

Pdy + Qdy =Ad\+ Bdp, Rdy +Sdy’= Cd\ + D,

A,B,C,Dne déf)cndant pas dc r; et, par suite, en désignant par L,
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M, N les valeurs de A, ., v correspondant a Y, Y’, Y”, nous aurons

LY N
Ad\+Bdu=a,
PR
LMY

Cdir +Ddyu=38.
L NN
Si, au lieu d'intégrer depuis (A, @, v), nous intégrons depuis des va-
leurs arbitraires constantes X, &,y Vo, NOUS pourrons écrire

LM N
Ad\+Bdy=a+ G(z),
 Noy Phos Ve
LMY
f Cd) +Ddyp =8 +G,(2).
Do, P, Vo

L, M, N seront donc des fonctions uniformes quadruplement pério-
diques de

a+ G(z) et B+ G(x),
et Fon aura par suite, en revenant &
Y= ?l(w’ L: M, N)’

l'intégrale générale de I'équation différentielle proposée.

Mais nous avons introduit deux fonctions G(x) et G,(x), que nous
ne connaissons pas encore; je dis que la recherche de ces fonctions se
raménera certainement a4 une quadrature. En effet, quand on passe
d’unc intégrale & une autre, les constantes « et 3 changent simplement.
Donc. si nous posons a priori

Y =9,(x, L, M, N),
Y =9,(x, L, M, N),
Y'=19,(z,L, M, N),

L, M, N étant des fonctions quadruplement périodiques de u et ¢, en
posant

u;a+G(1ﬂ)a "=3+G4(""’)1
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nous aurons deux équations différenticlles pour déterminer u et ¢, en
éerivant que Y’ et Y' sont les dérivées premiéres ct sccondes de Y.
Ces équations détermineront nécessairement # et ¢ par de simples
quadratures. Nous arrivons donc & la conclusion suivante :

Sous les hypothéses faites, Uintégration de Uéquation se raméne
a des quadratures.

16. Examinons maintenant le cas ot la surface [erait partie de la
seconde classe. On pourra, dans cc cas, exprimer y, y’ et y” en fonc-
polynéme du quatritme degré en 9. Les rapports des périodes de Fin-
tégrale de premidre espéee de la surface ne pouvant pas dépendre de.r,
les coefficients de R(0) ne dépendent pas de . Quant aux cocflicients
de A, 0 et yR(?), nous pouvons les supposer fonctions algébriques
de . Nous pouvons remplacer 0 ct y l{(ﬂ-)- par z(u) et 3'(u), % ¢tand
unc fonction doublement périodique de «. Cette letire « représente
I'intégrale de premiére espece de la surface; par suite, en raisonnant
comme plus haut, on verra que « est de la forme

G(r) + 2,

z étant unc constante arbitraire. Il en résulte que la détermination de w,
en fonction de .z, se raméne & une quadrature; il reste a déterminer 4.
On sc trouve alors dans le cas des ¢quations du premier ovdee; A sera
donc donnée par une équation de Riceali.

17. Yindiquerai, en terminant, une équation différenticlle curicuse,
alaquelle conduit la théorie des fonctions elliptiques, et dont intégrale
géncrale a ses points critiques fixes.

Désignons par v ct o les périodes de la fonction clliptique sn.r, el
soient @ et b deux constantes arbitraires. L’expression

u=sn(aw + bw’),

considérée comme fonction du module &, satisfait, quelles que soient
les constantes a et b, a unc équation différenticlle du second ordre que
nous allons former.
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13
QX
=

Posons
aw+ bo'=y,
on aura

(1) k(= k) 2+ Y (- 3k — ky =o.

Soil

Q= ”—;_, Ar = (1 — 2*) (1 — k*x?).

u étant supposé constant, on peut regarder Q comme fonction de k.
Elle satisfera a I'équation

. ) ay d22 du 912 . ku(v—a®)
L'égalité u = sn(aw + bo') revient 4 @ = y; on a
t du de  dy
sedk T dk = dk’

diu 1 {l_!i Y ou(aktur—1— k?) .,t!_lf hut de dy
dk* su (‘dk Au(1— n?) (1— Aru?) +2 % Au(1— Kty T dir T diF

Dans ces égalités, les dérivées de Q par rapport a & sont prises en
laissant « constant. 1n multipliant les deux membres de ces trois
¢ualités respectivement par k(1 — k?), 1 — 3k* et — k, puis ajoutant,
nous avons immédiatement I'équation différentielle cherchée, en tenant
compte de (1) et (2).

Fécris de suite cette équation, en remplagant la variable & par

x =k,

d*u ('du)’ u(arut—1—ux)

det T \dr) (I—u*)(1 —xud)

A

du ut—1 1 u(t — u?) s
+dr [(l—w)(l—xu’) + :;] T r(l—2)(—=xut) 0-

Les sculs points critiques des intégrales sontx = o, 1, x.
Cette équation différentielle offre encore une particularité digne de
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remarque : elle admet une infinité d’intégrales algébrigues. Sil'on
prend en cffet pour @ et b des nombres commensurables, I'intégrale
correspondante sera une fonction algébrique de A?; ces intégrales alge-
briques nc sont pas d’un degré déterminé : celui-ci peut éire aussi
grand qu’on voudra.

CHAPITRE VI.

SUR CERTAINES FONCTIONS DU POINT ANALYTIQUE (x.y. s).

Nous avons étudié¢ précédemment les intégrales de premiére et de
seconde esptce; c’est cette notion que nous allons chercher & étendre.
Mais, avant de nous occuper des surfaces, généralisons la notion des
intégrales de différentielles algébriques dans la théorie des courbes
algcbriques.

1. Soit donc la courbe f(x,y) =o.
Posons-nous la question suicante :

Trouver les fonctions u(x,y), fonctions du point analytique (.r,y),
uniformes ct réguli¢res dans le voisinage de tout point de la surface de
Riemann correspondant & f, et dont toutes les déterminations se dédui-
sent d’une seule « par des substitutions linéaires de la forme

Au+ B,

ot A et B sont des constantes.
Parmi ces fonctions, considérons spécialement celles qui restent fou-
jours finies. 1l est évident qu’une telle fonction u satisfait 4 une rela-

tion de la forme *
d*u du
det — )‘('[7)/) dz’
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c'est-a-dire que les fonctions qui nous occupent sont de la forme
( I ) /‘ (,’-’ l(.rt_v)d..- d i,

A étant unc fonction rationnelle de et y. Etudions donc les expressions
de la forme (T).

Je suppose, comme il est permis, que la courbe fn’a que des points
doubles et scs directions asymptotiques distinctes. On peut aussi sup-
poser que la fonction A reste finie en chacun des points doubles, car on
peut cflectuer préalablement sur f une transformation birationnelle
convenable, de fagon & transformer les infinis de A en des points sim-
ples.

Cela dit, envisageons les infinis de A (i, y). Soitd’abord (a, b) un
infini pour lequel on n’ait pas £, = o; ascra un péle de A(x,y), et sou
résidu decra étre un entier positif. Soit k le nombre des points (a, b),
ct désignons par

les résidus (entiers positifs ) correspondant & ces différents points.

Considérons maintenant les points de la courbe, pour lesquels ', = o
[soit (z,, y,) un tel point], qui rendraicnt Ainfini. On aura le dévelop-
pement

y=—yi=Hy(w—uz)+...;

'_ - .
donc A(ix,y) se développerasuivant les puissances de (« — x,)?, ct ici
les premiers termes du développement devront étre

4&‘ B' ~
Tyl 1+ G+

(x —z,)

¢t A, devra élre égale & — ; ou & un multiple positif de 3.
Soit
m
A‘ == '—’ b
2
m, étant un enlier au moins égala — 1.
Il nous reste & parler des points a V'infini ; pour les 7 branches i I'in-

.
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fini, le développement de A(z,y) suivant les puissances descendantes

1 .
de « devra commencer par un terme cn —» SOIL

&1

+ ...

et R étant un entier au plus égal & — 2.
Ainsi nous avons trois catégories de quantités

a, m, R,
ct I'on a entre elles la relation immédiate
Za+XIm,=IR.

ZR est un entier au plus égal & — 2:m; les a sont des entiers positifs cu
nombre k. Enfin les lettres m sont en nombre

m(m —1) — 2d,
et chacune d’elles est un entier au moins égal &8 — 1. On a donc
IRZ—2m, ImZm(m—1)— 2d,
donc
Za=XR—-Im Zm(m—3)—2d.

Le nombre des points (a, b) est donc au plus égal am(m — 3) — 2d.

2. Nous pouvons, aprés ce qui précéde, donner aisément la forme de
la fonction rationnelle A(x,y). On aura

_ Sy
Mo) = Gy 5

Q(z,y) = o étant une courbe de degré k passant par les points doubles
de £, 1a courbe S = o passera aussi par les points doubles de f, et ces
derniers seront aussi pour S des points doubles. De plus, S sera un
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polyndme de degré k + 2m — 3. Cherchons a déterminer S et Q de
maniére a réaliser le cas ol le nombre des points (a,b) du paragraphe
précédent atteint son maximum '

m(m—3)—2d ou 2p — 2,

en désignant par p le genre de f. Chacun des nombres m, sera alors
¢gal & — 1, et chacun des nombres R sera égala — 2.

Donnons-nous arbitraircment le polynéme Q(z,y ), sauf cette con-

dition que la courbe Q = o passe par les points doubles de f. Ensuite,
parmi les

mk — ad

points de rencontre de Q ct de f, choisissons S de maniére que ce poly-
néme s'annule pour

mk — 2d — (2p — 2)
d’entre eux, et que pour les 2p — 2 autres le résidu de A soit + 1. De
plus, faisons en sorte que les d points doubles de f soient aussi des points
doubles pour S. Ces diverses conditions seront en nombre

mk—2d+3d ou  mk+d,

S,(x,y) étant un polyndéme satisfaisant aux conditions précédentes;
les autres seront de la forme

Si(zy) + A(z,y)Q(=,y),

A¢.c,y)étant de degré 2m — 3, et s'annulant pour les d points doubles.
Les points pour lesquels f', = o sont ¢n nombre

m(m—1)— 2d.
Choisissons les A dec maniére que les résidus correspondants soient

— 5, ce qui fera m(m — 1) — ad conditions.
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 188q. 39
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A, (2,y) étant un de ces polyndmes, les autres seront de la forme

A(zy)=A(z,y)+O(z,y) [}

@ étant de degré m — 2.
Il reste & considérer les points 4 I'infini. Nous devons écrire que, pour
les m branches & P'infini de la fonction algébrique y, 1a fonction ration-

2 . '
nelle A(z, ) commence par un terme en — —- Or, soit dans © repré-
senté par 0 I'ensemble des termes homogénes de degré m — 2; on en

“déduira, en désignant par c,,c,,...,cn les m valeurs de é pour z infini,
les valeurs de

0(1,¢), O(1,e5), ..., 0(1,cn),
mais on a seulement dans 6(z,y ) un nombre de coefficients arbitraires
égal & m — 1; on pourra donc seulement disposer de (m — 1) des coeffi-
cients de ‘%a correspondant a x trés grand. Mais il est bien aisé de voir

que le dernier coefficient sera de lui-méme égal @ — 2.
Nous devons, en effet, avec les notations du paragraphe précédent,

avoir -

Ta+Im,=ZR.

Désignons encore par R le dernier coefficient inconnu, dont nous
n’avons pu disposer; la relation précédente donne

ap—2—[m(m —1)—2d]=—a(m—r1)+R.

On en conclut
R = - 20

Nous avons donc construit de cette maniére la fonction A(z,y), de
telle sorte que I'expression

JePeorda

réponde au probléme proposé.
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Nous avons, dans I'expression précédente de A, fait figurer un poly-
ndme arbitraire Q(x,y) de degré k. Le nombre des paramétres arbi-
traires figurant dans A n’en est pas moins, bien évidemment, essentiel-
lement fini. On peut prendre pour Q la courbe de moindre degré,
passant par les points doubles et les 2p — 2 points (a,b). Il serait
d’ailleurs facile d’approfondir davantage la forme de la fonction 2,
mais ceci n’est pas utile pour mon objet.

3. Cherchons ce que deviennent les fonctions récédentes, quand
q P ' q
p=1I On aura d’abord, dans ce cas,

fM.r (;,}') eaf(‘dr
Y

a désignant une constante et f 9-(—‘?—’&— représentant U'intégrale de

premiére espéce.
Nous ne trouvons dong ici que l’expression bien simple

S5 e

expression qui, en posant
dz
Qdz _ vy
_ Sy
devient

aV I aVv
e dV=Ee ’

sia= ° el qui se réduit & V si @ = 0; on aura ensuite I'expression

fiae

Si, p étant quelconque, on expmme x et y par des fonctions fuch-
siennes d’'un paramétre u«, la fonction

[fePa R
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devient une fonction holomorphe G (u)dans le cercle fondamenial,
ct, en désignant par U une substitution quelconque du groupe fuchsien,
on aura

G(U) = AG(u) + B,

A ct B étant des constantes, et 'on doit remarquer que, pour toute
substitution elliptique, on a A=1,B=o0. .

L’étude de ces fonctions, qu’on peut faire directement, ne serait pas
suns intérét; mais elle est étrangére & notre sujet, ct je reviens aux fonc-
tions algébriques de deux variables indépendantes.

4. Comment le probléme traité par les courbes algébriques pourra-
t-il s’¢tendre aux surfaces?

Etant donnée une surface f(x,y,5) = o, les fonctions z du point
(x,y, 3),analogues aux fonctions du point (:x, y ) que nous venons d’étu-
dier pour les courbes, satisferont aux conditions suivantes.

Quand (x,y,3) partant d’un point reviendra & ce point aprés avoir
décrit un chemin se ramenant & un cycle nul, la fonction n’aura pas
change.

Si, au contraire, le chemin se raméne & un cycle linéaire effectif de L
surface, la fonction u sc transl’ormerg cn

Au+ B,

A ct B étant des constantes.
Ces fonctions u pourront étre de diverses espéces; les fonctions de
premiére espéce analogues a celles des paragraphes précédents restent
toujours finics.
La forme des fonctions « cst facile & trouver. Tout d’abord on a évi-
demment

© )
d —e S NNy

du du —e f N, da+-Ndy
dx

’ (’] )

les expressions différenticllesM dx + N dy ct M,d.c + N, dy étant des
différentielles exactes; les M et N sont des fonctions rationnelles de .z,
yetz.



THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 307

On aura donc pour u
(I ) u =feflld.r+xdydx + cfl.d.u-mdydy.

Quelle scra maintenant la forme des fonctions M et N? En nous
reportant & ce qui a été vu pour les courbes, on trouve que

lev-{-Ndy_—.?_d_ﬁ_(#';
Y

R(z,y,s) est un polynéme de degré k enx, y, 5, ct de degrék — 1¢n
« ¢t 33 P et QQ sont des polynomes : ils sont de degré k+2m -3 en
£, y ct 3, mais le premier est sculement de degré k + 2m — 4 en « ot
z. Pareillement

M,dz + N, dy = ge 2 @,

R,(x,),3) est un polyndéme de degré k,en x, y, 5, ct de degréh, — 1
cny et 35 P et sont des polyndmes : ils sont de degré k, + 2m — 3
cn &, y et 3, mais le second cst seulement de degré Ay + 2m — 4
cn y et s.

Supposons, pour nc pas compliquer I'exposition, que la surface ait
seulement pour singularités des lignes doubles. La surface R = o pas-
scra par les lignes doubles et coupera, en dehors de ces lignes, la sur-
face fsuivant deux courbes distinctes; l'une A dc degré m(m — 2)
avec m points al'infini dans les plans y = const., ct uneseconde courbe
B. Les surfaces P = o et Q = o auront pour lignes doubles les lignes
doubles de £, et passeront par la courbe B.

Semblablement, la surface R, = o passera par les lignes doubles de
J, et coupera en dehors de ces lignes la surface fsuivant deux courbes
distinctes : l'une A, de degré m(m — 2) avee m points & Finfini dans
les plans x = const., et une seconde courbe B,. Les surfaces P, = o,
Q, = o auront pour lignes doubles les lignes de /et passeront par la
courbe B,.

L'’intégrale

Pdz+ Qdy
R(f
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aura pour courbes logarithmiques la courbe A et les lignes (non mul-
tiples de la surface) ou f, = o. L’intégrale relative a x seule

Pdz
R(f,)*

pour ) arbitraire, devra rentrer dans le Lype de cclles qui ont ¢té étu-
dices aux paragraphes précédents pour les courbes planes.

Nous nous bornons a énoncer ces conditions; la vérification n’exige
(qu’un calcul un peu fastidieux. On part d’unc expression générale telle
que (1), et,comme on le fait au début de I'étude des intégrales abé-
licnnes, on effectue sur x, y, 5 unc substitution homographique géné-
rale. On voit alors, sans la moindre difficulté, que les différents poly-
ndémes remplissent les conditions indiquées au point de vuce de leur
degré. Quant aux conditions subséquentes, clles sont une conséquence
directe de ce qui a été vu pour les courbes plancs.

Il faudra, bien entendu, écrire en outre les conditions d’intégrabilité;
or on pourra d'abord exprimer de suite la premicre exponentielle en
fonction de la seconde et mettre 'expression sous la forme

u-f fprffrwd’( 1+—'2 )

On aura ainsi a écrire seulement deu.c conditions d’intégrabilité, qui
s'exprimeront par des relations algébriques entre les polynémes et leurs
dérivées partielles.

On doit remarquer que les fractions rationnelles

P Q P

R° R’ R’
qui seules figurent dans &, nc devenant infinies a distance finie que
pour les points d'une courbe de degré m(m — 2), et la différence entre
les degrés des numérateurs et dénominateurs étant limitée en fonction
dem,le nombre des arbitraires figurant dans ces fractions ration-
nelles sera limitd, et, par suite, il n'y aura pas, en général, d’cxpres-
sions « pour une, surface algébrique, pas plus qu’il n’y a, en général,
d'intégrales de premiére espéce, ce qui était d’ailleurs évident a
priori, puisqu'il n’y aura pas alors de cycle linéaire.
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4. 1l me parait prématuré de chercher & approfondir d’une manitre
générale 'étude des expressions «. Tel n'a pas ét¢ mon but; j’ai uni-
quement en vue ici de présenter quelques considérations sur le cas o
Cinversion d’un systéme de deux fonctions w conduirait G un sys-
téme de fonctions uniformes.

Concevons donc une surface f(«,y,3)= o, possédant deux expres-
sions # de premiére espéce

I APdr+Qdy

‘ u ::j ef R/ (d.L‘ + ?,—:T(‘: (ly),

AT )3 Pde+Qdy 1Q
)v :J ef?@')' (’1“"' + g:_l% dy)*

)

Pouvons-nous imaginer que z, ), 5 soient des fonctions uniformes
dewete?

Dans ce Lype se trouve compris, bien entendu, tout d’abord le cas de
I'inversion de deux intégralesde premiére espéce, dont nous avons parlé
longuement dans le Chapitre 111 de ce Mémoire.

D’une manicre générale, étant données deux expressions u et ¢ rela-
tives & une certaine surface f, pourra-t-on reconnaitre siles équations
(1) donnent pour ., y, 5 des fonctions uniformes de « et ¢? Clest un
probléme que nous avons traité dans le cas ot u et ¢ sont des intégrales
de premicre espéce; on peut encore employer les mémes considérations;
mais il s'en faut ici qu’elles nous donnent des conditions nécessaires et
suffisantes : nous obtiendrons seulement ainsi des conditions pour
que x, y, s soienlt des fonctions @ apparence uniforme. Clest qu’en
clfet, dans le cas géncral, le domaine des variables u et ¢, ot les fone-
lions x, ¥, 5 sont uniformes et se comportent comme des fractions
rationnelles, n’cst pas nécessairement I'ensemble des valeurs finies de
u et ¢, mais il peut se trouver a distance finie une infinité de systémes
de valeurs des variables, formant des singularités essentielles, pour
ces fonctions de « et ¢.

De nouveau se présente donc ici cette difficulté que nous avons déja
rencontrée dans le Chapitre précédent; on ne peut guére songer a 'a-
border de front.

Jai dit que la recherche des conditions, exprimant que les fonc-
lions x, y, 3 sont @& apparence uniforme, se faisait comme dans le cas
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de I'inversion de deux intégrales de premiére espece. Les valeurs de .z,
», 5 pouvant donner prisc & quelques difficultés sont évidemment
celles qui annulent le déterminant fonctionnel de « ct ¢, c’est-a-dire -

Pdr+Qdy Pdr+-Qdy
S S (e Ry
' PR — PR

Les courbes T, pour lesquelles cette expression s’annule, sont évidem-
ment des courbes algébriques. Ici, comme dans le cas plus simple déja
cité ct pour les mémes raisons, ces courbes decront étre unicursales.

Si cette condition est vérifiée, ces courbes satisferont aux équations

du = 0, dv = o.

En effet, quand, dans une cxpression « de premiére espice, on met & la
place de x, y, 5 des fonctions rationnelles d'un parameétre, celte ex-
pression doit se réduire i une constante indépendante du paramétre,
sinon ellc ne pourrait rester toujours finie : z et ¢ restent donc fixes
quand z, y, z sc déplace le long d'unc courbe T'; ces valeurs de « et ¢
correspondent aux points d’indétermination des fonctions z, )’ 5.

On peut encore démontrer que le genre de la surface ne peut dé-
passer I'unité; c’est un cas particulier d'un théoréme plus général que
nous démontrerons i la fin de ce Chapitre.

5. Nous avons, dans ce qui précéde, supposé que les fonctions «
étaient de premiére espéce. On pourrait se proposer d’unc maniére
générale I'étudc des fonctions u, qu'on peut évidemment classer en
trois espéces.

Arrétons-nous un moment sur le cas d’'une fonction u, relative & une
courbe algébrique, ct indiquons rapidement dans quel cas I'inversion
de l'expression

X2,y I”.)(r d
. (r, y1dx
(1) f cf dr =u

donne pour x ety des fonctions uniformes de u. Supposons d'abord
que P'expression soit de premiére espéce. Dans ce cas, il ne devra y
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avoir aucun infini (a, 0), en gardant les notations du § I; nous aurons
donc
Im,=XZR.

Or, pour que 'inversion donne une fonction uniforme, il est néces-
saire que loutes les quantités m, soient égales & — 1, et que tous les R
aient la valeur — 2. Par suite,

—[m(m —1) — 2d| = — 2m;
d’ou I'on conclut
d="m—3)

2

La courbe sera, par suite, de genre un. On voit alors aisément
qque u se réduit, soit a Fintégrale de premiére espéce, soit &

-~

ae
4 I

v désignant l'intégralc de premiére espéce. Les fonctions inverses
résultant de (1) sont donc des fonctions doublement périodiques, ou
des fonctions doublement périodiques de la combinaison linéaire

Alogu + B,

A ct B ¢tant des constantes.

Affranchissons-nous maintenant de ’hypothése que # cst unc ex-
pression de premiére espece.

Supposons d’abord que u soit une expression de seconde espéce. 1i
est manifeste qu’elle ne peut avoir qu'un seul péle, si I'inversion se fait
d’unc manic¢rc uniforme; en effet, dans le cas contraire, a des valeurs
trés grandes de « correspondraient plusieurs valeurs de (z, ). Ceci
posé, les quantités « du § I seront nulles, sauf urne qui sera égale a
— 2; on aura donc, d’aprés la relation

Za + Xm,=ZR,
—a2—[m(m—1)—2d]=—2m,
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 4o
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d’ou I'on conclut que
, __ (m—1)(m—2)
d= —_—

c’est-d-dire que la courbe est unicursale. Remplacant alors dans u les
coordonnées x et y par leur valeur en fonctions rationnelles du para-
métre 0, on voit que 0 ne pourra étre qu’une fraction rationnelle de u;
donc x et y seront des fractions rationnelles de «.

Supposons enfin que # soit une expression de froisicme espéce,
c’est-a-dire quc son développement dans le voisinage de certains points
renferme des termes logarithmiques. On peut d'ailleurs supposer que
les points ol « devient infinie sont distincts des points doubles ct de
ceux ol f,= 0. On montrera d'abord qu'il nc peut y avoir de poles,
et que la fonction © ne peut devenir infinic qu'en deux points (¢, y,),
(x4, y,), la partic devenant infinic se réduisant respectivement pour
les deux points &

Alog(x —x,) et —Alog(x—x,).

La démonstration de cette remarque, qui facilite singuli¢rement la
discussion, est immeédiate, car on voit de suite que, dans toute autre
hypothése, a de trés grandes valeurs de « correspondent plusieurs va-
leurs de (x, y).

Si nous revenons maintenant aux notations du § I, il n'y aura que
deux « différents de zéro, et leur valeur commune sera — 1. Nous
aurons donc, toujours d’aprés la méme relation,

—1—1—[m(m—1)—2d]=— 2m,

c'est-a-dire que, comme plus haut, la courbe est unicursale.

Remplacant alors dans « les coordonnées x et y par leur valeur cn
fonctions rationnelles du parameétre 0, nous aurons a faire l'inversion
d’une intégrale de différentielle algébrique ayant deux infinis loga-
rithmiques; donc 0 et par suite x ct y scront des fonctions ration-
nelles de e*, a étant une constante.

6. La considération des groupes kleinéens, dont les substitutions
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sont de la forme
(1) (u, au + b),

conduirait & des résultats plus généraux que ceux qui viennent d'éire
trouvés dans le paragraphe précédent. A chacun de ces groupes cor-
respondra une relation algébrique

Sf(xy)=o,

ct les coordonnées (x et ) d'un point de cette courbe, fonctions klei-
néennes du parameétre u, pourront étre considérées comme provenant
de l'inversion d’une équation de la forme

: u=fef“‘rdx,

A étant une fonction rationnelle de x et y. Mais ici la fonction z du
point analytique (, y) ne sera pas nécessairement ramifiée comme la
fonction y de x définie par I'équation f.

Quant aux groupes kleinéens dont les substitutions sont de la
forme (1), ils se raménent & des types bien connus, et leur recherche
cst si facile qu'il est inutile de nous y arréter.

7. Parcillement, en passant de une & deux variables « et ¢, il sera
intéressant de faire la recherche des groupes discontinus dont les sub-
stitutions sont de la forme

(u, v, au+ b, co+ d),
les (@, b, ¢, d) étant des constantes. ’

Mais ici se présentera une difficulté qui ne s’est pas rencontrée dans
le cas d’unc seule variable; car, en supposant obtenu un tel groupe, la
(uestion suivante se pose : Existe-t-il des fonctions invariables par les
substitutions de ce groupe? D'une maniére générale méme, la réponse
est négative, comme le montre ’exemple des fonctions ayant quatre
paires de périodes.

Dans le cas ou a, b, ¢, d sont réels, @ et ¢ étant positifs, la recherche
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des groupes précédents n’offvira pas de trés grandes difficultés. Dans
cette hypothése en effet, les groupes discontinus précédents rentrent
dans ce type de groupes, relatifs & deux variables indépendantes, et que
j'ai désignés sous le nom de groupes hyperabéliens (Journal de Mathé-
matiques, 1885). Donnons-en un exemple.

En se reportant au Mémoire cité, on voit qu'a chaque forme quadra-
tique quatcrnaire réelle

f(x,y.35,1)

de discriminant différent de zéro, et appartenant au type
T2 2 2 2
Ui+ U;-U:-U;,

correspond un groupe hyperabélien. Ne considérons ici dans un tel
groupe que le scul sous-groupe formé des substitutions de la forme

(2) (u, ¢, au+ b, ce +d),

nous aurons ainsi engendré un groupe discontinw du lype cherché.
Prenons, comme application, la forme suivante

f(xy, 5, )=x'— Dy*— 54,

D désignant un entier positif quelconque.

Nous obtiendrons, dans ce cas particulicr, le groupe correspondant
de la manié¢re suivante. Concevons les quatre lettres x, y, 3, t liées par
la relation

z*~Dy*—st=o.
Posons

— —x—yVD
u="= ;vy/l_)’ .r‘-y\D'

¢ =

Soit maintenant une substitution linéaire quelconque, & cocfficients

entiers, transformant en elle-méme la forme f x, y, 3, ¢ deviendront
X,Y,Z, T et posons alors
U=XS WP,y =X-WD,
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U et V seront des fonctions linéaires de u et ¢, fractionnaires en géné-
ral. Nous nc prenons ici, parmi ces substitutions, que cclles qui sont
de la forme (2).

C’cst ainsi quc nous trouvons les substitutions

(U9 V? v+1,0— '))
(U, V, u — D, v — D),
[U,V, (a—cyD)u, (a+cyD)e].

Dans cette derniére, a et ¢ désignent deux entiers positifs satisfaisant
al'équation de Pell, a® — Dc?=1. Le groupe admettant ces substitu-
tions fondamentales est un groupe discontinu.

8. Quc pouvons-nous dire maintenant des fonctions restant inva-
riables par les substitutions des groupes discontinus dont nous venons
de parler? En sc bornant au cas ou le groupe est du type hyperahé-
lien, on peut recourir aux séries dont j'ai fait usage dans I'étude des
fonctions hyperabélicnnes; mais, dans le cas actuel, il s'en faut que
nous puissions en tirer le méme parti.

Nous devons d’abord remplacer le domaine des (u, ¢), ot les coefli-
cients de ¢ (pour u et pour ¢) sont positifs, par deux cercles de rayon
un, ce que donneront les transformations

u—1 01

E=—
uU-+1

Au groupe précédent correspond alors un certain groupe

AE—*—B A."’]+B’\ —_— TV 17
(5 mEesp ooty) AD—BC=AD-BC=r.

Prenant alors une fraction rationnelle R(%, %), qui reste finic & l'in-
térieur des cercles et sur leur circonférence, c’est la fonction

Af+B A'nm+PB I S
2R<CE+D, C"q-{—D’) (CE+ D) (C'y+ D)= (mzﬁ),

(la sommation étant étendue & toutes les substitutions du groupe),
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qui conduit aux fonctions restant invariables par les substitutions du
groupe.

Si nous revenons aux variables u et ¢, les fonctions que nous obte-
nons ainsi se trouvent seulement définies pour les valeurs des variables

u=u+ i, ¢ =0+ 1,

(ui correspondent &

u">o, ¢ > o0.

Dans les cas que j'ai autrefois étudiés, cela suffisait; car les fonc-
lions étaient nécessairement limitées & ce domaine et ne pouvaient
s'¢tendre au dela. Avec nos groupes actucls, il en est tout autrement;
le domaine possible n’est pas a priori limité, mais les développements
en séries, qui précédent, ne peuvent étre employés sans examen préa-
lable, quand on n’a plus

u">o, ¢ > o.

Nous ne pouvons donc décider s'il existe ou non des fonctions res-
tant invariables par les substitutions du groupe considéré. Les fonc-
tions, bien entendu, nc doivent pas avoir d’autres singularités essen-
ticlles que celles qui appartiennent au groupe lui-méme. Malgré de
longues recherches sur ce sujet, il m’a été impossible d’arriver & des
résultats précis, si ce n'est dans des cas particuliers, d'ailleurs intéres-
sants, que j'étudicrai dans un autre travail.

9. Nous terminerons en démontrant un théortme auquel nous
avons déja fait précédemment allusion (n°® 4). Si les coordonnées x,
y, 5 d'un point quelconque d’une surface s’expriment par des fonctions
uniformes de deux paramétres « et o, restant invariables pour un
groupe de substitutions de la forme

(u, 0, au + b, cv + d),

ct que le domaine fondamental de ce groupe soit tout entier & distance
finie, sans singularité essentielle des fonctions sur sa surface, le genre
de la surface ne pourra dépasser I'unité.
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Soit une intégrale double de premiére espéce

fo(w, ¥, z)d.rdy

cn remplacant z, y, 5 par leur valeur en et ¢, nous aurons

ffG(u, o) du dv,

en posant
dr dy Odx dy
] Qz, y, ”(Wﬁ_b_;—;d—&)
G(u,v)= 7 .

La fonction G(«, ¢) sera holomorphe dans le domaine fondamental.
n posant
U=au+b, V=co+d,
on aura
G(U,V) = —G(z,»).
Or écrivons
G(u,0)=c?;

il en résulte que
G, G,
b= [ durgdo= [Pdz+Qdy,

P et Q étant des fonctions rationnelles de z, y et 5. On a donc

X FH
NE b dr+Qdy

G(u,v) = ™"
L’exponentielle qui est dans le second membre doit donc rester finic
pour tout point (z, ¥, 5) de la surface; d’oul cette conséquence, que
P'intégrale

(D) [Pde+Qdy

est une intégrale de premiére espéce. Ainsi, & chaque intégrale double
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de premicre espéce correspond une intégrale de différentielle totale de
premiére espeéce. Lorsque (&, y, 5) décrira un cycle correspondant &
la substitution

(uy ¢y au + b, co +d),

Iintégrale s'augmentera de
— log(ac) +2k=i,
I ¢tant un entier.

®'il existe donc dewx intégrales doubles de premicre espéce, il y
correspondra deux intégrales de premiére espéce

fl’dw-l—-Qdy ct fP,dw-i—Q,d';
la différence de ces deux intégrales

@ =DP)de+(Q—-Q)dy

sera une intégrale de premiére espece, n‘ayant que la période 2=, Or
cecl est impossible, car une intégrale de premicre espéee doit avoir au
moins deux périodes distinctes. Le genre de la surface ne peut done
dépasser U'unité.
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