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THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. i35 

Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques 
de deux variables (*); 

AR M. ÉMILE PICARD. 

INTRODUCTION. 

La théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen-
dantes a déjà fait l'objet d'importants travaux, parmi lesquels il con-
vient de citer tout particulièrement les mémorables recherches de 
M. Nœther (Math. Annalen, t. II à XI). L'éminent géomètre a 
principalement étudié la question au point de vue algébrique, en 
approfondissant l'étude de ces polynômes adjoints d'ordre m — 4 
(m désignant le degré de la surface), qui sont les analogues des poly-
nômes adjoints d'ordre m — 3, jouant un rôle si important dans la 
théorie des courbes planes algébriques. 11 est arrivé ainsi à la notion 
de deux nombres invariantifs fondamentaux. Le premier, désigné par ρ 
et communément appelé genre delà surface(Flâchengeschlecht), est 
égal au nombre des paramètres arbitraires figurant dans les polynômes 
adjoints Q d'ordre m — 4· Le second nombre, désigné par p

{
 (Curven-

geschlecht), représente le genre de la courbe mobile d'intersection de 
la surface donnée avec les surfaces représentées par l'équation Q = o. 

Dans la théorie des courbes algébriques, on ne s'est pas borné au 
point de vue algébrique, et la considération de certaines expressions 

(!) Mémoire couronné par l'Académie des Sciences (grand prix des Sciences 
mathématiques, 1888). 

Journ. de Math. (4* série), tome V.— Fasc. II, 1889. 18 
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transcendantes attachées à la courbe présente le plus grand intérêt. 
* Os transcendantes sont, comme on sait, les intégrales de la forme 

yyQf.r, y, s)dxdy 

R étant une fonction rationnelle des coordonnées χ et y
}
 liées par la 

relation qui définit la courbe f(x', y) =.o. 
Une première extension du point de vue transcendant a été faite par 

M. Nœtlier, qui a, dans un de ses Mémoires {Math. Annalen, t. II), 
considéré les intégrales doubles 

yyQf.r, y, s)dxdy 

Q étant toujours un polynôme adjoint d'ordre m — 4- La considération 
de ces intégrales va jouer un rôle capital dans différentes parties do ce 
Mémoire. On pourrait les appeler des intégrales doubles de première 
espèce attachées à la surface. On peut, en effet, montrer que ces inté-
grales restent toujours finies, quel que soit le champ de l'intégration. 

L'extension du point de vue transcendant aux surfaces algébriques 
peut se faire, d'une autre manière, en considérant les intégrales de dij-
férentiellcs totales de la forme 

f' ' 1" d.r + Q dy, 

R et Q étant des fonctions rationnelles de a?, y, s liées par la relation 
qui définit la surface f(x,y

y
z) = o. 

C'est de l'étude de ces intégrales que nous nous sommes tout d'abord 
occupé. Nous les partageons en intégrales de première, seconde et 
troisième espèce, comme dans la théorie des courbes algébriques. Nous 
avions déjà commencé cette étude dans deux Mémoires du Journal de 
Mathématiques (i 885 et 1886). Nous reprenons entièrement ici la 
théorie des intégrales de seconde espèce, dont plusieurs points avaient 
besoin d'être précisés. Nous établissons d'abord que de telles inté-
grales n'existent pas, en général, pour une surface algébrique, je veux 
dire qu'il n'y a pas, pour une surface arbitraire, d'autres intégrales de 
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seconde espèce que des fonctions rationnelles des coordonnées. Lais-
sant celles-ci de côté, il faut reconnaître si une surface donnée admet 
des intégrales de seconde espèce, et apprendre à les former si elles 
existent. C'est à ce problème qu'est consacrée la plus grande partie du 
premier Chapitre de ce Mémoire. Nous ramenons sa solution à une 
question d'une tout autre nature, à l'étude des intégrales rationnelles 
d'une équation différentielle linéaire. Avant d'approfondir davantage 
la théorie des intégrales de seconde et de troisième espèce, nous avons 
dû. étudier une question capitale en elle-même, c'est celle des cycles 
des surf aces algébriques ; elle fait l'objet du second Chapitre. 

On connaît toute l'importance de la théorie des cycles dans l'étude 
des courbes algébriques. La pensée d'édifier une théorie analogue pour 
les surfaces algébriques se présentait naturellement : c'est ce que j'ai 
essayé de faire. Mais tout d'abord il convient de remarquer que la gé-
néralisation peut se faire dans deux directions différentes ; il y a à con-
sidérer pour les surfaces des cycles à une dimension ou linéaires, et 
des cycles à deux dimensions; d'où deux théories entièrement dis-
tinctes. 

En pénétrant dans la première étude, on rencontre dès le début un 
résultat au premier abord inattendu : c'est qu'en général, pour une 
surface algébrique, il n'y a pas de cycles linéaires, je veux dire qu'ils 
se réduisent tous à des cycles nuls. Il y a cependant des surfaces pos-
sédant effectivement des cycles linéaires, et le problème se pose de 
rechercher les cycles distincts d'une surface algébrique. Dans cette dif-
ficile question, la réduclibilité d'une certaine équation différentielle 
linéaire joue un rôle essentiel. Au point de vue pratique, les méthodes 
que nous proposons seraient, sans doute, d'une pénible application, 
mais notre principal objet a été de jeter quelque lumière sur une 
théorie entièrement nouvelle. 

Relativement aux cycles à deux dimensions, nous avons cherché à 
montrer à quel problème, relatif aux équations linéaires, pouvait être 
ramenée leur étude. Ces cycles existent d'ailleurs en général; c'est donc 
là qu'on trouvera la véritable généralisation de la théorie des cycles 
des courbes algébriques, que n'ont pu donner, comme on vient de le 
voir, les cycles linéaires. 

On voit, par ce qui précède, les différences profondes qui séparent 
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la théorie des fonctions algébriques d'une variable de la théorie des 
fonctions algébriques de deux variables indépendantes. L'analogie, 
qui souvent est un guide excellent, peut devenir ici bien trompeuse. 

Les méthodes employées dans ce Chapitre nous ont permis de com-
pléter la théorie des intégrales de seconde et de troisième espèce. Je cite-
rai seulement ici le théorème suivant : Le nombre des intégrales dis-
tinctes de seconde espèce est égal au nombre de leurs périodes. 

Nous nous occupons dans le troisième Chapitre des transformations 
birationnelles des surfaces en elles-mêmes. Ce Chapitre peut être con-
sidéré comme une application de nos résultats généraux sur les inté-
grales de différentielles totales. L'étude des transformations d'une sur-
face en elle-même est très différente suivant le genre de la surface. 
Quand ce genre ρ est supérieur à un, les transformations ne peuvent 
contenir plus d'un paramètre arbitraire. Si le genre est au plus égal à 
un et que la surface admette un groupe continu de transformations 
birationnelles en elle-même, ou bien on pourra tracer sur elle un ré-
seau de courbes du genre zéro ou un, ou bien la surface jouira de la 
propriété remarquable que voici : il existera deux intégrales de diffé-
rentielles totales 

Ρdx ■+■ Qdy et Ρ, dx -h Q, dy, 

telles que les deux équations 

Ρ dx -h Qdy = du, 
Ρ, dx -μ Ο, dy = re-

donneront pour x, y, ζ des fonctions uniformes de u et c. Nous étu-
dions spécialement cette classe intéressante de surfaces, qui sont vrai-
ment les analogues des courbes planes de genre zéro et un. 

Dans le quatrième Chapitre, nous complétons la théorie précédente; 
nous faisons voir comment on pourra reconnaître si deux surfaces de 
genre supérieur à un se correspondent point par point, et nous établis-
sons notamment, par deux voies différentes, Tjue deux surfaces de genre 
supérieur à l'unité ne peuvent admettre une infinité discontinue de 
transformations birationnelles. 
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Le cinquième Chapitre a pour objet l'application de quelques-uns 

des résultats précédents à l'étude de certaines équations différentielles. 
Nous nous occupons particulièrement des équations de la forme 

/(/>y>y)=o, 

/ étant un polynôme, dans le cas où l'intégrale générale est uniforme. 
C'est une théorie très difficile, et la raison de cette difficulté est dans le 
fait suivant, signalé au troisième Chapitre : une surface algébrique peut 
admettre une transformation biuniforme en elle-même, qui ne soit pas 
biralionnelle, tandis que, pour les courbes algébriques au contraire, 
une telle transformation est nécessairement birationnelle. 

Tout d'abord nous examinons le cas particulier où une certaine 
transformation biuniforme de la surface / serait birationnelle. Toute 
cette étude est intimement liée à celle des surfaces étudiées au Cha-
pitre III ; dans ce cas, l'intégrale générale s'exprimera par des transcen-
dantes connues. Nous avons voulu ensuite examiner le cas général, 
mais un point extrêmement délicat se présente. Il est relativement 
facile de reconnaître si l'intégrale générale est à apparence uniforme, 
c'est-à-dire est uniforme dans le voisinage de tout point à l'intérieur 
de la région où doit rester la variable indépendante; mais nous ne 
sommes pas autorisé pour cela à regarder l'intégrale générale comme 
une fonction uniforme. Nous avons spécialement considéré le cas où 
l'équation a la forme 

y=R(y,y), 

H étant rationnelle en y et y'. Il nous a paru curieux de montrer com-
ment on pouvait mettre l'intégrale y sous la forme d'un quotient de 
deux fonctions à apparence uniforme, ri!ayant plus de pôles, fonctions 
que l'on peut regarder comme une généralisation des fonctions Al ou 
des fonctions Θ de la théorie des fonctions elliptiques. 

Nous considérons aussi les équations plus générales 

f(xy,y,y)=o 

où f est un polynôme en γ, y et y", dans l'hypothèse où les points 
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critiques de l'intégrale générale seraient fixes. C'est l'extension au 
second ordre du problème posé par M. Fuchs pour les équations du 
premier ordre, problème sur lequel M. Poincaré a écrit quelques pages 
si remarquables. Ici encore une certaine transformation biuniforme 
joue un rôle essentiel; nous ne nous occupons que du cas où celte trans-
formation serait birationnelle. 

Dans le sixième Chapitre, nous généralisons la notion d'intégrale de 
première espèce en envisageant les fonctions u de (χ, y, z) qui se 
transforment en au H- b (a et b étant des constantes), quand (a·, y, z) 
décrit un cycle linéaire effectif de la surface. Une pareille générali-
sation peut aussi être faite pour les courbes algébriques ; nous lui con-
sacrons quelques pages au début du Chapitre. 

CHAPITRE I, 
INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 

I. — GÉNÉRALITÉS. 

1. Étant donnée une surface algébrique 

f(x,y,z)=o 

nous allons considérer les intégrales de différentielles totales de la 
forme 

(ι) f 3 Vdx + Qdy, 

où Ρ et Q sont des fonctions rationnelles de ar, y et z. On suppose, 
bien entendu, que la condition d'intégrabilité est satisfaite; l'intégrale 
précédente est alors une fonction du point analytique (ar,y, z), et en 
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un point (a?, y, z) les diverses valeurs de l'intégrale ne diffèrent que 
d'une somme de multiples de périodes. 

Les intégrales précédentes peuvent être partagées en trois espèces. 
Les intégrales de première espèce sont celles qui restent finies pour 

tout système de valeurs des variables indépendantes χ et y. 
Nous allons, pour le moment, définir comme il suit les intégrales de 

seconde espèce : considérons les courbes le long desquelles l'intégrale 
devient infinie. Soit C une de ces courbes, et supposons qu'elle soit une 
courbe simple de la surface; je prends alors un cycle infiniment petit 
entourant cette courbe en un point arbitraire (on peut, par exemple, 
donner à y une valeur fixe, et considérer dans le plan de la variable χ 
un contour infiniment petit autour d'un point de la courbe C, répon-
dant à la valeur prise pour y) ; si l'intégrale le long de ce cycle est nulle, 
nous dirons que la courbe C est une courbe polaire. Une intégrale de 
seconde espèce ne possède que des courbes polaires. 

Il a été supposé que la courbe C était une courbe simple de la sur-
face. Le cas où elle serait une courbe multiple ne donne lieu à aucune 
difficulté; nous pouvons en effet, comme l'a montré M. Nœther (Got-
tingen Nachrichten, p. 267 ; 1871), résoudre cette singularité par une 
transformation rationnelle. La courbe G se transformera ainsi en plu-
sieurs courbes simples. 

On pourrait encore dire que l'intégrale (1) sera une intégrale de 
seconde espèce, au sens habituel de la théorie des courbes algébriques, 
pour une section plane quelconque de la surface (*). 

Si l'intégrale le long d'un contour infiniment petit, analogue à celui 
dont nous avons parlé, n'est pas nulle, cette courbe C sera dite une 
courbe logarithmique, et l'intégrale sera de troisième espèce. 

Dans le cas des intégrales de troisième espèce, à une courbe loga-
rithmique correspond évidemment une période. Une telle période sera 
dite une période polaire. 

2. Une première remarque va nous être fort utile dans l'étude des 

(') Nous aurons à revenir ultérieurement sur cette définition des intégrales de 
seconde espèce, où nous ne nous sommes pas occupé des points singuliers isolés 
de la surface (Chap. II), où l'intégrale pourrait devenir infinie. 
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intégrales précédentes. Soit l'intégrale de différentielle totale 

fpdx-l· Qdy; 
j envisage 1 intégrale 

(•a) fP(x,y,z)dx 

comme une intégrale abélienue attachée à la relation entre χ el ζ 

f(x,y,z) = o ; 

la lettre/dans l'intégrale (2), comme dans cette dernière équation, 
est considérée comme un paramètre, d'ailleurs arbitraire. Les périodes 
de l'intégrale (2) seront nécessairement des périodes de l'intégrale (1), 
car elles correspondent à un cycle dans lequel y reste constant ; ces 
périodes ne dépendent donc pas du paramètre y. 

Gela posé, considérant toujours la courbe / avec le paramètre y, 
soit 

1 Çy'i*) djL'n 

z> étant rationnelle en x, y, z, une intégrale abélienne de la courbe / 
n'ayant pas pour y arbitraire de périodes polaires, c'est-à-dire une 
intégrale de première ou de seconde espèce. Les périodes de l'inté-
grale I peuvent être regardées comme une fonction de y, et M. Fucbs 
a montré {Journal de Crelle, t. 73) qu'elles satisfont à une équation 
linéaire dont les coefficients sont des polynômes en y, et dont l'ordre 
est au plus égal au genre de la relation /, et est même égal à ce genre 
si l'intégrale est prise arbitrairement. Le groupe de cette équation sera 
évidemment indépendant de la fonction φ, et chaque substitution 
linéaire de ce groupe revient à une transformation des cycles de la 
fonction algébrique ζ de x. 

Si la surface /(#,y, s) = ο est la plus générale de son degré, l'ordre 
de l'équation sera égal au genre de cette relation entre χ et ζ, et les 
substitutions du groupe de cette équation linéaire seront à coefficients 
entiers. 
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Considérons un instant un cas trcs particulier; soit 

.s8 — (\V Λ, α2).. .(.r y). 

où les a sont des constantes distinctes. Prenons les périodes de l'inté-
irralc 

fV(x—a1)...(x—a2u)(x—y); 

elles satisfont à une équation d'ordre 2p, qui rentre d'ailleurs dans le 
type hypergéométrique d'ordre supérieur, et ses points critiques sont 

a1) Oj} ···? ^"ip ®®· 

De plus, dans le voisinage de y = ao, les racines de l'équation fon-
damentale déterminante de M. Fuchs sont 

r = i, r=p- i, 

la première étant d'ordre ip — 1; donc l'équation aux multiplicateurs 
de la substitution correspondante aura une racine multiple d'ordre ip, 
égale à — 1. 

( àHte dernière remarque nous montre que, si l'on considère une sub-
stitution arbitraire du groupe de l'équation, soit 

(3) 

ω, =m\ (0, + «^,+...+/«^% 
ω

2
 = ω, -+- wijû>a -h..tn\pta.ip, 

..................................................... 

wa/»= ,η·2ρω* + -+-'η7ρω*ρ' 

l'équation aux multiplicateurs 

("0 

m\ — S m' m'\p 

m2 m2 — S m2p = 0 
... .......... ..... 

m2p »>\f-s 

n'admettra pas la racine S = 1, puisque, dans le cas particulier consi-
déré, on a l'unique racine, d'ordre ip

y
 S = — 1. 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. '9 
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( x* qui vient d être vérifié dans ce cas particulier s'applique évidem-
ment au cas général, c'est-à-dire que, si nous revenons à l'intégrale 1, 
la surface 

f(x,y,=0 = t> 

étant la plus générale de degré m, et la substitution (3) désignant une 
substitution arbitraire du groupe de l'équation linéaire E, d'ordre ?.p, 
correspondante, l'équation (4) ne sera pas vérifiée pour S = ι. 

3. Cette remarque faite, soit 

J l*dx + Qdy 

une intégrale de différentielle totale de première ou de seconde espèce, 
correspondant à la surface 

/(λ·,^,-) = Ο, 

la plus générale de son degré. 
Les périodes dx sont des quantités indépendantes de^', 

€1,, flj, · « ·,a2p 

mais la transformation des cycles correspondant à une substitution 
quelconque donne, puisque ces quantités sont des constantes, les re-
lations 

α, = m\ a, -+- m*a
3
 -i-...-h ιη]ρα

2ρ
, 

α, = m\ a, -+- m*a3 -i-...-h ιη]ρα2ρ, 

α, = m\ a, -+- m*a3 -i-...-h ιη]ρα2ρ, 

équations qui, d'après la remarque de la fin du paragraphe précédent, 
doivent nécessairement donner 

a ι —— o, O) · · · ^ — O· 

Les périodes de Vintégrale sont donc nulles. 
Par suite, si elle est de première espèce, l'intégrale se réduira à une 
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constante, et si elle est une intégrale de seconde espèce, ce sera une 
fonction rationnelle de x,y et s. 

Ainsi se trouvent établis bien rapidement les deux théorèmes que 
j'ai énoncés et démontrés précédemment, concernant les intégrales de 
première et de seconde espèce, attachées à la surface la plus générale 
de degré m. 

i. On peut établir pour les intégrales de troisième espèce une pro-
position analogue à la précédente. Nous avons dit (n° I) ce qu'on 
devait entendre par période polaire d'une telle intégrale ; une période 
polaire provient d'un cycle infiniment petit autour d'un point quel-
conque d'une courbe logarithmique de l'intégrale. 

Une intégrale de troisième espèce peut, a priori, avoir d'autres pé-
riodes que des périodes polaires, mais nous allons montrer qu'il n'en 
est cependant pas ainsi en général. Nous établirons, à cet effet, que si 
la surface f est la plus générale de son degré, les périodes de toute 
intégrale de troisième espèce se réduisent aux périodes polaires. 

Il sera plus net de commencer la démonstration par un cas parti-
culier; ce sera celui de la surface 

=*=/(*>/). 

où /est le polynôme général de degré m en χ et y. 
La forme générale des intégrales de différentielles totales correspon-

dant à cette surface sera 

P dx + Q dyJ M Λ') 

I*, Q, M désignant des polynômes en χ cty, en laissant seulement de 
côté un terme de la forme 

P dx + Qlog dyJ M Λ') 

où R et R, sont des fractions rationnelles en χ cl y, et où A est une 
constante. La condition d'intégrabilité s'écrira 

M(pl - Qfj)=*/(*.7)[M(g - g)" pw} 
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Supposons que M(#,/) ne soit pas divisible par /(J?,y) et soil, 
par suite, premier avec lui. Comme on a pu faire d'abord sur χ et y 
une transformation linéaire quelconque, on peut supposer que la 
courbe 

M(.r,y) = ο 

ne rencontre pas la courbe /(#,/) = o (qui n'a que des points 
simples) en un point ou l'on ait 

soit ·. àf df ay ax 

( ̂ eci posé, considérons l'intégrale fonction de ./· 

J Μν^(α% v)' 

nous avons dit que ses périodes ne dépendent pas de y. 
Donnons à y une valeur arbitrairey

9
, l'équation 

/(*>?·) = ° 

aura m racines distinctes entre elles, 

^ ^'ai · * Ί '^m 

et distinctes des racines de l'équation M(.//,/) = o. 
Les périodes .cycliques de l'intégrale proviendront des intégrales 

prises le long de courbes joignant les points 

.χ·, ΧΛ , X2 , . . ., Xm _ , .t'm, 

ces courbes étant considérées comme doubles ou, pour plus de préci-
sion, le long de contours s'éloignant peu de ces courbes doubles et 
enveloppant respectivement x

t
 ct#

2
, x

2
cl χ.

Λ
, 

Il existera un certain nombre de valeurs singulières de y, pour les-
quelles l'équation f(x, y) = o aura une racine double. 

Soit / = b une telle valeur, l'équation 

/O» b) — o 
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aura une racine double et une seule ; soit χ = a. Je dis que 

P(a, b) = o. 

En effet, d'après ce que nous avons supposé, M(a, b) n'est pas nul, 
el par suite, en se reportant à la condition d'intégrabilité, 

Ρ (α, b)f'y.{a, b) = o; 

or le second facteur ne peut être nul, puisque la courbe n'a pas «le 
points multiples : donc Ρ (a, b) = o. 

Cette remarque faite, nous pouvons supposer les racines a·,, ..., x
m 

rangées dans un ordre tel que, y allant de y
0
 à la valeur singulière b, 

par un chemin convenable, x
t
 et .r

a
 deviennent égales; puis ensuite,y 

allant de/
0
 à une autre valeur singulière, x

t
 ctu?3 deviennent égales, 

et ainsi de suite ; y allant de/„ à b1 les racines deviennent, pour/ =b, 

xtJ x.21 ..., xm, 
et 1 on aura 

x\ = x\ = a, 

les autres racines étant distinctes. Si nous faisons y = /„, on a pour 
un système de coupures joignant 

QCI JCo} ^2*^39 · · · 

un système de périodes; on peut supposer que ces coupures se défor-
ment d'une manière continue quand y varie dc/„ à £>, sans rencontrer 
les courbes décrites par les racines de l'équation M(x,/) = o. 

Je dis que la période relative à #,#
a
 est nulle; en effet, elle reste 

constante quand / varie ; or, pour y = b, on a 

x\ = = a, 

et \Jf (Xj b) contient χ — a en facteur. 
Mais il en est de même du numérateur, puisque P(a, b) = o; par 

suite, l'intégrale prise le long d'une petite courbe enveloppant le point α 
est nulle, et il en est par suite de même de la période cyclique initiale, 
correspondant à / arbitraire. Le théorème est démontré. 
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5. La méthode de démonstration employée dans le cas particulier 
qui précède peut être suivie pour la surface la plus générale 

f{x,y, z) = o. 
boit 

/Y dx -h g cl y 
M/s' 

Tintégrale considérée, P, Q et M étant des polynômes en χ et y; M 
est un polynôme de degré p; le degré de P est (A + m — 2 par rapport 
à y et ζ et ρ m — 3 par rapport à χ et z\ pareillement le degré, 
de Q est p. H- m — 2 en a?, y et z, et [A H- m — 3 en y et s. L'intégrale 
aura une ou plusieurs courbes logarithmiques situées sur la surface 
M = o; on peut supposer que pour ces courbes on n'a pas /,' = o, 
puisqu'il suffirait de faire une substitution linéaire ,sur x,y et ζ pour 
éviter cet inconvénient. 

Écrivons la condition d'intégrabilité qui va nous être utile dans un 

instant : ce sera, en posant^ = Ρ », g = Q1, 

f- (?' f* - § /;) -p· w- - M?) 

- KÈf- - +Q< (/«/; -/*"·/;)=»· 

Considérons maintenant les deux relations 

/0>r> -) = o, }'i ~) = o; 

on peut les regarder comme définissant un point analytique (s, x), 
fonction algébrique de la variable y. 

Il y aura certaines valeurs de y pour lesquelles deux valeurs de 
(z, x) et deux seulement (le polynôme / étant le plus général de son 
degré) deviendront égales. Soient, pour une valeur arbitraire et non 
singulièreyQ dey, 

(^,, #,), (^2, (Ss, x$) 

les Ν déterminations de (ζ, χ). On peut les supposer rangées dans un 
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ordre tel que, / allant de/, à une certaine valeur singulière b de/, 

(-" I) 6t (-2, Xi) 

deviennent égaux; puis ensuite, y allant de /, à une autre valeur sin-
gulière convenable, 

(w
2
, et (--3, #3) 

deviennent égaux; et ainsi de suite pour 

(s.·,* #3), et a?,), ..., (sN_,, et ·*\ν)ϊ 

/ allant de /, et arrivant à la première valeur singulière b
y
 les points 

analytiques (s, a?) varieront et deviendront 

z1, x1)(5a» ^a)» ·*·» (^Λ» λΓ») 
et Ton aura 

(-, » x\) — (-2? x*) — (c> a)· 

Le jïoint (a, b, c) est, en langage géométrique, un point de la 
surface / où le plan tangent est parallèle au plan des xz. On aura 
donc 

/(«, b, c)=o, f '
z
(a, δ, c) = o, /;(«, c)=o. 

En nous reportant à la condition d'intégrabilité, on conclut que 

Ρ,(α, ù, c)/;.(a, 6, c) /;.(«, δ, c) = o; 

mais les deux derniers facteurs ne sont pas nuls, à cause de l'hypo-
thèse faite sur la surface/; nous avons donc 

Ρ, (a, 6, c) = o. 

Il nous faut maintenant étudier la relation algébrique entre z, χ 
pour une valeur arbitraire /

0
 de / 

/0,r..3)=°; 

les points analytiques (z
n
 x,), (sa, xx), ..., sont les points 

de ramification de cette fonction. On peut tracer dans le plan de la 
variable complexe x un contour simple enveloppant seulement les 
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points x
x
 et x.„ et tel qu'après un tour complet de la variable le Ion# 

de ce contour toute racine ζ de l'équation précédente reprenne la 
même valeur. 

Ln effet, l'éciuation 
/O, ft, -) = o 

définit une courbe qui, au point χ = α, ζ = c, a un point double dont 
les tangentes sont distinctes. Quand y varie, comme il a été dit, de 
>'e à ft, x{ et x2 viennent tous deux en a : or considérons un contour 
simple enveloppant les points4?,, x

2
 et a, et n'étant traversé par aucun 

des chemins que décrivent les autres racines; ce contour sera un cycle 
pour le point analytique (a?, z) défini par l'équation 

f(x,yo z) = o 

car, si, partant d'un point arbitraire du contour, avec une certaine ra-
cine, on obtenait au retour une autre racine, il faudrait qu'il en fiU de 
même pour toute la succession des valeurs de y, depuisy

0
 jusqu'à ft; 

or, pour/ = b, on revient nécessairement avec la même valeur, puisque 
χ = a n'est pas un point de ramification pour l'équation 

/(a?, ft, z) = o. 

Considérons maintenant la surface de Riemann correspondant à la 
relation algébrique 

/O>7o, -)=o. 

Nous allons tracer sur cette surface un système particulier de cou-
pures, à savoir des arcs de courbe joignant 

(-., ·*·.) (·*:» (^2> '^'a) ···, 
zn-1, xN) à (zN, xN 

Toutes les périodes cycliques seront données par des intégrations le 
long de chacune de ces coupures considérées comme lignes doubles, 
ou, mieux, le long de courbes fermées voisines de la coupure et analo-
gues au contour dont j'ai parlé plus haut. Les périodes correspondant 
aux Ν — ι coupures pourront d'ailleurs n'être pas toutes distinctes. 
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Cela dit, nous revenons à l'intégrale, fonction de a?, 

J M/r 

dont les périodes ne dépendent pas dc^. Or que va devenir l'intégrale 
prise le long de C,, quand y ~b\ les points (-,, a?,) et (3

2
, a?

a
) de-

viennent tous deux égaux à (a, c), et /,'(#, b, z) va contenir en fac-
teur x — a\ mais, et c'est là une remarque essentielle, Ρ (a?, b, z) 
contiendra le même facteur, puisque nous avons établi que 

Pi (a, b, c) = o. 

Donc le point (x — a, z = c), qui cesse d'être un point de ramifica-
tion, ne sera pas non plus un pole : l'intégrale le long de G, sera donc 
nulle. 

Ainsi il est démontré que toutes les périodes cycliques de l'inté-
grale 

P dx M fz 

sont nulles. Il en est donc de même de celles de l'intégrale de diffé-
rentielle totale, comme nous voulions l'établir. 

En résumé, étant donnée une surface algébrique générale, et étant 
considérée une intégrale quelconque de différentielle totale, relative à 
cette surface, cette intégrale (à moins qu'elle ne soit une fonction ra-
tionnelle de x, y, s) aura nécessairement des courbes logarithmiques, 
et les périodes polaires correspondant à ces courbes logarithmiques 
seront les seules périodes de Γ intégrale. 

II. — RÉDUCTION DES INTÉGRALES DE SECONDE ESPÈCE. 

6. Cherchons maintenant à effectuer la réduction de ces intégrales. 
Je prends d'abord une surface dont l'équation ait la forme 

z2=/0.r); 
on supposera, comme il est permis, que dans le polynôme f(x, y) de 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 20 



15a É. PICARD. 

degré m se trouve un terme en χm, et que f (.r, y) 11'admette pas de 
facteur carré parfait. 

Soit 1'inlégrale de différentielle totale 

I* F dx -+■ Q dy Vf(x,y) 

Ρ et Q étant des polynômes en χ et y. La condition d'intégrabilité 
peut s'écrire 

P|-QL = ̂ R)(G-G> 

Soit k le degré de Ρ et Q en χ ety\ supposons k^m — ι. 
Si nous considérons l'intégrale (où pour un moment y n'est qu'un 

paramètre) 

I* F dx -+■ Q dy(x y) 

nous pouvons retrancher une expression Cx*~m+t sjf (.r, y) (C ne dé-
pendant pas de a?), de telle sorte que, dans la différence, Ρ soit rem-
placé par un polynôme, seulement de degré A· — ι en r; il suffit, pour 
cela, que dans 

P(«.r) - C [(* - I» + 1 )**-'"/O, y)+ ; a·*-"-'df dx 

le coefficient de j? disparaisse. Si dans P(x, y) il n'y a pas de terme 
en xMy G sera nul; s'il y a un terme en a?Adans P, on aura pour C une 

constante, même par rapport à y. Retranchons alors de f * ^ --
la fonction de a? et y 

xk-m+1 f(x,y) 

nous avons une intégrale 

J ^JTxTyj Ç Pi dx -4- Qt dy 

où P, et Q, sont toujours de degré k en a? et y
} mais P, sera seulement 

de degré k — ι en x. Recommençons un raisonnement analogue si k > m ; 
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nous allons de dx vf(x,y) 1 retrancher une expression 

Cxk-m f (x,y) 

de telle sorte que, dans la différence, le numérateur soit seulement de 
degré k — ι en x. On a, pour cela, à choisir C de manière que, dans 

1\ - C [(* - m)xk~m~\f{x,y) -h l- xh'mdf dx 

le terme en xA~' disparaisse; C ainsi déterminé sera, en général, un 

polynôme du premier degré en y. Retranchons alors de /P | Ο 

la fonction de χ et y 
Cx*-m>Jf(x,y), 

on aura 

P2dx+ Q2dy f(x,y) 

P
a
 et ()., étant toujours de degré k en χ ct^, mais P2

 étant seulernenl 
de degré k — 2 en x. 

Kn continuant ainsi, on arrivera à une intégrale que nous désigne-
rons encore par 

(1) rPte + Qdr, 

dans laquelle Ρ et Q seront au plus de degré k en x et y ; mais Ρ sera 
seulement de degré m — 2 par rapport à La condition d'intégrabilité 
montre alors que Q sera au plus de degré m — 1 par rapport à x. Nous 
avons donc l'intégrale (1), où 

( Q = b0xm-{ -l· b{ x™-* -h... -h ùOT_n j Ρ =a0^/',"a+«,^w"s + ...-+-a,N-2, 

les b et les a étant des polynômes en y. Nous pourrions partir de cette 
forme et effectuer une réduction analogue, en prenant pour point de 
départ l'intégrale 

Qdy f (x,y) 



154 É. PICARD. 

mais nous ne gagnerions rien à cette réduction, qui élèverait le degré 
de Ρ et Q par rapport à x. 

Nous ferons donc seulement la réduction qui nous donne l'intégrale 
(i), où Ρ et Q ont la forme (2). La condition d'intégrabilité 

P df dy-Q df dx = 2f(x,y) (dP dy-g) 
va nous donner maintenant un système d'équations différentielles li-
néaires ordinaires. 

Nous aurons d'abord à chercher si l'on pourra satisfaire à ce système 
en prenant pour 

£7,,, <7,, '··} ···» -1 

des polynômes en y. 
J'avais déjà obtenu le système d'équations différentielles qui pré-

cèdent dans mon Mémoire sur les intégrales de différentielles totales 
de seconde espèce. On peut vérifier facilement que les intégrales de ce 
système sont régulières (d'après l'expression de M. Fuchs) dans le voi-
sinage de tous leurs points critiques. C'est là un point important, car 
ee n'est que si toutes les intégrales sont régulières qu'on pourra recon-
naître aisément si les équations admettent, comme intégrales particu-
lières, un système de polynômes. 

Cela posé, admettons que les équations différentielles soient vérifiées 
pour un système de polynômes (a, ô); on aura alors l'intégrale 

Ç (o0x'"~i-h...) dx -+·(ΰνχ"'-* ...)dy J y) 

je dis qu'elle ne se réduira certainement pas à une fonction algébrique. 
Il faudrait, en effet, pour cela que l'intégrale, fonction de jc (y étant 
alors un paramètre arbitraire), 

j vTÛN7) C aoJr"' 8 a»l- t .J ,. 

fut une fonction algébrique de x. Or, si l'intégrale précédente est une 
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fonction algébrique, elle sera nécessairement de la forme 

λ0)\//0> yh 

λ(χ) étant un polynôme en x\ mais cela est impossible, car la diffé-
rentielle totale de ~^(x)>jf(x·, y) est 

V(x)f(x, ,r)-h l- X(ar)df dx 

N//(^. r) 

et le degré du numérateur par rapport à χ est au moins m — ι. 
11 ne reste plus maintenant qu'à rechercher si l'intégrale obtenue 

n'a pas de courbe logarithmique. 
Los seules courbes logarithmiques possibles sont à l'infini. Em-

ployons donc les coordonnées homogènes #, 7, ζ et /; l'équation de la 
surface deviendra 

z2 tm-2 = f (x7, /); 

pour / = o, nous avons le système de droites 

/(*, 7>°)=0· 

Ces m droites peuvent etre des courbes logarithmiques de l'inté-
grale ; nous aurons à écrire ou à vérifier que la période polaire corres-
pondant à chacune d'elles est nulle. Il n'y aura ainsi bien évidemment 
que (m — i) conditions à vérifier, car la somme des périodes polaires 
est nécessairement nulle. 

En résumé, nous venons d'étudier les intégrales 

J s//(x> y) Ç Ρ dx -h Q dy 

où Ρ et Q sont des polynômes en χ et 7, et nous savons reconnaître si, 
parmi les intégrales de cette forme, il y en a de seconde espèce. 

7. Le problème que nous venons de traiter n'est qu'un cas parti-
culier du problème général de la réduction des intégrales de seconde 
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espèce; prenons maintenant le cas général. Soit donc 

J s//(x> y) Ç Ρ dx -h Q dy 

(Ρ, (J, M étant des polynômes en χ et y) une intégrale quelconque de 
seconde espèce. Nous supposerons, comme il est permis, que dans f 
l'ensemble des termes homogènes du plus haut degré m n'est pas di-
visible par y. 

Une première réduction, très facile, consiste à ramener, par sous-
traction d'une fonction algébrique, l'intégrale précédente à la forme 

J s//(x> y) Ç Ρ dx -h Q dy 

γ (y) étant un polynôme en y. Réduisons donc, autant qu'il est pos-
sible, une intégrale de cette forme. 

Soit y = α une racine multiple d'ordre a de l'équation y(y) = o; 
α sera plus grand que un, sinon l'intégrale serait de troisième espèce. 
La condition d'intégrabilité 

P Q = 2 2f(x,y) P Q-Py 

montre que P(.r,y) est divisible par y — a. 
Pourrons-nous remplacer l'intégrale proposée par une intégrale de 

même forme, mais où, à la place de χ (y), nous aurons au dénomina-
teur 

x(y), 
r — a 

Retranchons à cet eifet de l'intégrale une expression de la forme 

h(xy)\Tf 
(y-*)*"1' 

Dans cette différence, le coefficient de dx sous le signe d'intégration 
sera divisible par y — a, puisque Ρ est divisible par y — a\ quant au 
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coefficient de dy
y
 il sera divisible par y — a si 

Q(r,y) + (.*-i)Mx< /)/(*> r) 

est divisible par y —a ; il faut pour cela que 

Q(#, a) Η-(α — ι)λ(^
2
 «)/(χ·, a) = ο; 

donc Q(.c, ci) doit être divisible par /(a?, a). Cette condition sera 
remplie si y = a n'a que des points simples de rencontre avec la 
courbe 

/0>r) = o· 
La condition d'intégrabilité donne en efîet, en remplaçant Ρ par 

(y — «)P4
 et faisant y = a, 

- Q(-'> «)/x(*. «) = 2/0> «)(jp - - aP' 

y, étant un polynôme en y. 
D'après l'hypothèse /(.r, a) et fjyc, à) n'auront pas de racine 

commune : donc Q(a-, a) sera divisible par/(#, a). 
Le polynôme λ pourra donc être déterminé, de manière à satisfaire 

à la condition indiquée. En continuant ainsi de proche en proche, on 
arrivera à une intégrale 

J Zii/lV/Î^Ty)dx + Q dy 

ou 

Λ» \J J (y — ayx 

On pourra donc, en continuant, faire disparaître du dénominateur 
tous les facteurs (y — a)u correspondant à une droite y =. a, qui n'a 
que des points simples de rencontre avec la courbe f(x, y) = o. 

8. Envisageons donc l'intégrale 

/ P dx -+- Q dy 
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où ψ (y) n'admet d'autres racines a, b. ...,/, à un degré d'ailleurs 
quelconque de multiplicité, que celles de l'équation φ(y) = ο résultant 
de l'élimination de χ entre 

f(x,y)= o « 3j=°· 

En raisonnant sur cette intégrale comme au n° 6, nous la ramè-
nerons par des soustractions de fonctions algébriques à la forme 

Pdx + QdxJ y) 

où 
Ρ = AoX1"-' -f- Α{χηι~* -h.. 
Q=B0x"'-h..., 

les A et les Β étant ici, non plus des polynômes, mais des fonctions 
rationnelles dey, dont le dénominateur ne peut s'annuler que pour a, 
b, l. 

Nous aurons donc à considérer, comme plus haut, le système d'équa-
tions différentielles en 

•^o» ···? B
0

, B„ ... 

donné par la condition d'integrabilité, et à rechercher si l'on peut satis-
faire à ces équations en prenant pour les A et Β des fonctions ration-
nelles de y, question qui ne présentera pas de difficulté, puisque les 
intégrales du système sont régulières dans le voisinage de tous les 
points critiques. 

Supposons qu'il soit possible de satisfaire aux conditions précé-
dentes. Il faut maintenant reconnaître si l'intégrale obtenue n'a pas de 
courbe logarithmique. 

Une courbe logarithmique pourrait être donnée par les deux équa-
tions 

y=a, z- = f(x, a)\ 

cette courbe est d'ailleurs irréductible, car on peut supposer qu'on a 
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fait préalablement sur χ et y une substitution linéaire; donc, pour 
y = a (qui correspond à une racine multiple de l'équation en a?), 
l'équation 

/O. }')=» 

aura des racines simples, outre la racine multiple. Il n'y aurait d'ex-
ception que dans le cas où f se composerait de droites passant par un 
même point, cas que l'on peut laisser de coté, car il est très facile de 
l'étudier directement. 

Je dis que, dans ces conditions d'irréductibilité de la courbe 

-a = /0> a)-> 

la période polaire est nécessairement nulle. Pour l'évaluer, nous 
avons à considérer l'intégrale 

QdyJ \/f(*,y) 

en donnant à χ une valeur fixe arbitraire. Cette période aura une 
expression de la forme 

R(jr, α) 

v7î£~Sj 

Il étant rationnel en χ et a. Cette période doit être indépendante 
de x. Par conséquent 

R(-*> <*) _ ^ 
f(x,aa) 

A étant une constante; par suite, 

z= R(x, a) A 

mais s, fonction rationnelle de χ, est en contradiction avec le fait que 
l'équation s1 =/(a?, a) est irréductible. 

Par suite, y = a ne donne pas de courbe logarithmique. 
Il ne reste plus qu'à considérer les m droites à l'infini; on les étu-

diera comme au n° 6. 
Jour η. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IT, 1889. ai 
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9. Examinons maintenant le cas d'une surface quelconque 

f (&,}'<> - ) = o. 

La réduction des intégrales de seconde espèce peut être faite encore 
ici par une méthode analogue. J'en ai précédemment indiqué le point 
de départ, mais sans approfondir la question. Soit 

jΡ dx -h Qdy 

une intégrale quelconque de seconde espèce relative à la surface /: 
l'intégrale 

(2) jP(x,y, z)dx, 

où y est un moment considéré comme un paramètre arbitraire, est 
une intégrale de seconde espèce pour la relaLion algébrique entre .#· 
et s, 

/o» r. -) = <>· 

En désignant par ρ le genre de celte courbe, et désignant |>ar 

/ j ( j?, y) 1 ) dje Ç f, ( .τ, ), »· ) H.v J 7- ' "" J 7 

ip intégrales distinctes de seconde espèce, relatives à cette courbe, les 
Q étant des polynômes en χ, y, - et de degré 2 m — 4 c» ·*' '··>on 
peut mettre l'intégrale (2) sous la forme 

a<f + · · ■ +■ a»f q1r + λ(·''' *z)' 

les a étant des fonctions rationnelles de y, et λ étant rationnel en ./·. 
y et z. 

Si donc de(i) on retranche λ(.τ, yz z)}
 011 aura une intégrale 

/R dx -f- S dy, 
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OÙ 

J e»pQ«p fz 

Prenant donc pour R une expression de cette forme, les Q pouvant 
être considérés comme connus, j'ai cherché (loc. cit.) à déterminer les 
fonctions α,, a.±, ..., a

2p
 de y, de manière que les périodes de l'inté-

grale 
J e»pQ«pdx 

11e dépendent pas dc^. 
Je trouve ainsi que les a doivent satisfaire à un certain système Ε 

d'équations différentielles linéaires, dont les coefficients sont des poly-
nômes on y. On aura donc à rechercher les systèmes de valeurs de 

ίΖ,, tt2, . · ·, Cl-ip 

satisfaisant aux équations (E), et rationnelles en y. 
Considérons un tel système s'il en existe; j'ai établi qu'on pourra 

alors associer à la fonction rationnelle R une fonction rationnelle 
S(:r, y, z), telle que 

R dx -+- S dy 

soit une différentielle totale exacte. 
La fonction S n'est bien évidemment déterminée qu'à une fonction 

rationnelle près de y. Cette remarque, si simple, va être essentielle 
pour la suite. 

Il s'agit, en effet, maintenant de savoir si l'intégrale 

y R dx H- S dy 

a ou non des courbes logarithmiques. 
Les seules courbes logarithmiques à distance finie pourraient être 

données par 
γ = α, /{χ, α, ζ) = ο, 

en désignant par a un point singulier du système d'équations différen-
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ticllcs Ε. La période s'obtiendrait en calculant pour l'intégrale 

/s dy, 

où l'on donne à χ une valeur arbitraire, la période polaire relative à 

y — a. Mais, puisque l'on peut ajouter à S un terme de la forme » 
on peut supposer que cette période est nulle. Nous pouvons donc sup-
poser que l'intégrale 

J11 dx -h S dy 

n'a pas pour courbes logarithmiques les courbes / = a. 
La seule courbe logarithmique que pourrait avoir l'intégrale précé-

dente est donc la courbe de la surface à Vinfini. Mais cette courbe 
peut ici être supposée irréductible; elle 11e peut donc être une courbe 
logarithmique, puisque m fois le résidu correspondant doit cire nul. 

Nous arrivons donc au théorème suivant : A chaque solution ra-
tionnelle du système Ε correspond une intégrale de différentielle 
totale qui n'a pas de courbe logarithmique et qui ne se réduit pas à 
une fonction rationnelle des coordonnées. 

10. Nous avons, dans ce qui précède, parlé d'une manière générale 
des intégrales de seconde espèce. Si l'on veut obtenir les intégrales de 
première espèce, la question est beaucoup plus facile, car l'intégrale a 
alors nécessairement la forme 

j Bdx-Ady fzf(x,y
y
z) = 0 de degré m, 

où Β et A sont des potyfeùmcs en a?, y, ζ de degrés m = 2 en χ, /, ζ. 
le premier étant seulement de degré m — 3 en χ et zf le second 
de degré m — 3 en y et z. Mais je n'ai rien d'essentiel à ajouter auv 
considérations générales que j'ai développées dans mon premier Mé-
moire et aux remarques faites ultérieurement à ce sujet par M. Ndther. 
Nous pourrons donc dans la suite considérer les deux questions sui-
vantes comme entièrement traitées : 

ια Recherche des intégrales de première espèce d'une surface; 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 163 

2° Recherche des intégrales de seconde espèce, non algébriques, 
c'est-à-dire formation des intégrales de seconde espèce linéairement 
indépendantes. 

Ce dernier problème a précisément fait l'objet du Chapitre actuel. 
L'étude des intégrales de seconde espèce est cependant loin d'être 
épuisée, et nous aurons à revenir sur ce sujet dans le Chapitre suivant 
(Chapitre II, Section III). 

III. — INTÉGRALES DE TROISIÈME ESPÈCE. 

11. Nous avons déjà démontré qu'en général, dans une surface 
algébrique, toutes les périodes se réduisaient aux périodes polaires. 
La question à étudier consiste donc à rechercher dans quels cas il y 
aura des périodes autres que les périodes provenant des courbes loga-
rithmiques; nous ne sommes pas encore en mesure de traiter cell·' 
question, que nous renvoyons au Chapitre suivant. 

Pour le moment, nous allons nous borner à imiter ce que nous avons 
fait pour les intégrales de seconde espèce, en cherchant à faire autant 
qu'il est possible la réduction d'une intégrale de troisième espèce. 

Nous nous limitons d'ailleurs aux équations de la forme 

z2=/<·«> /)< 

f étant un polynôme qu'une transformation homographique préalable 
permet de supposer de degré pair. 

Soit donc l'intégrale 

Pdx + qdy J M VTT^T) ' 

où nous avons 

M = [ A(*. y)]' [BO, y)f... [L(*. y) 1\ 

les facteurs A, B, ..., L étant irréductibles et premiers avec /(A·, Y). 

Ρ et Q étant des polynômes. 
Nous aurons d'abord une suite de réductions faciles, qui nous ont 
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déjà servi dans le cas des intégrales de seconde espèce, et qui ramène-
ront l'intégrale à la forme 

Pdx + Qdy J x(.r)A.B...Lv7ô*7/)' 

les facteurs A, Β, .L 11e figurant plus qu'à la première puissance 
au dénominateur; dans le cas des intégrales de seconde espèce, ils 
disparaissaient dans ce dénominateur, où ne restait plus que le pol\-
ηΛηΐρ ·/(/). 

Le théorème que je veux établir est relatif à la courbe d'intersection 
des deux surfaces 

A(.r,j)=o, s3=fÇc,y). 

Laissant y constant, considérons la période polaire de l'intégrale 

J x(.r)A.B...Lv7ô*7/)' 

relative à un point ur, racine de A (x,y); cette période sera 

P(.r, r) 

dA dxB LV(x,y) 

et cette expression devra être indépendante àey\x étant toujours tiré 
de A(x,y) = a, en fonction de y]', c'est donc une constante, soit 
l'unité : on aura, par suite, 

I»-Rï/(Jr,/) = o, 

U étant le polynôme y ̂ B...L, pour les valeurs de a? et y satis-
faisant à 

A(ar,/)=o. 

On en tire une conclusion intéressante : La surface A = ο coupe la 
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surface proposée, suivant les deux courbes distinctes 

A = ο, A = o, 

z = P R, z = P R 

Ainsi ces polynômes A, Β, .L ne peuvent être pris arbitrai-
rement. 

12. La condition nécessaire trouvée vient compliquer singulière-
ment la discussion complète des intégrales de troisième espèce. Elle 
peut conduire à des résultats assez singuliers au premier abord, comme 
celui que je vais indiquer. 

Prenons le cas simple de 

J Â(or,y)\lf{<rty) Ç Pàr-bQdy 

la condition d'intégrabilité sera 

<■> M
1>
I"qkI = >/(*'?) [a (g - §) + " ρ· 

On peut se donner arbitrairement A (yc,y)\ et l'on peut certainement 
satisfaire à cette équation en prenant pour Ρ et Q des polynômes en χ 
et y\ il suffit de prendre ces polynômes d'un degré suffisamment 
élevé. Mais, si A (a?, y) ne remplit pas la condition nécessaire, qui vient 
d'être indiquée, 

A0>r) = ° 

ne pourra pas donner une courbe logarithmique; il arrivera nécessai-
rement que Ρ et Q seront divisibles par A. 

La question inverse se pose d'elle-même. Comment doit être choisi 
A(x,y) pour que l'on puisse trouver des polynômes Ρ et Q satisfai-
sant à l'équation (i), et qui ne soient pas divisibles par A. · 

Un cas simple serait celui où A(x, y) = Ma — Na/(ar, y), car il est 

évident alors que l'expression log ^ ~ ^ répond à la question. 
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Pour le cas général, remarquons qu'on peut réduire l'intégrale 

/Vdx -+- Q dy f(x,y) 

eu abaissant le degré des numérateurs Ρ et Q. 
Soient k le degré de Ρ et Q, et α le degré de A (x,y). 
Désignons par ρ et q l'ensemble des termes homogènes en χ cl y de 

degré k dans Ρ et Q, et par a(x,y) l'ensemble des termes homogènes 
de degré α dans A. 

En prenant dans la condition d'intégrabilité l'ensemble des termes 
homogènes de plus haut degré, nous aurons évidemment 

0 = S | - ma1 - 2X [a (I - S + Ί Ê - Ρ S i 

9(.r,/) désignant l'ensemble des termes homogènes de degré /// 
dans φ; nous supposerons seulement que les m directions asympto-
tiques de /(#,/) = ο sont distinctes, ce qu'on a pu réaliser à l'avance, 
par une transformation homographique de la surface z*= f(x,y). 

Cette équation (2) peut s'écrire 

0 = S | - ma1 - 2X [a (I - S + Ί Ê - Ρ S i 
+ % I "«V - »/[«($ - S

 +
 iTr ~ \· 

Or la condition d'intégrabilité (1) montre, puisque A et/sont pre-

miers entre eux, que Q ̂  — P~j~ est divisible par A : donc q — 

est divisible para; par suite, on peut diviser par a l'identité précé-
dente. On aura donc 

(mp -/[A) + (- mq - .rft) = o. 

On peut, par suite, écrire 

/> = W + X3Ê' 

q = - y.x + X'k, 
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[A et λ étant des polynômes homogènes en χ et y, le premier de degré 
k — ι et le second de degré k — m 4- 1 ; substituons ces valeurs de ρ 
et q dans l'équation (2). 

On aura alors 

ap.(/w — 2A* — 2 ■+■ 2a) 

0 = S | - ma1 - 2X [a (I - S + Ί Ê - Ρ S i 

qui permet d'exprimer p. en fonction de λ, si l'on n'a pas 

m H— 2a = ik + 2. 

En portant dans l'intégrale 

/pdx -h qdy 

la valeur de p., on voit que cette intégrale est égale à 

2m-+-4* W<p 
2 k1 -i- 2 — m — 2 α a 

Supposons d'abord que a (a?, y) n'ait que des facteurs simples, il 
faudra que λ soit divisible par a, car les seuls infinis de l'intégrale ne 
pourraient être que logarithmiques. Il s'ensuit que ρ et q étaient divi-
sibles par a. 

Cela posé, soit 
h a = h1 

λ, étant un polynôme homogène en χ et y. 
De l'intégrale 

/ Pdx Qdyy 

retranchons 

2m + 4«— ^ ^f(Xiy)y 2É4-2/W— 2« 1 *·' v /r 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 188g. 22 



168 É. PICARD. 

la différence sera 

/ P ,dx Q, dy 

P, et Q, étant seulement de degré A* — i. On a donc pu diminuer d'une 
unité le degré des polynômes qui figurent au numérateur; on conti-
nuera ainsi la réduction tant que l'on n'aura pas 

2 A* = m -+- 2 α — 2, 

circonstance qui se présentera, car nous pouvons supposer m pair (en 
ayant, comme il a été dit, effectué d'abord une transformation liomo-
graphique sur χ et y). 

Nous remarquerons que, pour · 

k m' -ι- α — ι, 

on aura nécessairement dans les expressions de ρ el q 

λ — ο ; 

car λ doit être divisible par a; or le degré de λ est égal à 

A* — 2m'-h ι = α — m. 

λ ne peut donc être divisible par a, donc 

λ = o; 

c'est cette propriété qui est la base de la forme invariante de l'inlc-
grale pour k = m' — α -h ι , quand on fait sur χ et y une transformation 
homographique. 

On arrive donc à la conclusion suivante : Dans l'intégrale 

Ç \*dx ··»■· Qdv A(x,y) x,y 

si α est le degré de A, on peut supposer que le degré de Ρ el Q est 
égal à 

m'-h α — ι, (m = im). 
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Cette proposition conduit à une conséquence intéressante : les 

surfaces 
s» = /(jK,y) 

se classeront d'après le degré minimum a, que Ton peut donner à A 
pour avoir une intégrale de la forme précédente. 

11 est manifeste que, si α est un tel nombre, Ρ et Q seront premiers 
avec A, sinon α ne serait pas le degré minimum. De plus, il y aura tou-
jours certainement un degré minimum, car α sera au plus égal à 2//1', 
puisqu'on répondra aux conditions en prenant 

A(*,7) = M2-/0r,y), 

M étant un polynôme arbitraire de degré m'. On a en effet, dans ce cas, 

log .6 M +<// 

qui repond a la question. 
Le minimum α pourra donc être trouvé par une suite de tâton-

nements. 

13. Il a été supposé dans la réduction du paragraphe précédent 
que a (χ, y) n'avait que des facteurs simples. Il n'y a là aucune diffi-
culté pour la généralité des remarques qui précèdent. 

lleprenons, en effet, l'intégrale 

/Pdx -+- Qrfy M*,y) v/i^/y) 

Ρ el Q étant de degré k supérieur àm' + α — 1. Effectuons sur χ et y 
une substitution homographique quelconque : 

_ atx' b{y' c, _ g^'+V + c, ax' + by' H- c ' J ax' by' c 9 

et soient 

/(*>/) — (ax'+by'+c)*'"'9,, ν F (x',y') 

/(*>/) — (ax'+by'+c)*'"'9,, ν F (x',y') 
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et 1 on aura 

J J B(x\y)(aa?M-ft/+c)tyF(.r',/) f Pdx -hQdy Ç Pi^' + Qirfv' 

et dans Β (x',y) les directions asymptotiques seront distinctes. On ré-
duira d'abord le facteur (ax'-h by-l· c)x, qui disparaîtra même com-
plètement, car la surface 

z*=F(x\y') 

n est pas coupée, suivant deux courbes distinctes, par 

ax' -h byf -f- c = o. 

On ramène donc l'intégrale à 

Ç Pt dx' h- Qt dy' J B(a?^/)v/ÎV77V 

P
2 et Qa

 étant de degré m' -h α — ι. Il n'y a plus alors qu'à revenir 
aux variables χ et y, et l'on a la réduction cherchée. 

CHAPITRE II. 
SUR LES CYCLES DANS LES SURFACES ALGÉBRIQUES. 

I. — SUR LA TRANSFORMATION DES CYCLES D'UNE SURFACE DE RIEMAXN 

DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE ARBITRAIRE. 

1. Considérons l'équatioà 

f(x\y,z)=o 

(/ étant un polynôme), comme représentant une certaine courbe ou 
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surface de Riemann entre χ et s; la lettre / représente un paramètre. 
Quand / varie, la surface de Riemann se déforme. 

Soit, pour / arbitraire,^ le genre de la surface; nous pourrons tra-
cer sur elle ip cycles indépendants; c'est de la transformation de ces 
cycles, quand / varie, que nous allons nous occuper. Deux cycles seront 
considérés comme identiques, quand on pourra passer de l'un à l'autre 
par une déformation continue de la surface. Nous devons naturellement 
nous demander quel est le nombre des cycles distincts. Nous nous 
trouvons avoir répondu par avance à cette question pour le cas d'une 
relation algébrique arbitraire entre a?, / et z; il résulte en effet aisé-
ment du théorème démontré dans le premier Chapitre que, si l'équation 
/ est la plus générale de son degré, tout cycle se ramènera à un seul 
cycle. 

Mais nous allons reprendre ce théorème fondamental, en présentant 
la démonstration de manière à pouvoir aborder ensuite l'étude des cas 
spéciaux qui forment le point capital de cette théorie. Soit 

^I ^ j* F(./·, y, z)d.v 

une intégrale abélienne de seconde espèce relative à la courbe /, 
F(.*·,/, désignant un polynôme en #,/, z. 

Les périodes de l'intégrale (I) sont des fonctions de/, et nous avons 
déjà dit qu'elles satisfaisaient à une équation différentielle linéaire, dont 
les coefficients sont rationnels en/. Désignons par(E) cette équation ; 
son ordre sera égal à ip [on suppose que l'intégrale (I) est prise arbi-
trairement; car, pour certaines intégrales, il pourrait y avoir réduction 
dans l'ordre de EJ. 

De plus, dans l'hypothèse où/(#,/, z) est un polynôme général de 
son degré, cette équation sera irréductible, c'est-à-dire qu'aucune de 
ses intégrales ne satisfera à une équation linéaire d'ordre moindre et à 
coefficients rationnels en/. 

Les points critiques de l'équation linéaire sont faciles à trouver; éli-
mine-t-on z entre 

Ç Pt dx' h- Qt dy' J B(a?^/)v/ÎV77V 
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on aura une relation entre χ et y, 

PÇr,y) = o. 

Les valeurs dey, pour lesquelles deux racines de la fonction χ dey 
définie par l'équation précédente deviendront égales, feront connaître 
les points singuliers de l'équation (E). 

L'équation (E) a toutes ses intégrales régulières; de plus, pour 
chaque point critique, les racines de l'équation fondamentale détermi-
nante sont des racines de l'unité. Nous avons supposé que f était un 
polynôme arbitraire, mais nous n'allons avoir qu'à retenir une consé-
quence de cc fait, à savoir que l'équation E est irréductible, et nous 
allons montrer que, quand l'équation E est irréductible, tous les cycles 
se ramèneront à un seul. 

Prenons en effet une valeur arbitraire dey et considérons les cycles 
donnant les ip périodes de l'intégrale (I). Soit pris un de ces cycles, 
et ω, la période correspondante ; en faisant décrire à y tous les chemins 
possibles, nous reviendrons au point de départ avec a ρ déterminations 
linéairement indépendantes 

co,, w.j, ..., w,ρ ; 

ces ·ιρ valeurs sont ip périodes distinctes de l'intégrale (I) ; de plus, Il 
désignant la période correspondant à un cycle quelconque, on aura 

mil +- m, co, H- ... -h m2/,w2/J
== o, 

les m étant des entiers, c'est-à-dire que Ω se ramène au cycle ω,. 
Cela posé, suivons pendant la variation de y, en même temps que 

la variation de la valeur de la période, la déformation continue du cycle 
correspondant; nous arriverons ainsi à 2ρ cycles, et inversement tous 
ces cycles se réduiront à l'un d'entre eux. Il «est donc établi que, dans 
le cas où Véquation E est irréductible, tous les cycles se réduisent à 
un seul. 

2. Les considérations précédentes indiquent la marche à suivre pour 
faire dans tous les cas l'étude de la transformation des cycles. 
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Reprenons l'équation (E) qui va jouer un rôle essentiel dans ce qui 
suit. 

En partant pour une valeur arbitraire y0
 de y d'une période ω,, et 

décrivant tous les chemins possibles, supposons qu'on n'obtienne seu-
lement que q périodes distinctes 

ωο ω2> · · · >wq 

et des combinaisons linéaires à coefficients commensurables de ces q 
périodes. Soit ω', une période distincte des précédentes [et qui par suite 
ne peut être non plus une combinaison linéaire à coefficients constants 
de ces précédentes, car alors l'équation ( E) sérait d'ordre inférieur à 
2/?], et supposons qu'on obtienne avec elle par différents chemins . 

ω',, ω
2

, ..., (*y, 

et des combinaisons linéaires à coefficients commensurables de ces q 
périodes. Si nous n'avons pas encore épuisé les ip périodes, on conti-
nuera delà même manière, et, en résumé, les périodes se trouveront 
partagées en un certain nombre de groupes distincts. 

Le nombre de ces groupes sera le nombre des cycles distincts de 
la surface de Riemann f. 

5. Cherchons à interpréter la distinction précédente en groupes de 
cycles. Tout d'abord les périodes arithmétiquement distinctes sont li-
néairement indépendantes, puisque nous supposons, comme il est per-
mis, et comme nous l'avons dit plus haut, que l'ordre de l'équation est 
égal à 2p. Les q périodes du premier groupe 

co,, ω2, ..., C0y. 

satisferont à une équation linéaire d'ordre q à coefficients rationnels; 
Véquation (E) sera réductible. 

Pareillement nous aurons pour les ω' une équation linéaire d'ordre 
q , et ainsi de suite; par conséquent, à chaque groupe de cycles corres-
pond une équation linéaire irréductible. 

Nous pouvons approfondir davantage cette réduction. On peut sup-
poser que l'on part d'une période absolument arbitraire ω, ; on arrive 
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alors à une equation linéaire d'ordre q. Ce nombre q est caracté-
ristique pour l'équation différentielle (E); en prenant ensuite pour ω, 
une période absolument arbitraire ( sauf qu'elle est arithmétiquement 
distincte de ω,, ω

2
, ..., ω^), ce sera encore une équation de degré q 

que l'on obtiendra; donc tous les nombres 

q, q', 

sont égaux. Le nombre q est un diviseur de 2p, et le nombre des 

cycles distincts est égal à ~ · 

D'après ce qui a été dit plus haut, q est en général égal à ip. Com-
ment pourra-t-on toujours le déterminer1? 

On commencera par déterminer le groupe de l'équation linéaire (E). 
Soil 

lln M,, ···) U.tp 

un système de périodes normales (pour fixer les idées) de l'intégrale 
initiale. 

Le groupe de l'équation est formé de substitutions linéaires, relatives 
à w

n w2, ..., u
2p

 substitutions à coefficients entiers, et dont le déter-
minant est égal à l'unité. Prenant dans le plan des y un point arbi-
traire Ο (non singulier pour l'équation différentielle), etle joignant aux 
divers points singuliers A,, A2

, ..., AN de l'équation différentielle, 
nous obtenons ainsi dans le plan des y un système de coupures. E11 
suivant la transformation des périodes, nous pourrons déterminer la 
substitution linéaire relative à 

U|, M,, · . · , K2p) 

correspondant à chacune- des coupures. Le calcul pourra être laborieux, 
mais 11e présente pas de difficultés théoriques que l'on puisse regarder 
comme insurmontables. Il reviendra à l'étude des variations des racines 
de l'équation 

P(x,y) = o, 

autour de leurs points critiques, et des cycles correspondants. 
Soient donc supposées connues ces substitutions fondamentales de 

l'équation linéaire; elles sont à coefficients entiers. 
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5 

Formons une combinaison linéaire 

U
0
 = Λ, M, -h CtiU-2 -I- . . . ·+■ Cl.

2
plt.

2
p, 

les a étant des entiers quelconques. 
Désignons par U,, U

a
, ..., Us

 les valeurs des U
0

, quand on a effec-
tué sur les u les Ν substitutions fondamentales du groupe de l'équation 
linéaire. Soit q un nombre inférieur à ip. Parmi les Ν expressions 

L«, b'|, ···)Un, 

il n'y en a pas bien évidemment plus de 2/> linéairement indépendantes, 
mais écrivons qu'il y en a seulement q; nous obtiendrons ainsi 

2p-q, 

équations de condition entre les coefficients des substitutions fonda-
mentales. 

Si toutes ces conditions sont satisfaites, quels que soient les entiers 
a, ce que l'on pourra vérifier puisque les substitutions fondamentales 
soul connues, on sera certain que U„ satisfera à une équation linéaire 
d'ordre q. 

Nous avons dit que q doit être un diviseur de ip\ pour faire les vé-
rifications précédentes, nous prendrons donc successivement pour q les 
différents diviseurs de 2p. On commencera par q = 1, et le plus petit 
diviseur, pour lequel seront vérifiées les conditions, sera le nombre 
cherché. 

L'équation linéaire primitivement considérée se trouve donc rem-
placée par un certain nombre d'équations linéaires d'ordre moindre. 
Nous désignerons d'une manière générale, dans la suite, ces équations 
sous le nom d'équations (E). 

IF. — SUR LES CYCLES LINÉAIRES DES SURFACES ALGÉBRIQUES. 

4. La définition des cycles linéaires se généralise d'elle-même quand 
on passe d'une courbe à une surface algébrique. Approfondissons un 
peu cette notion des cycles d'urïc surface algébrique. 

Journ. de Math, (p série), tome V. — Faso. Il, 1889. 2-3 
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Κ tant donnée une relation algébrique 

/o>/, -)=° 
entre trois variables complexes x, y, z, cyc/c linéaire de cette re-
lation ou de cette surface algébrique se définira de la manière suivante. 
Un cycle linéaire sera une suite continue fermée à une dimension 
de valeurs (x, y, s); deux cycles sont à considérer comme identiques, 
quand on peut passer de l'un à l'autre par une déformation continue. 

Si, dans l'équation f{x, y, ζ) = o, on laisse y constant, les cycles 
de la courbe algébrique entre χ et ζ sont des cycles pour notre surface, 
et réciproquement tout cycle de la surface peut, par une déformation 
continue, être regardé comme une somme de cycles correspondant à 
ces courbes. Soit en eiTct conçu un cycle quelconque, et posons 

JC = x' -l· ix", y ~y' -h />"; 

nous pourrons d'abord, par une déformation continue, ramener le cycle 
à èlre contenu dans un espace 

y" = const. ; 

pu is alors, dans l'espace à trois dimensions ( r', x", y'), ramener le 
cycle dans un plan y* = const. Ceci suppose seulement qu'il n'y ait pas 
de lignes de singularité correspondant à y = const., ce qu'on peut 
toujours éviter par une transformation préalable de coordonnées. 

i>. Les cycles de la surface se partageront donc tout d'abord en 1111 
certain nombre η de cycles distincts comme ceux de la courbe 
f(x, y, -) = o. Mais nous avons maintenant à considérer, parmi les 
cycles distincts de la courbe précédente, ceux qui sont susceptibles de 
devenir infiniment petits. 

Considérons 1111 point singulier &dc l'équation (E), et soient χ = a, 
ζ = c les valeurs correspondantes de χ et z. Quand y est voisin de b, 
un certain nombre de cycles de la courbe f peuvent devenir infiniment 
petits. Admettons, pour un moment, que nous ayons déterminé, 
parmi ces cycles, ceux qui, relativement à la surface algébrique, 
équivalent à un cycle nul, c'est-à-dire se ramènent à un cycle réduit à 
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un point quand (a?,/, z) reste dans le voisinage de (α, δ, c). Je de-
signe ces cycles par 

j · · · J ia 

cl nous opérerons de même pour tous les points singuliers. 
Ces cycles γ sont bien des cycles distincts pour la courbe algébrique 

/ entre χ et z, quand on donne à y une valeur fixe; mais, relative-
ment à la surface algébrique f(x, y» z) = o, ils ne doivent pas être 
considérés comme des cycles. Nous aurons donc à chercher combien, 
parmi l'ensemble des cycles γ, correspondant à tous les points singu-
liers, il y en a de distincts relativement à la courbe f se déformant 
avec/; si ri désigne ce nombre, le nombre des cycles réellement dis-
tincts et différents de zéro de la surface /(.r, y, ζ) = ο sera 

ri = η — η'. 

La recherche du nombre ri se fera, sans difficulté théorique tout au 
moins, au moyen des équations linéaires (E); nous n'avons pas à nous 
arrêter sur ce point. Mais nous avons rencontré une question préa-
lable, à savoir l'étude des cycles infiniment petits de la surface dans le 
voisinage d'un point (a, h, c), dont il nous faut parler maintenant. 

Lu cas très simple, et qui d'ailleurs se présentera toujours, est celui 
où («, A, c) serait un point simple de la surface, pour lequel on aura, 
par conséquent, 

f
c
(ai b, c) ~ o, f

n
(a,b,c) = o, mais f

b
(a,b, c)^o. 

Pour / voisin de />, on a deux points singuliers de la courbe 
/(x, y, ζ) = o qui tendent à se confondre en χ — a. On a là un cycle 
infiniment petit pour cette courbe; pour la surface f ce cycle est un 
cycle γ, c'est-à-dire qu'il se ramène à un cycle point. La chose est évi-
dente, puisque le point (a, &, c) est un point simple de la surface. 

Passons à un cas plus complexe, et supposons que (a, b, c) soit un 
point multiple isole de la surface. La question que nous voulons traiter 
serait évidemment résolue, si nous connaissions les cycles infiniment 
petits de la surface autour du point (a, b}

 c), cycles distincts et ne se 
réduisant pas à un cycle nul. Peut-être ce simple énoncé paraitra-t-il 
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singulier; niais il ne faut pas perdre de vue que, dans la théorie ac-
tuelle, un cycle infiniment petit peut être bien différent d'un cycle se 
réduisant à un point. Supposons, par exemple, une surface ayant un 
point multiple d'ordre q, et soit, cil faisant a = b = c = o, 

?(·'·,/, ï)=o 

l'équation du cone des tangentes en ce point multiple. En écartant des 
circonstances exceptionnelles, tout cycle infiniment petit de la surface 
autour de l'origine se ramènera à la limite, si 011 le fait se rapprocher 
indéfiniment de ce point, à un cycle relatif à la courbe algébrique, re-
présentée en coordonnées homogènes par l'équation 

p(x,y,z) = o 

Le nombre des cycles infiniment petits distincts sera donc ici égala 
2/1, en désignant par ρ le genre de cette courbe. 

Dans tous les cas, on peut employer des considérations analogues ; 
car nous n'avons qu'à faire usage de considérations analogues à celles 
qu'emploie M. Nœlher quand il veut étudier une intégrale de première 
espèce dans le voisinage d'un point singulier (Math. Annalen, 
t. ΧΛ.ΙΚ, p. 3(ia). Λ un tel point le savant auteur fait dans tous les 
cas correspondre une certaine courbe S, et le genre de celle courbe 
nous donnera le nombre des cycles infiniment petits distincts ne se ré-
duisant pas à un point. Si la surface a des lignes multiples [que nous 
pouvons, par une transformation préalable, supposer des lignes multi-
ples ordinaires (gcwùluiliclic)\y nous aurons à examiner le cas où 
(a, b

y
 c) est sur une ligne multiple. Cet examen est facile, car, par un 

simple changement préalable d'axes de coordonnées, on peut admettre 
que le point ( «, b

f
 c) à étudier est un point pour lequel les plans tan-

gents aux différentes nappes de la surface sont distincts, et nous 
sommes ramenés alors au cas du point simple (' ). 

(') Théoriquement, toute cette discussion se trouve, pour ainsi dire, suppri-
mée, si Ton s'appuie sur la remarque faite par M. Xœtlier, que toute surface 
correspond point par point à une surface n'ayant que des lignes doubles avec des 
points triples à tangentes distinctes. 
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6. Qu'arrivc-t-il, d'après ccqui précède, quand la surface est la plus 

générale de son degré. On a vu que dans ce cas les cycles de la courbe f 
entre χ et ζ se réduisent à un seul; on peut d'ailleurs supposer que ce 
cycle est un cycle infiniment petit dans le voisinage d'un point simple, 
c'est-à-dire un cycle nul. Donc

f
 dans ce cas, il n'y a pas de cycle 

linéaire effectif pour la surface. 
Il n'est pas difficile d'indiquer des surfaces particulières, pour les-

quelles le nombre des cycles distincts ne sera pas nul. Ainsi, si une 
surface a une intégrale de première espèce, il est manifeste que le 
nombre de ces cycles est au moins égal à deux. 

Prenons, en particulier, une surface dont les coordonnées s'expri-
ment par des fonctions uniformes quadruplcment périodiques de deux 
paramètres u et r, de telle manière qu'à un point arbitraire de la sur-
face ne corresponde qu'un seul système de valeurs de η et e, abstrac-
tion faite de multiples des périodes. Une telle surface aura évidemment 
quatre cycles distincts. 

Soit encore une surface de la nature de celles qui ont été étudiées 
au premier Chapitre, c'est-à-dire pour lesquelles on a 

·* = R(*> P> a'> P')> )' = (α> α'' P')> 5 = Ha(a> Ρ» α'> Ρ' Λ 
les R étant rationnelles en α, β et (a', β') avec φ(α, β) = ο, ψ(α', β') = ο, 
et telles qu'à un point (.r, y, z) corresponde un seul système de valeurs 
de (α, β) et (a', β'). Si la courbe φ est de genre ρ, la courbe ψ de 
genre ρ', le nombre des cycles linéaires distincts de la surface sera égal 
à ·ιρ -h 2p'. 

7. Cette notion du nombre des cycles distincts se ramène à une 
question de Géométrie de situation (analysis situs, comme disait 
Ricmann); c'est ce qu'il est aisé de montrer cl de diverses manières. 

Mais auparavant il est indispensable de rappeler rapidement la défi-
nition des divers ordres de conncxité dans la Géométrie à η dimen-
sions. 

Nous considérons un continuum fermé S à η dimensions, par 
exemple, pour fixer les idées, une surface fermée à η dimensions dans 
un espace à« + i dimensions. 

Un ou plusieurs espaces fermés à m dimensions constitueront le 
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contour d'un espace à (m -+-1) dimensions, contenu dans δ, quand, par 
ces espaces à m dimensions, on pourra faire passer un espace fermé à 
(m 4- i) dimensions, dont ils limiteront une partie. Ceci posé, si l'on 
peut imaginer dans δ un nombre p

m
 d'espaces fermés à m dimensions, 

qui ne puissent pas constituer le contour d'un espace fermé à m ■+■ ι 
dimensions contenu dans δ, mais tels que tout autre espace fermé à m 
dimensions puisse constituer avec une partie d'entre eux ou avec tous 
le contour d'un espace ferme à (/n + i) dimensions contenu dans δ, 
on dit que le domaine δ a une connexion de m'è"'c espèce p,

n
 ι. 

Pour un domaine fermé δ, les différents nombres p
m

, pour les 
diverses valeurs de m, s'associent deux à deux, et l'on démontre que 

Ρ lit ~~ Ρ II-H!' 

Si donc il s'agit, comme dans ce qui suit, d'un espace fermé à quatre 
dimensions, on aura à considérer les deux nombres p% et p2 correspon-
dant aux connexités de première et de seconde espèce. 

Ces notions générales rappelées, revenons à l'équation 

/Ο',/, :·) = ο. 
Posons 

·<·--=?(", <·). 
y = ΨΟ, ·'); 

ç et ψ étant, par exemple, des fonctions hyperfuchsiennes de u et c, 
ayant un certain polyèdre fondamental, et telles qu'à une valeur arbi-
t raire de r cty ne corresponde dans ce polyèdre qu'un seul système de 
valeurs de u et c. 

La fonction s ne sera pas une fonction uniforme de u et de e; elle 
aura m valeurs pour chaque valeur de u et e. Mais nous pouvons ima-
giner que le polyèdre se recouvre lui-même m fois, de telle sorte que 
nous aurons un nouveau domaine, que je désigne par D, et tel qu'à 
chaque point de ce domaine ne corresponde qu'un système (.r, y, -). 
Ce domaine D peut encore être considéré comme un certain polyèdre; 
il est limité par des faces qui se correspondent deux à deux, et sur 
deux faces correspondantes les points se correspondent deux à deux. 
En considérant alors comme confondus les points homologues de deux 
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faces correspondantes, on peut envisager le polyèdre D comme un 
domaine fermé cl lui appliquer les notions précédentes relatives à la 
eonnexité. Nous aurons donc les deux membres p

x
 et ρ.

Λ
 relatifs à D et 

c'est le premier qui nous intéresse en ce moment. 
Reprenons maintenant les n" cycles distincts étudiés au paragraphe 

précédent; à chacun de ces cycles correspondra dans D, envisagé 
comme un domaine fermé, une courbe fermée, et par ces courbes 
fermées on ne pourra pas faire passer un espace fermé à deux dimensions 
dont elles limiteront une partie; car, s'il en était ainsi, ces courbes fer-
mées et, par suite, les cycles se ramèneraient à un moindre nombre, 
c'est-à-dire qu'ils ne seraient pas distincts. Réciproquement, consi-
dérons une autre courbe fermée Γ quelconque dans le domaine D; elle 
pourra être considérée comme limitant, avec les courbes fermées précé-
dentes, une portion d'un espace fermé à deux dimensions. En effet, à la 
courbe Γ correspond un certain cycle Γ' que l'on peut ramener par une 
déformation à l'espace à deux dimensions/ — const., sur laquelle sont 
tracés les n" cycles distincts ; mais Γ" limite avec les n" cycles ou une 
partie d'entre eux une certaine portion de surface; en remontant au 
domaine D, notre assertion est donc justifiée. 

Il en rêsulle que le nombre des cycles distincts est égal au 
nombre p

t
 relatif au domaine D. 

Ainsi se trouve rattachée à une notion de géométrie de situation 
cette question du nombre des cycles distincts. 

Notre attention se trouve en même temps portée sur le second 
nombre p.,, relatif à la eonnexité de deuxième espèce : nous y revien-
d. •oiis dans un autre paragraphe. 

8. La manière dont nous avons fait correspondre la surface 

f(x,y,z) = o 

à un certain espace fermé à quatre dimensions n'est bien évidemment 
pas la seule façon de procéder. On peut, par exemple, opérer encore 
comme il suit. La relation 

/Ο»/» - ) = o 

revient à deux relations entre six quantités réelles, ou à une seule rela-
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lion algébrique cuire cinq quantités réelles. On peut sur ces cinq 
quantités opérer une transformation rationnelle réversible, de telle 
sorte que, a?,, désignant les cinq nouvelles variables, 
celles-ci restent toujours finies, et que, par suite, la relation algébrique 
correspondante 

p(x1, A*A, . . . , = Ο 

représente, dans un espace à cinq dimensions, une surface fermée à 
quatre dimensions. 

Os représentations sont excellentes pour fixer nos conceptions; 
mais, au point de vue pratique, nous sommes sur un terrain plus so-
lide quand nous rattachons cette théorie, comme nous l'avons essayé, 
à une question de réductibilité d'une équation différentielle linéaire. 

III. — PROPOSITIONS GÉNÉRALES SUR LES INTÉGRALES DE SECONDE 

ET TROISIÈME ESPÈCE. * 

11. Nous allons pouvoir compléter maintenant notre étude sur les 
intégrales de seconde et de troisième espèce. La surface de llicmanu 
entre .r et ζ 

f(x,y,-) = ° 

a joué un rôle important dans la discussion de ces intégrales. Λ l'aide 
des notions que nous venons d'acquérir sur la transformation des cycles 
de celte surface, cherchons à nous rendre compte à quelles conditions 
une surface algébrique peut avoir une intégrale de seconde espèce. 
Reprenons, à cet effet, la marche suivie dans le premier Chapitre. On 
part de 2/) intégrales de seconde espèce de la courbe entre χ et ;?,/=<>. 
Soient 

/· F, (.r, v, z)dx /*F,(.r, v, z)dx Γ F«( r. y, ζ dxJ /-: ' J /■ ' "" J /■ ; 

nous avons cherché si l'on pouvait déterminer «
a
, ..., a

2p rationnel-
lement en y, de telle sorte que les périodes de 

a
t
j
 f

 -ha
2
j -j- +... + a

ap
J -jr-
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ne dépendissent pas de y. Or les périodes se partagent en q catégories; 
prenons l'une de ces catégories, et soient 

(ι) ω',, ω;, ...,wqi 

q déterminations, correspondant à la même valeur de y, et linéaire-
ment indépendantes de la période ω] ; pareillement 

(2) io>J, ω*, <oJ, io>J, ω*, <oJ, 

pour les autres intégrales. On aura 

■ a, ω! -h a
a

coJ -h ... -h a.
îp

<a\p = a, 

(
 ) a, ω; -h H- ... -t- = a, 

a, toj -h -h ... -H a.
ip

(û\p = a, 

a étant une constante. Faisons décrire maintenant à y un chemin arbi-
traire, revenant au point de départ: on aura pour la suite (0 et cha-
cune des suites (2) une même transformation linéaire, soit 

miwiΗ-/Λ
2
ω;Η-...Η-/ηίω^, η

κ
 ω] -t- /22(oJ H- ... -+- /iycoJ, ..., 

t
t
 (J) J -4- /

2
 0) j -h ... H- lq (u^. 

Donc les relations ( E) deviendront 

ct(m
t
 -h m2 4-... -h mq)= a, 

Λ(Λ
(
 -+- /I

2
 -1~ .. . -F- TLQ ^ A, 

a(ti-h/2 -f-... -f- tq ) = a. 

Si donc la période α n'est pas nulle, on aura 

j/n,4-/n, + ... + /»7=i, 
(C) 

( t
K
 -f- t

a
 -H . . . -H tq SI, 

Jour η. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 24 
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Toutes les substitutions du groupe devront donc satisfaire à ces re-
lations. 

Ainsi nous trouvons une série de nouvelles conditions relative-
ment aux groupes de chacune des équations linéaires que vérifient les 
périodes. Si d'ailleurs ces groupes satisfont tous à ces conditions, on 
voit que les ̂  équations analogues à (E), en mettant dans les seconds 

membres, pour chaque système, une constante arbitraire, nous don-
neront pour 

Ct |, û5o, . . ., Cl.,p 

des fonctions ayant une seule détermination, et, par suite, puisqu'il 
n'y a dans toute cette question que des équations linéaires à intégrales 
régulières, les a seront des fonctions rationnelles de y. Nous faisons 
donc ainsi, sous une autre forme, la recherche des conditions pour que 
les α puissent être déterminées en fonctions rationnelles de r, et nous 
voyons que le nombre des constantes arbitraires figurant dans ces 
fractions rationnelles sera égal au nombre des cycles distincts, pour 
lesquels le groupe correspondant satisfera aux conditions indiquées par 
les équations (C). 

Ce nombre représentera en même temps le nombre des périodes des 
intégrales correspondantes; or il a été vu que ces intégrales sont de 
seconde espèce. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce est égal au 
nombre de leurs périodes. 

On se rappelle ce que nous avons dit précédemment sur ce qu'on 
doit entendre par intégrales distinctes de seconde espèce : ce sont des 
intégrales dont aucune combinaison linéaire ne se réduit à zéro ou à 
une fonction rationnelle de x'

y
 y et r. 

9. Nous pouvons maintenant compléter ce que nous avons à dire sur 
les intégrales de troisième espèce. Nous avons établi qu'en général ces 
intégrales n'avaient d'autres périodes que les périodes polaires ; le pro-
blème qui se présente naturellement est donc le suivant : rechercher 
s'il y a des intégrales de troisième espèce possédant des périodes autres 
que les périodes polaires. 
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Supposons donc qu'il y ait une intégrale de troisième espèce, 

j*Pdx -h Qdy, 

possédant un certain nombre de périodes autres que les périodes po-
laires. Considérons l'intégrale 

(L) j* Ρ dx 

relative à 
f{x,y,z) = o, 

où, comme dans tout ce qui a précédé, y figure comme paramètre. 
Cette intégrale possède un certain nombre de périodes polaires et cy-
cliques. J'envisage les périodes cycliques ; en faisant varier y, les 
cycles se déformeront, pouvant d'ailleurs traverser des points singu-
liers logarithmiques, qui donneront des périodes polaires. Supposons, 
comme plus haut, que le cycle considéré corresponde à une certaine 
équation linéaire (E) de notre théorie générale, et soient encore 

ω]· ω], (oj 

les q cycles fondamentaux correspondant à cette équation linéaire. En 
désignant par les mêmes lettres les valeurs de l'intégrale (I) le long de 
ces cycles, nous aurons évidemment 

<»! = «, 
w21=a, 

ω!= α, 

α désignant une certaine constante, puisque ces périodes ne dépendent 
pas de y. Faisons maintenant décrire à y un chemin arbitraire reve-
nant au point de départ, les cycles se sont transformés ; mais ici les 
premiers membres ne se transforment pas seulement, comme dans le 
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cas des intégrales de seconde espèce, en 

m, ω] TOaa>J +... -4-+ mq wi 

w, ω| -f- Λ
2 ω* -t-... -H nq cof, 

t% ÎDJ H- t
2
 Ω' -H ... H- t

q 0)^ ; 

car il peut s'ajouter des périodes polaires provenant des pôles de Ρ qui 
ont pu être traversés par les cycles pendant leur déformation. 

Nous aurons donc, en désignant par Π les périodes polaires, cl 
par λ, p., τ, ... des entiers, 

(/», + /«, + ... + mq) α -+- ΙλΠ = α, 

(rt) + Wj +... + fly )st + Σ[χΠ= K, 

(l, -4- t
2 ) α -+- Στ 11 = α. 

Mais nous supposons que α est une période distincte des périodes 
polaires II ; par conséquent, il faudra que 

m, ·+■ /w2-h... -h mq = i, 
flt -f- n.> -+- Hg — I, 

t\ 4- ta
 -4- ... H- tq = I. 

Nous allons déduire de là un résultat intéressant. 
Si les substitutions correspondant à la transformation des cycles se 

rattachant à une même équation linéaire (E) ne satisfont pas aux rela-
tions précédentes, la période cyclique donnée par ces cycles se réduit 
à des périodes polaires (ou elle est nulle, ce qui revient au même). Les 
équations (E) pour lesquelles ces relations sont vérifiées peuvent donc 
seules donner des périodes cycliques qui soient distinctes des périodes 
polaires; mais il existe alors des intégrales de seconde espèce, puisque 
les relations dont nous parlons expriment les conditions nécessaires et 
suffisantes pour l'existence des intégrales de seconde espèce, et le 
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nombre des périodes de notre intégrale de troisième espèce, distinctes 
des périodes polaires, sera précisément égal au nombre des intégrales 
distinctes de seconde espèce. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

II n'y a d'intégrales de troisième espèce avec des périodes autres 
que les périodes polaires que dans le cas oit il y a des intégrales de 
seconde espèce, et alors le nombre des périodes autres que les pé-
riodes polaires pour une intégrale arbitraire de troisième espèce est 
égal au nombre des intégrales distinctes de seconde espèce. 

Ainsi se trouve rattachée, par cette proposition, la théorie des inté-
grales de troisième espèce à celle des intégrales de seconde espèce. 

10. Nous avons jusqu'ici toujours entendu par intégrales de seconde 
espèce ces intégrales telles qu'elles ont été définies au début du pre-
mier Chapitre de ce Mémoire. On a supposé dans cette définition que 
l'intégrale ne devenait pas infinie en certains points isolés; il y a là une 
lacune qu'il est nécessaire de combler. 

Il est bien évident d'abord qu'une intégrale de différentielle totale 
ne peut pas devenir infinie, en un point simple de la surface, qui 
ne soit pas sur une de ces courbes que nous avons appelées loga-
rithmiques. 

Une intégrale pourrait-elle devenir infinie en certains points isolés 
d'une courbe multiple de la surface, tout en restant finie pour tout 
autre point de Σ, et en supposant de plus, bien entendu, que ces points 
isolés 11e se trouvent pas à l'intersection de la courbe Σ et d'une courbe 
logarithmique? Il est aisé de voir que la chose est impossible, en se re-
portant à un théorème que j'ai donné dans le cas particulier des courbes 
doubles et qui a été démontré dans toute sa généralité par M. Nœther 
(Mémoire déjà cité sur les différentielles totales, Math. Annalenf 

t. XXIX, p. 363). L'intégrale étant mise sous la forme 

J N.FL ' or,;},->)— o, 

restera finie le long d'une courbe Σ de F (quand Ν ne s'annule pas), 
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si les polynômes Β et À sont des polynômes adjoints à F (adjungirl) 
le long de Σ. Or ici, puisque l'intégrale reste, par hypothèse, finie pour 
tout point de Σ, à l'exception des points isolés supposés, A et 13 sont 
nécessairement des polynômes adjoints à F le long de Σ; l'intégrale 
restera donc finie pour tout point de Σ qui n'est pas sur une courbe 
logarithmique. 

Nous n'avons donc à nous préoccuper que des points multiples 
isolés de la surface. Deux cas, a priori, peuvent se présenter. En un 
tel point A l'intégrale peut devenir infinie, quand (;c,y,z) se rap-
proche de A dans une direction arbitraire, ou bien elle ne deviendra 
infinie que pour certaines directions spéciales. 

Examinons d'abord le premier cas. Nous transformerons la surface 
par une transformation rationnelle admettant A comme point fonda-
mental; à ce point correspondra dans la surface transformée une cer-
taine courbe multiple le long de laquelle l'intégrale sera infinie. Nous 
nous trouvons alors ramené au cas envisagé dans notre définition pri-
mitive, qui se trouve ainsi complétée. 

Passons à la seconde hypothèse. Nous emploierons la môme trans-
formation rationnelle, et nous aurons une courbe multiple, en certains 
points seulement de laquelle l'intégrale transformée deviendra infinie. 
Ceci, nous venons de le voir, est impossible, à inoins qu'une courbe 
logarithmique ne rencontre la ligne multiple, et il y aura, par suite, 
des courbes logarithmiques passant par le point multiple isolé A. Pour 
chacune de ces courbes logarithmiques, la période polaire corres-
pondante devra être nulle, si l'intégrale envisagée est de seconde 
espèce. 

La définition des intégrales de seconde espèce se trouve ainsi com-
plétée. Mais une question se présente maintenant tout de suite. Les 
théorèmes établis aux paragraphes précédents subsistent-ils sans modi-
fications? La réponse est affirmative. 

Prenons, par exemple, celui qui concerne les intégrales de seconde 
espèce. Nous avons trouvé une intégrale renfermant un certain nombre 
de constantes arbitraires a, ces constantes représentant précisément 
les périodes de l'intégrale. 

S'il y a un point multiple isolé, il pourrait amener, après la trans-
formation, certaines périodes polaires. Les périodes de l'intégrale 
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transformée sont toujours les quantités α ; une période provenant d'une 
courbe logarithmique sera une somme de multiples des a. Par suite, 
les relations supplémentaires, qui doivent exprimer que notre intégrale 
est de seconde espèce, sont de la forme 

Σήτα = ο, 

les m étant des entiers. Le nombre des constantes arbitraires se trouve 
donc diminué absolument de la même manière que le nombre des 
périodes (les m étant des entiers). Le théorème subsiste donc com-
plètement. 

Sur les cycles à deux dimensions dans les surfaces algébriques. 

11. Nous avons dans la deuxième Section de ce Chapitre considéré 
un certain domaine D auquel nous avons fait correspondre uniformé-
ment les points de la surface. Ce domaine D est un domaine fermé, et 
nous avons étudié avec quelques détails le nombre p

{
 relatif à la con-

nexité du premier ordre, et démontré notamment ce résultat, au pre-
mier abord singulier, que le nombrep

{
 est en général égal à zéro. Que 

pouvons-nous dire au nombre p
2
 relatif à la conncxitc du second ordre? 

Quoique nous n'ayons pas fait l'étude bien complète de cette question 
difficile, les considérations qui vont suivre permettront tout au moins 
d'entrer quelque peu dans le sujet. 

Les domaines fermés «à deux dimensions, contenus dans D et servant 
à la définition de p. (en supposant que ρ

Λ
 ne soit pas nul), nous con-

duisent à la notion des surfaces cycliques ou cycles à deux dimen-
sions d'une surface algébrique. Une surface cyclique peut être définie 
un continuum fermé à deux dimensions, tel que toute courbe fermée 
à une dimension tracée sur lui soit un cycle linéaire de la surface. 

Nous pouvons concevoir de la manière suivante la génération d'une 
surface cyclique. Soit sur cette surface un cycle linéaire correspondant 
à une certaine valeur constante de y(y=y

0
); faisons maintenant 

varier y de telle façon qu'à cette suite continue de valeurs dey corres-
ponde une succession continue de cycles linéaires sur la surface 
cyclique. Revenons enfin au point de départ y

0
, après avoir ainsi 
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décrit toute la surface cyclique avec le cycle linéaire mobile; quand 
y reviendra en y

0
, nous reviendrons au cycle linéaire primitif. On voit 

sous cette forme que la question des cycles à deux dimensions est inti-
mement liée à celle de la transformation des cycles linéaires en eux-
mêmes. 

Or nous avons étudié la transformation des cycles de la relation 
«mire χ et -

f(x,y,=) = o, 

quand on fait varier y à l'aide d'une certaine équation différentielle 
linéaire E; nous allons encore avoir à en faire usage. 

Soient de nouveau l'intégrale de seconde espèce 

fQiy* -r> s)dx J ~ A 

c ! éj à plusieurs fois considérée, et l'équation .(E) correspondante. 
Désignons par ω,, ω

2
, ..., ω

2ί
 un système de périodes normales, et 

soient 
m\ ω, -h /wj ω

2 H-... H- nï\p(j>
2r 

/«J ω, -h m'2 ω2 + ... -h »ί"ων, 

ΜΪ,
μ

ω, -h m\pω, -+-... 4- w2J>2/» 

les m étant des entiers, une substitution quelconque du groupe de 
l'équation (E). Si l'équation caractéristique de la substitution admet 
pour racine l'unité, c'est-à-dire si 

m\ — ι m\ ... m'A 

m\ ml — ι ... m:/ 
= o, 

m[p m\p ... m\p
p - ι 

il y aura une certaine combinaison linéaire à coefficients entiers, 

Ω — M,ω, -t- M
2

to
2 . -f- M2ρW

2
p, 
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c'est-à-dire une certaine période que la substitution considérée ne 
transformera pas. A cette période correspond un cycle linéaire et à la 
substitution linéaire un déplacement du cycle correspondant à la \aria-
lion dey qui donne la substitution; de celte manière se trouve engen-
drée une surface cyclique. 

IJi. La première question qui se présente est de savoir s'il y a en 
général des cycles effectifs à deux dimensions, c'est-à-dire si le 
nombre p.. a en général une valeur différente de zéro. Nous allons 
montrer que ce nombre p.

2
 existe en général, et cpie c'est par suite 

dans les cycles à deux dimensions d'une surface qu'il faut cher-
cher la généralisation des cycles d'une courbe algébrique. 

Il sera utile pour notre objet, et en même temps intéressant en soi, 
de considérer simultanément, avec les surfaces cycliques, les intégrales 
doubles de première espèce 

,,, Çp)(r,
r
,,ut.rdy 

attachées à la surface. Comme on le sait, Q(.u, y, -) est un polvnome 
adjoint d'ordre m — \ de la surface /de degré m. 

Ilcportons-nous, d'autre part, au Mémoire fondamental de M. Poin-
caré ( Acta mathcmatica, <)), où se trouve développée la notion ca-
pitale d'intégrale double étendue à un contour fermé à deux dimen-
sions, et démontré ce théorème essentiel, analogue au théorème de 
Caucliy, que cette intégrale double ne varie pas quand on déforme le 
contour fermé, sans traverser de singularité de l'élément de l'inté-
grale. 

Considérons donc une surface cyclique et la valeur de l'intégrale (i) 
prise sur cette surface cyclique; cxistera-t-il certainement des surfaces 
cycliques pour lesquelles la valeur de cette intégrale sera différente de 
zéro? 

La surface cyclique étant supposée engendrée comme il a été dit au 
paragraphe précédent, la valeur de l'intégrale sera 

f Q dy. 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Faso. II, 1889. •l'J 
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12 étant la période qui reprend la même valeur quandy décrit un che-
min fermé convenable, et l'intégrale précédente étant prise le long de 
ce chemin. On peut remarquer de suite que, si le chemin décrit par y 
ne comprend à son intérieur qu'un seul point singulier 'de l'équation 
linéaire (Ε), Γ intégrale sera nulle; en effet, Ω sera dans ce cas uniforme 
dans les environs de ce point singulier; celui-ci ne pourra être 1111 pole 
pour Ω, car alors l'intégrale double ne serait pas de première espèce, 
et alors, Ω étant holomorphe à l'intérieur du contour d'intégration, 
l'intégrale sera nulle. 

Nous voulons montrer que, la surface/étant une surface arbitraire 
de degré wi, il y a des intégrales du type précédent qui ne sont pas 
nulles. 

Tout d'abord la chose se voit de suite pour certaines surfaces parti-
culières. Prenons, par exemple, la surface 

ζ* = (χ-αΊ)...(χ - aa) (y .(y-b 

ou a l'intégrale double de première espèce 

Ι.Γ-Ψ· 

et, en désignant par ω une période de l'intégrale 

dx v r - a( x - a)f — 

par ω' une période de 

f dy J fà'—àι)···(/— ^)' 

ωω' représentera manifestement une période diiférente de zéro de l'iu-
le grale double. 

Cela posé, effectuons une transformation homographique quel-
conque sur la surface précédente pour que les axes n'aient plus une po-
sition spéciale par rapport à la surface; soit alors 

f(x,y y *0 — ° 
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son équation : clic sera de degré m = α H- β et n'aura pas de ligues 
multiples. 

Concevons alors l'équation linéaire, que nous désignons par E, rela-
tive aux cycles de la relation algébrique entre χ et -,/ = o. Parmi les 
contours fermés dans le plan de la variable y, ramenant le même cycle 
et engendrant parsuiLe une surface cyclique, il y en aura certainement 
pour lesquels l'intégrale 

fady 
ne sera pas nulle. 

Prenons maintenant une surface arbitraire de degré //#, 

F(x,7» -) = 

cl concevons l'équation linéaire (en y) correspondante (E'). Ce 
groupe de l'équation Ε est 1111 sous-groupe dans le groupe de l'équa-
tion E\ car on peut passer de l'équation E' à l'équation (E) en faisant 
varier certains coefficients d'une manière continue, et les points singu-
liers de l'équation (E) sont les limites des points singuliers de l'équa-
tion E\ plusieurs de ceux-ci pouvant être confondus en un seul. 
U'aulre part, on peut envisager une intégrale double de première es-
pèce de la surface F, qui se transformera, par la variation continue 
des mêmes coefficients, en une intégrale double de première espèce de 
la surface/. A une certaine substitution linéaire du groupe de (E) cor-
respond une intégrale Ω de cette équation, que la substitution laisse 
invariable; pareillement pour l'équation (E) on aura une intégrale Ω' 
jouissant de la même propriété, et puisque 

fady 

n'est pas nulle, il en sera nécessairement de même pour l'expression 

f dy, 

dont la précédente n'est qu'une valeur particulière pour des valeurs 
spéciales de certains coefficients ou paramètres. 



T9r» É. PICARD. 

On pont, au premier abord, se demander comment il se fait qu'un 
raisonnement du même genre ne soil pas applicable aux cycles 
linéaires; d'où l'on conclurait qu'il existe en général des cycles linéaires 
effectifs, proposition complètement fausse, comme nous l'avons vu 
précédemment. La raison on est facile à saisir : c'est la présence des 
singularités de la surface qui amène la mluetibilité d'une équation 
différentielle linéaire en général irréductible. Pour les cycles à deux 
dimensions, au contraire, la présence des singularités ne peut que 
diminuer le nombre des substitutions susceptibles de correspondre à 
un tel cycle. 

1«». Je nie bornerai à introduire ainsi celle notion des cycles a deux 
dimensions d'une surface algébrique. Quant à la recherche précise du 
nombre de ces cycles, c'est une question que je n'ai pas encore entiè-
rement élucidée; je la laisserai de coté, en me réservant d'y revenir. 

Indiquons seulement comment on pourrait encore procéder pour 
obtenir des surfaces cycliques. Soient 

χ = x' H- ix', y = y -f- ι y , 3 — ζ H- ιζ'. 

Concevons que l'on prenne pour χ', x"
y
 >'% >*", ζ', z" des fonctions 

rationnelles réelles de quatre variables réelles M,, u
a

, u3
 et u„ ne de-

venant infinies pour aucune valeur réelle de ces variables. Lu substi-
tuant dans f(x, y, z) — o ces valeurs de x, y et z, nous aurons deux 
équations 

Q(//,, u>, u„ u
s

) — o, 
Ρ (m,, //.

2
, u

s
) — o. 

Ces deux équations définiront des surfaces fermées à deux dimen-
sions ; ces surfaces seront des surfaces cycliques. 

Examinons, pour donner un exemple, un cas particulier bien simple. 
Considérons une surface pour laquelle les coordonnées χ, y, z s'ex-
priment uniformément par des fonctions quadruplemenl périodiques 
de deux paramètres u et e, et désignons par 

Z ω, ω2 α>3 co4 J ( ω', ω'2 ω'3 ω\ } 
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les quatre couples de périodes correspondantes. Il n'y a dans ce cas 
qu'une seule intégrale de première espèce, et l'on peut écrire 

ff = ffdu A>-, 
posons 

tt = (o,U + o)
2
V, ν = ω', l j + ω'

2
 V, 

l'intégrale deviendra 

( ω, ω., — (ύ.,CD, )ffdl)d\, 

el nous aurons une période en étendant l'intégrale précédente à un 
continuum/ermd à deux dimensions, contenu dans le prismatoïde des 
périodes; or nous obtiendrons un tel continuum en faisant varier U el 
V de zéro à l'unité; ear, pour U et V, le tableau des deux premières 
périodes est 

1 0 1 0 

On en conclut que les expressions ω,ω^—ω*ωί·(/, λ* = ι, 2, 3, f\) 
sont les périodes de l'intégrale double de première espèce attachée à 
la surface considérée. 

Y. — DIGRESSION SUR LES FONCTIONS DE TROIS VARIABLES COMPLEXES. 

14. Je terminerai ce Chapitre en faisant quelques remarques sur les 
fonctions de trois variables complexes. Quand on passe du domaine de 
deux variables complexes à celui de trois variables, on peut de deux 
manières différentes étendre les notions relatives aux intégrales mul-
tiples. 

Nous pouvons, en premier lieu, considérer l'intégrale double 

<0 J^ A dy dζ -h Β dz dx -+- C dx dy 

(où A, B, C sont des fonctions analytiques de x, y et ζ), étendue à une 
certaine surface à deux dimensions ; le sens de cette intégrale se dé-
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termine en suivant la même voie que M. Poincaré dans le Mémoire cité 
plus haut. La condition pour que le théorème de Cauchy s'étende à 
une telle intégrale, c'est-à-dire pour que cette intégrale étendue à un»; 
surface fermée soit nulle quand on peut, par une déformation continue, 
réduire cette surface à un point sans rencontrer de valeurs de .r, y, ζ 
pour lesquelles A, B, C cessent d'être continues, est ici, comme dans le 
cas des quantités réelles, 

o.r αν ôz o.r αν ôz 

lin supposant vérifiée celte condition, qu'on peut appeler d7/i/é-
^rabililé, et dans le cas où A, B, C sont des fonctions rationnelles de 
./·, y, -, nous allons chercher quels seront les résidus de celle inté-
grale double, c'est-à-dire les diverses valeurs de cette intégrale prise 
sur une surface fermée à deux dimensions. Nous allons d'ailleurs nous 
borner au cas où l'on aurait 

Λ = Γ-, β=4 C=|, 

Ρ, Q, 11, S étant des polynômes cri .c, y, s, le dernier étant supposé 
irréductible. La condition d'intégrabililé s'écrira alors 

(2) P Q R S Ç C P^' Τ» z)dyr/s 

Supposons d'abord (pie nous laissions à j: une valeur constante, 
d'ailleurs arbitraire; notre intégrale double se réduit alors à 

Ç C P^' Τ» z)dyr/s J J S(J?, y, z) 

Prenons alors, dans le domaine des deux variables complexes y et -, 
les résidus de cette intégrale double. Ceux-ci seront, d'après M. Poin-
caré, les périodes de l'intégrale abélienne ordinaire 

(3) dy<■"*> f ψ 
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relative à la relation algébrique entre y et s, 

S0-) = o. 

Dans tout ceci, χ figure comme un paramètre d'ailleurs arbitraire. 
Mais les résidus de l'intégrale double (i), si la condition d'intégrabilité 
est remplie, doivent être des constantes; il faut donc que les périodes 
de l'intégrale (3) ne dépendent pas de χ. Il est essentiel de le vérifier, 
et cette vérification va précisément nous ramener à certain ordre 
d'idées qui a joué un role important dans le premier Chapitre. 

La relation (2), en effet, n'est pas nouvelle pour nous; elle joue un 
role fondamental dans l'étude des intégrales de différentielles totales 
relatives aux surfaces algébriques. Je dis que l'intégrale 

Γ Ρ dy — Q dx S z 

est une intégrale de différentielle totale relative à la surface algé-
brique S(.r, y, ζ) = o. 

11 faut donc montrer, comme conséquence de l'identité (2 ), que 

U'J U'J _ dy dx °' 

.*·, y et ζ étant liés par la relation S (a?, y, ζ) = o. 
En développant l'égalité précédente, on a 

+ *')s-- - p(s~s* - s*='s-> 

+ *')s-- -
 p

(
s
~

s
* -

 s
*='
s
->=0. 

Nous pouvons remplacer PS
x

-hQS^ par — RS^ d'après l'iden-
tité (2). 

Nous avons alors en facteur, et la relation à vérifier devient 

- (Qs;,+ ps«+ RS·,)+s;(£ + g) - s· g - s;§ =0 
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Or diflfércntions maintenant l'identité (2) par rapport à z, et fai-
sons dans le résultai S = o, nous aurons précisément la relation pré-
cédente. 

Nous avons ainsi vérifié que les périodes de l'intégrale (3) 11e dépen-
dent pas de x, puisque ces périodes sont des périodes de l'intégrale de 
différentielle totale 

Γ Ρ dv — Q tir S z 

Donc les périodes de cette intégrale simple seront des résidas de 
Γ intégrale doable (1). Réciproquement, d'ailleurs, tout résidu de ( Ί ) 
sera une période de l'intégrale précédente, car toul résidu peut tou-
jours se ramener à l'intégrale prise le long d'une sorte de lore enve-
loppant un cycle linéaire de la surface algébrique S(j?,y, z) = o. 

Ou voit que l'étude des intégrales de la forme (1), quand A, 11, O 
sont des fonctions rationnelles, se rattache étroitement à la théorie des 
surfaces algébriques. 

K>. Il va en être de même pour la seconde catégorie d'intégrales 
multiples cpie l'on peut encore considérer. Knvisageons maintenant 
l'inlégrale triple 

(1) Γ Ρ dv — Q tir 

V el O étant des polynômes en χ, y, ζ; la définition de celle inté-
grale, étendue à un continuum à trois dimensions, se fait toujours 
d'après les mêmes principes. Nous n'avons ici aucune condition d'inté-
grahilité; celle intégrale, étendue à 1111 continuum fermé, est nulle, 
quand ce continuum peut se réduire à un point sans rencontrer de 
systèmes de valeurs χ, y, ζ, pour lesquelles D s'annule. 

Cherchons quels sont les résidus de cette intégrale, c'est-à-dire les 
diverses valeurs qu'elle prend, quand on l'étend à un continuum fermé 
quelconque à trois dimensions. 

Donnons d'abord à a? et à y des valeurs fixes, et considérons une 
racine de l'équation en ζ 

Q(*> *) = o. 
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Le résidu ordinaire correspondant de l'intégrale simple 

s P dz Q 
sera manifestement 

P Qz. 

Nous avons donc maintenant à considérer l'intégrale double 

<2) JJ-Ttr· 

Quel devra être le champ de l'intégration? Cette intégrale double 
devra être étendue à un continuum fermé de points analytiques 
(a?, y, z) ou, en d'autres termes, d'après nos définitions précédentes, 
à un cycle à deux dimensions, de la surface Q. 

Nous en concluons que les résidus de l'intégrale triple (i) sont les 
périodes de l'intégrale double (2), cette intégrale double étant relative 
à la surface algébrique Q(-£,y, -) = o. 

CHAPITRE III. 
TRANSFORMATION DES SURFACES EN ELLES-MÊMES. 

I. — THÉORÈME SUR LA TRANSFORMATION DES SURFACES. 

1. M. Schwarz a montre que les courbes du genre zéro et du genre 
un sont les seules qui puissent être transformées en elles-mêmes par une 
substitution birationnelle renfermant un paramètre arbitraire. Le théo-
rème de l'éminent géomètre de Gôttingen peut être établi de la ma-
nière suivante. 

Soit 
f(x,y)=0 

Jourη. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 26 
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l'équation de la courbe que transforme en elle-même la substitution 
birationncllc 

(1), . j®'=R (ι,χ,χ), y = Ri (t, x, y), 

où nous mettons en évidence le paramètre /, dont R et R, seront des 
fonctions analytiques, d'ailleurs quelconques. Nous pouvons d'ailleurs 
supposer, comme l'indique M. Schwarz, que, pour une valeur particu-
lière l = t

0
 du paramètre L la substitution précédente se réduit à 

x' — x, y'=y. 

Cela posé, supposons que la courbe soit de genre p, et considérons 
les intégrales de première espèce 

A>i(*>y)dx^ rOfifiZlir, iVp(ry^(iv J f y J J y J J'y 

l'élément 

Q1(x, y) dx fx 

quand on remplacera x' et y' par les valeurs (i) en x et y, prendra la 
forme 

A Qi(x,y)dx ^ Qi (x,y)dr ^ Qp(x,y)dr 1 /y f y P f y 

puisque une intégrale de première espèce doit nécessairement après la 
transformation rester encore une intégrale de première espèce. Ecri-
vons donc 

Qi(x,y)dx ^ Qi (x,y)dr ^ Qp(x,yA)dr 1 /y A1f y AP f y 

Les coefficients A pourraient être des fonctions du paramètre /, mais 
nous allons précisément montrer qu'ils n'en dépendent pas. On le 
verra tout de suite par la considération des périodes; donnons en effet 
à t une valeur arbitraire, mais fixe, et faisons décrire un cycle au 
point auquel correspondent pour les ρ intégrales envisagées les 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 201 

périodes 
ω,, ω2, ..., ω,: 

le point (x%y') décrira aussi un cycle, et soit ω', la période correspon-
dante ; on aura donc 

w, — Λ, ω, -f-· A2
 t*>

2
 -f-... -f- Α.ρ ω

ρ1 

faisant décrire à (J?, y), (ρ — i) autres cycles, nous obtiendrons ρ — ι 
autres relations de cette forme, et, comme on peut toujours supposer 
les ρ cycles tellement choisis que le déterminant des coefficients A,, 
A,,... Ap, dans ces ρ relations, soit différent de zéro, on voit que les 
quantités A se trouvent complètement déterminées par des relations où 
ne figure pas le paramètre t : elles sont donc indépendantes de ce para-
mètre. 

De plus, nous avons dit que, pour / = /
0
, on a 

jf = x, / = y; 
on aura donc 

A, — ι, A., = A.j = .. . = \p= o, 

et il reste par suite 
QiùrVY')dx' QmC*·, Y)dx^ 

fr ~ Jy 

dans l'hypothèse où Ton aurait ρ > ι, on aura, par les mêmes raisonne-
ments. 

Q«(.r', y') dlr' Q»(-*\ y)dx
% 

t y J y 

de là nous concluons immédiatement, en divisant, 

Qi(gf» r') _Q1(x,y) 
Q2(x,y) Q2(x,y) 

or une telle égalité est impossible, car elle établit entre les deux points 
analytiques (ar, y) et {x\y) une relation où ne figure pas de para-
mètre arbitraire. Le théorème est donc démontré. 

REMARQUE. — Le point capital dans la démonstration consiste à faire 
voir que les coefficients A ne dépendent pas de t : c'est ce que nous 
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avons montré en considérant les périodes. On peut y parvenir par une 
autre voie. 

Reprenons la substitution 

jc — R(x·, y), /= R,(x,x), 

les coefficients figurant dans les fonctions rationnelles R(#, y) et 
\\

t
(xj y) sont, avons-nous supposé, des fonctions d'un paramètre; 

niais, d'autre part, ces coefficients seront nécessairement des fonctions 
algébriques d'un ou de plusieurs d'entre eux restant arbitraires ; dési-
gnons ceux-ci par la lettre 0. Dans ces conditions, reprenons la relation 

Qi{x\y')d.v' A Q,(.r, y)dr A ()„(.r,y)dr 77,— =A,—+... + A,—7—, 

les A vont alors être des fonctions algébriques des quantités 0. Or je 
dis que ces fonctions doivent être des constantes. Ecrivons en effet la 
relation précédente sous la forme 

Q, {-r. Y)d.r' _ ^ r'''yQ\(-r,j)dr ^ ^ r ',} Q,,(.r. y)dr 

(.c',,,/'#) correspondant à (·τ0)/ο)· Cela posé, laissons (x,y) fixe ainsi 
que (x0,y0)i le second membre va être une fonction algébrique des 
0; si cette fonction ne se réduit pas à une constante, elle deviendra 
infinie pour certaines valeurs des 0; or cela est impossible, carie pre-
mier membre est une intégrale de première espèce, et de plus, x' et y' 
étant aussi des fonctions algébriques des Θ, le point analytique (x', y') 
ne décrit pas une infinité de cycles avant d'arriver aux limites de l'inté-
gration correspondant à des valeurs de 0 qui rendraient infini le second 
membre. L'expression 

A1 {x. Y)d.r' _ ^ r'''yQ\(-r,j)dr ^ ^Ap r ',} Q,,(.r. y)dr 

ne dépend donc pas de 0; c'est donc une intégrale fixe de première 
espèce, attachée à la courbe 

A*,y) = o; 
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par suite, les coefficients A,, A
2
,..., Ap doivent eux-mêmes séparé-

ment être indépendants de 0 ; ce qui nous donne de nouveau le résultat 
annoncé. 

2. Proposition analogue relative aux surfaces algébriques. — 
Nous allons maintenant faire connaître, pour les surfaces algébriques, 
une proposition analogue à celle que M. Schwarz a donnée pour les 
courbes planes. 

Voici le nouveau théorème que nous nous proposons d'établir : 

Si une surface peut être transformée en elle-même par une sub-
stitution biralionnclle renfermant deux paramètres arbitraires, la 
surface sera du genre zéro ou du genre un. 

Le genre dont il est question dans cet énoncé est celui que M. Nœ-
llier appelle Flachengeschlccht, et il importe de préciser ce qu'on doit 
entendre ici par transformation avec deux paramètres arbitraires; ces 
deux paramètres devront figurer de telle manière dans la transforma-
lion qu'à un point de la surface corresponde, par la transformation et 
en faisant varier les paramètres, non pas une courbe, mais bien un 
point arbitraire de la surface. 

La démonstration du théorème énoncé sera bien facile, après ce que. 
nous venons de dire pour les courbes algébriques. Nous allons en effet 
suivre entièrement le même mode de démonstration; la surface étant 
supposée de genre p, considérons les ρ intégrales doubles de première 
espèce attachées à la surface 

//
 Ml y* s)d.c ft y ^ ^ j'J y, s) dx dv 

en désignant par = ο l'équation de la surface de degré m, 
et les Q étant des polynômes d'ordre m — Ecrivons les équations de 
la transformation biralionnclle 

χ = R (/, /,#,/, -), 

y = Hi ('» 11 y t ■*)» 
ζ' = R2(/, /, s), 

en mettant en évidence les deux paramètres t et t'. 
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J/élément 
(ϊ,Ια-',γ',ζ^ώζ'ίίν' 

fz 

(|iiand on remplacera .r', y' et z' par leur valeur en x, y, ζ, prendra la 
forme 

ν Vi (>r, γ, z)drrfv . r, z)dxdy . Qf, (.*·, y, z)f/.r t/vΛ, y- +A, y, +·.··+· Ap y, 

puisque une intégrale double de première espèce doit nécessairement, 
après la transformation, rester encore une intégrale de première 
espèce. Ecrivons donc 

(Λ (·*'', y', s')dv'<fv' . Q, (.r. y, z)di't/v \ Q„(.r, v, :■) tir rfv 

les coefficients A pouvant être des fonctions des paramètres l et mais 
nous allons montrer qu'ils n'en dépendent pas. Le premier mode de 
transformation employé plus haut pourrait être encore employé ici, 
mais il faudrait faire intervenir les périodes de l'intégrale double; la 
seconde voie n'exigera au contraire aucune modification pour ainsi dire 
dans la suite des raisonnements. 

Reprenons en effet la substitution 

χ — lli^}/) «L y — ->.)? -■ ;— z)\ 

les coefficients figurant dans les fonctions rationnelles li, R, et IL 
seront nécessairement des fonctions algébriques de deux ou plusieurs 
entre eux restant arbitraires, que nous désignerons encore par la 
lettre ô. Ecrivons, d'autre part, la relation précédente sous la forme 

(Λ (·*'', y', s')dv'<fv' . Q, (.r. y, z)di't/v \ Q„(.r, v, :tir rfvÇ* Ç* Qi ( /* Ο __ ^ j"'r )'t i)dxâv 

(Λ (·*'', y', s') tir rfvÇ* Ç* Qi ( /* Ο __ ^ j"'r )'t i)dxâv 

Cela posé, laissons (x
t
 y, z) fixe ainsi que (x

0
, y

0
, s

0
); le second 

membre va ctre une fonction algébrique des 0 ; si cette fonction ne se 
réduit pas à une constante, elle deviendra infinie pour certaines valeurs 
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des 0 ; or cela est impossible, car le premier membre est une intégrale 
double de première espèce. On conclut, comme précédemment, que les 
coefficients Λ ne dépendent pas des paramètres. 

On peut supposer la transformation telle que, pour certaines valeurs 
non singulières des paramètres / et t\ soit t = t

0
, t'= *

0
, la transfor-

mation se réduise à 

x' = x, / = /, =3. 

On voit que, dans ce cas, on aura 

Λ, = Ι, A Ο = Λ
3
 =... = A^, = Ο. 

Nous pouvons donc écrire 

Q1(x,y,z')d.r' dy' _ Q,(a?
f
 y, z)dxdy 

f- Λ 

si Γ011 a ρ < ι, on aura pareillement 

y', z')djc'dv' Qî(#, y, z)dxdy fz fz 

et des deux égalités précédentes on conclut 

Q»(-r'> r', s') _ Qt(^, r, s) 
Q2(x,xy ', z') y y s)' 

égalité impossible, car pour une valeur fixe du point (.r, y, z) corres-
pondrait pour (x',y, z') une courbe sur la surface. 

La surface ne peut donc être d'un genre supérieur à l'unité, ce 
qui est précisément le théorème énoncé. 

II. — SURFACES DE GENRE SUPÉRIEUR A UN ADMETTANT UN FAISCEAU 

DE TRANSFORMATIONS. 

3. Nous avons supposé qu'il y avait au moins deux paramètres arbi-
traires dans la transformation considérée ; l'examen du cas où il y aurait 
seulement un paramètre arbitraire conduit à des conclusions bien dif-
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iërcntes. En supposant ρ supérieur à l'unité, on pourra encore rai-
sonner comme plus haut et écrire 

(·*■"'» y, 3') v, 3)' Q,(·*',/, =') = 

niais nous ne pouvons plus conclure de cette égalité que ρ ne peut sur-
passer l'unité. 

Il est même bien facile de voir que, dans une surface susceptible 
d'être transformée en elle-mcmc par une transformation birationnelle 
renfermant un seul paramètre arbitraire, le nombre ρ peut être quel-
conque. Considérons, en effet, une surface dont les coordonnées soient 
fonctions rationnelles de quatre paramètres λ, α, λ', ρ', 

.Γ — Ε (λ, U, λ , [Α 
; == R,(X, ρ, λ', α'), 
z = R2(ρ, λ', ρ'), 

les deux paramètres λ et ρ étant liés par la relation algébrique 

0) /OiP)=°i 

et les deux paramètres X' et p' par une seconde relation algébrique 

(Ό Ρ(>Λ n') = °> 

et supposons de plus, ce qu'il est évidemment possible de réaliser, qu'à 
un point arbitraire de la surface ne correspondent qu'un seul sys-
tème de valeurs (λ, ρ) et un seul système de valeurs (X', p'). 

Supposons la relation algébrique (2) de genre ρ supérieur à l'unité, 
et la relation (1) de genre un. Dans ces conditions, la courbe f pouvant 
être transformée en elle-même par une substitution birationnelle ren-
fermant un paramètre arbitraire, il en sera évidemment de même de la 
surface proposée. 

Quel sera le genre de cette surface? Il est aisé de voir qu'il est égal 
au genre ρ de la relation (2). Soient, en effet, 

f S (λ, p)i/X 
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et 

f s,(λ', ..., fs,(X', α>/>/ 

lus intégrales de première espèce correspondant aux courbes /et F. 
.l'envisage l'intégrale double 

J£S(X, a) S,-(X', tA')rfX^X\ 

qui η évidemment la forme 

P(x,y) dx dy 

Pétant une fonction rationnelle de χ',χ, celte intégrale sera une 
intégrale double de première espèce attachée à la surface. Fn faisant 
varier i de 1 à ρ, on obtient ainsi ρ intégrales doubles linéairement 
indépendantes, et par suite le genre de la surface est au moins égal à p. 
11 est aisé de montrer qu'il est précisément égal à p\ toute intégrale 
double sera en effet de la forme 

J j ?( Χ, {Α, A', α')d\dV; 

supposons-la de première espèce; il sera d'abord nécessaire que l'inté-
grale simple 

f φ(Χ, !*, λ', ρ')rfX, 

X' et [A' étant considérés comme des constantes, soit une intégrale de 
première espèce pour la courbe 

/(A, <A) = O; 

011 a donc 
φ(Χ, {A, X', IA') = M S(X, a), 

M ne dépendant pas de X, p. et étant par suite une fonction rationnelle 
de X' et p.'. On voit ensuite que 

Γ.Μί/λ' 

Joum. de Math. (4e série), tome V.— Fasc. Il, 1889. 27 
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doit être une intégrale de première espèce pour la courbe 

1'(λ\ jjl' ) = O, 
<>1 l'on cil conclut 

M — Λ, S, ( λ , jx ) -ι- ΛS
2
 ( λ , jx' -t- Λ j,S7,( λ', tx' ). 

les Λ étant des constantes, ce qui démontre notre théorème. 
( lonsidérons maintenant les polynômes adjoinls d'ordre /// — | cor-

respondant à la surface, donl nous représenterons l'équation par 

ψ(χ·, z)=z o: 

s»ul une intégrale double de première espèce 

(·*■"'» y, 3') v, 3)' Q,(·*',/, dy) 

ce sera, par exemple. celle qui était représentée tout à l'heure par 

I j St λ, ;x ) S,(λ', α ) tlk (ÏÏJ. 

Ktudions l'intersection de Ο,ζ) — o avec la surface. Llle sera 
donnée par l'équation 

S( Λ, u.) = o. 
e| par celle autre 

S, (λ', α') = o. 

La premiere équation ne nous donnera rien en dehors des lignes mul-
tiples de la surface, car la courbe adjointe d'une courbe de genre un 
ne rencontre celle-ci qu'aux points multiples. L'intersection cherchée 
sera donc donnée par 

*,0λΎ) = °> 

qui, en dehors des points multiples, nous donne, sur la courbe 

P(h,u) = o 

-ift — ι points, comme il est bien connu. Ainsi, toute surface adjointe 
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d'ordre m — 4 
QiO»r> -) = ° 

rencontre, en dehors des lignes multiples, la surface ψ suivant ap — 2 
courbes, qui sont manifestement du genre un. 

f. Après avoir étudié ee eas particulier, considérons d'une manière 
générale une surface algébrique pouvant être transformée en elle-même 
par une substitution birationnellc renfermant un paramètre arbitraire, 
dans l·' cas où le genre de cette surface est supérieur à l'unité. 1 >é-
signanl par 

x' = R (t, x, z), 

(S) < > =R
(
(7, χ,χ, ζ), 

' " = Hj ( f «c ? y y «») 

celte substitution, on a, comme il a été dit plus haut et en conservant 
les mêmes notations, 

Lh <·''>/, - ) ~~~ r, v, s ) >·'. ^'1 __ Q,(.r, s) ^ 

J'envisage maintenant le faisceau de surfaces 

Q, (x, y, z) — \ ( ),(.r, y, ζ ) = ο 

pour une valeur fixe, d'ailleurs quelconque, donnée à λ; celle équation 
définit (en dehors des lignes multiples et des lignes qui seraient inva-
riables avec λ) une courbe sur la surface. Cette courbe peut d'ailleurs 
être decomposable en plusieurs courbes irréductibles; nous désignerons 
l'une d'elles par C. 

La courbe C se transformera évidemment en elle-même par la sub-
stitution (S); elle sera donc du genre un, car elle 11e peut être du genre 
zéro, puisque le genre de la surface est supérieur à un. Aous pouvons 
ajouter que son module ne dépend pas de λ; la courbe est, en olîel, 
donnée par les équations 

X — ll(è -· )» ) — ,l

'y }') ^ ·'S Jiz), 

en désignant par (.r, r, z) les coordonnées d'un point fixe, d'ailleurs 
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quelconque, situe sur clic, et j?', y\ z' désignant les coordonnées cou-
rantes, fondions du paramétre t. Or les coefficients de Λ·, y, ζ dans la 
substitution (S) peuvent être considérés comme fonctions algébriques 
d'un d'entre eux, ou, ce qui revient au même, comme fonctions ration-
nelles de deux paramètres α et β liés par une relation algébrique irré-
ductible Ρ (α, β) = ο. 

Les périodes de l'intégrale de première espèce correspondant à la 
courbe C ne pourront être que des multiples des périodes d'une inté-
grale de première espèce correspondant à la courbe P; le module de 
la courbe C ne dépend donc pas de y, r, et par suite de λ, comme 
nous l'avions annoncé. 

Ainsi, l'intersection de la surface avec le faisceau 

Q ι (·*■'? )'i Qa (·**♦ ) » *.) —(> 

nous donnera un certain nombre de courbes, variables arec λ. qui 
seront de genre un, et dont le module ne dépendra pas de λ. 

Mais approfondissons davantage la nature de celle intersection. .1«· 
dis tout d'abord qu'il n'est pas possible qu'il n'y ait qu'une seule 
courbe, sauf si p = 2; car, en désignant par px) le genre de la partie 
mobile de l'intersection supposée irréductible, 011 a, d'après M. \uelher 
{Math. Annalen, ι. VIII, p. JAA). 

/λ°> Ap — ·>. 

Il résulte alors d'un autre théorème de M. Nuelher ^nième Mémoire, 
p. V2I) que l'intersection, n'étant pas irréductible, se compose de 
(ρ — 1 ) courbes du genre un. Ces courbes ne forment pas un réseau à 
(p — 1) paramètres, mais seulement un faisceau à 1111 paramètre. On 
obtiendra ce faisceau le plus simplement en prenant le faisceau 

(), ( r, y, ζ) — λ 0
2

( r, y, ζ) == ο 

des surfaces adjointes passant par (p — 2) points fixes, d'ailleurs arbi-
traires. 

Ce faisceau passera par (p — 2) points fixes, et il y aura alors une 
seule courbe mobile du genre un. 
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Considérons la projection de cette courbe sur le plan des xy\ soil 

f(x,y, λ) = o, 

/ étant un entier en .r, y, λ, et nous pouvons supposer que ζ sera frac-
tion rationnelle de y et A. 

La courbe précédente est de genre un, et son module doit être indé-
pendant de λ. Par conséquent, 011 pourra exprimer χ et y de la ma-
nière suivante : χ et y seront fonctions rationnelles d'un paramètre 0 cl 
de la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré, dont les coeffi-
cients 11e dépendront pas de λ, soit A(0); les coefficients de ces fonc-
tions rationnelles seront des fonctions algébriques de λ. Ils pourront 
donc s'exprimer par des fonctions rationnelles de deux paramètres α 
et ft, liées par une relation algébrique (λ étant lui-inème rationnel en 
α et 3 ), 

P(a, ft) = ο. 

On aura donc, pour notre surface. 

^ ./■ = 11 [α, β, 0, v;A(Ô )], 

w . j'= η,Γ>, β> o,v-V(û)], 

' ;=IL[A,3,0,
V

'Â(ÎLJ, 

les II étant rationnelles en α, β, 0 et \A(0). 
Telles sont les expressions que Γ011 peut donner aux coordonnées 

d'un point quelconque de la surface; d'ailleurs, dans ces expressions, 
rien 11e nous autorise à supposer, comme dans le cas particulier du 
début, qu'à un point arbitraire de la surface ne correspond qu'un sys-
tème de valeurs de (α, β) et [θ, ^A(Û)]. 

Mais, après avoir obtenu les équations (u.), ou en partant a priori 
d'expressions de ce genre, il sera facile de décider si la surface corres-
pondante admet une infinité de transformations birationnelles avec 1111 
paramètre arbitraire. Remarquons d'abord que 0 et \/A(0) seront, par 
les équations (JJL), fonctions rationnelles des a?, y, ζ, α et β ; car, quand 
on a α et β, la courbe f sera déterminée; donc 0 et ^A(O) ont alors 
une valeur déterminée pour un point arbitraire de la courbe. 
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On peut maintenant supposer que Λ(0) a la forme normale; soil 
donc 

0 = su / et ν A (^ = C)1 / du1 ; 
on aura 

,v = H {ol, β, su/, eu/du/), 

>-== H,(a, β, sn/, en/dn/), 
3 = IL(a, β, su/, en/du/). 

Or la transformation biralionnelle proviendra, si elle existe, du chan-
gement de / en f -h //. h étant une constante arbitraire. 

Soit donc 

.ν — Ι1|α, β, su (/ -h Λ), cn(/ -+■ h) dn(/ -h /<) |. ... ; 

donc, puisque su / et cn/du / sont des fonctions rationnelles de ./·, y, j, 
α et β, on aura 

•c — 1* (α, β, ./·» ν. -, // ), 

y' = l\(a, β, ./·, γ, ν. Λ), 

3' = 1\,(α. β, χ. ι*, r, h ). 

les Ρ étant rationnelles en ./·, r, -, α et β. 
Si donc Α et β sont fonctions rationnelles de C, R, T. il M'Y aura 

aucun doute; y\ ζ' seront fonctions rationnelles de r, y. z. Ouand 
α et β sont seulement fonctions algébriques de .r, r, -, il faudra, en 
faisant la substitution, vérifier si r\ 3' sont rationnelles en ./·. v. 3. 

[II. - - ST* IL FACES lie (JE ML Ε ZKIIO ET IN. 

O. Nous allons maintenant rechercher les surfaces admet tant un 
groupe continu de transforma lions hirationnelles en elles-mêmes, sans 
nous inquiéter du genre de la surface?e (1). 

.l'emploie ici l'expression de groupe de transformai ions dans le même 

(') L'Iivpollièse que les transformations forment un groupe est essentielle, car 
011 pourrait avoir des transformations dépendant de paramètres arliilraires, 
et qui 11e formeraient pas un groupe de transformations. 
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sous qui? M. Soplius Lie, c'est-à-dire que les deux équations 

( ν'=ψ(.ί·,ι·,αη«3,...,ΛΓ), 
(M 

( ν'=ψ(.ί·,ι·,α
η

«
3
,...,Λ

Γ
), 

relatives aux variables indépendantes χ et jy, et contenant r para-
mètres a, définiront un groupe de transformations, si les substitutions 
(ι ) et 

| X — ^31 · · · < hj· )y (2) 
( = ψ A A b

r
), 

donnent, pour x" et y", en fonction de ,v et y, 

χ ο {.ι , c,, c2,..., c,·), 
y = , e, ,r

2
,..., e

r
), 

les r dépendant uniquement des a et des b. 
I léinon trous d'abord un leinine relatif à un groupe de transformations 

à deux paramètres, en supposant permutables les transformations de 
ce groupe. | Nous dirons, pour abréger, qu'un tel groupe est permu-
table (1 ^.| 

Keprésenlons ce groupe par 

•/;'= ?C''V>an «a )> 
y = ψ(.£·,Λ\ a1, a2) 

Nous pouvons de ces deux relations et des deux suivantes 

<
h

'=%'
u
·+%><>'· 

''-
γ
'
=

%'
1χ+

%'
ι
>' 

(!) Je me sers de cette locution pour éviter une périphrase; aucune confusion 
n'est à craindre ici avec une locution analogue employée dans la théorie des sub-
stitutions. 
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éliminer a, et a., ; je dis que le résultat de Vêli)m'nation peut se mettre 
sous la forme 

( * > 
V (./·, y)dr -h Q (.r, y)dy — Ρ (./■'. y')d.e' +- Q y')dy\ 

P, (·*', y) de -h Q, (./·, y)dy = P, (x, y')d.r' -h Q, (y')dy'. 

Pour démontrer cc théorème, nous supposerons connues les proposi-
tions générales données par M. Lie sur les groupes de transformations. 
Soienl 

ο./.· = \, (.c, y) ci, ex = \
2

 ( ./·, ι ) et. 

cy = Y, (./·, r) o/, cy = Ya ( jc, y) et 

les doux, transformations infinitésimales linéairement indépendantes du 
groupe. 

Ces deux Iransformalions inlinilésimales formant ιιιι groupe dont les 
substitutions son! perm niables, nous avons entre les Y et les V les deux 
identités 

<h 
,\,(X

S
)-A

I
<\,) = <.. 

Λ,(Υ4)-Λ,(Ύ,) = », 
en posant 

A1(F) = X1dF + Y1dF, 

A2 (F) = X2 dF + Y2 dF. 

( ada posé, avec les deux transformations infinitésimales précédentes, 
on obtiendra les équations finies du groupe, en considérant le système 
d'équations différentielles ordinaires où λ, et λ., sont des constantes 
arbitraires 

( I) 
^ λ, X, ! X·;) , 

% =λ,Υ, + λ
2
Υ

2
. 

< >n tire de là, par l'intégration, 

x1 = Q[xΙθΛ'θ»Χ| if Λ»)ί ^«131» 

γ— Ψ f Ύ»?ΥΟ> ΟΛ(> — t0)], 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 2ID 

ou formant l'intégrale, qui pour l — /„ donne 

χ — X01 

y =y o· 
Si l'on pose alors 

Y1(t — t0) = a1, Y2(t — t0) = a2, 

le groupe peut s'écrire 

» « 

·'·'=?(·'·. y, «.,«*)> 

y=,Kri y,«n"j)· 

Mais les équations (3) donnent, en remplaçant λ, r/J par da
x
 et X

2
df 

par da.
t> 

clx = \, dax -+- \.,da.
i} 

dy=Y
x
da

x
-+-Y2dai. 

( )n en tire 
da

x
 = Ρ de h- Q dx, 

da
2
 = P, d.v -+- Q, dv. 

les Ρ et Q étant des fonctions de χ et y. Or les relations (β) montrent 
que 

Ρ de -t- Q dy et P
4 de Q, dy 

sont des différentielles totales exactes, comme le prouve un calcul facile. 
Par suite, le groupe donné par les équations (4) peut se mettre sous la 
forme 

.«'.y 
a
t
= Ι Ρ de -t- Q dy, 

* .r,y 
x2, y2 

a2= Ι Ρ1 de -t- Q dy, 
x, y 

Nous avons donc bien, entre (#,y) et (x\ y') la relation (a) écrite 
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 28 
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plus haut, 

I' (■'·, y) dx h- Q (X, y) dy = I» Y') de'-y Q (x', y') dy\ 
l\(x,y)dx + y)''y = l\(x\y)dx'+Q,(x',y')dy. 

β. Ce lemmc établi, supposons que nous ayons une surface qui se 
transforme en elle-même pour une infinité de substitutions biration-
nelles, formant un groupe permutable à deux paramètres. Soit 
/'(./·, y, z) = ο l'équation de la surface et soit 

X — Fi "'ι Μ·ί)ι 

)' == ^sC4') J') ~'ia1, a2) 

ζ = Ι4
3

(.<,·, y, ζ, α
η

 α»} 

celte sul)slilulion supposée hirationnclle. Il n'y a, en réalité, que 
deux variables indépendantes; nous pouvons donc appliquer le lemine. 
Les substitutions infinitésimales seront évidemment rationnelles en x. 
y et z. Les relations, entre (χ. y, z) et (x', yz') pourront donc 
s'écrire sous la forme différentielle adoptée dans le paragraphe précé-
dent, 

l> (^y,s)di: + Q (x,y,z)dy=V (x'
y
y',z')dx'+i) (./·',/, z')dy\ 

P1(x,yz)dx -+- z) dy = 1 fx
 1
y , z ) dx -h Q fx ,y , z )dy . 

les Ρ et Q étant ici rationnels en y et z. 
Nous aurons donc 

f Ρ dx -f- Q dy = f Ρ dx -f- Ο dy. 

f Ρ dx -f- Q dy = f Ρ dx -f- Ο dy. 

les limites inférieures étant deux points arbitraires (α, β, γ) el 
(«*> β', γ')· 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 217 

Or à un système de valeurs des seconds membres, pour une valeur 
donnée de (>c',y\ z'), ne correspond qu'un système de valeurs de 
(x,y,z). 

Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Les équations 

J Ρ dx -h Q dy = u, 

/Λ y* ^ 

P
t
dx-+- Q

t
dy = Ρ 

donnent pour v,yct z des fonctions uniformes de u et c. 
Ainsi les coordonnées d'un point quelconque or, y, ζ de la surface 

s exprimeront par des fonctions uniformes de u et P, provenant de l'in-
version d'intégrales de différentielles totales attachées à la surface ('). 

7. Après ce cas particulier, nous devons examiner le cas général 
d'une surface, admettant une infinité de transformations birationnellcs 
formant un groupe à un nombre quelconque de paramètres. 

Le groupe étant d'ordre fini, il y a nécessairement dans ce groupe 
1111 sous-groupe à un paramètre (voir LIE, Math. Annalen, t. 16, 

p. '|(>3 )> et, d'après Lie, un tel sous-groupe à un paramètre peut être 
obtenu de la manière suivante. On prendra une substitution infinité-
simale quelconque du groupe primitif, 

le = X (.4?, y, z) £/, ty = Y (x, y, z) It, Ss = Z(.r, y, z) Sf, 

Y, Y et Z étant bien évidemment ici des fonctions rationnelles de &·, 
y (,i -· 

Ces trois équations reviennent d'ailleurs à deux, comme toutes celles 
que je vais écrire, puisque S(.r, y, z) = o, en désignant par S = ο 
l'équation de la surface. 

(l) J'ai énoncé le théorème précédent (Comptes rendus, octobre 1886), sans 
préciser la façon dont je supposais implicitement que figuraient les paramètres a, 
et at

 dans la transformation birationnelle. Dans le même numéro des Comptes 
rendus, M. Poincaré a nettement indiqué le profit que l'on pouvait tirer, dans 
cette question, de la notion de groupes de transformations. 
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Los équations 

777 = ΜΛΌ'» -)> 

7/7 = Y (·'·'» Xt z)i 777 — ̂ (r> -)» 

donneront par l'intégration 

i ·*' = /(*., JKo5 -"0? ^ A»)? 

( Ι X == V ' 'o)> 

! - = ψ(·7Λθ ' 'θ)» 

y0, 3
0
 étant les valeurs initiales pour / = /„; el Ton a le groupe à un 

seul paramètre a 
>''=Α·ν,Χ, -? a\ 

/ = ?(-v>X> z> a)> 
·* =Ψ(·'·Ό*> -*y tl)î 

/", ç», ψ seront rationnelles en x% y, -, puisque ce groupe est un sous-
groupe contenu clans le groupe initial. 

Mais revenons au système 

<Λ) 'i, = M·'■'/'s). % = Y(·'''s>) s = Z(j'' ·>'·* >s 

son intégrale général·; devra être une fonction uniforme de /; car, en 
changeant dans y, 3, l en t + h, .r, y, 3deviennent .c',y'. 3' et l'on 
a, d'après les equations (l), 

·'*'=/(·''> r, -, H 

y' — ?(·*·, r, Λ)> 
-'=ΨΟ, v, 3, A). 

Donc, d'après un mode de raisonnement fréquemment employé, par 
exemple dans la théorie des fonctions abéliennes, les fonctions pour-
ront s'étendre d'une manière uniforme de proche en proche, et, par 
suite, rinlégrale générale du système (A) est fonction uniforme de /. 
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\ous venons de voir que, #, y, 5 désignant une solution quelconque 
du système (A), 

0) f(x> s> h)y ?(*> y y z> h)i Ψ(*> Y y zy Λ)· 

donnera encore une solution de ce système. Les /, φ, ψ sont des fonc-
tions rationnelles parfaitement déterminées en x, y et z. 

Cela posé, écrivons ces fonctions rationnelles en mettant pour coef-
ficients des lettres indéterminées, soit 

F(·*» y y z)y Φ(α·,/, y, J). 

Ecrivons que, r, y, J désignant une solution de (A), ces trois fonc-
tions satisfont au système (A). 

Divers cas pourront se présenter : 
i° Il peut rester un arbitraire parmi les coefficients, quelle que soil 

la solution (χ, ν, z). Donc, dans F, Φ, Vies coefficients s'expriment 
en fonctions rationnelles de deux quantités liées par une relation algé-
brique; il en résulte que dans/, 9, ψ les coefficients, qui sont des loue-
lions uniformes de Λ, seront des fonctions doublement périodiques de h 
(ou dégénérescences). 

On a, dans ce cas, sur la surface, un faisceau de couches de genre 
zéro ou un. 

y." Il reste deux arbitraires. Ecrivons alors 

χ — Ε («c, y, ζ, α, β), 

/= ΦΟ> r, ζ, χ, β), 

ζ' = ψ(.ι·,χ, ζ, a, β). 

On peut dire que l'on a là l'intégrale générale du système (A). 
Deux cas peuvent d'ailleurs se présenter ici, suivant que ces équalions 
définissent ou 11011 un groupe de transformations birationnelles à deux 
paramètres. Plaçons-nous d'abord dans le cas de la négative. 

I. Prenons 

F(x\ y, ζ, α, β), Φ(χ, y, ζ, a, β), 
el 

Ε (./.·, y, 3, α,, β, ), Φ(χ,y, ζ, a,, β,), . 
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α, β et α
(
, β, ayant des valeurs arbitraires. Si Ton forme 

( i) F[F(*,y, 3, α, β), Φ, V, a,, β,], ..., 

«ΜΙ aura nécessairement une solution de (A). Elle devra donc rentrer 
dans le type 

(2) FO,7> -, «a, β,), ···, 

*3 cl β
2
 ne dépendant pas de t. Mais, par hypothèse, la substitution ne 

définit pas un groupe de transformations ; par conséquent 011 ne pourra 
pas déterminer α

2
, β

2
 en fonction de α,, β, et a, β, de manière que (1) 

et (2) coïncident pour tout point (x,y, 3) de la surface S. En éga-
lant (1) à (2), on aura donc nécessairement une relation algébrique 
entre r, y, 3, et les constantes a

2
 et β

2
 dépendront do la solution par-

ticulière r, y
y
 ζ que l'on considère. 

Il y aura donc dans ce cas entre x
f
 y y ζ une relation algébrique, 

variable d'une intégrale à l'autre, et distincte bien entendu de 

SO, y, :) = o. 

Ces fonctions de t seront donc encore des fonctions doublement pé-
riodiques (ou dégénérescences). Considérant une intégrale particulière 
./·, ν, 3, l'intégrale générale x\ y', z' s'obtiendra par les formules pré-
cédentes. On a donc encore sur la surface un réseau de courbes du 
genre zéro ou un. 

Nous désignerons par le cas D tous les cas où il y a un réseau de 
courbes de genre zéro ou un sur la surface. 

11. Il nous reste à examiner le cas où nous avons un groupe de trans-
formations à deux paramètres, «, β, donné parles expressions F, Φ, V. 

Je dis que dans ce cas le groupe sera permutable. 
Les paramètres peuvent évidemment être tellement choisis que l'un 

soit h ; nous écrirons donc le groupe 

x'=F(.r,y, ζ,/iy a), 

y'=Hj'iy^ a)> 
3' =ζψ(χ, y 

y 3, h y a), 
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et, d'après tout ce qui précède, χ, y, ζ désignant une intégrale quel-
conque du système, 

dt ~~ 5)> itt ~~ r)> dt ~~ r^('v> y*5)' 

les formules précédentes donneront l'intégrale générale de ce système. 
La substitution infinitésimale, correspondant à la variation S// de //. 
sera 

S./; = X(ur, y, ζ) β/#, Sy = Y (.τ, y, 3) SA, S;; = Ζ(λ·, y, j) SA. 

Nous aurons donc établi que le groupe est permutable, si nous 
établissons le théorème suivant : Étant donné le système d'équations 
différentielles 

dt ~~ y)' dt ~~ y}* 

où Xct Y sont des fondions quelconques de χ cl y, si ce système 
admet un groupe de transformations à deux paramètres 

x'= V(xfy, A, A), 
y' = φ(Λ·, y, h, A), 

///>e ί/c'.y substitutions infinitésimales étant 

( 1) S.e = X(./.·, y) SA, Sy = Y(x, y) SA, 

le groupe sera nécessairement permutable. 
(l'est ce qu'il est aisé d'établir comme il suit. Représentons par 

(2) lc= X, (JE?, y) SA·, Sy = Y, (a\ y) SA·, 

la seconde substitution infinitésimale; (1) et (2) formant un groupe. 
011 a, d'après les principes de M. Lie, 

(3) 
X1 dX + Y1dX — XdX1 — YdX1 = xX1 + BX, 

χ·£-»-γ.?-χ$-γ$=«γ.+βγ. 

α et β étant des constantes. 
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Mais nous devons écrire, d'autre part, que le système d'équations 
différentielles admet ce groupe. Nous devons donc avoir 

s λ = a? °-c + Ty v-

Substituons aux δ leurs valeurs correspondant à la seconde substi-
l ution ; il viendra 

k(X1 x X+
Y)=®x'îA+lv'iA 

OU 

γ dX γ dX γ dXj __ γ dV, __ . • à.c 1 ày dx de ' 

pareillement, la seconde équation donnerait 

<*> + T,-Xlû·-^ 7f = "■ 

Les équations (3) et (4) montrent que α = β = ο, ce qui revient à 
dire, connue on sait, que le groupe est permutable. 

Ainsi notre surface S admet {sauf le cas I)) un groupe permu-
table de transformations hirationneU.es. 

\ous sommes donc ramené à la conclusion du n" 6. 
Nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui résume cet alinéa : 

Si une surfacc algébrique S admet un groupe fini de transfor-
mations birationnellcs à un nombre quelconque de paramètres, 
deux cas peuvent se présenter : 

i° Il y a sur la surface un faisceau de courbes algébriques du 
genre zéro ou un. 

2° Les coordonnées d'un point quelconque de la surface peuvent 
s'exprimer par des fonctions uniformes de deux paramètres u et c, 
au moyen de l'inversion de deux intégrales de différentielles totales 
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attachées à la surface, soit 

J Ρ de -ι- Q dy — u, 

J V,dj: + Q,dy = c, 

/e.<? Ρ e/ Q Γ/β/// rationnelles en χ, y, 
Dans ce dernier cas, le genre de la surface sera nécessairement zéro 

ou un; dans le premier cas, le genre peut être quelconque. L'étude 
complete de ce premier cas a été faite dans l'alinéa précédent, en sup-
posant que le genre de la surface soit supérieur à l'unité. 

IV. — SURFACES RENTRANT DANS LA SECONDE CATÉGORIE ; 

CAS OU LES INTÉGRALES ONT QUATRE PÉRIODES. 

S. Nous allons nous occuper maintenant des surfaces de la seconde 
catégorie, c'est-à-dire des surfaces pour lesquelles il existe deux inté-
grales de différentielles totales 

ÇVdx^-Qdy et J Ρ
t
dv -h Q

t
d.y, 

telles que les équations 

Ρ dx -h Q dy -- du, 
P. dx Q, dy — dv, 

donnent pour x, y et ζ des fonctions uniformes de u et c. 

9. Nous rencontrons tout d'abord, comme surfaces de ce type, 
celles pour lesquelles les équations précédentes donnent χ, y, ζ fonc-
tions uniformes quadruplcment périodiques de u et e. J'ai étudié ces 
surfaces dans un autre travail ; je rappelle brièvement les résultats que 
j'ai obtenus et j'y ajoute quelques remarques qui me paraissent très 
importantes. 

Tout d'abord la surface doit être du genre un. 
Journ. de Math. ($· série), tome V. — Fasc. II, 1889. 29 
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Ensuite elle doit posséder deux intégrales de première espèce linéai-
rement indépendantes, soit 

j ' Β ri.r — A dy ^ J B, d.r — A, dy 

Soit de plus R(/,y, ζ) la surface d'ordre (m — 4), adjointe à la 
surface/ de degré m. Cette surface R = o coupe, en dehors des lignes 
multiples, la surface / suivant une certaine courbe Γ. J'ai ajouté aux 
conditions précédentes la condition que la courbe Γ soit unicursaie, cl 
que celte courbe satisfasse à l'équation différentielle 

ïïdx — A dy = o, 

ce qui entraînera d'ailleurs immédiatement 13,ié.c — A,dy — o. 
Or M. \œtlicr a fait la remarque que la courbe Γ est nécessairement 

unicursaie, ce n'est même qu'un cas particulier d'une proposition 
donnée il y a longtemps par cet eminent géomètre, d'après laquelle 
une courbe « ausgezrichnetc » tracée sur la surface, c'est-à-dire une 
courbe par laquelle passent toutes les adjointes d'ordre (w — \ ), est 
nécessairement unicursaie. Mais, dans le cas où le genre est un, il n'y a 
qu'une adjointe d'ordre (m — t) pnr suite, la courbe Γ peut être 
considérée comme une courbe « aus^ezeiclinrie ». Cs 

Une fois que Ton sait que la courbe l'est unicursaie, il est bien facile 
de voir qu'elle doit satisfaire à l'équation 

b dx — A dy = o. 

Substituons, en effet, dans l'intégrale 

rftdjc — A dy J—7Γ-^· 

à la place de .r, yet r, leurs expressions en fondions rationnelles d'un 
paramètre, qui correspondent à la courbe Γ; il faudra que l'élément soit 

identiquement nul, sinon on aurait une intégrale de fraction ration-
nelle qui devrait toujours rester finie, ce qui est impossible. 

Si la courbe Γ se compose de plusieurs courbes irréductibles, 
ces différentes courbes seront unicursales ; nous les appellerons les 
courbes Γ. 
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Ainsi, les conditions nécessaires et suffisantes se réduisent aux deux 
conditions d'abord énoncées, et les équations 

fx, y, z Bdx — Ady = u, fx, y, z B1dx — A1dy= v, 

donnent pour x, y, ζ des fonctions uniformes quadruplement pério-
diques de u et e. 

Nous ajouterons que, quand (.τ,/, s) est située sur une courbe Γ, 
η et c ont, sur chacune de ces courbes, une valeur constante. Appelons 
(«, b) ces différents points qui sont manifestement des points d'indé-
termination pour les fondions χ, y, ζ de u et c. 

Nous venons de dire que, si une surface était de genre un et possé-
dait deux intégrales distinctes de première espèce, les deux équations 

0) 

x, y, z 
f p dx + Q dy = u — u0, 

•*V V„, Î„ 

x, y, z 
f P1dx + Q1dy = v — v. 

€ Αϋιz0 

donnent pour χ, y et ζ des fonctions uniformes de u et v. 
Rn réalité, si l'on veut être entièrement rigoureux, ce n'est pas tout 

à fait ce résultat qui se trouve établi, mais cet autre dans l'énoncé du-
quel j'emploie une locution dont je ferai souvent usage dans le Cha-
pitre V : x,y, ζ sont des fonctions de u et ν à apparence uniforme. 

Il est aisé de compléter la démonstration et de montrer que, sous les 
conditions indiquées, les équations (i) définissent des fonctions uni-
formes de u et c, pour tout l'ensemble des systèmes de valeurs finies 
de u et v. 

Considérons, en effet, la surface 

f{x,y,z) = ο 

et en même temps le continuum fermé à quatre dimensions, que nous 
lui avons fait correspondre uniformément dans le second Chapitre; et 
concevons tracées dans ce continuum les coupures à trois dimensions 
correspondant à la connexité du troisième ordre (ou du premier, ce 
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qui est identique). Quand (x, y, z) décrit la surface sans franchir les 
coupures, les variables u et ν données par les équations (i) décrivent 
Γ intérieur d'un certain polyèdre P, limité manifestement par des 
faces qui se correspondent respectivement par des substitutions de la 
forme 

(u, r, tf 4- ω, r ω,), 

ω et ω, étant des périodes des intégrales. D'ailleurs, ce polyèdre peut, 
a priori, se recouvrir lui-même en totalité ou en partie. 

Considérons maintenant un chemin C allant de (#
0

, e
0
) à lin autre 

système quelconque de valeurs des variables (M,, R, ). Le point ( u
t)

, C„) 

est à l'intérieur du polyèdre P; si le point (f/
n
 e

t
) est à l'intérieur de 

ce même polyèdre, nous aurons en arrivant en (y/,, c,) parle chemin 
indiqué une valeur déterminée pour (.r,y, z). Si, au contraire, le 
point (//,, e

(
) est à l'extérieur de P, le chemin C sortira du polyèdre 

par une certaine face, et l'on construira le polyèdre limitrophe, et l'on 
continuera ainsi de suite. Arrivera-t-on certainement en («,, r, ) après 
avoir construit un nombre fini de polyèdres? C'est ce que l'on démon-
trera en raisonnant absolument comme M. Poincaré, dans son Mé-
moire sur les groupes fuchsiens, et même ici nous sommes dans des 
circonstances singulièrement plus faciles, pouvant raisonner sur la lon-
gueur de l'arc au sens habituel du mot, et toutes les substitutions à 
considérer étant nécessairement paraboliques. 

Nous sommes donc assuré qu'en partant de (//„, c
0
) et allant, par un 

chemin déterminé, jusqu'en un point arbitraire (//,, c,), les fonctions 
' x,y, z) se trouvent déterminées; ou, en d'autres termes, il n'y a cer-
tainement pas de limites au domaine des deux variables indépen-
dantes u et c. 

Ce point acquis, la démonstration s'achève aisément. Deux chemins 
quelconques, partant de (?/

0
, c0

) pour aboutir en («,, c,), doivent con-
duire à la même valeur ; en effet, deux chemins infiniment voisins con-
duisent d'abord à la même valeur, puisqu'ils traversent la même suite 
de polyèdres, et, d'autre part, comme il n'existe par hypothèse aucun 
système de valeurs de « et c dans le voisinage duquel les fonctions 
cessent d'être uniformes, on ne pourra rencontrer pendant la défor-
mation du chemin aucune ligne de ramification. 
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Kn définitive, χ, y, ζ sont bien des fonctions uniformes de u et ν 
dans tout le domaine des variables complexes illimitées u et c. 

10. On sait former les intégrales de première espèce: nous pouvons 
donc supposer que nous avons les deux équations 

Bdx — Ady = du, 

B1dx — A1dy = dv, 

dont 011 sait qu'elles donnent pour x, y et ζ des fonctions uniformes 
quadruplerncnt périodiques de u et v. 

./·, y, ζ peuvent s'exprimer par des quotients de fonctions entières 
de u et e, que nous pouvons supposer réduites au même dénominateur 

x = G1(u, v), y=G2(u, v), z=G3(u, v), 

on pourra dire que l'intégration des équations précédentes est faite 
elVeclivement si l'on peut former les séries entières (J, c'est-à-dire si 
Γ011 peut former un système d'équations différentielles permettant de 
calculer de proche en proche les coefficients de ces fonctions entières 
<le u et v. 

Nous nous appuierons sur ce théorème que les fonctions (ί peinent 
être regardées comme appartenant à la classe des fonctions θ de deux 
variables; je veux dire que pour un quelconque des systèmes de pé-
riodes ω et ω' on aura 

G(« -+- ω, ν -h ω') = eau+by+*G(u> c), 

rt, b, c étant des constantes. Ce théorème n'est autre chose que le théo-
rème jadis énoncé par Riemann, et dont nous avons, M. Poincaré et 
moi, donné une démonstration, il y a quelques années, que les fonc-
tions quadruplement périodiques peuvent s'exprimer à l'aide des 
fonctions Θ('). 

(') Comptes rendus, deuxième semestre 1884. 
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Mais, avant de traiter la question précédente, il ne sera pas inutile 
d'appliquer la méthode dont je veux faire usage au cas beaucoup 
plus simple d'une courbe algébrique de genre un 

f(x,y) — ο (degré m). 

Si Q(j?,,y) est le polynôme adjoint d'ordre m — 3, l'équation don-
nant χ en fonction doublement périodique d'un paramètre u sera 

Q(x,y)dx fx = du 

Montrons comment, en posant 

c = G1 G (u) (u) 

<i et («, étant des fonctions lioloniorpliesde«dans lout le plan, appar-
tenant à la classe des fonctions Θ, on pourra obtenir deux équations 
donnant G et (i,. 

Si l'on pose 

G'(«) _ \ ( \ G(«) ~ ( 

on aura 
Λ(« -(— (»> ) — k(«) H— «, 

λ(// -h ω ) — λ(//) -h b, 

ω et ω' étant les deux périodes, a et b deux constantes. 
Donc λ(«) sera une intégrale de seconde espèce de la courbe/. Or, 

ici, celle intégrale ne deviendra infinie que pour χ — χ; on aura donc 

X(„)
=

 f*S£ig<£, 

P(.r,y) étant un polynôme de degré (m — ι). Il nous faut déterminer 

le polynôme P. \ous aurons d'abord m(nl~ conditions exprimant 

que la courbe Ρ = ο passe par les points doubles de /, puis nous de-
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vous écrire que clans 
Ρ (xty) 

S'y 

le développement suivant les puissances descendantes de χ (pour 4 

très grand) ne contient pas de terme en condition pour que l'in-
légralo\(n) soit de seconde espèce. 

On aura ainsi (m — i) conditions (non pas m, parce que, la somme 
dos résidus devant être nulle, il suffit d'écrire la condition pour m — ι 
dos branches à l'infini). De plus, la fonction G(M) ou 

h iu du c'est-à-dire e P Q (xn) du 

est uniforme. 
Or soit, pour une quelconque des branches de la courbe à l'infini, le 

développement pour χ très grand 

/ -1—T,-— — Λ .Γ -μ H H 1- ..., 
on aura 

J\(u)du = j (^Ax -t- H 7! -+- · · du, 

et cette intégrale doit, pour la valeur de «correspondant à χ = ac, avoir 
un résidu égal à l'uni té. 

Il suffit de prendre 

Af.cdu ou Λ' 

«font le résidu, pour χ = χ, est de suite calculé, soit pour une des 
branches à l'infini 

Q(x,y)x fx =x x + B x2 

donc la partie devenant infinie dans ^X(u)du sera Aa logic. 

On devra par conséquent avoir Aa = — 1, et l'on aura m relations 
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analogues. Nous avons donc en tout 

m ( m — 3 ) m (m -H 0 h m — ι -f- m ou — ι 

équations pour déterminer le polynôme Ρ d'ordre;;? — i. Or le nombre 

des coefficients entrant dans ce polynôme est ; il restera donc 

une arbitraire, ce qui a priori devait être, puisque les polynômes (« 
sont seulement détermines à un facteur près de la forme ea"i+l*"+-Y, et par 
suite λ(«) à une expression additive près de la forme 2 a// β. 

Nous connaissons donc le polynôme P(.r,y), et nous pouvons écrire 

,■ rt*logG Ρ(.τ, v) Ο du* ~ Q(.r,r)' 

puis(|ue l'on a 
gG Ρ(.τ, v) Ο du* ~ Q(.r,r)' 

J/équation (ι) avec 

T~ — ΤΤΗ Λ ' ()U ·*' — W > 

donne les deux équations auxquelles doivent satisfaire (« et (i, fonc-
tions entières de u. 

11. Nous allons voir que l'on peut suivre une voie analogue pour 
/intégration des équations 

B dx-Ady z = du, B1 dx - A1dy fz = dv 

11 s'agit de former quatre équations pour avoir les fonctions ( ί entières 
eu u et r. 

.l'envisage la fonction logG(w,e); elle peut se mettre sous la forme 

f \(uyv)du -f- p.(//, e) ;/r, 
t. 

λ et u étant des fonctions uniformes de u et e. 
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Kn posant 
dG dG 

Y = du, u = dv, 

ilonc 

k(^U -+- (0, V H- W ) — k(^lt, i -' ) H- G 

JX(// -H ω, R 4- ω') = UL(M, Γ) -H & 
(α, étant <lcs constantes), 

•ui désignant par (ω, ω') un système de périodes. 
Par conséquent, λ et u. sont des intégrales de différentielles totales 

attachées à la surface/(x,y,ζ) = o. 
IV plus, ce sont des intégrales de seconda espère, car (dies ne peu-

vent avoir aucun infini de nature logarithmique. 
Pour quelles valeurs de (.r,y, r)les intégrales de seconde espèce λ et 

α deviendront-elles infinies? Ce sera évidemment pour les valeurs de 
<, v,z) correspondant à 

WW = o; 

or, pour toute valeur de a et c, satisfaisant à cette relation et diffé-
rente des valeurs (a,b) d'indétermination (fin du n° 9), une au moins 
des quantités .r, y sera infinie; d'autre part, les valeurs (a, b) corres-
pondent aux courbes Γ. Par conséquent, λ et u. ne deviendront infinies 
que quand le point (,ν,ν,ζ) sera à l'infini ou sur nue courbe Γ. On en 
eonclut (lue 

Y(u, v) = fPdr + Qdy, 

u(u, v) = fP1dx + Q1dv, 

les Ρ el Q étant des polynômes en x,y,z\ Il ne figure qu'au carré au 
dénominateur, car les courbes Γ sont des courbes polaires simples. 

Comme, d'autre part, en employant les coordonnées homogènes ./·, 
y, ζ, l, la courbe l = ο est aussi une courbe polaire simple, on en con-
clut (pie Ρ sera de degré m -h i{m — f\) ou 3m — 8 en ./·, γ, ζ et de 
degré 3 m — q en / et:; pareillement Q sera de degré 3 w — 8, en x, 
y, ζ cl de degré 3 m — q en y et z. 

.\ous chercherons donc les intégrales de seconde espèce linéairement 
Journ. (le Math. ( p série), lump V. — Faso. II. i8S<). 3o 
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indépendantes; les degrés étant limités, il n'y aura nécessairement qu'un 
nombre limité de telles intégrales, et l'on devra pouvoiren trouver deux 
λ et a., telles que 

"λ du -h tj.dv 

soit une différentielle exacte, ou encore 

λ,ί/.r 4- ρ-,ί/χ, 
en posant 

. Βλ — Χμ Β, λ— Λ, α fz fz 

Il faut écrire maintenant que, dans 

ÇXylx -t- a, dy, 

la période polaire correspondant à la courbe à lintini / — «> et aux 
courbes Γ est égale à 'ir.i. 

Tous ces calculs peuvent être effectués et Ton peut ainsi obtenir sous 
tonnes d'intégrales de différentielles totales les expressions λ( //. ι ) el 
p.(//,r); écrivons done 

d logii ( //, c) = λ du h- uu/c. 

et, par conséquent, on aura 

S = logG,Gi,Ga,G,.b 

S = 'KG,G
i
,G

a
,G,.b 

° = '/.(G, G,, G,,G), 

ο, ψ et γ étant des fonctions rationnelles connues de jl\ y, ζ ou, ce qui 
revient au même, des fonctions homogènes de degré zéro eu ( î, ( ί,, (j.,. 
<ί

3
. D'ailleurs on tire des équations différentielles 

«• = ^ + b(G,(Î„ (;„(/,). G1 G2 G3 

«• = ̂  + b(G,(Î„ (;„(/,). 
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A et Β étant encore des fonctions rationnelles connues, analogues à o, 
ψ, y et deux autres équations analogues relatives à 

log G2 du et logG dv 

On aura ainsi un système d'équations, qui déterminent les fonc-
tions C, G,, (t

2
 et Ci.,, fonctions holomorphcs de u et ρ pour toutes les 

valeurs finies de ces variables. 
< )n voit donc, sans approfondir davantage la question, comment des 

deux équations initiales on pourra tirer des équations donnant les 
numérateurs et le dénominateur de x, y et z. Ainsi se trouve réalisée, 
par la considération des différentielles totales de seconde espèce, la 
formation de ces équations, que M. VVeierstrass annonce sans détail 
avoir prises comme point de départ d'une de ses méthodes d'inversion, 
au moins dans le cas des intégrales hypcrelliptiques (.Journal de C relie, 
I. M, p. 297 : Théorie des fonctions abcliennes). 

Y.— CAS OU LES INTÉGRALES ONT TROIS PÉRIODES. 

12. Nous venons d'étudier les surfaces pour lesquelles les coordon-
nées d'un point quelconque s'expriment par des fonctions quadruple-
nient périodiques de deux paramètres. Mais les surfaces précédentes 11e 
sont évidemment pas les seules rentrant dans la seconde catégorie, c'est-
à-dire pour lesquelles on pourra par l'inversion de deux intégrales con-
venables 

I V dx -h Q dy --- u 

f [\dx-h()
{
dy = v, 

tirer x, y, ζ en fonctions uniformes de u et c. 
C'est de ces dégénérescences que nous allons maintenant nous occu-

per. Le premier cas à examiner est celui où#, y, z, donnés par les équa-
tions précédentes, seraient des fonctions triplement périodiques de 
u et c. 

On peut remarquer d'abord que la surface sera nécessairement 
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de genre zéro, car autrement on aurait une intégrale double 

ÇJ-^ 

restant toujours finie; or celle-ci peut s'écrire 

Ι f F(u,K')cfudi\ 

F(i/,c) étant une fonction uniforme, triplenienl périodique de // el w 
Or une telle fonction ne peut être une fonction entière de u et c; l'inté-
grale ne pent done rester toujours finie. 

15. , Vvant d'aller plus loin, arrélons-nous sur quelques surfaces 
particulières pour lesquelles les coordonnées./·,^, ζ d'un point quel-
conque s'exprimeront, comme il vient d'être dit, par des fonctions 
triplement périodiques. Lu premier exemple nous sera fourni par le 
système bien connu, considéré par Uosenhain; je le prends sous la 
forme que lui ont donnée liriol et Houquet, dans leur Théorie des 
fondions elliptiques (p. 001). 

En posant 
\u = \ ( ι — u- ) ( ι — /» - n- ), 

les deux équations 

du Au + dv Ac = dx 

I A'sX(o)).'(rt)ns"l du Γ [a) A - λ (r/)  .'(<7) r* j rf\· . | h(a) 1 — Ai\-(a)ui | A// f 1 — A - (//) t*2 | Ar 

définissent deux fonctions u et ede c et y, et les deux fonctions -
et M2C- sont des fonctions uniformes de ces variables. Ces fondions 
sont triplement périodiques, et l'on a le tableau suivant de périodes 
conjuguées : 

Pour ω. o, tu 

Pour y o zi 3 wai 

Les fonctions peuvent être obtenues à l'aide des fonctions 0 d'une 
variable, elles sont de plus fractions rationnelles de e,s-vj» 
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Ces résultats rappelés, je poserai 

u2 = Γ, r2 = V ; 

les équations précédentes deviennent, en remplaçant χ et y par ~ ely 2 

yY (T—~U) (Γ— A·* U ) + 7v(f^V)7r=T»V) ~iJ' dV rfV _(li; 

Γ _ (β) /r-l(a)V(a)\Jl d\) _ , L « («) 1 - Ρ λ' (") 1τ .1 y'U ( ι - UK ι "k* Û) " * } ' 

qui donnent pour U 4- V et UV des fonctions uniformes, triplement 
périodiques de χ et^; le Tableau des périodes étant ici 

ιιω ο 2(ί)', 

o 2hi 4iiai w 

à un système de valeurs de 

Γ, y l(r — Lr)(T-A-Hï), V, ^V(r-V)0_~*>V) 

ne correspondra qu'un seul système de valeurs de χ et y, aux périodes 
près. 

Considérons maintenant les équations 

Y = U 4- Y, 

Y = UV, 

Ζ = sjiTiϋ)~(Γ-Τ2 U) 4- \Ι\(Γ-\)(Γ^Ίΐ-\) ; 

elles définissent une certaine surface F(X, Y, Z) = o. 
A un point arbitraire de cette surface correspond un système de 

valeurs de l et V, et des déterminations parfaitement déterminées des 
deux radicaux 

\/U(i — U)(i — A2 U ), y \ (i — Y)( « — A·2 V), 

par conséquent, à un point arbitraire de la surface F correspond 
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η η.seul système de râleurs de χ el y, aux périodes près. De plus Y, 
Y, Ζ sont des fonctions uniformes triplement périodiques de χ 

fl }
' χ et y s'expriment par des intégrales de différentielles totales; on a 

/I* <l\ + Î/Y = ./■, 

/I* <l\ + Î/Y = ./■, 

les F et Q étant rationnelles en Y, ^, Z. De plus, la première de ces 
intégrales sera de première espèce; ainsi la surface F possède une in-
tégrale de première espèce. 

Faisons .r= const., nous aurons sur la surface une famille de 
courbes; cette famille sera algébrique, car elle sera donnée par l'équa-
tion «Γ Filler 

dU dV v'tûi — i'jrr^/r-V) \t\( 1 — νΤί Γ— /'-V) -

dont l'intégrale est 

ν ν l ( ' "" ^ ^ (' — /< J V ) -f- ^\ ( 1 — U ) ( 1 — k1 U )= const 

Celte famille de courbes sera du genre zéro, puisque Y, Y, Ζ sont 
des fonctions rationnelles de e*. 

Fn remplaçant dans (1) U et V par leurs valeurs en Y, Y, Z, après 
avoir élevé au carré, on a de suite 

/ . k- -+- ( 1 -+- k2 — /»'2 \ ) ( \2 — \Λ) - ( I — k-\ )-

Cherchons rintersection du réseau de surfaces qui précède avec F. 
Ce réseau coupe F suivant une courbe qui a pour projection sur le 
plan des xy la courbe du quatrième degré 

xa(,- A2 Y y -h 2 A( ι - A2 Y y [( i-t- A 2 ) 2 Y - Y - A2 XY J 
•+-(Y2-/»Y)Ci -A2Y)2 = O; 
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ίΓοίι d'abord 

1 — k'2 Y = O. 

et la conique variable avec λ 

λ*( ι — Aa Y y H- ίΪ \i( 1 -f- k'2 ) Y — Y — k2 Y Y | -h ( Y- — \ Y ) = ο : 

elle passe par le poinl Y — ο, Y = λ. 
îYous allons donc pouvoir exprimer Y et Y en fonction rationnelle 

de λ el d'un paramètre 0; on aura donc certainement, pour la courbe 
cherchée. 

Y = l (λ, 0 ), 

Υ=()(λ, 0), 

Ζ = v/ÎT(a7Ô), 

Ρ, Q et 11 étant rationnelles en λ et 0. 
Mais on peut aller plus loin. Reprenons, en elfet, la relation (ΙΈι lier, 

sous la forme 

(
f\j r/V (h 

\ Λ ' [ι - l ) (1 — /-1l)) \'V(i — V)(i — /.a Y ) \0.(i —λ)(ι /. - λ Ί 

où 

·> _ I y7! J (T - - Y ) (1 —7.'5 V ) H- \/\ ( 1 —-1 )"(,"-/.·ΗΙ| I2 l "" '-/·'· ν I 

ou encore, comme il a été déjà écrit, 

·> _ I y7! J (T - - Y ) (1 —7.'5 V ) H- \/\ ( 1 —-1 )"(," 

ce (]ui donne, par conséquent, 

PRFX + QRFY = — . V//.(l-7)(l -■/·').) 

où λ a la valeur précédente, fonction rationnelle de Y, Y el Z; et, par 
conséquent, ν'λ(ι — X)(■ — Λ**2X) sera aussi une fonction rationnelle 
de Y, Y et Z. 
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( >ιι lire do là uno conséquence intéressante. Le réseau (i) coupe la 
surface suivant une certaine courbe variable avec λ, qui doit se décom-
poser en deux courbes, et ces courbes correspondent aux deux déter-
minations du radical \/λ(ι — λ)(ι — Α2λ); elles sont symétriques par 
rapport au plan des ,cy. 

Donc 011 aura, pour les expressions de X, Y, Zen fonction de Act 0. 

A = P(h,O), 

Y=Q(X,0), 

Ζ = ν λ(ι — λ)(ι — Α2 λ ) S(X, (I), 

S étant, comme Ρ et (J, rationnelle en λ el 0; et de tout ce qui précède 
il résulte que λ, \λ(ι — λ)(ι — Α2λ) et 0 sont fonctions rationnelles 
de V, Y et Z. 

Il \ a donc sur la surface : ι" un réseau de courbes du Retire zéro: 
2° un réseau de courbes du genre un, correspondant à 0 = const. 

l i. Le type que nous venons d'examiner est manifestement une dé-
générescence du cas général abélien; ayant 

\u = \\ it — a, ) (ιι — (t., )... ( it — at. ). 

les équations abéliennes sont 

h — =ih\dv = dx 

— h —- = <h: dy 

or, si l'on suppose que a
:
, = a6 = A, on a 

(tu d r J (U — b)\f(N — ax)...{« — a\) (c — MvO' -- tf,). . .(r —/?;) ' 

(tu d r J (U — b)\f(N — ax)...{« — a\) (c — MvO' -- tf,). . .(r —/?;) = dy 
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C'est le cas étudié par Rosenhain, et qui nous a conduit à la classe pré-
cédente de surfaces. 

Peut-on aller plus loin? Soit α, = a, = c; nous aurons le système 

(u-b)(u-c)V(u-a1)(u-a2) + (v-b)(v-c)V(v-a1)(v-a2) = dx, 

(u-b)(u-c)V(u-a1)(u-a2) + (v-b)(v-c)V(v-a1)(v-a2) = dy, 

qui donnent encore pour u 4- Ρ et uv des fonctions uniformes de χ et/. 
Il y a seulement ici deux périodes, la période cyclique s'exprimant à 
l'aide des périodes polaires. 

i\ous trouvons donc, comme dégénérescence à trois périodes, le seul 
cas de Rosenhain. 

lo. Revenons maintenant d'une manière générale aux surfaces pour 
lesquelles les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes do 
deux paramètres au moyen de l'inversion de différentielles totales. 
Soit 

(I) 
fP dx H- Q dy ■=■ itj 

JPidx + Q^y = c, 
/(^»/i5) = o, soit 

x = X(w, Ρ), 
y=u(u, r), 
ζ = v(«, Γ). 

Il est évident, d'après tout ce qui a été dit précédemment, que 

λ (M Λ, ρ -H A) 

est une fonction rationnelle de 

Y(u, ç)j K"» *)> λ(Λ> *)> ρ(Λ> *)> ν(Λ> k), 

quels que soient «, ο et A, A; pareillement pour ρ et v. Par suite, 
λ(— u, — p) est fonction rationnelle deX(w, p), (X(w, ρ), V(M, P). 

Cela posé, supposons que lcs intégrales (i) aient trois couples de pé-
riodes : 

(υη ω2, ω3, 

u„ u„ u„ 
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 3l 
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et supposons que, parmi ces périodes, se trouve au moins une période 
polaire, correspondant à une certaine courbe logarithmique C. 
Soit (0;,, l.J

3
 ce couple de périodes. En effectuant sur u et ν une substi-

tution linéaire, on peut supposer que le Tableau précédent soit de la 
forme trouvée dans le paragraphe précédent : 

u 2 ω Ο 20)', 

e Ο 2ΉΙ . !\ τ ai w 

Ceci posé, je considère les deux équations 

, Γ dx -h Q dy — —H— — , L V J V/U(I — U) (I — Λ·*Υ) \/Y(I-V)(,-A*Y) 

/ \ ' ,> y , w Γ °» , k*Ha)\'(a)Vl dV (2) / Ρ,ίΑτ -+- Q,dv=\- τγ—· H T. -7===.-

/ \ ' ,> y , w Γ °» , k*Ha)\'(a)Vl dV 

Elles donnent pour x,y9
 ζ des fonctions uniformes des coordonnées 

χ, γ, Ζ 
delà surface F(X, Y, Z) que nous venons d'étudier; et réciproque-
ment Χ, Y, Ζ sont des fonctions uniformes de A·, y, z. Tout cela esl 
évident, mais cette transformation, que nous pouvons appeler biuni-
forme, est-elle birationnelle? Quand il s'agit d'une courbe algé-
brique, la réponse est toujours affirmative; une transformation bira-
tionnelle est toujours biuniforme : c'est un théorème que nous 
établirons dans une Note à la lin de ce Chapitre. Mais il en est tout au-
trement pour les surfaces, et l'on trouve aisément, pour le cas de 
deux variables, des transformations biuniforines qui ne soient pas 
hiralionnelles. Il suffira de citer la correspondance donnée par 

r=XcY\ y = XY eyi, 
d où se tire 

Y =Σ, X = xc'··, 1 2 

la transformation est biuniforme, mais non birationnelle. 
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Etudions donc le système (2). V étant arbitraire, quand L) tend vers 

7Ty^r), le radical ayant lin signe convenable, la période polaire est 

pour ν égale à ·+· 2x1. Donc, quand U tend vers 1° radical AL 

ayant un certain signe, quels que soient d'ailleurs V et AY, (χ·, ν, z) 
tendra vers un point de la courbe logarithmique (h 

Supposons maintenant que U, après avoir décrit un lacet, revienne 

en avec l'autre détermination de AU, nous pouvons avoir à 

craindre que ce système de U et AU corresponde à une singularité es-
sentielle des fonctions x·, y, ζ ; nous allons montrer qu'il n'en est rien. 

En désignant par I el l, les premières valeurs des intégrales en U 
qui figurent dans le second membre, et pareillement par J et .1, les inté-
grales relatives à V, ces seconds membres, qui étaient primitivement 

1 -h J et I, -f- J, ,· 
sont devenus 

A — 1 h- J, A1 — I, -+- «l,, 

A et A, désignant deux constantes. Donc λ(Α — 1 -+-.1) s'exprimera 
en fonction rationnelle de 

λ( 1 -h J , I, -h J , ), [!.( l H- J , I, -h J , ), I -f- .1, l, -h «I t) 

et de 
A(J,J,), [*(·!» «J|)jv(J,J1) ; 

par conséquent, pour les valeurs de x, y, ζ correspondant à la seconde 
détermination du radical, nous sommes ramenés aux valeurs de ces 
fonctions correspondant à la première détermination du radical. 11 n'y 
avait pas de singularité essentielle dans le premier cas; il n'y eu aura 
donc, pas dans le second. 

Il suit de là que #, y, ζ sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z, 
et nécessairement alors Χ, Y, Ζ fonctions rationnelles de .τ, r, -, puisque 
la transformation est biuniforme. 

Ainsi : Dans le cas où les intégrales (1) ont trois périodes, et 
parmi celles-ci au moins une période polaire correspondant à une 
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courbe logarithmique, on est assuré que la surface f correspond 
point par point à une surf ace rentrant dans le type F étudié précé-
demment. 

On peul encore dire que, pour la surface/, les coordonnées peuvent 
s'exprimer en fondions rationnelles de 

λ, y βλ' -+- ίλ3 C'A" + ifX H- <?, 0, 

λ et 0 étant deux paramètres, et cela de telle manière, que 0, X et le 
radical soient inversement des fonctions rationnelles de a·, y, ζ. La sur-
face F est un exemple d'une telle surface, mais il n'est pas difficile d'en 
trouver de bien plus simples. 

16. Prenons en effet une surface du quatrième degré ayant deux 
droites doubles, ne se rencontrant pas. File satisfera aux conditions 
précédentes; soient en effet D et D, ces deux droites doubles. 

Tout plan passant par D coupe la surface suivant une conique ayant 
un point double, c'est-à-dire suivant deux droites. Pi •enons un té-
traèdre de référence dont les arêtes 

.ν = o, y = ο et ζ = ο, / = ο 

seront les droites doubles de la surface. 
L'équation de celle-ci sera alors 

Ρ α?* H- Q jcy -+- Ry* = o, 

P, Q et H étant homogènes et du second degré en - et /. 
Faisant t = i, nous aurons l'équation 

(A z- Us -+- C )o7* 
-h(A'-a -r H'r -t- C)xy ^-( Yz1 Β"- + C")ya = o. 

Soit 
y — X.r; 

la section sera formée de deux droites parallèles dont les equal ions seront 
de la forme 

ζ — ^ (Χ, ^α\* -Η Λ Χ3 -f- cX2 -t- if Χ -f- e ), 
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ο étant rationnelle par rapport à λ et au radical; celui-ci porte sur 
un polynôme du quatrième degré, d'ailleurs arbitraire. Ainsi a?, y, ζ se 
trouvent exprimés en fonctions rationnelles de #, λ et de la racine carrée 
d'un polynôme du quatrième degré en λ. 

Réciproquement, à un point arbitraire de la surface ne correspond 
qu'une valeur de λ et du radical. 

Comment pourra-l-on reconnaître si une surface donnée 

/(■>', y, -)=« 

rentre dans la classe des surfaces précédentes? 
Tout d'abord elle doit être du genre zéro, et doit avoir une intégrale 

de première espèce, soit 

J 7 
que l'on pourra former. L'intégrale générale de l'équation 

( ι ) B dx — A dy = ο 

devra être algébrique; on sait d'ailleurs qu'elle sera de la forme 

\\(x,y, J) = >, 

Il étant rationnelle. 11 devra y avoir deux courbes mobiles, du genre 
zéro, d'intersection de ce faisceau avec la surface. 

11 faudrait trouver 11, c'est-à-dire savoir reconnaître si l'équation (ι ) 
admet une intégrale algébrique. Ici peut intervenir très utilement la 
considération des cycles linéaires de la surface. 

Le nombre des cycles effectifs d'une surface dont les coordonnées 
s'expriment uniformément en fonctions rationnelles d'un paramètre 0, 
et en fonctions doublement périodiques d'un second paramètre est 
évidemment égal au nombre des cycles distincts dans le plan de la va-
riable i/, c'est-à-dire égal à deux. Réciproquement, si l'on a constaté 
que le nombre des cycles de la surface donnée est égal à deux, l'inté-
grale de première espèce aura seulement deux périodes, et alors l'é-
quation (i) aura nécessairement son intégrale algébrique. 

On peut encore recourir à une autre considération qui dispensera de 
faire l'étude des cycles linéaires. La surface doit avoir deux intégrales 
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distinctes de seconde espèce, et deux seulement. On cherchera donc 
les intégrales de seconde espèce de la surface proposée; s'il y en a deux 
distinctes, 011 sera assuré que la surface possède deux cycles linéaires 
effectifs, d'après le théorème démontré au Chapitre II, que le nombre 
des intégrales de seconde espèce est égal à celui de leurs périodes. 

17. Nous avons précédemment supposé que, parmi les trois périodes, 
il y avait au moins une période polaire. On peut, a priori, se demander 
s'il ne pourrait arriver que les deux intégrales fussent de seconde 
espèce, en possédant toujours trois périodes. 

Nous allons voir, par une marche indirecte, que celle circonstance 
ne peut se présenter. 

Kcrivons les deux équations 

I Ρ dx -h (
v

> dv = u, 

I V
t
dx 4- Q, dy — c. 

Tout d'ahord, quand (.c, y, z) tendra vers un point d'une courbe 

irréductible C, pour laquelle u el c sont infinis, le rapport " tendra 

vers une constante, indépendante de la position du point sur celte 

courbe. Si, en effet, " variait avec la position du point ( i\ r, z) sur la 

courbe C, quand wet c augmenteraient indéfiniment, le rapport ten-

dant vers nue certaine limite d'ailleurs arbitraire, r, y, z tendraient 
vers des valeurs déterminées, et, par conséquent, γ, z seraient des 
fonctions rationnelles de u et c; les intégrales n'auraient pas de pé-
riodes. 

Cela dit, considérons un cas particulier d'inversion de deux inté-
grales de seconde espèce. Prenons, à eel effet, les deux équations 

-τ-— dt -h —du, — jr) (i — Pu) vyp— y) ('~ l-y) 

xdx ydy.r)(i— Pu) \'y(i — y)(i — Pj) 
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Kilos donnent, pour χ -+- y et .ry des fonctions uniformes de a et v. 
Ceci nous conduit même à un résultat assez curieux; c'est que, en 

posant encore 

X = ■>' -H y, 
Y = ./v, 

Ζ = y]x(I - χ)(ι _ /{'\v)-hy/y(i -y)(i - k*y), 

nous retombons encore sur noire surface 

F(X,Y, Z)=o 

du n° 15. On peut donc, pour celte surface, exprimer d'une tout 
autre manière que précédemment Χ, Y, Ζ par des fonctions uniformes 
de deux paramètres. 

On conclut de ce qui précède que la surface F possède, outre l'inté-
grale de première espèce, une intégrale de seconde espèce non ration-
nelle en X, Y, Z. 

Désignons ces deux intégrales par 

f II rfX + S </Y et f It.rfX + S, cl\ 

et soient 
ω, ω, 
ω,, ω', 

leurs périodes. 
Revenons maintenant aux deux intégrales de seconde espèce 

11 = j" Ρ dx -h Q cèy, 

v=l P
t
dx-hQ

t
dy, 

intégrales ayant deux ou trois périodes. 
Soit C une courbe pour laquelle u et ν sont infinies, mais de telle 

manière nécessairement, comme nous l'avons dit, que le rapport " soit 
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fixe, quel que soit le point de C. On voit de suite que les intégrales ne 
peuvent être que simplement infinies le long de C, dans l'hypothèse 
où les équations précédentes donnent x,y, z fonctions uniformes de u 
el r (j'entends par là que les points de rencontre de C avec un plan 
quelconque sont seulement des pôles simples pour l'intégrale ordinaire 

correspondante); de plus, ^ restant constant le long de C, on pourra, 

par une combinaison linéaire convenable, faire en sorte que ιι reste 
fini pour la courbe C. Ensuite, en prenant k* convenablement, nous 
pouvons supposer que u a les périodes ω et ω', puis enfin, en effectuant 
encore une combinaison linéaire convenable, que s? a pour périodes ω, 
et ω',. 

Oela fait, nous considérons les équations 

ί Ρ tlx -μ Ο dy = f R (IX -l· S r/Y, 

f' ' F,dx-h Q,dy = f *'''* R,dS. + S,d\. 

y, ζ sont des fonctions uniformes de X, Y, Z; ceci est évident, 
mais il faut montrer que ce sont des fonctions rationnelles, c'est-à-dire 
qu'il n'y a pas de singularités essentielles. Etudions ces équations sous 
la forme 

P<<>+ Qdy= f + f — ■ .' J \ t{\ — l) {\ — k*·t) J V0(I — 0) (ι — Λ-*0) 

P<<>+ Qdy= f + f — ■ .' J \ t{\ — l) {\ — k*·t) J V0(I — 0) (ι — Λ-*0) 

faisons tendre (.r,y, z) vers un point de la courbe C, dont il a été 
parlé plus haut; u restera finie, ν augmentera indéfiniment. Or, u 
restant finie et ν augmentant indéfiniment, on a pour / et 0 des quan-
tités déterminées (à la symétrie près) dont l'une est infinie. Réciproque-
ment donc, pour l infini et 0 arbitraire, χ, y, z ont des valeurs déter-
minées, et les lignes t infini, 0 infini ne correspondent pas à des 
singularités essentielles. 
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Donc χ, y, z sont des fondions rationnelles de X, Y, Z. 
On en conclut que Χ, Y, Ζ sont des fonctions algébriques de x,y et z. 

Par suite, les deux intégrales de seconde espèce, dont l'inversion se 
faisait par hypothèse d'une manière uniforme, et qui avaient soit deux: 
ou trois couples de périodes ne peuvent en avoir que deux. 

Donc le cas où Von a deux intégrales ayant trois couples de pé-
riodes est complètement épuisé par l'unique cas étudié (n*815 et 
suivants). 

VI. — (".AS OU LES INTÉGRALES ONT MOINS DE TROIS PÉRIODES. 

18. La discussion des autres cas sera bien rapidement faite. Sup-
posons d'abord que les deux intégrales soient de seconde espèce; c'est 
le cas que nous venons d'étudier au paragraphe précédent. Il rentre au 
fond dans le cas où l'on aurait trois périodes. 

Nous pouvons donc supposer qu'il y ait au moins une période po-
laire. Comme tvpe nous prendrons la dégénérescence signalée au 
n° 14, et qui est plus complète encore que celle de Rosenhain. 

Soit, pour 

J Ρ dx -+- Q dy et j* Ρ ,dx-h Qi dy 

ο et ω cette période polaire. 
Nous poserons 

Γ '" Vd.e Q dy= , ' J (#' — C)V("~ «,)(" — at) (e — c)v/(e — «,)(!' — <**) 

/* ' T' "Γ,du; + Q,dv = H — ; 

on peut supposer que les périodes polaires correspondant à u = It, 
dans le second membre, sont 

ο et ω; 

on peut supposer ensuite, en prenant encore convenablement α et β, 
que la seconde période du second membre, pour ρ = c, coïncide avec 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 32 
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Ιο second système de périodes de l'intégrale. Dans ces conditions, A, Y, 

ζ sont des fonctions uniformes de M -h Ρ et uv. On montrera, en suivant 
un mode de raisonnement déjà fait, que le point u — b, quel que soit 
le signe du radical, n'est pas un point singulier essentiel. 

Que se passc-t-il pour u = c, ν étant arbitraire? S'il y a une seconde 
courbe logarithmique, correspondant au second système de périodes, 
il n'y aura aucune difficulté, et il n'y aura pas de singularités essen-
tielles dans la correspondance biuniforme. Le seul cas qui puisse arrêter 
est celui ou il y aurait une courbe rendant infinies (non d'une manière 
logarithmique) les deux intégrales; nous avons dit que, dans ce cas, 
le rapport des intégrales doit être constant pour les points de celte 
courbe; par conséquent, en faisant une combinaison convenable, nous 
aurons une des intégrales restant finie. Considérons donc 

Ρ dx h- Q dy = L, 

j* V
t
dx + O

t
dy -- V, 

L restant fini pour les points d'une certaine courbe C, qui donnent 
V .= oc. Il est immédiat que A, y, ζ ne peuvent être que des fonctions 
rationnelles de V, puisque, pour U fini, on a A, J-, Γ fonctions uni-
formes de V et parfaitement déterminées pour V infini. Considérons 
maintenant une certaine courbe logarithmique Γ; une combinaison 
linéaire de ces deux intégrales n'aura pas de période polaire : il est im-
possible que cette combinaison se réduise à U, car alors on aurait une 
fonction rationnelle de Y qui serait périodique. Soit donc V, comme 
nous pouvons le supposer, celte combinaison ; A, y, ζ sont, par suite, 
des fonctions rationnelles de Y, les coefficients étant des fonctions de l î 
ayant une certaine période. Il n'y a pas, par hypothèse, d'autres 
courbes logarithmiques, ou du moins, s'il yen a, elles donnent au signe 
près la même période polaire que celle que nous venons d'envisager, 
et pour toutes celles-ci U sera finie comme pour Γ. En dehors de ces 
courbes, il peut y en avoir d'autres analogues à la courbe C, pour les-
quelles U et Y soient infinies ; il y aura, comme nous l'avons déjà dit 
plusieurs fois, une combinaison des intégrales qui restera finie; si cette 
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combinaison est différente de U, on en conclura que a?, y, ζ sont fonc-
tions rationnelles de U et V; si elle coïncide avec U, il en résultera 
que U deviendra infinie seulement pour la courbe logarithmique Γ et 
ses analogues : donc χζ sera fonction rationnelle de enU et Y, a étant 
1111e constante convenable ; nous avons donc seulement alors une seule 
période. 

Nous avons ainsi examiné toutes les hypothèses qui peuvent se pré-
senter quand l'inversion des deux intégrales doit donner des fonctions 
uniformes. 

19. Nous avons énoncé (n° 15) que, dans le cas des courbes algé-
briques, toute transformation biuniforme était nécessairement bira-
tionnelle. On peut l'établir de la manière suivante : 

Soient deux courbes algébriques 

/O= F(X, Y) = o. 

11 existe, par hypothèse, entre (x,y) et (X, Y), une transformation 
biuniforme n'ayant d'autres singularités possibles que des points essen-
tiels isolés; il faut montrer que, dans cette hypothèse, la transforma-
tion est birationnclle. 

Soit χ = a, y = b un point singulier essentiel de la transformation; 
on peut toujours supposer que ce point est un point simple de la courbe 
algébrique. 

Dans ces conditions, X et Y seront des fonctions uniformes de χ 
dans le voisinage de χ — α, ce point étant un point singulier essentiel 
de ces fonctions ; soit 

* = ?0), Υ = ψο?). 

Λ une valeur de X correspond dans le voisinage de χ — a une infi-
nité de racines de l'équation 

Χ = φΟ), 

d'après un théorème que j'ai démontré autrefois; pour ces racines, la 
fonction ψ(#) ne pourra avoir qu'un nombre limité de valeurs, celles 
qui satisfont à l'équation 

F(X,Y) = o; 
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donc à un point arbitraire (X,Y) de la courbe F se trouve corres-
pondre une infinité de points (x, y) de la première dans le voisinage 
de a? = a,y—b\ la substitution ne serait donc pas biuniformc. Le 
théorème est par suite établi. 

CHAPITRE IV. 

CORRESPONDANCE ENTRE DEUX SURFACES. 

I. — SURFACES DE GENRE SUPÉRIEUR A UN, ADMETTANT UNE SÉRIE INFINIE 

DISCONTINUE DE SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES. 

1. Nous avons considéré le cas d'une substitution biralionnelle 
renfermant un paramètre arbitraire. Des surfaces peuvent-elles se trans-
former en elles-mêmes au moyen d'une infinité de substitutions bira-
tionncllcs qui ne dépendent pas nécessairement d'un paramètre arbi-
traire? C'est la question à laquelle nous allons répondre en supposant 
le genre de la surface supérieur à l'unité. 

Considérons la surface d'ordre m 

(') /(>>/,-) = <> 

de genrep, et soit 

A,Q| (u?,y, ζ") -+- Aw) -+-... -h Ap^p^x^y^ z) 

le polynôme adjoint d'ordre (m — 4) avec ses ρ constantes arbitraires 
A

n
 A

2
,..Ap. J'envisage la surface 

(2) A, Q, (or,/, z) -+- A
2
Q

2
(x,y

}
 z) 4- ... 4- A,Q,0,/, ζ) = υ. 

A quelle condition cette surface sera-t-elle tangente à la surface 
/=0? 
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En écrivant qu'en un point (#,^,s), commun aux surfaces (i) 
et (2), les deux surfaces sont tangentes, on obtient deux équations. En 
éliminant x, y, - entre ces deux équations et les équations (1) et (2), 
on obtiendra la condition 

hA1, A
2
,..., AP) — O, 

λ étant un polynôme homogène en A,, A2,..., Ap. Ceci exprime, bien 
entendu, la condition pour que la surface (2) soit tangente à la sur-
face/*, en un point (x,yt -), situé en dehors des lignes ou des points 
multiples de celte surface. Les coordonnées (a?,y, z) du point de con-
tact seront des fonctions rationnelles de A,, A2,..., Ap. 

Χ — R,(A,, A
2
,..., A

P
), 

Y —1^2 ( A,, A
2
,..., AP), 

-> = R, ( A1, A
2
,..., AP). 

Effectuons sur f une substitution birationnelle la transformant en 
elle-même; la surface (2) deviendra évidemment 

A, QI -+- A
2
Q

2
 4-... 4- A

P
QP— O, 

les A' étant des fonctions linéaires homogènes des Λ, et Ton aura 

λ(Α',, A;,..., A
p
) = o. 

Par suite, à toute substitution / transformant la surface en elle-
même correspond une substitution linéaire Σ effectuée sur les A et 
pour laquelle 

hA,, A
2

, · · ·, Ap) 

se reproduit à un facteur près. Inversement, considérons une substitu-
tion Σ effectuée sur les A et pour laquelle la forme se reproduit à un 
facteur près; nous avons d'une part 

χ — R,(A<t Aa,..., Ap), 

y — R2(A,, AJ, ..., Ap), 

ζ — Rj(A,, A,,..., Ap), 
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et soit, d'autre part, 
a.'=H

t
(A\,A\,...,Ap), 

y 1^2 (A| » -A-2» · · ·> 

ζ —R
3
(A,, A

a
,..., Α

μ
). 

Soit ρ supérieur ou égal à quatre; considérons les équations 

SA/Q/(07,7,5) = O, 

EAidQi EAidQi EAidQi 

(3) df df df 

faisons, pour fixer les idées, A
5
= A„ = ... = Ay,= o; ces équations 

nous donnent pour A,, A
3

, A
3

, A
4
 des fonctions rationnelles de .r,y, τ; 

les A', qui sont des fonctions linéaires des A, sont alors des fonctions 
rationnelles de #, y, ζ, et, par suite, x\ y', deviennent des fonctions 
rationnelles de x, y, z. 

D'autre part, la substitution considérée permettra d'exprimer quatre 
des A' au moyen de A,, Aa, A

3
, A

4
; et par suite, ρ — 4 A' an 

moyen des quatre autres que nous désignerons par A',, A'
a
, A'.,, Λ

 v
. On 

a d'ailleurs 
lA'iQi(x',/z') = o 

EAidQi EAidQi EAidQi 
(3) 

df df df , 

et ces équations nous donneront pour A',, A!,, A',, A v
, et, par suite, pour 

tous les A' et, enfin, pour les A des fonctions rationnelles de x', y', z'. 
Nous voyons donc que x, y, ζ sont aussi fonctions rationnelles de 
x', y', z'. 

Ainsi, à toute substitution linéaire Σ effectuée sur les A et laissant 
invariable l'équation 

A^ A j y Aoy ·. · j Apj — ο 

correspond une substitution birationnelle de la surface en elle-même. 
Cette substitution ne sera pas nécessairement unique; nous aurions pu 
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donner à As,..., Ap des valeurs arbitraires, mais, et c'est là un poinl 
essentiel pour la suite, si les substitutions S correspondant à une substi-
tution Σ sont en nombre infini, elles renferment nécessairement an 
inoins un paramètre arbitraire. 

Ceci posé, supposons que la surface f puisse être transformée en 
elle-même par une infinité de substitutions birationnelles. A chacune 
de ces substitutions S correspond une substitution linéaire Σ pour 
l'équation 

â( A,, Ao,..., Ap) — o. 

Nous supposons les substitutions S en nombre infini; soient d'abord 
les substitutions Σ en nombre fini. Alors, d'après ce que nous venons 
de dire, les substitutions S renferment au moins un paramètre arbi-
traire; nous sommes donc dans un des cas examinés précédemment : 
la surface du genre zéro ou du genre un, si le nombre des paramètres 
est supérieur à un, et, si, le genre étant supérieur à un, il y a un para-
mètre arbitraire, la surface fera partie de la famille étudiée plus haut. 

Si les substitutions Σ sont en nombre infini, elles dépendront néces-
sairement d'un paramètre arbitraire; car, si l'on cherche les substitutions 
linéaires Σ transformant en elle-même l'équation 

X(A,, A
2
,..., Ap) — o, 

011 aura un certain nombre d'équations algébriques, et si ces équations 
ne déterminent pas les rapports des coefficients des substitutions Σ, il 
restera nécessairement dans celles-ci un ou plusieurs paramètres arbi-
traires; les substitutions S renferment alors au moins un paramètre 
arbitraire et nous retombons dans le cas précédent. 

2. La démonstration précédente suppose que4· Une démonstra-
tion toute semblable, quant au principe, pourra s'appliquer non seule-
ment à ces cas, mais comprendra aussi le cas de ρ = 3. Considérons à 
cet effet les deux équations 

A,Q, "Γ AjQ
2
(a?,y,r) -f-... -4- ApQp(x,^, s) — o, 

B. Q« "*■ Ba 2) -4- ... -h Bp Q
p
(x,Y, -) = O ; 

ces deux surfaces ont une courbe mobile d'intersection. 



25/| Κ. PICARD. 

Nous chercherons la condition pour que celte courbe soit tangente à 
la surface; nous obtenons ainsi une équation de la forme 

λ(Λ, IL — A
a
B,, ...)== o, 

λ étant un polynôme homogène en A,B
A
 — A

A
B,·. Quant aux coordon-

nées (χ,γ,ζ) du point de contact, ce seront des fonctions rationnelles 
et homogènes de degré zéro par rapport aux A et par rapport aux B. 
Oei posé, rien n'est à changer à la démonstration précédente; à une 
substitution S correspond une substitution Σ effectuée simultanément 
sur A et Β ; on considérera ensuite les substitutions Σ effectuées siinul-
lanément sur A et B, et laissant invariable l'équation λ = ο. La cor-
respondance entre les substitutions S et Σ, établie comme plus haut, 
nous conduira à la même conclusion. 

Il nous reste à examiner le cas de ρ = 2, auquel ne s'appliquent pas 
les démonstrations précédentes. Soit 

(i) A,Q,(.r,/, z)~h A
a
Q

2
0, r, ζ) — ο 

l'équation de la surface adjointe d'ordre ru — Il résulte d'une pro-
position plus générale de M. Nœlhcr {Math. Annatcn, t. VIII, p. fof ), 
que la partie mobile de l'intersection se composera d'une courbe irré-
ductible de genre un. 

Une substitution transformant la surface en elle-même transformera 
(ι)«·η 

(a.) Ii,Q, + B
2
Q

s
 = <-, 

B< et B
2
 étant des fonctions linéaires de A, et A

2
. Soit C

e
 la courbe (ι) 

et soit Cp la courbe (2). Si nous cherchons à quelle condition les deux 
courbes de genre un, G

e
 et Cp, se correspondent point par point, ou bien 

nous aurons une relation algébrique entre 

A1 A, 0t B,' 

ou bien toutes les courbes auront même module, et alors deux quel-
conques se correspondront point par point. 
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Que l'on soit dans Tun ou l'autre cas, soient C
e

ct Cp deux courbes se 
correspondant; on aura, pour la transformation de la première en la se-
conde, 

x' = q (x, y, z, A1, B1, O), 

(x) y' = q1 (x, y, z, A1, B1, O), 

z' = q2 (x, y, z, A1, B1, O). 

les ο étant rationnelles en .45,y, - et algébriques en ̂  et avec le para-

mètre 0 que l'on peut supposer entrer algébriquement. 

Si donc on remplace A1 par — Q2 (x, v, z) et B1 par — Q2 (x', y', z'), 

toutes les transformations de la surface en elle-même devront rentrer 
dans le type (a), où figure l'arbitraire 0. Il devra donc arriver que, pour 
un nombre infini de valeurs de 0, les équations (a) donneront une sub-
stitution birationnelle. Or ceci est impossible; car, 0 entrant algébri-
quement, pour exprimer que#',y',z' données par les relations (a) 
sont fonctions rationnelles de -), on n'a à écrire que des condi-
tions qui s'expriment algébriquement. Si donc les équations (a) don-
nent une substitution birationnelle pour une infinité de valeurs de G, 
il devra en être ainsi quel que soit 0, et l'on rentrera alors dans les sur-
faces étudiées précédemment. 

\ous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Les seules surfaces de genre supérieur à un admettant une in-
finité de transformations birationncllcs sont celles qui admettent 
une suite continue de transformations avec un paramètre arbi-
traire, et dont nous avons précédemment fait l'étude. 

II. — SUR LA CORRESPONDANCE POINT PAR POINT DE DEUX SURFACES 

DONNÉES. 

3. Etant données deux surfaces / et F, de genre au moins égal à 
deux, il est facile de reconnaître si ces surfaces se correspondent point 

Journ. de Math. (4" série), tome V. — Fasc. II, 1889. 33 
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par point; c'est une question qui peut se traiter de diverses manières. 
Avant de nous occuper des surfaces, reprenons d'abord la même 

question pour les courbes algébriques. Supposons que le genre ρ des 
courbes soit supérieur à deux; nous prendrons alors, sur la courbe /'. 
(ρ — ί) points arbitraires 

(Λ'|).Κ 1 )« ■··« C'-"/»—2' p-i)l 

et nous considérerons le faisceau des adjointes d'ordre m — (/// étant 
le degré de/) passant par ces points. Soit 

Λ ,<),+- Λ„0, = ο 

ce faisceau avec le paramètre arbitraire^!» les eoeflicienls de O, et 

(
v
)

2
 dépendant, bien entendu, de (./.·, ), .( ep-a» )'P~a)· (.Considé-

rons alors, avec Brill el Nœtlier dans leur Mémoire, devenu classique, 
sur les courbes algébriques (Mail·. înnalen, t. \ II), l'équation 

(i) z>(Λ,, A2) = o. 

donnant les courbes de ce faisceau tangentes à /'; son degré bien connu 
esl égal à \p — 2. 

Soil maintenant la courbe V que l'on suppose correspondre point par 
point à la première; soient (V

(
,y'

t (-ep_.^y .,) les points corres-
pondants aux [joints de la première (./.·, r), ..., (rp_a,yt>->)· ( bi aima 
le réseau 

^ I I =0. 

et l'équation correspondante de contact 

(ί) »I>(B,,B
a
)=o. 

Les équations (τ) et (2) peuvent être transformées l'une dans 
l'autre par une substitution linéaire convenable effectuée sur Β

 {et B.,. 
Tel esl, en changeant seulement la forme, le point de départ de 

MM. Brill et iNœtlier dans l'étude si importante des modules des courbes 
algébriques. 
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Je dis que nous pouvons en tirer la réponse à la question posée rela-
tivement à la correspondance des deux courbes / et F. 

En effet, les deux formes binaires (i)ct (2) étant équivalentes, nous 
pouvons égaler leurs (4ρ — 5) invariants absolus. Ceux-ci sont évi-
demment des fonctions rationnelles de (.τ,(x1, y1)(x2,y2) (xp-2 yp-2) 
pour la première forme, et pareillement de (·*■',,;/,), ... pour la se-
conde. 

\011s pouvons donc écrire \p — 5 équations, parfaitement détermi-
nées, de la forme 

( I'. ) /(\C|, V,, . . . , >l
r
p-2yYp- 2) * * M '

C

ρ-·η}'p-i)' 

Nous pouvons même encore obtenir une autre relation entre les (-e,y) 
cl les /). 

lin effet, quand les équations (F) sont vérifiées, les deux formes Φ 
et ^ pourront se transformer Tune dans l'autre, et cela, en général, 
d'um· seule manière. On aura donc la substitution 

A, = aU, π- βH
3

, 

A
2
 = γΐΐ, + o13

2
, 

les κ, β, γ, ο étant des fonctions rationnelles des (m, y) et des (.υ, y). 
Ainsi se trouvera déterminée la substitution linéaire qui fait corres-

pondre une courbe quelconque du faisceau des adjointes de f passant 
parles (r, y) à une courbe du faisceau des adjointes de F passant par les 
(.r, y' ). Or considérons dans le premier faisceau la courbe tangente à 
f en ( l'x ,y, ) ; son équation sera parfaitement déterminée. D'autre part, 
dans le second faisceau la courbe tangente en (#', ,y ) sera de même 

déterminée. A la première courbe correspond une valeur de et à la 

seconde une valeur de ■—· · En écrivant que 

A, aB,4- βΒ, 
Λ2 γΒ,+ îK, 

nous obtenons une nouvelle equation, qui est symétrique en 
(Λ·„>·,d'une part et en(x2, y2) (xp-2, yp-2) 
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d'autre part, mais où (JC,,y,) et jouent un rôle à part. Appe-
lons cette équation (ef); on pourra la mettre sous la forme 

(/) ·ι'**)'2ΐ p~a)—* · · » *'V-2'Yp-2) 

i. En partant de p adjointes arbitraires dans l'une et l'autre courbe, 
nous pouvons former les équations (E) et l'équation (d). En se donnant 
arbitrairement · · · » i)> on doit pouvoir déduire de 
ces équations les valeurs des (>v ,y')> Pratiquement 011 opérera de la 
manière suivante : 011 supposera, comme il est évidemment permis, les 
ρ — 2 points confondus et pareillement alors les ρ — ί points 
(x,y)On aura alors à la place des équations (E) et (d) un système 
d'équations entre (city,) et (.c\,y\); et ces équations devront donner 
(/',,/,) en fonctions rationnelles de (>e

t
,yt) et inversement. 

On a donc là une méthode régulière pour reconnaître si dett e 
courbes se correspondent point par point, et pour troucer la substi-
tution birationnelle quand elle e ciste. 

Remarquons incidemment que des dernières équations se tire de 
suite la démonstration de ce théorème qu'une courbe (p > 2) ne peut 
admettre une infinité, continue ou discontinue, de transforma lions, 
puisque le nombre des transformations tirées de ces équations ne peut 
être que limité. 

ip. Revenons maintenant aux surfaces algébriques, et cherchons de 
quelle manière les considérations précédentes peuvent être étendues 
aux surfaces algébriques. 

Prenons sur la surface (p — 1) points 

x1, y1 z1),"2)* •••1 ό'-'ρ—Λΐ) />-» )' 

Le réseau des surfaces adjointes passant purees points contient deux 
arbitraires; soient Q,, Qa, Q, trois polynômes adjoints, linéairement 
indépendants, s'unnulant pour ces (p — il) points. Désignons, d'une 
manière générale, par courbe C une courbe (mobile) intersection de 
deux surfaces adjointes. Il ν a une infinité de courbes C passant parles 
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(Ρ """ P°ints considérés; leurs équations peuvent s'écrire 

Q1(x v z) = Q2(x,y,z) u h v—1—= ? ; · 

λ, u., v étant arbitraires. Parmi ces courbes G, il y en a une infinité qui 
sont tangentes à la surface, et la condition pour qu'il en soit ainsi 
s'exprimera par une équation 

Ρ(λ,!*,ν) = °> 

Ρ étant un polyômc homogène en λ, p., ν et irréductible. Nous ne com-
prenons pas dans Ρ les ρ — 3 expressions linéaires en λ, p., ν corres-
pondant aux courbes C tangentes en (J?,,/,,;,), ...,(xp-3, Yp-3, zp-3 
ni les relations entre λ, μ, ν correspondant aux courbes C rencontrant 
les lignes multiples de la surface. 

Le degré a du polynôme Ρ est un invariant, puisque, quand 011 passe 
d'une surface à une autre qui lui correspond point par point, les poly-
nômes Q se transforment linéairement. A cet invariant, nous pouvons 
en associer deux autres; si l'on considère l'équation Ρ comme représen-
tant une courbe en coordonnées homogènes, ou un cône, cette courbe 
aura 

$ points doubles, 

χ points de rebroussement. 

Ces nombres sont des invariants, car un point double correspondra 
à une courbe C tangente deux fois à la surface, et un point de rebrous-
se nient à une courbe G ayant avec la surface un contact de second ordre 
et le nombre de ces courbes est manifestement le même pour deux sur-
faces se correspondant point par point. 

Soit maintenant une seconde surface algébrique correspondant point 
par point à la première. Si 011 considère les points 

(x1,y1*1)» ···» (.Xp-tfXp-VZp-*) 

correspondant à ..., (xp,.nyp^
:i)

zp_3), 011 aura une équa-
tion 

P1(h, u, v) = 0. 
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Los deux courbes (si l'on veut employer le langage de la Géométrie 
plane) 

Γ (λ ,p,v) = o
y 

Ρ,(λ',ρ',ν') = ο 

seront de même ordre a et auront c points doubles et κ points de rebrous-
se ni en I. 

On doit pouvoir passer de l'une à l'autre par une substitution homo-
graphique. 

On pourra donc écrire un certain nombre de conditions, revenant à 
l égalité de certains invariants pour l'une et l'antre courbe, qui seront 
par conséquent (le la forme 

'(*·■ ? · · · ί '^'ρ-Λΐ) ρ-Λ> "ρ- 3 ) 
(l'A 

— l('C,,y,, .)· 

Nous pouvons encore obtenir deux autres relations entre les (.r, v, r ) 
«•t les (.*·',, y', z'). 

Λ cet effet, considérons l'un des points, soit H y a une 
infinité de courbes C tangentes à la surface en (.r,,y,,w,) et lu relation 
Λ. ρ, v est évidemment linéaire, soit 

( ι ) A Λ 4- Hp- 4~ (.v — < i, 

et pareillement eu ynous «aurons pour l'autre surface 

(2) A,λ'-h 11,p'4- C,v' = O. 

La substitution linéaire qui transforme la courbe Ρ en la courbe P, 
devra transformer l'équation (1) en l'équation (2), et, comme ce fait 
s'exprimera toujours en écrivant l'égalité d'invariants communs aux 
deux couples de formes, on aura deux nouvelles relations de la forme 

id) 
G ( ·*·' iO' < ' *·' · · · · * ' ''*/»—Λ 5 1 "p~: 1 ) 

= A (x1, y', z', ..., x'p-3, y'p-3, z'p-3), 
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0 et A étant rationnelles et symétriques par rapport aux indices 2,3.... 
ρ — 3 ; niais (./?,jouant un rôle à part. 

En partant de ρ points arbitraires dans deux surfaces données, on 
pourra former les équations (K) et (d). En se donnant arbitrairement 
les {-v,y, Î), on doit pouvoir déduire de ces équations les (x',y\ z' ), si 
les surfaces se correspondent point par point. 

Ceci entrniuera manifestement un certain nombre de conditions. 
Ouand elles seront remplies, 011 pourra, en général, tirer de ces équa-
tions des valeurs pour les (V, y', 5'); ainsi Ton pourra éliminer 

(x2, y1,z1)1 (xp-3, yp-3Zl>-») 

cl avoir des équations où 11c figure plus que (.v\ ,y\, z\ ). On aura donc 
à voir si ainsi déterminés sont fonctions rationnelles de 
(x1, y1, 1z1)-i)» point sur lequel il n'y a pas d'indications générales à 
donner, mais qui dans la pratique 11c présentera pas de difficultés. 

Ainsi donc, en général, on pourra reconnaître la correspondance des 
deux surfaces et trouver la substitulionexprimant cette correspondance. 

Nous (lisons, en général : quel pourrait être le cas d'exception où la 
marche suivie serait impuissante à conduire au résultat? Ce serait le cas 
où des équations (d) et (Έ) on ne pourrait tirer, après l'élimination de 
(.r'j,ν',,ζ'.,), · · ·, (qu'une seule équation pour trouver 
(x\ ,y\, z\ ). Dans ce cas tout spécial, nous aurons recours à une autre 
méthode, que nous allons exposer, méthode plus générale même que 
la précédente, puisqu'elle s'applique encore au cas 011 ρ = 3. 

β. Soient ( ),, ()
2

, ..., Qp et Q',, Ql, ..., Q'^ les ̂ polynômes adjoints 
pour l'une et l'autre surface : la correspondance cherchée doit être de 
la forme 

(y)o(.r,v,c) V, Q, (.r1, v', s')h- AoQ',4-... -+-

(
v
).,(.z'. y, j) C|Qt -I- C, Q', H- ♦.. + Ey,Q/< 

Mi B1M1 -H BjM'Î ■+···· +BpQp 

les A, B, C étant des constantes convenables. Si donc j— et ̂  ne 

sont pas fonctions l'un de l'autre, on peut tirer de là (r, y, z)en fone-
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l ions algébriques de (.χ·', y\ ζ'). On aura donc à reconnaître si l'on peut 
choisir les constantes Λ, B, C de manière que x',y', z' soient des fonc-
tions rationnelles de x,y, ζ et inversement. On voit que la méthode 
précédente avait sur celle-ci l'avantage de n'introduire dans le calcul 
aucune indéterminée; par contre, nous pouvons ici étudier complète-

ment le cas exceptionnel. Celui-ci est relatif à l'hypothèse où ^ et 

IY seraient liées par une relation. 
VI 

Ainsi, Q,, Q2, Q
3
 désignant trois polynômes adjoints quelconques 

de la surface /, on suppose que l'on a la relation 

yU>i' y. ' ~ ' 

ψ étant nécessairement 1111 polynôme, et cela pour tout point (./·,y, j) 
de /. (Considérons la surface 

Q_. - = °-

Quand λ varie, elle coupe/suivant une certaine courhc C mobile 
avec Λ. 

Prenons un point sur cette courbe (', et un autre point en dehors; 
lions pouvons déterminer le polynôme adjoint Q

3
 de telle sorte qu'il 

s'annule pour ces deux points. Q
3
 étant ainsi déterminé, reprenons 

l'identité supposée 

+(«)-"■ 
Quand (.//,/,ζ)décrit la courbe C, Q3 reste constant el égal à zéro; 

donc 
Q:i = ο 

coupe la surface / suivant la courbe C; mais en inème temps il doit y 
avoir une autre courbe d'intersection, puisque la surface Q

}
 passe par 

un point de/qui n'est pas sur C. Ainsi donc Q
3
 = o, qui est une adjointe 

arbitraire, coup'c la surface suivant une courbe decomposable. 
Nous nous sommes déjà trouvé précédemment dans ce cas, où une 

adjointe quelconque coupe la surface suivant plusieurs courbes va-
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riablcs. Nous avons dit alors que ces courbes variables étaient toutes 
du genre un. 

Dans ce cas particulier, la recherche de la correspondance des deux 
surfaces / et F se fera sans difficultés, en raisonnant sur les deux sur-
faces /et F, comme nous avons raisonné sur une seule surface au n° 4 
du troisième Chapitre. Nous avons sur les deux surfaces deux réseaux 
de courbes de genre un, qui doivent se transformer l'un dans l'autre. 

11 a été supposé, dans ce qui précède, que ρ était au moins égal à 
trois. Le cas de ρ = a peut se traiter comme le cas particulier qui pré-
cède; il rentre en elfet dans ce cas, car nous savons que, pour ρ = a, 
toute adjointe coupe la surface suivant une courbe du premier genre (1 ). 

7. Ainsi, étant données deux surfaces de genre supérieur à un, 
nous savons reconnaître si elles se correspondent point par point; 
mais nous n'avons pu traiter, en général, la même question pour les 
surfaces du genre zéro ou un. Nous dirons seulement à ce sujet qu'une 
condition nécessaire se trouvera exprimée par l'égalité du nombre des 
cycles à une et deux dimensions de la surface. 

CHAPITRE V. 
QUELQUES APPLICATIONS AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

1. — GÉNÉRALITÉS. 

1. Nous allons nous occuper principalement, dans ce Chapitre, des 
équations différentielles de la forme 

"> /(r.&S)-· 

(1 ) On remarquera que la méthode employée dans ce paragraphe peut évidem-
ment aussi être employée pour étudier les transformations d'une surface en 
elle-même, et qu'il en résulte de suite une nouvelle démonstration du théorème 
démontré dans la première Section de ce Chapitre. 

Journ. de Math. (/J· série), tome V. — Fasc. Il, 1880. 34 
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f étant un polynôme en y, & et · La variable indépendante ne fi-

gure pas dans l'équation qui, par suite, se ramène à une équation du 
premier ordre, mais nous voulons garder l'équation sous cette forme, et 
c'est du cas ou l'intégrale générale de celle équation serait une fonction 
uniforme de χ que nous allons nous occuper. 

Supposons donc que l'intégrale générale de l'équation précédente 
soil une fonction uniforme de χ, n'ayant que le seul point ac connue 
point singulier essentiel ; soity = P(x) une intégrale quelconque. 

Pour une valeur de x, qui ne soit pas un pôle de Ρ(χ·), on pourra, 
[jour h suffisamment petit, développer P(.c 4- h), 

V(x 4-//) = V(x) 4- h P'(.r) + ...., 

et les coefficients des puissances de h seront des fonctions rationnelles 
de P(x")> Ρ'(Λ') P"(x). Par suite, Ρ(χ· -t-/<) est une fonction uni-
forme de P(x), P'(x) et P"( c), (jui sont d'ailleurs liées par la rela-
tion (i), du moins dans le voisinage d'un système de valeurs de Ρ, P' 

et P* finies, et n'annulant pas = o. 

L'élément de fonction du point analytique (Ρ, Ρ', P" ), ainsi déter-
miné, s'étendra manifestement de proche en proche; on obtiendra ainsi 
une fonction analytique uniforme de (Ρ, Ρ', P"), d'après l'hypothèse 
faite que l'intégrale P(x') est une fonction uniforme. Nous pouvons 
donc écrire 

ω 

Ρ (χ 4- h) = φ[Ρ(χ), Ρ'(χ·), P"(.c), Λ], 

P'(xH- A) =ψ[Ρ(χ·), P'(./·), P"(x), A], 

P"(x 4- h) = yJP(x), P'(x), P"(·/*), h |, 

γ, ψ et £ étant des fonctions uniformes du point analytique (Ρ, Ρ', P") 
et de h. 

Des équations (2), on peut évidemment tirer P(x), P'(x) et P"(x) 
on fonctions uniformes de [P(a? 4-A), P'(x 4-A), P^./: 4-A)J. La 
transformation (2) est donc biuniforme. Mais nous avons déjà dit que, 
entre les points de deux surfaces, pouvaient exister des transformations 
biuniformcs qui ne sont pas Irrationnelles. Prenons comme exemple 
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d'équations qui conduisent à une transformation (2), qui ne soit pas 
Irrationnelle, l'équation 

yy-y2 = 2y2 
on a 

X = Ce*1, 
et Ton trouve de suite 

!'(;» +A) = Ρ(.ϊ)«*'β · 

C'est le cas où celte transformation Multiforme serait birationnelle 
que nous allons d'abord trailer. 

2. Dans tout ce qui va suivre, la transformation biunifornie (2) est 
donc supposée birationnelle. La surface 

/(j, y,y) = <> 

admet donc une transformation birationnelle en elle-même, renfer-
mant un paramètre arbitraire h. 

écrivons cette transformation 

(γ =?(r.y>y^), 

ο) Υ' = ΨΟ·>/>τν<)> 
' Y"=y.O·,/,/■>/«). 

et transcrivons-la de nouveau en désignant par des lettres indétermi-
nées les divers coefficients ; soit alors 

I Y =My,y>y")> 
O) ; Y'=Kr>y>Y")· 

' Y"=y.O·,/,/■>/«). 

Soit y une solution de l'équation f ; écrivons que 

(3) /(Y,Y',Y») = o, £=Υ·, ~ = Y". 
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Nous obtenons ainsi trois relations entre y, y, y" et les coefficients tie 
λ, [A et v. 

Divers cas pourront se présenter (') : 
i° Les coefficients dans λ, ρ, ν dépendent d'une seule constante 

arbitraire. La forme (i) rentrera dans le type ( A) ainsi trouvé. Dans 
ces conditions, les coefficients dans (i), qui sont des fonctions uni-
formes de Λ, sont liés deux à deux par des équations algébriques; par 
conséquent, Y et Y' sont liés par une relation algébrique; doue l'inté-
grale générale sera une fonction doublement périodique de //, et les 
périodes ne dépendront pas de la constante d'intégration. 

2° Les coefficients dans λ, IA et ν dépendent de deux arbitraires, 
soient α et β; écrivons alors 

γ =λο ?)» 
Y !A0'> y » y ·> α> ?)> 
γ"=^ Ρ)» 

r désignant une solution quelconque de l'équation /, Y représentera 
l'intégrale générale de celte équation avec les constantes α et fi. 

Deux cas peuvent se présenter : 
l. La substitution précédente ne forme pas un groupe de transfor-

mations. Prenons alors 

My, y> y> ?). My,y,y, «> ?>· 
cl 

A0'»y>y.«i.?.)> p(r>/»y»β<λ ···> 

α, β et α,, β, étant arbitraires, l'expression 

(·) α> β)» ν> α<> ?·1 

sera encore une solution de l'équation; elle doit donc cire de la forme 

(2) *0'>y>y> ««.?»). 

(') On reconnaîtra, dans ce qui va suivre, une succession de raisonnements 
analogues à ceux qui ont été employés dans le troisième Chapitre. 
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«
2
 et β

2
 étant indépendants de χ; mais, par hypothèse, la substitution 

ne définit pas un groupe de transformations, c'est-à-dire qu'on ne 
pourra pas trouver a

2
 et β

2
 dépendant uniquement de (α, β) et (a,, β, ), 

de telle sorte que (1) et (2) soient identiques pour tout point /, /', y" 
de/. On pourra cependant sûrement trouver des quantités *

3f
 β

2
 indé-

pendantes de .r, de telle sorte que (1) et (2) représentent la même 
l'onction de x. On aura donc ainsi, entre y, /',y", une nouvelle relation 
algébrique, relation qui, comme on voit, dépendra de l'intégrale con-
sidérée/, car les quantités α

2
 et β2

 ne seront pas indépendantes do la 
constante figurant dans/. 

Nous avons donc, en résumé, une seconde relation algébrique entre 
/, /',/", relation qui n'est d'ailleurs pas indépendante de l'intégrale 
particulière considérée/. 11 s'ensuit, par l'élimination de/" entre cette 
relation et l'équation différentielle /, qu'il y a entre / et/' une relation 
algébrique. 

L'intégrale générale de l'équation est encore une fonction double-
ment périodique (011 dégénérescence). 

Appelons le cas D les cas où l'intégrale est doublement périodique 
(ou dégénérescence). 

II. Nous arrivons enfin au cas où les expressions λ, ex, ν donneraient 
un groupe de transformations à deux paramètres α et β. Nous n'avons 
pas besoin de répéter la série des raisonnements qui ont été faits dans 
le n° 7 de notre second Chapitre. 11 n'y aurait, sur ce point, rien à 
changer aux raisonnements. On verra donc, par une marche toute 
semblable, que ce groupe de transformations est permutable. 

Ainsi 11011s sommes conduit à cette conclusion, que la surface 

/(>'./'7") = ° 
admet un groupe de transformations hirationnelles à deux para-
mètres et permutables. 

Or nous avons démontré, dans le Chapitre précédent, le théorème 
suivant : si une surface 

/0,7> ~) = o 

admet un groupe de transformations hirationnelles à deux paramètres 
et permutable, la correspondance entre (sr, /, ζ) et (#', /', z') sur la 
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surface sera donnée par les deux équations 

P (.r, y, z) dx -4- Q (>, y, rf/ = Ρ (y, y', ζ') dx' h- Q (X', y', -') φ 
Ρ,(./·, y, j) -h Q,(.r, 7, dy = 1\<>\ y', z') dx' + Q,(V, y', -') dy, 

ou, si l'on veut, par 

Ç Ρ dx 4- Q dy — f Ρ dx 4- Q dy — consl. 

et 
~-r.y.s 

I P, dx -l· Q ,</>·—...= const., 
·'*«· Λβ* "ο 

ce qui veut dire que (·*·',y1, -') est une fonction de (.c,y, -), telle que 
la différence qui forme le premier membre ne dépend pas de (y·,y, s). 

Par suite, si l'on considère 

/ Pd.r 4-Qdy et f P, dx 4- Qtdy, 

ce seront des fonctions de χ, λ(.£·) et p-(.r) qu'il sera bien facile de 
1 couver. 

Si, en effet, on remplace χ par / + //, (j',y',y") éjirouve une trans-
formalion du groupe, et devient (Y, Y', Y"), la différence 

Γ'9"' Vdx 4- Qdy — ΓPdw + Qdy 

ne dépend pas dey, y', y", mais seulement de la transformation, c'est-
à-dire de h ; elle ne dépend donc pas de x. Ceci revient à dire que 

\(x 4- h) — λ(χ·) et [/.(x 4- h) — u.(.r) 

ne dépendent pas de χ, quel que soit h. 
Donc 

λ(χ) = αχ 4- α, 
u(x)= bx 4- β, 

λ, α et β étant indépendants de χ. 
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Nous pouvons donc énoncer le théorème fondamental qui suit : 

IL existera pour la surface f(yiy\y") = 0 deux intégrales de 
Λψ· reulielles totales, telles que 

/"" '"Ρ rfx + Q dy = », 

py->'V,dx + Q,dy = e, 

donneront pour y, y' et y" des fonctions uniformes de uet r; soit 

y = 0(>,c); 

alors Γ intégrale générale de l'équation sera 

y = Θ (a./; a, bx -h β), 

a et β étant des constantes arbitraires, et a et b deux constantes. 

II. — RECHERCHE DE L'INTÉGRALE. 

5. Nous devons maintenant nous proposer de reconnaître, autant 
qu'il sera possible, sur l'équation différentielle cllc-inènie, si cette équa-
tion rentre dans la classe d'une intégrale générale uniforme avec une 
substitution correspondante birationnelle. 

Mais, auparavant, faisons deux remarques générales. Tout d'abord, 
si la surface 

/(>'./-y") = ° 

est de genre supérieur à l'unité, on tire de suite une conséquence im-
portante de ce que la surface admet une infinité de transformations 
biralionnellcs. Nous pouvons écrire en effet, en remplaçant χ par zéro 
et h par x. 

y = ?0>y»y.>y;)> 
y = ,K(x,vo,yo,yo) 

/'= ·/.(·*>/«. y'../,). 

y », y\, y\ désignant les valeurs dey, y', y" pour χ = ο. 
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Désignons alors par Q, (y, y',y") et Q>0·,.)*'>7") <1™* polynômes 
adjoints d'ordre (m — 1). En refaisant les raisonnements faits ail com-
mencement du troisième Chapitre, qui traite de la transformation do 
surfaces, on trouve immédiatement que 

Q1(y, y, y)Qii.VoOWD. 
Q2(y, y>„V ) Qi 05.^ 0 > .1 0 1 

d'où le théorème suivant : dans le cas qui nous occupe, le genre de Ια-
sur face 

(0 f(y,y'-y") = ° 

est zéro ou un, ou bien ο/ι a pour toute intégrale 

(2), \ Qi(.v,y'o''') Q2( 

a étant une constante. Des équations (r) et (2) entraînent une rela-
tion algébrique entre y ety', et, par conséquent, les intégrales seront 
des fonctions doublement périodiques (ou dégénérescences ). Dans le 
cas où les intégrales seront doublement périodiques, le module ne dé-
pendra pas de la constante arbitraire. 

On voit donc que le cas où le genre de/*serait supérieur à l'unité ne 
présente aucune difficulté, et nous pouvons, par suite, supposer que le 
genre de /est égal à zéro ou à un. 

Voici une seconde remarque : Si, le genre de la surface 

f{y>y'iy")= ° 

étant zéro ou un, celle-ci admet seulement un groupe de transforma-
tions à un paramètre, on aura, comme nous l'avons déjà dit (cas Γ) 
pour y, y', y", des fonctions doublement périodiques de .r avec un mo-
dule toujours le même. 

I. Ces remarques faites, je considère d'abord le cas où le genre de/ 
serait l'unité, et je vais chercher dans quels cas l'intégrale générale 
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correspondra aux cas D. Si l'on so trouve dans ce cas, l'intégrale géné-
rale sera certainement doublement périodique; elle ne peut être, en 
effet, rationnelle en r, ou fonction rationnelle dec"*, puisque le genre 
rie la surface est Γ unité. 

Kcrivons /(y, z,l) — o, et soit Q(^', 5,/) l'unique polynôme ad-
joint d'ordre (ni — 4). 

>, - et t sont fonctions doublement périodiques de χ·, el fonctions 
d'un paramètre a, qui est la constante de l'intégration ; d'ailleurs 
z = y'. t = y". 

Si l'on considère alors 

Q(y, z, t)[dy dz — dy dz] 

f1 

celle expression, fonction doublement périodique en χ (qui sert à for-
mer l'élément de l'intégrale double de première espèce), restera finie 
pour toute valeur de c; ce sera donc une fonction de α seulement, 
puisqu'elle doit se réduire à une constante par rapport à ./·. 

Kn faisant sur α ιιη changement de variable convenable et en dési-
gnant par a le nouveau paramètre, on pourra manifestement écrire 

Q(y, z, t) [dy dz — dy dz] 

f1 =1. 
t )r les équations 

dy = de -h %- da, 

clz — ^ dx -+-~da 

donnent 
dz dy — dy dz 

da = dz dy dz dy = Q(y, z, t)[zdz — tdy]; 

dx âa âa dx 
donc 

( (>\ a — Ç Q(y* t)(zdz idy) 

Jourti. de Math. ( i' série), lome V. — Faso. II, 18S9. ■' ·> 
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et celle intégrale portera nécessairement sur une différentielle lolale, 
car a. peut être considéré comme fonction de (y, ζ, t). 

Ainsi, la constante d'intégration a prut s'ex primer par une inté-
grale de différentielle totale attachée à la surface f. 

La relation (e) doit exprimer entre y, ζ el t une relation algébrique 
(voir plus bas) 

R(/,~, /) = <:, 

H étant rationnelle, qui correspond au faisceau de courbes de genre 
un, tracé sur la surface. Si donc on peut mettre l'équation (e) sous 
celte seconde forme, on aura une équation 

R(r>/»y) = (:> 

et, pour achever, il n'y aura plus qu'à traiter une équation entre y et y 
On voit (pie, théoriquement, la solution n'est pas complète, puisque 

c'est seulement sous forme intégrale nous trouvons le faisceau des 
courbes de genre un, qui correspondent aux solutions supposées dou-
blement périodiques. Pratiquement, la relation (e) permettra, le plus 
souvent, d'achever l'intégration de l'équation. 

5. J'ajouterai encore une remarque générale concernant le cas I). 
Je dis, en premier lieu, (pie, dans ce cas, l'intégrale générale sera ob-
tenue en joignant à 

/(j'y y,y) = ° 

une équation RQ',y,y) = C, où 11 est une fonction rationnelle de 
y,y\ y\ c'est un point qui n'est pas absolument évident, que la con-
stante puisse s'exprimer rationnellement (et non pas simplement algé-
briquement) en fonction de y, y'Mais il le devient, si l'on se rap-
pelle le théorème suivant de M. Fuchs : Quand l'intégrale générale 
d'une équation de premier ordre 

F (*>>'· 9=° 



THEORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 2^3 

est algébrique (F est 1111 polynôme), 011 peut la considérer comme 
donnée par celte équation F et l'équation 

11
 dr)= C 

Il étant rationnelle. 
Ceci admis, ou n'a qu'à remplacer l'équation' / par l'équation du 

premier ordre 

f(y,p,p dp dy) o, 

dont, dans l'hypothèse admise, l'intégrale générale sera algébrique, et 
l'on a de suite le résultat annoncé. 

Considérons donc les équations 

/O'./.i'") = °· κ Ο.y',y") =<;; 

le réseau H coupe la surface suivant une ou plusieurs courbes du genre 
zéro ou un. Les équations de leur projection en y et y' seront donc 
données par 

9(y,/,A,C) = o, 

s étant un polynôme irréductible; λ et C sont liées par une relation 
algébrique 

F(X, C) = o. 

λ est, comme C, une fonction rationnelle de y, y', y". 
Si le genre de la relation F est égal ou supérieur à un, la surface / 

aura au moins une intégrale de première espèce ; on pourra chercher 
directement les intégrales de première espèce de /. S'il n'y en a qu'une, 
c'est que le genre de F est égal à un, et l'on aura 

f Ρdy -h const., 

c'est-à-dire le faisceau sous la forme intégrale. S'il y a plusieurs in le-
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grales de première espèce», deux de celles-ci étant fonctions l'une de 
l'autre, on aura, en formant le quotient des coefficients de dy ou dy' 
dans les deux intégrales, l'équation du réseau sous forme finie. S'il y a 
deux intégrales ne dépendant pas l'une de» l'autre, on aura les deux 
expiations 

./· = j \\<ly ~ <
v
» ,'/>' ■ 

C=f Ρ fly + (h/y. 

epii devront donner y, y', y" en fonction uniforme de 
Si le genre de F est nul, en exprimant XetC en fonction d'un para-

mètre· α (uniformément), l'équation pourra s'écrire» 

9 α) = o. 

e't a, qui est fonction rationnelle de λ et C, pourra s'exprimer ration-
nellement en )'i y\y'\ c'est-à-dire que» nous remplaçons le» faisceau Κ 
par le faisceau 

sO'.yo'") = * 

(S étant rationnelle), qui coupe la surface suivant une seule courbe 
mobile de genre zéro ou un. 

Nous avons donc le théorème suivant : Si la surface/n'a pas d'inté-
grale de première espèce, et si l'intégrale générale est une fonction 
doublement périodique ou dégénérescence d'une telle fonction, celte 
intégrale générale peut s'obtenir en adjoignant à/l'équation d'un fais-
ceau 

S(y,y,y>--x 

qui coupe ία surface suivant une seule courbe (variable avec *). 
Fil particulier, dans le cas des dégénérescences, la courbe sera de 

genre zéro. On a donc alors un faisceau coupant la surface/ suivant 
une seule courbe de genre zéro. 11 résulte alors d'un théorème de 
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M. Nûtlier {Math. Annalen, t. Ill) que lu surface sera unicursale, et 
(Finie manière uniforme. Nous avons donc cet énoncé : 

Si Γ equation différentielle 

/0'. y\y") = «' 

a pour intégrale générale une fonction rationnelle de χ ou de (/ljr. 
la surface f sera uniformément unicursale, à moins qu'elle tie pos-
sède une intégrale de première espèce. 

Je n'ai rien de plus à ajouter sur le cas D; la solution est complète 
quand le genre de la surface est supérieur à lin. Elle laisse peu à dé-
sirer quand le genre est égal à un; mais, pour le genre zéro, c'est seu-
lement dans le cas où la surface aura des intégrales de première espèce 
que l'on pourra tirer parti de ce que nous avons dit, pour la recherche 
effective des intégrales. 

6. Occupons-nous maintenant du cas différent du cas 1). Nous 
avons établi qu'alors il y avait deux intégrales de différentielles totales 

fPdy-h Q dy' et JP, dy H- Q, dy\ 

telles que les équations 

(') 

(y, z', y") 
P dy + Q dy = u. 

/iy.y.f)(y, y', y", P1dy + Q1dy' = v 

donnent pour/, y et y" des fonctions uniformes de u c te; soit 

/ = 0(w, c); 

de plus, en remplaçant u et ν respectivement para# -f- C eta'.R H- C, 
a et a' étant deux constantes convenables, C et C' deux constantes ar-
bitraires, on a l'intégrale générale de l'équation. 



2^6 É. PICARD. 

Par les équations ci-dcssus écrites, les coordonnées d'un point quel-
conque de la surface/s'expriment par des fonctions uniformes de deux 
paramètres; nous pourrons donc faire usage de tout ce que nous avons 
dit sur de telles surfaces dans le troisième Chapitre. 

Si la surface /appartient à la première classe de surfaces, pour les-
quelles y,}''·,}'" s'expriment par des fonctions uniformes quadruplemenl 
périodiques de u et c, ce que nous savons reconnaître, on aura 

y = Θ(α;ζ· -+- C, a'.r -f- C), 

Θ étant une fonction quadruplemenl périodique de M et r. 
.l'ajoute cette remarque, que ce cas esl le seul qui puisse se pré-

senter quand le genre de la surface est égal à é unité. Ceci résulte 
de suite de ce que nous avons dit au troisième Chapitre que toutes les 
dégénérescences correspondaient au genre zéro. 

Dans le cas où les intégrales (i) auraient trois périodes, Tune d'elles 
est de première espèce. Cette intégrale 

fVJy + Qtly 

peut être formée; elle ne devra avoir que deux périodes, car la surface 
a seulement deux cycles linéaires (voir Chapitre III). Or on peut 
étudier les cycles linéaires, et par conséquent reconnaître le nombre 
des périodes. Soit X(s) une fonction doublement périodique aux 
mêmes périodes : 

\[f"'~'vdy + Qd/\ 
sera une fonction rationnelle de (/./', >'")> s0li lf(j% y'-, y")- On aura 
l'équation 

u0'> y>y)=Μα*)> 

dont l'intégrale générale devra être uniforme. 
Ce qui précède s'applique aussi au cas où les intégrales (i) auraient 

deux périodes, l'une d'elles étant de première espèce. 
Dans tous les autres cas, la surface sera nécessairement unicursalc, 
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cl l'expression générale de y sera une fonction rationnelle de e"*,ebx, 
ou une fonction rationnelle de χ et e"*, ou enfin une fonction ration-
nelle de x. 

III. — EXAMEN DU CAS GÉNÉRAL. 

7. Nous avons supposé jusqu'ici qu'une certaine transformation 
biuniforme était Irrationnelle. Il faudrait examiner maintenant le cas 
général où l'équation 

(■) f(y,y,y)=» 

a son intégrale générale uniforme; c'est une question qui présente les 
plus grandes difficultés. Les considérations qui suivent vont nous mon-
trer la difficulté du problème. 

L'équation précédente revient à l'équation du premier ordre 

(2> /(>'» Pi Ρ ijy) = °-

Pour étudier/? comme fonction dey, on peut appliquer les principes 
développés par Briot et Bouquet dans leur Mémoire classique ; pour 
éliminer une première série de difficultés, nous allons supposer que, 
dans l'étude des singularités de cette équation, on puisse toujours se 
trouver ramené au cas, à la fois général et simple, spécialement étudié 
par Briot et Bouquet, c'est-à-dire, en employant les notations de ces 
auteurs, 

t ds dt = as + bt 

et (jue de plus les développements en séries correspondant aux inté-
grales ne contiennent pas de logarithmes. Ces conditions se trouveront 
réalisées bien évidemment dans un grand nombre de cas. 

Quand l'équation (2) aura été complètement discutée, 011 aura à re-
venir à l'équation initiale, c'est-à-dire poser 

dy dx = p(y). 
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La grande difficulté est de reconnaître si y ainsi définie eut une 
fonction uniforme de x. Il est facile de reconnaître si, dans le voisi-
nage de chaque valeur atteinte par la variable χ, la fonction / est uni-
forme; niais cela ne fait pas nécessairement, quand il en est ainsi, que 
la fonction / soit réellement une fonction uniforme. Il y « là une diffi-
culté considérable, qu'il paraît bien difficile de lever, et nous avons dù 
nous borner à ce cas des fonctions intégrales de l'équation (i), que 
l'on pourrait appeler à apparence uniforme. 

Arrétons-nous spécialement sur le cas où l'équation a la forme 

S=«('■£> 

R étant rationnelle en / etdx dy 

On voit aisément tout d'abord que l'équation doit élre de la forme 

d2y dx2 = A(y) + B(y)(dy dx) + C(y) (dy dx)2 

A, B, C étant rationnels en/. 
On vérifiera encore facilement, toujours sous les conditions énon-

cées au début, que l'équation a la forme 

d2y_A(7) + B(/)g
+

C(/)( ̂ )' 

dx1 (y — ci) {y — b)... (/ — l) 

les quantités distinctes «, ô, ..., / étant en nombre m, et A, B, C 
étant maintenant des polynômes en /, 

A de degré m -+- 3, 

B » m -t- i, 

C » m — i. 

Prenons donc un tel type d'équations, et cherchons à quelles condi-
tions l'intégrale générale pourra être uniforme. 
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Considérons donc l'équation 

rw Η dP — Α(7)4-Β(.Τ)Ρ-ΗΟΟΟ/>2 ^ ' V dv (y — a)...(y — /) 

Tout d'abord y = a, ..., / peuvent être des points singuliers des in-
tégrales. Prenons a, et considérons l'équation 

A {a) -f- B(a)/> 4- C (a) ρ2 = ο 

dont nous supposons les deux racines et distinctes et différentes 
de zéro. 

A quelles conditions toutes les intégrales de cette équation, qui pour 
y = a deviendront égales àp

t
 ou p

2
, seront-elles des fonctions uniformes 

dans le voisinage de y = a? C'est ce que nous savons trouver avec Briot 
et Bouquet; ceci exigera deux conditions, dans lesquelles figure d'ail-
leurs un entier positif arbitraire. Nous aurons donc deux conditions 
à écrire pour chaque racine du dénominateur, ce qui fait 4 m relations. 
Nous aurons ensuite quatre conditions à écrire, relativement à y = x, 

ce qui se fora en changeant dans l'équation y en -> et raisonnant sur 

y = ο comme nous avons raisonné sur y = a. Nous obtiendrons ainsi 
4m·+■ 4 équations, qui pourront d'ailleurs n'être pas distinctes et ren-
fermeront des entiers arbitraires. 

En raisonnant comme nous venons de le faire, nous avons supposé 
que l'équation avait une infinité d'intégrales devenant égales à p

tJ et 
une infinité d'intégrales devenant égales à p.

2
, pour y = a, ..., I. 

Quand ces intégrales existent, il faut bien qu'elles soient hoiomorphes 
en^, car ce sera pour une valeur finie de χ que l'on aura ici y = a, 

puisque l'on a J°^ = x, et nous avons supposé p
t
p

2
^o. On pour-

rait, en restant dans la plus grande généralité, se trouver dans d'au-
tres conditions; il pourra arriver qu'une seule intégrale (l'holo-
morphe) devienne égale à />, pour y == a. Il n'y a là qu'une condition 
d'inégalité, et nous n'avons pas alors de condition à écrire relativement 
à cette racinep

t
. 

Il faut ensuite chercher s'il n'y aurait pas d'intégrale de l'équa-
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 36 
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tion (3) devenant infinie pour y = a. Or, si Ton change dans coite 

equation ρ en^» elle devient 

dp' __ A{y)p',-k- B(y)p" + C(.r)/t/ 
dy ~~ (y — a)...(y— ') 

Il ne doit pas, dans le cas qui nous occupe, y avoir d'autre intégrale 
de celte équation s'annulant pour y —a, que p'—o; car l'égalité 

Ip'dy = χ montre que χ sera finie ; donc, pour une valeur finie de .r, 

y serait finie et ̂  infime. La condition indiquée exige seulement que 
« 

Ç{a) 
(a-b) (a-t) 

ait sa partie réelle positive ; nous avons seulement donc une condition 
d'inégalité. 

Nous avons encore à considérer le cas où ρ deviendrait nulle pour 
une valeur finie dey; il n'y a aucun embarras si cette valeur de y u'esl 
pas racine de A (y); car on a 

ρ ( >- — a) ( y — b).. .(y — l) _ dy 
A -+- -T- Cp* dp ' 

on aura donc 
y = xp2 

en supposant que la valeur de y soit y = o, ce qui ne restreint rien : 
donc 

ρ=β Vr+γ (ν/)* + · · · · 

α jé ο, comme on le voit de suite; par suite, 

dy vy (B + y Vy +) dx 

l'inversion sera uniforme. 
Si la valeur dey est racine de A (y), nous sommes dans des condi-

tions différentes, puisque alors ̂  se présente sous la forme -· La dis-
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cussion n'offre cependant aucune difficulté. Il suffit de poser, en dési-
gnant par α la valeur dey, 

y-CL = \p 

et Γ011 a la forme classique. On aura seulement des conditions d'inéga-
lité à écrire. 

On devra enfin se livrer, pour y = 00, à la même discussion des dif-
férents cas que nous venons d'examiner pour y fini. C'est ce que nous 
avions déjà d'ailleurs indiqué plus haut. 

8. Nous supposons donc remplies toutes les conditions d'égalités 
ou d'inégalités, dont il vient d'être parlé. Vintégrale générale de 
Véquation 

d2y dx2 = A(y) + B(y)+C(y)(dy dx) dx* (»· — «).. .(r — l) 

sera une fonction de χ à apparence uniforme. 
Prenons maintenant un cas particulier; le plus simple correspond à 

m — o. Nous aurons l'équation 

tl=
ay

'
 +

 byi + cy + d + {ky-i-h)il· 

Nous avons à étudier l'équation 

Ργ
γ
 = ay* + by' -+- cy h- d + (Ay -f- h)p. 

Cherchons d'abord si, pour une valeur finie de y, on peut avoir ρ infini. 

Changeant ρ en l'équation devient 

~% =Ρ'\αϊ' +l>y' + ... + d) + (ky + h)p" : 

donc il n'y a quep' identiquement nul. 
Examinons ensuite si pour y, racine de l'équation 

ay3 + by* -h cy -h d = o, 
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on ne pourrait pas avoir ρ = ο. Supposons, comme il est permis, d = ο 
et soit y = ο cette racine. En posant ρ = Xy, l'équation devient 

(3) ydy = ay3 + by + c — y2 + (ky + h); 

011 a à considérer les racines de c — X2 /ιλ = ο ; soient λ, et λ2 ces ra-
cines. 11 faut envisager le coefficient de λ — λ, ou Χ — X2

 dans le se-
cond membre; ces coefficients sont 

— 2 + h et — 2 + y2; 

si leurs parties réelles sont négatives, il n'y aura que deux intégrales 
(les holomorphes) et pas d'autres. Si ces quantités sont positives, il y 
aura d'autres intégrales devenant égales à λ, ou λ,; mais, dans tousles 
cas, l'équation 

^=/(λ<+ ···)> 

ne donnera pas pour χ une valeur finie, quand y tendra vers zéro. Il 
n'y aura donc pas de ce chef de valeur de χ où la fonction cesse 
d'a\oir une apparence uniforme. Il n'y a pasà se préoccuper enfin pour 
l'équation (3) du cas de λ = ο pour y = ο, car ceci équivaut à ga vant 
dans l'équation initiale une valeur finie arbitraire différente «le zéro. 

9. Nous avons jusqu'ici laissé de coté le cas dey = oc ; remplaçons, 

pour étudier ce cas, y par dans l'équation initiale. Elle devient 

d2y' = 2(dy')2—a—by'—cy'2—dy'3+(k+hy')dy' 
dx2 y' 

Nous avons donc à étudier les intégrales de l'équation 

(4) y'dy' = 2p'2-a-by'-cy'2-dy'3+(k+hy')p', 
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dans le voisinage de /' = o. Soit l'équation 

2p'2 — a -+- kp'= o, 

dont les racines, supposées distinctes, seront désignées par p\ et p'
2

. 
Si l'on suppose qu'il y ait une infinité d'intégrales holomorphes de-

venant égales à p\ et pareillement pour j»'
2
, il faudra que 

2 + a p12 et 2 + a p 2 3 

qui représentent respectivement les dérivées du second membre de 
(4) pour/' = ο, ρ'—p\ et pour/' = ο,ρ' = p'

2
, soient des entiers po-

sitifs. Ces deux quantités peuvent se remplacer par 4 ■+■ p- et 4 ■+■ y · 

Ainsi -4- et — sont des entiers au moins égaux à — 3. p1 p2 

boit — = m, — = n, on aura —h - = » — a 2 

On pourra satisfaire à la première relation avec des entiers au moins 
égaux à — 3» dans la seule hypothèse 

m = — ι, n = 2 ; on aura alors k2 = a. 

On a encore deux autres relations à écrire ; elles sont faciles à former, 
mais très compliquées. Je ne les écrirai pas ici, me proposant tout a 
l'heure de faire le calcul complet pour un cas particulier un peu plus 
simple. 

Nous avons, en résumé, trois relations entre les quantités a, b, c, 
d, k moyennant lesquelles l'intégrale générale de l'équation 

zr» = a>'"+by'+cy+d+ky % 

est à apparence uniforme ( nous avons fait h = o, comme il est évi-
demment légitime). 

10. Une question se pose maintenant, qui, si l'intégrale était réelle-
ment uniforme dans toute l'étendue du plan, reviendrait à Y intégra-
tion de l'équation. Peut-on associer à l'équation précédente une autre 
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equation, présentant les mêmes caractères, mais dont l'intégrale géné-
rale n'aura pas de pôles? Nous allons voir que la chose est possible. 

Quand y devient infinie (soit, par exemple, pour χ = ο), nous avons 
deux développements 

( ι ) ^'
 =

 ;
+

'?
 +

 τ·'' ®·
4
'
3 +

 · · · ' 

( 2) y — -h β' ■+· γ'.£ -h 0V2 -h ε'.*·3 -+-

.le suppose que le premier développement corresponde à la racine 
p\ = — A, les trois premiers coefficients α, β, γ sont déterminés; c'est 
ce que montre de suite l'équation (4) du paragraphe précédent. Dans 

le second développement correspondant à ρ!,= les cinq premiers 

coefficients α', β', γ\ <§', ε' sont connus. 
Ecrivons les valeurs de α et β (en supposant, comme plus haut, 

h = o), on a 

a = - 1 k, B = - b 4k2 

α ~ ί* -~~r 5£2' 

Ceci posé, j'écris la combinaison suivante 

Y = Ay2 + By + C dy dx. 

On peut choisir les constantes A, B, Cde manière que Y ne devienne 
pas infinie pour le premier développement; il suffira que 

aA — C = o, 

2Αβα -t- Ba = o, 
ou 

A -4- CA = o, 

A b — 2Ba = o; 

Y aura donc seulement des pôles (doubles) correspondant au dévelop-
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peinent (2). Soit 

Y = -, + Ï + f" H- ÎV -h î'V + ην·» +... ; 

on voit de suite que α", β", γ", ο", ε" sont connus, puisque a', β\γ', δ\ 
ε'ΐο sont. Il ne semble pas a priori qu'il en soit de même de η", mais 
cependant η" est également connu; car soit, dans (2), η' le coefficient 
de x\ le coefficient de x·3 dans Y sera 

Λ .2 α'η' H- 2 Λ β' ε' -+- Η ε' -t- \ Cr/ ; 

οι· y,' disparaît, car Λα'-f- 2C = ο, puisque ^ ce qui revient à 

α -h 2α = ο ; or α = ^> α = — ^ · 

Ayant ainsi formé l'expression Y, posons 

|·_ωΥ, + «Υ1+/>Υ+(
ΐ

Υ + /·)^ +
4
'(^) ' 

qui aura des pôles sextuples. Les coefficients de toutes les puissances 
négatives dans le développement au voisinage d'un pôle seront déter-
minés; c'est ce qui se vérifie immédiatement, puisque dans Y tous les 
coefficients jusqu'à η" inclusivement sont déterminés. Par conséquent, 
on peut choisir les six indéterminées qui figurent dans l'expression 
précédente, de manière que tous les pôles soient des pôles simples. 

( À»la fait, le résidu commun correspondant à tous ces pôles sera connu. 
Si ce résidu n'est pas nul, 011 pourra faire en sorte qu'il soit égal à 
l'unité. L'expression 

G = Fdx 

sera alors, comme F, une fonction à apparence uniforme, mais Hic. 
n'aura plus de pôles. On voit que, si y est réellement uniforme dans 
tout le plan, G sera une fonction entière de x. Cette fonction G satis-
fait à une équation du troisième ordre qui se déduit de suite de l'équa-
tion proposée en y; dans ce cas, cette équation du troisième ordre aura 
pour intégrale générale une fonction holomorphe dans tout le plan. 
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11. Considérons encore le cas plus particulier de réquatinn 

^+a£ + hy'+cy=o· 

La discussion se fait comme précédemment, sauf pour ce qui con-
cerne y = ». Ici les pôles seront doubles. Soit χ = ο un tel pôle; écri-
vons le développement 

}' = -ρ + - +■ T+ ea? 4- ε.Γ2 4- η.*3 4-.... 

Les six premiers coefficients de α à η sont déterminés. Ecrivons les 
résultats complets du calcul : 

(ι) bot -h 6 = o. 

(2> ? = -T = 5Ti· 

(d) 2γ = — 7 H—z-j' 

{ c 0 — 53777/ 

( >) 1 ο ε = _(_ £γ2 -f- cy, 

Οη 4- 2αε 4- 2&γδ 4- 20βε 4- 2^»αη 4- ce = ο, 

6η = 2αε4-2^γδ4- 2&βε 4- ce, 

6η == 8(c 4- 20γ) 4- 2ε(α 4- ftfi), 

«·,) «, = *8+™·. 

Enfin nous avons l'équation de condition 

3αη 4- a ft 4- 2 0γε -h boJ ·+■ αε = ο, 

η(3α 4- 2ftp) 4- ε(2by 4- c)4- bo2 = «, 

-Λ-ί—ι- ε -τ 4-οο-= ο, 

— ( —=~ ~t~ —-— ) 4- ε —τ- 4- y—.. . — Ο, 
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ou, en divisant par a2 25 

^
T+22£

j
 +
 5__

=

0, 

00 δ av 

·— -+- 100ε + jr-p-7> = o, 

75Γ +
 4^6

 + 34αδ+ ιο(Λγ2-)-ογ)=ο; 

ΟΙ* 

>γ- Η- ογ _ - ^ - J ^ _ - - J _ ^ a5, ^ ^ 

— 1- ,-^τν 7—=ττ τ = Ο, do plus 0 = Ώ-ΤΤ· 

En réduisant, on arrive à la relation 

36a4 54. c1. 

Telle est la condition (lout ce calcul suppose, bien entendu,b = o) 
pour que l'intégrale générale de réquation soit à apparence uniforme. 

Nous pouvons ici raisonner sur y comme nous avons raisonné sur Y 
au paragraphe précédent. On formera une combinaison 

F my' + ny1 +■ py + (py + r) Ά +. *(dy dx)2 

telle que 

., /κ d i-

n'ait plus de pôles. 

1U. Citons encore un autre type d'équations dont l'intégrale géné-
rale est à apparence uniforme. 

Etant donnée une surface f(-cty,3) = o, on connaît l'importance de 
l'identité en jc, y et ζ 

Adf dx + B df dy + C df dz =( dA Dx + dB dy + DC Dz) f!:;, 

qui est intimement lice à la théorie des intégrales de première espèce. 
Journ. de Malh. (p série;, lome V. — Fasc. Il, i88(). 37 
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Si Ton peut satisfaire à cette identité en prenant pour Λ un polvnome 
de degré m — \ en/et ζ et de degré m — 2 en x,y, -, et pareillement 
pour Β et C l'expression 

Bdx-Ady fz 

est une intégrale de première espèce (en y ajoutant seulement. îles con-
ditions relatives à la manière dont se conduisent les surfaces A = ο. 
Β = ο, C = ο, par rapport aux singularités de la surface). Si, ces 
mcines dernières conditions étant remplies, nous pouvons trouver trois 
polynômes Λ, Β, (1 des degrés indiqués et tels que 

A df dx + Bdf dy + Cdf dz 

soit divisible par/(.r,y,τ), sans que le quotient soit 

OX on OC 
Οχ Ov 0ζ· 

l'expression 
Β dx - λ dv 

f'z 

ne sera pas une diiTérenliellc totale exacte; mais 11011spouvons l'appeler 
une expression différentielle de première espèce, en ce sens que, quelle 
que soit la relation analytique que l'on établisse entre χ et y dans le 
voisinage d'une valeur arbitraire .//„ et >'0, l'expression 

Çndx-kdy 

reste toujours finie. 
Ceci posé, considérons une surface du genre admettant deux 

expressions différentielles de première espèce 

Β dx — A dy Btdx — Xxdy fz fz 

(ΒΑ, — AB, n'étant pas identiquement nul). 
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Je forme le système des deux équations du premier ordre 

(0 
Bdx - Ady = du, 

B1dx - A1dy = 0, 

devant donner .r, y en fonction de la variable indépendante u. 
L'intégrale générale «1«; ce système est à apparence uniforme. On a 

en elle! 
I!A, — Ali, = Q(.r,y, z)fl, 

(
v
)(./·, )', z) étant le polynôme adjoint d'ordre nt — qui coupe (en 

dehors des lignes multiples) la surface suivant line ou plusieurs 
courbes C de genre zéro (voir au troisième Chapitre). Pour ces 
courbes C, on a identiquement 

lD/.r — \dy — ο, 
15 %d.c — = ο, 

ear, 1 expression f Bdx - Ady étant de premiere espèce, quand on 

remplacera ζ par des fonctions rationnelles d'un paramètre, 
l'expression · deviendra infinie si l'élément n'est pas identiquement 
nul. 

Donc il ne sera pas possible pour un système intégral des équa-
tions (\) que x, )', z atteigne un point des courbes C. Donc -
ne cesseront jamais d'être des fonctions uniformes de u\ elles seront à 
apparence uni forme. 

15. Cette étude des équations différentielles algébriques où la 
variable ne ligure pas explicitement, et dont l'intégrale générale est 
uniforme, me paratL avoir une très grande importance. C'est en l'ap-
profondissant que l'on pourra, sans doute, découvrir de nombreuses 
classes d'équations différentielles dont l'intégration deviendra possible. 
Prenons, par exemple, l'équation différentielle du premier ordre 

(0 / ) = «> 
/ étant un polynôme. 
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Le problème suivant mérite d'être posé : 

Pourva-t-on déterminer une fonction rationnelle R de .r, y, r, 
cette dernière quantité étant définie par Γéquation 

f(x,y,') = o, 

de telle aorte que lea deux équations différentielles 

i dt " -)' 
(2) 

dx dt = R(x ,y z) 

admettent pour intégrales générales des fonctions uniformes rle t'I 

il en résulterait évidemment l'intégration de rétjtialiuii (ι), χ v.\ y 
se trouvant exprimés par des fonctions uniformes d'un paramètre. 

Four indiquer au moins un exemple d'une telle intégration, bor-
nons-nous au cas où l'intégration du système (2) se ferait à l'aide des 
fonctions quadruplcment périodiques. Dans ce cas, pour la surface (1), 

./·, y et s'exprimeront, par des fonctions quadruplcment périodiques 

de deux paramètres u et c; de plus, comme il a été vu, on aura 

u ~ at ■+■ C, c — />/-+-( V, 

a et h étant deux constantes convenables, C et C deux constantes 
arbitraires. On pourra tirer de (1) 

./— F.O, e), 

y — F
2
(i/, V)y 

T
X
 = F'<"> *')> 

et les fonctions F sont à considérer comme connues. 
On devra pouvoir déterminer le rapport des deux constantes a et h 
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de telle sorte qu'on ait identiquement 

adF2 + bdF2 

F3(u, v) = dF1 dF1 
adu + bdv 

S'il en est ainsi, on aura l'intégrale générale de l'équation (i) par 
les formules 

x F, (al H- C, bt C'), 

y = F
a
(o/ -l· C, bt 4- C'), 

et l'on peut dire que, étant donnée l'équation (i), il est possible de 
reconnaître si elle est susceptible d'être ainsi intégrée. 

IV. — QUELQUES REMARQUES GÉNÉRALES. 

•1-4. Dans les généralités du n° 1 de ce Chapitre, nous avons supposé 
que l'intégrale n'avait pas de singularités essentielles à distance finie; 
d'autres circonstances peuvent se présenter. L'intégrale peut avoir des 
singularités essentielles à distance finie; voici un premier exemple très 
simple. 

Soit U(y) un polynôme du quatrième degré en y. De la relation 

efyVu(y) = x 

on peut tirer une équation différentielle 

f (y, dy, d2y) = 0, 

f étant un polynôme. 
L'intégrale générale de cette équation sera à apparence uniforme : 

elle aura un point singulier à distance finie, et elle ne sera véritable-
ment une fonction uniforme que si l'intégrale elliptique admet 2πi 
pour période. Par cet exemple si simple on voit que les conditions 
exprimant que l'intégrale d'une équation /= ο est une fonction uni-
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forme se traduiront en général par des relations transcendantes 
entre les coefficients de l'équation; au contraire, comme nous l'avons 
indiqué plus haut, les relations seront algébriques si Ton veut seule-
ment écrire que l'intégrale est à apparence uniforme. 

Voici, pour le cas (lu troisième ordre, un autre exemple où vont se 
présenter des circonstances analogues, mais d'une manière plus com-
plexe. 

Soit l'équation linéaire du second ordre 

d2u dy2 + pdu dy + qu = o 

(p el q fonctions algébriques dc^·). 
Le rapport de deux intégrales distinctes satisfait à l'équation bien 

connue 

7 =*i-ïr-±Y> dy dp 

en désignant par η(/) le rapport de deux intégrales. 
Or posons 

i(r)=s, 

et considérons y comme fonction de z. Cette fonction y de ζ satisfera 
manifestement à une équation du troisième ordre algébrique entre 

dy dly d*v et d4y dz3 

soit 
f (/' dz' dz* ' dp)=o 

Ceci est général; soit maintenant l'équation linéaire telle que 

»;(/)=s 

donne pour y une fonction fuchsienne de ζ, soit 

/=?(-)· 
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L'intégrale générale de l'équation F sera 

y = ?(-r+F> 

a, b, c étant arbitraires. Nous avons donc une équation admettant pour 
intégrale générale une fonction uniforme, cl ce que je veux surtout 
remarquer, c'est que h domaine dans lequel est déterminée la fonc-
tion est variable avec l'intégrale que l'on considère. 

Un exemple particulier, rentrant dans le type précédent, est fourni 
par l'équation suivante, rencontrée par.lacobi dans son Mémoire sur 
certaines séries de la théorie des fondions elliptiques ( Journal de 
C relie, t. 34), 

y2 (y d3y dx3 + 3 dy dx d2y dx2)2 = (d2y dx3) +1 

Son intégrale générale est uniforme et de la nature des fonctions 
modulaires. 

15. Les considérations que nous avons développées sur l'équation 

f {y> f ,y")=0 

peuvent, avec très peu de modifications, s'étendre à la classe des équa-
tions du second ordre où χ figure explicitement 

f (x,y,y>y)=°> 
quand on est dans le cas dont M. Fuchs a commence l'étude, et sur 
lequel, pour les équations du premier ordre, M. Poincaré a donné 
de si remarquables résultats; je veux parler des équations dans les-
quelles les points critiques sont fixes, c'est-à-dire indépendants des 
constantes arbitraires. 

Les raisonnements faits par M. Poincaré pour les équations du pre-
mier ordre peuvent être répétés ici. Si y^y\%y\ sont les valeurs ini-
tiales pour =x

0
, on a, si l'on suit un chemin déterminé (ne passant 
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pas parles points critiques), 

y='Hx(x»>/,>/,), 

y='Hx<y»>/,>/,)< 

y—'/.(■*>yo, yo yo) 

y-, y'-, y" étant des fonctions uni formes de (j'
0
,y„, y'

0
), et inverseineiil 

)'
0
,sont des fonctions uniformes de (y,y',y")- Malheureuse-

ment la fin du raisonnement n'est plus applicable ; la transformation 
qui transforme la surface 

/fer»y»y)=o ,,n /('.,/» /")=»· 

est biuni forme; mais, nous le savons, elle n'est pas nécessairement Ir-
rationnelle, et c'est ce qui vient changer du tout au tout le caractère 
de celte théorie. 

Si Γ011 suppose que la transformation est birationnelle, et que le 
genre de la surface 

/(·'·»/>y, y) = o 

en y, y', y ', est supérieur à l'unité, le développement de la théorie ne 
présentera aucune difficulté, après ce que nous avons dit sur la trans-
formation des surfaces. Si la surface f n'admet qu'un nombre limité 
de transformations birationnelles en elle-même, l'intégrale sera néces-
sairement algébrique. Si, comme il peut arriver, la surface admet une 
infinité de transformations birationnelles avec un paramètre arbitraire, 
on démontre aisément qu'on sera ramené à l'intégration d'une équa-
tion différentielle du premier ordre, algébrique entre .r, y et y, et dont 
l'intégrale générale a aussi ses points critiques fixes. 

16. Si le genre de la surface 

/(·*·. y")=°' 

pour χ arbitraire, est inférieur à deux, nous allons nous borner aux 
cas 011 cette surface rentrerait dans l'un ou l'autre des types étudiés 
aux n°5 4 et 5 du Chapitre III. 
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Plaçons-nous d'abord dans le premier cas : les coordonnées d'un 
point quelconque de la surface sont alors susceptibles de s'exprimer 
par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres. Les 
deux surfaces 

(1 ) /*(·*"♦ )'i / » / ) —o, 

P-) ) 0) = 0 

se correspondent, avons-nous dit d'une manière générale, point par 
point, et il est admis que cette correspondance est birationnelle. Ecri-
vons les équations de la correspondance 

X — Xoiyo) 

y=F
a
(.r,jv>'o,/

0
), 

y = F (x, yo, yo, yo) 

les F étant rationnelles en ^ y'
Q

, y"
0

. 
(Considérons 

J F
0

 dy, H- ()
0
 dy

0
 cl fR

0
 dy

0
 -4- S

0
 dy\, 

deux intégrales de première espèce de la surface (2). 
La transformation précédente les transformera en deux intégrales 

f Ρ dy -h Q dy' et f Rdy-h S dy, 

relatives à la surface (1), et ici P, Q, R, S dépendront de χ en général. 
Nous pouvons donc écrire 

fV'T'VRJy + SJy = fV"U'\dy0+S0dy01 
(3) 

ι 

fV'T'VRJy + SJy = fV"U'\dy0+S0dy01 

en considérant deux intégrales de l'équation différentielle correspon-
dant aux valeurs initialesy

0}
 y

0
, y\ et Y

0
, Y'

0
, Y"

0
. 

Jour η. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 38 
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Les seconds membres, et par suite les premiers, des relations précé-
dentes sont donc des constantes, c'est-à-dire indépendants de .*·; dési-
gnons-les par α et β. 

Revenons maintenant aux surfaces (i) et (2), et envisageons une 
substitution birationncllc, connue cette /ois, transformant ces sur-
faces. Soient 

y — H*» A*, y, y >y ) —0, 

y = H*» ^)' f (■*''·' ~ ^ 
y"=^(jj, λ, jΑ, v), 

et nous pouvons supposer que les cp dépendent algébriquement de ./·. 
Nous avons là une substitution connue, et les coefficients λ, μ, ν dans 
les ο sont des fonctions algébriques connues de ./·. Que va donner celle 
transformation effectuée sur 

(',) fVdy+Qdy et J'ildy-h Sdy' > 

Si 

I Λ ίΓΚ 4- R et £ C r/λ -h Π du. 

sont deux intégrales distinctes de la surface /( r
0

, λ, μ, ν) = ο, on 
aura nécessairement 

Ρ dy -+- Q dy' = M( A </λ -h Β d]x) 4- Ν (C dX 4- D do,). 

R dy 4- S dy' = P(A d"k 4- Β r/μ) -f- Q(C d\ 4-1)D du 

M, Ν, P, Q ne dépendront pas de x, car, d'après (3), les périodes de 
(4) ne dépendent pas de x. Nous pouvons donc écrire, en ayant préa-
lablement fait une combinaison linéaire convenable 

Ρ dy 4- Q dy' — A d\ 4- Β e/μ, R dy 4- S dy = C d\ 4- Dp, 

A, B, C, D ne dépendant pas de x; et, par suite, en désignant par L, 
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M, Ν les valeurs de λ, μ, ν correspondant à Y, Y', Y", nous aurons 

' Α</λ + Βψ = «, 

fc* + Drfjji = p. 

Si, au lieu d'intégrer depuis (λ, μ, ν), nous intégrons depuis des va-
leurs arbitraires constantes λ0

, μ
0
, v

0
, nous pourrons écrire 

(L.M.S A F/λ + Β ÉÎII. = α -t- G (a?), 

Γ Ci/Λ-h DÉ?P = Β-h G,(J?). 

L, M, Λτ seront donc des fonctions uniformes quadruplement pério-
dirpies de 

α -+- ir(x) et ρ + ϋ((.ϊ), 

et l'on aura par suite, en revenant à 

Y = ?,(*, L, M, N), 

l'intégrale générale de l'équation différentielle proposée. 
Mais nous avons introduit deux fonctions G(a?) et G^ar), que nous 

ne connaissons pas encore; je dis que la recherche de ces fonctions se 
ramènera certainement à une quadrature. En effet, quand on passe 
d'une intégrale à une autre, les constantes α et β changent simplement. 
Donc, si nous posons a priori 

Y =?<(*, L, M, N), 

\ N)» 
Y"=9,0r, L, M, N), 

L, M, N étant des fonctions quadruplement périodiques de u et t>, en 
posant 

u = α -+· G(x), ρ = β 4- G^-x·), 
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nous aurons doux équations différentielles pour déterminer u et e, en 
écrivant que Y' et Y" sont les dérivées premières et secondes de Y. 
Ces équations détermineront nécessairement u et ν par de simples 
quadratures. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Sous les hypothèses faites7 Γ intégration de Ucquation se ramène 
à des quadratures. 

16. Examinons maintenant le cas où la surface ferait partie de la 
seconde classe. On pourra, dans ce cas, exprimer/, y' et y en fonc-
tion rationnelle d'un paramètre λ de 0 et de ν K(Ô), 11(0) désignant un 
polynôme du quatrième degré en 0. Les rapports des périodes de l'in-
tégrale de première espèce de la surface ne pouvant pas dépendre de./·, 
les coefficients de K(Q) ne dépendent pas de x. Quant aux coefficients 
de λ, 0 et yi{(0), nous pouvons les supposer fonctions algébriques 
de x. Nous pouvons remplacer 0 cl y H(0) par ?(w) cl ?'(w)» ? étant 
une fonction doublement périodique de u. Cette lettre u représente 
l'intégrale de première espèce de la surface; par suite, en raisonnant 
comme plus haut, on verra que u est de la forme 

(i(.r) 4- 7-, 

α étant une constante arbitraire. 11 en résulte que lu détermination de//, 
en fonction de x, se ramène à une quadrature; il reste à déterminer λ. 
On se trouve alors dans le cas des équations du premier ordre; λ sera 
donc donnée par une équation de Riccali. 

17. J'indiquerai, en terminant, une équation différentielle curieuse, 
à laquelle conduit la théorie des fonctions elliptiques, et dont l'intégrale 
générale a ses points critiques fixes. 

Désignons par ω et. ω' les périodes de la fonction elliptique sn./;, et 
soient a et b deux constantes arbitraires. L'expression 

// = su («ω -t- Αω'), 

considérée connue fonction du module A, satisfait, quelles que soient 
les constantes α et A, à une équation différentielle du second ordre que 
nous allons former. 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 299 
Posons 

αω ■+■ bo)' = y, 
on aura 

(i) k(I - A 2) ̂  (ι - 'ik') -ky = o. 

Soil 

Ll= j* Xe = \/(ι — χ*)(ι — k*x2). 

ti étant supposé constant, on peut regarder Ω comme fonction de A. 
Kilo satisfera à l'équation 

(2) k{i-k*)~ + 'ik')-kQ + -<>· 

L égalité u = sn(a&> -+- Αω') revient à Ω =/; on a 

±u dk dk dk ' 1 du du dy 

dF lu ~ \dk) \u{i — //')(i — X-J«a) 2 dk Δα(i —A*M») "+' dk* ~ dÎP' 

Dans ces égalités, les dérivées de Ω par rapport à k sont prises en 
laissant u constant. En multipliant les deux membres de ces trois 
égalités respectivement par A(i — A2), 1 — 3A2 et — A, puis ajoutant, 
nous avons immédiatement l'équation différentielle cherchée, en tenant 
compte de (1) et (2). 

,l'écris de suite cette équation, en remplaçant la variable A par 
χ = A2, 

d11/ / du V1 α(·?.χιι* — ι — χ ) dx* \dx) (1 — rt*)( 1—xu*) 

+ du dx d11/ / du V1 α(·?.χιι* — ι — χ ) dx* \dx) (1 — rt*)( 1—xu*) = o 

Les seuls points critiques des intégrales sont χ = ο, ι, χ. 
Cette équation différentielle offre encore une particularité digne de 
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remarque : elle admet une infinité d'intégrales algébriques. Si Γοιι 
prend en effet pour a et b des nombres cornmensurablcs, l'intégrale 
correspondante sera une fonction algébrique de A*2; ces intégrales algé-
briques ne sont pas d'un degré déterminé : celui-ci peut être aussi 
grand qu'on voudra. 

CHAPITRE VI. 

SUR CERTAINES FONCTIONS DU POINT ANALYTIQUE (x.y,z). 

iNous avons étudié précédemment les intégrales de première et de 
seconde espèce; c'est cette notion que nous allons chercher à étendre. 
Mais, avant de nous occuper des surfaces, généralisons la notion dos 
intégrales de différentielles algébriques dans la théorie des courbes 
algébriques. 

1. Soit donc la courbe /(#,/) = o. 

Posons-nous la question suivante : 

Trouver les fonctions M(x,y), fonctions du point analytique (x,y), 
uniformes et régulières dans le voisinage de tout point de la surface de 
Hicmanii correspondant à/, et dont toutes les déterminations se dédui-
sent d'une seule u par des substitutions linéaires de la forme 

Am-t- B, 

où A et B sont des constantes. 
Parmi ces fonctions, considérons spécialement celles qui restent tou-

jours finies. Il est évident qu'une telle fonction u satisfait à une rela-
tion de la forme ' 

fat —Mxiy)fa> 
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c'est-à-dire que les fonctions qui nous occupent sont de la forme 

(1) edx dx, 

λ étant une fonction rationnelle de ret y. ttudionsdonc les expressions 
de la forme (I). 

Je suppose, comme il est permis, que la courbe/ n'a que des points 
doubles et ses directions asymptotiques distinctes. On peut aussi sup-
poser que la fonction λ reste finie en chacun des points doubles, car on 
peut effectuer préalablement sur f une transformation birationnelle 
convenable, de façon à transformer les infinis de λ en des points sim-
ples. 

Cela dit, envisageons les infinis de λ Soit d'abord (a, b) 1111 
infini pour lequel on n'ait pas f'

h
 = ο ; a sera un pôle de et soy 

résidu devra être un entier positif. Soit k le nombre des points (a, b), 
et désignons par 

α,, a* 

les résidus (entiers positifs) correspondant à ces différents points. 
Considérons maintenant les points de la courbe, pour lesquels<> 

[soit(o.·,,/,) un tel point], qui rendraient λ infini. On aura le dévelop-
pement 

y-y1 = Hv x-x 

t 
doncX(x·,^) se développera suivant les puissances de (# — a?,)1, et ici 
les premiers termes du développement devront être 

7-^—, + ——i +C.H-... <*—*■> (a— *,)« 

et A, devra être égale à — { ou à un multiple positif de1 2 
Soit 

A, = —> 

m
{
 étant un entier au moins égal à — ι. 
Il nous reste à parler des points à l'infini ; pour les m branches à l'in-
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fini, le développement de \(x,y) suivant les puissances descendantes 

de χ devra commencer par un terme en soit 

R x 

et Κ étant un entier au plus égal à — 2. 

Ainsi nous avons trois catégories de quantités 

a, m, 11, 

et Ton a entre elles la relation immédiate 

Σα -+- Σ/?«, = Σ11. 

ΣΚ est un entier au plus égal à — im ; les α sont des entiers positifs en 
nombre k. Enfin les lettres m sont en nombre 

m (m — 1) — 2d, 

et chacune d'elles est un entier au moins égal à — 1. On a donc 

ΣΙ1< — 2/?«, Σηι^ηι(ηι — ι) — 2d, 
donc 

Σα — ΣΙ1 — Στη^ηι^υι — 3) — id. 

Le nombre des points (a, b) est donc au plus égal km(rn — 3 ) — id. 

2. Nous pouvons, après ce qui précède, donner aisément la forme de 
la fonction rationnelle \(x,y). On aura 

( 'y) ~ y (*,.r )</,)" 

Q(a*,y) = 0 étant une courbe de degré k passant par les points doubles 
de /, la courbe S = ο passera aussi par les points doubles de /, et ces 
derniers seront aussi pour S des points doubles. De plus, S sera un 
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polynôme de degré k 4- 2m — 3. Cherchons à déterminer S et Q do 
manière à réaliser le cas où le nombre des points (a,b) du paragraphe 
précédent atteint son maximum 

m(m — 3) — 2d ou 2p — 2, 

011 désignant par ρ le genre de /. Chacun des nombres mx sera alors 
égal à — 1, et chacun des nombres R sera égal à — 2. 

Donnons-nous arbitrairement le polynôme Q(x,y)y
 sauf cette con-

dition que la courbe Q = ο passe par les points doubles de/. Ensuite, 
parmi les 

mk — 2d 

points de rencontre de Q et de /, choisissons S de manière que ce poly-
nôme s'annule pour 

mk — id — (2/? — 2) 

d'entre eux, et que pour les 2ρ — 2 autres le résidu de λ soit 4-1. De 
plus, faisons en sorte que les d points doubles de/soient aussi des points 
doubles pour S. Ces diverses conditions seront en nombre 

mk — 2d 4- 3d ou mk 4- d, 

S,(Jétant un polynôme satisfaisant aux conditions précédentes; 
les autres seront de la forme 

s,0,y) + A0>y)Q0>r)> 

A(étant de degré 2m — 3, et s'annulant pour lesrfpoints doubles. 
Les points pour lesquels fr = ο sont en nombre 

m(m — 1) — 2 d. 

Choisissons les A de manière que les résidus correspondants soient 
— ce qui fera m(m — 1) — 2d conditions. 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. II, 1889. 39 
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A, (a?,y) étant un de ces polynômes, les autres seront de la forme 

A(«>/) = A, (x,y) + @(x,y)f
y

, 

Θ étant de degré m — 2. 

Il reste à considérer les points à Fin fini. Nous devons écrire que, pour 
les m branches à l'infini de la fonction algébrique/, la fonction ration-

nelle λ (a?,/) commence par un terme en —- - · Or, soit dans θ repré-

senté par ô l'ensemble des termes homogènes de degré m — 2 ; on en 

déduira, en désignant par c
4
, c

a
,..., c

m
 les m valeurs de - pour χ infini, 

les valeurs de 
O(i, c1), O(I c2) O(I cm), 

mais on a seulement dans θ {oc,y) un nombre de coefficients arbitraires 
égal à m — 1 ; on pourra donc seulement disposer de (m — 1) des coeffi-

cients de correspondant à χ très grand. Mais il est bien aisé de voir 

que le dernier coefficient sera de lui-même égal à — 1. 
Nous devons, en effet, avec les notations du paragraphe précédcnl, 

avoir 
Σα H- = 2R. 

Désignons encore par R le dernier coefficient inconnu, dont nous 
n'avons pu disposer; la relation précédente donne 

2p — 2 — \m {m — 1) — 2 d\ = -2(W-I) + H. 

On en conclut 
R = — 2. 

Nous avons donc construit de cette manière la fonction λ (a?,/), de 
telle sorte que l'expression 

Jef^rH'dx 

réponde au problème proposé. 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES· 3oô 

Nous avons, dans l'expression précédente de λ, fait figurer un poly-
nôme arbitraire Q(%,y) de degré k. Le nombre des paramètres arbi-
traires figurant dans λ n'en est pas moins, bien évidemment, essentiel-
lement fini· On peut prendre pour Q la courbe de moindre degré, 
passant par les points doubles et les zp — 2 points (a, b). Il serait 
d'ailleurs facile d'approfondir davantage la forme de la fonction Λ, 
mais ceci n'est pas utile pour mon objet, 

3. Cherchons ce que deviennent les fonctions précédentes, quand 
ρ = ι. On aura d'abord, dans ce cas, 

e/^=2<£sZiWf, 

z désignant une costante et Q(x,y) dx représentant l'intégrale de 
premiere espece. 

Nous ne trouvons donc ici que l'expression bien simple 

Jjr eaPf
s
 dx, 

expression qui, en posant 

P£-*> 
devient 

/·"«■ l·" 

si a — o, et qui se réduit à V si a = o; on aura ensuite l'expression 

ydx. 

Si, ρ étant quelconque, on exprime a? et y par des fonctions fuch-
siennes d'un paramètre M, la fonction 

yçPixdx 
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devient une fonction holomorphc G (a) dans le cercle fondamental, 
et, en désignant par U une substitution quelconque du groupe fuchsien, 
on aura 

G(U) = AG(m) 4-B, 

A et Β étant des constantes, et l'on doit remarquer que, pour toute 
substitution elliptique, on a A = ι, Β = ο. 

L'étude de ces fonctions, qu'on peut faire directement, ne serait pas 
sans intérêt; mais elle est étrangère à notre sujet, et je reviens aux fonc-
tions algébriques de deux variables indépendantes. 

4. Comment le problème traité parles courbes algébriques pourra-
t-il s'étendre aux surfaces? 

Étant donnée une surface f(x,y,z) = o, les fonctions u du point 
(x,y, J), analogues aux fonctions du point (x,y) que nous venons d'étu-
dier pour les courbes, satisferont aux conditions suivantes. 

Quand (x,y
y
z) partant d'un point reviendra à ce point après avoir 

décrit un chemin se ramenant à un cycle nul, la fonction n'aura pas 
changé. 

Si, au contraire, le chemin se ramène à un cycle linéaire effectif de la 
surface, la fonction u se transformera en 

7 \ 

Au -+- B, 

A et Β étant des constantes. 
Ces fonctions u pourront être de diverses espèces; les fonctions de 

première espèce analogues à celles des paragraphes précédents restent 
toujours finies. 

La forme des fonctions u est facile à trouver. Tout d'abord on a évi-
demment 

du f Mdx+ndy du f M .Ar+N.rfy dx ' dy e ' 

les expressions différentielles M dx -f- Ν dy et M, dx -+- N, dy étant des 
différentielles éxactes; les M et Ν sont des fonctions rationnelles de a-·, 
y et z. 
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On aura donc pour u 

( ι ) « =fef"^'dx +e M1dx+N1dy dy 

Quelle sera maintenant la forme des fonctions M et N? En nous 
reportant à ce qui a été vu pour les courbes, on trouve que 

Mdx + N dy = Pdx + Qdy R(fy)2 

11(0?,/, z) est un polynôme de degré A en a?, y, z, et de degré k — ι en 
χ et ζ; Ρ et Q sont des polynômes : ils sont de degré A-l· im — 3 en 
a:, y et j, mais le premier est seulement de degré k -h 2m — 4 e" &et 
z. Pareillement 

M
1
rfx+N,rf

r
=Î!^±^; 

Il·(·*'?>') -) est un polynôme de degré A, en x, y, ζ, et de degré A, — 1 
cny et z\ P, etQ, sont des polynômes : ils sont de degré A, -h 2m — 3 
en χ, y et j, mais le second est seulement de degré A, H- 2m — f\ 
en y et z. 

Supposons, pour ne pas compliquer l'exposition, que la surface ait 
seulement pour singularités des lignes doubles. La surface R = ο pas-
sera par les lignes doubles et coupera, en dehors de ces lignes, la sur-
face f suivant deux courbes distinctes; l'une A de degré m (m — 2) 

avec m points à l'infini dans lesplansy = const., et une seconde courbe 
B. Les surfaces Ρ = ο et Q = ο auront pour lignes doubles les lignes 
doubles de/, et passeront par la courbe B. 

Semblàblcmcnt, la surface R, = ο passera par les lignes doubles de 
/, et coupera en dehors de ces lignes la surface f suivant deux courbes 
distinctes : l'une A, de degré m(m — 2) avec m points à l'infini dans 
les plans χ = const., et une seconde courbe B,. Les surfaces P, = o, 
Q, = ο auront pour lignes doubles les lignes de f et passeront par la 
courbe B,. 

L'intégrale 

/"Prfx + Qdjf J «(/.)' " 
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aura pour courbes logarithmiques la courbe A et les lignes (non mul-
tiples de la surface) ou/.' = o. L'intégrale relative à χ seule 

Ρ dx 
RT/TT*' 

pour y arbitraire, devra rentrer dans le type de celles qui ont été étu-
diées aux paragraphes précédents pour les courbes planes. 

Nous nous bornons à énoncer ces conditions; la vérification n'exige 
qu'un calcul un peu fastidieux. On part d'une expression générale telle 
que (i), et, comme on le fait au début de l'étude des intégrales abé-
licnnes, on effectue sur x, y, ζ une substitution homographique géné-
rale. On voit alors, sans la moindre difficulté, que les différents poly-
nômes remplissent les conditions indiquées au point de vue de leur 
degré. Quant aux conditions subséquentes, elles sont une conséquence 
directe de ce qui a été vu pour les courbes planes. 

Il faudra, bien entendu, écrire en outre les conditions d'intégrabililé ; 
or on pourra d'abord exprimer do suite la première exponentielle en 
fonction de la seconde et mettre l'expression sous la forme 

u= je S R(/?)'" (rfa· + 5i2 dyj 

On aura ainsi à écrire seulement deux conditions d'intégrabililé, qui 
s'exprimeront par des relations algébriques entre les polynômes et leurs 
dérivées partielles. 

On doit remarquer que les fractions rationnelles 

? Q P. 
R R R1 

qui seules figurent dans u, ne devenant infinies à distance finie que 
pour les points d'une courbe de degré m(m — 2), et la différence entre 
les degrés des numérateurs et dénominateurs étant limitée en fonction 
de m, le nombre des arbitraires figurant dans ces fractions ration-
nelles sera limité, et, par suite, il n'y aura pas, en général, d'expres-
sions u pour une, surface algébrique, pas plus qu'il n'y a, en général, 
d'intégrales de première espèce, ce qui était d'ailleurs évident a 
priori

y
 puisqu'il n'y aura pas alors de cycle linéaire. 
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4. 11 me paraît prématuré de chercher à approfondir d'une manière 

générale l'étude des expressions u. Tel n'a pas été mon but; j'ai uni-
quement en vue ici de présenter quelques considérations sur le cas où 
l'inversion d'un système de deux fonctions u conduirait à un sys-
tème de Jonctions uniformes. 

Concevons donc une surface f(x'<>y,z)~ o, possédant deux expres-
sions u de première espèce 

0> 
u = f(x, y, z)efrdx+qdy(dx + R1Q dy), 

v = f(x, y, z)efp'dx+q'dy(dx + R'1Q'dy), 

Pouvons-nous imaginer que x,y, ζ soient des fonctions uniformes 
de u et c? 

Dans ce type se trouve compris, bien entendu, tout d'abord le cas de 
l'inversion de deux intégrales de première espèce, dont nous avons parlé 
longuement dans le Chapitre 111 de ce Mémoire. 

D'une manière générale, étant données deux expressions m et ρ rela-
lives à une certaine surface /, pourra-t-on reconnaître si les équations 
(i) donnent pour x, y, ζ des fonctions uniformes de u et p? C'est un 
problème que nous avons traité dans le cas où M et Ρ sont des intégrales 
de première espèce ; on peut encore employer les mêmes considérations; 
mais il s'en faut ici qu'elles nous donnent des conditions nécessaires et 
suffisantes : nous obtiendrons seulement ainsi des conditions pour 
(jiie χ, y, ζ soient des fonctions à apparence uniforme. C'est qu'en 
eiïet, dans le cas général, le domaine des variables u et p, ou les fonc-
tions a?, y, ζ sont uniformes et se comportent comme des fractions 
rationnelles, n'est pas nécessairement l'ensemble des valeurs finies de 
u et p, mais il peut se trouver à distance finie une infinité de systèmes 
de valeurs des variables, formant des singularités essentielles, pour 
ces fonctions de u et p. 

De nouveau se présente donc ici cette difficulté que nous avons déjà 
rencontrée dans le Chapitre précédent; on ne peut guère songer à l'a-
border de front. 

J'ai dit que la recherche des conditions, exprimant que les fonc-
tions χ, y, ζ sont à apparence uniforme} se faisait comme dans le cas 
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de l'inversion de deux intégrales de première espèce. Les valeurs de x, 
>', ζ pouvant donner prise à quelques difficultés sont évidemment 
celles qui annulent le déterminant fonctionnel de it et c, c'est-à-dire 

/Prf.r-f-Qrf»· /'frf.r-t-Q'rfv \ P', K' 1\R/ 

Les courbes Γ, pour lesquelles cette expression s'annule, sont évidem-
ment des courbes algébriques. Ici, comme dans le cas plus simple déjà 
cité et pour les mêmes raisons, ces courbes devront être unicursales. 

Si cette condition est vérifiée, ces courbes satisferont aux équations 

du = o, dv = o. 

Kn effet, quand, dans une expression u de première espèce, on met à la 
place de χ, y, ζ des fonctions rationnelles d'un paramètre, cette ex-
pression doit se réduire à une constante indépendante du paramètre, 
sinon elle ne pourrait rester toujours finie : u et ν restent donc fixes 
quand x, y, ζ se déplace le long d'une courbe Γ ; ces valeurs de u et c 
correspondent aux points d'indétermination des fonctions xf y, z. 

On peut encore démontrer que le genre de la surface ne peut dé-
passer l'unité; c'est un cas particulier d'un théorème plus général que 

nous démontrerons à la fin de ce Chapitre. 

5. Nous avons, dans ce qui précède, supposé que les fonctions u 
étaient de première espèce. On pourrait se proposer d'une manière 
générale l'étude des fonctions «/, qu'on peut évidemment classer en 
trois espèces. 

Arrêtons-nous un moment sur le cas d'une fonction M, relative à une 
courbe algébrique, et indiquons rapidement dans quel cas l'inversion 
de l'expression 

( I ) x,y Ie = 11dx = u 

donne pour χ et y des fonctions uniformes de u. Supposons d'abord 
que l'expression soit de première espèce. Dans ce cas, il ne devra y 
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avoir aucun infini (a, b), en gardant les notations du § I; nous aurons 
donc 

S/w, = IR. 

Or, pour que l'inversion donne une fonction uniforme, il est néces-
saire que toutes les quantités m

x
 soient égales à — ι, et que tous les R 

aient la valeur — 2. Par suite, 

— \m{m — 1) — 2 d\ = — 2/71; 
d où Ton conclut 

J _ m {m — A) 
2 

Iai courte sera, par suite, de genre un. On voit alors aisément 
que u se réduit, soit à l'intégrale de première espèce, soit à 

e", 

r désignant l'intégrale de première espèce. Les fonctions inverses 
résultant de (1) sont donc des fonctions doublement périodiques, ou 
des fonctions doublement périodiques de la combinaison linéaire 

A log m 4- B, 

A et R étant des constantes. 
Affranchissons-nous maintenant de l'hypothèse que u est une ex-

pression de première espèce. 
Supposons d'abord que u soit une expression de seconde espèce. Il 

est manifeste qu'elle ne peut avoir qu'un seul pôle, si l'inversion se fait 
d'une manière uniforme; en effet, dans le cas contraire, à des valeurs 
très grandes de u correspondraient plusieurs valeurs de {oc,y). Ceci 
posé, les quantités α du § I seront nulles, sauf une qui sera égale à 
— 2 ; on aura donc, d'après la relation 

Σα 4- Σ/η, = ΣΚ, 

— 2 — [m(m — ι) — id] =— im, 
Journ. de Math. (4* série), tone V. — Fasc. II, 1889. 4o 
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d'où Ton conclut que 

d = (m-1)(m-2) 2 

c'est-à-dire que la courbe est unicursalc. Remplaçant alors dans u les 
coordonnées χ et y par leur valeur en fonctions rationnelles du para-
mètre 0, on voit que 0 ne pourra être qu'une fraction rationnelle de u\ 
donc χ et y seront des fractions rationnelles de u. 

Supposons enfin que u soit une expression de troisième espèce, 
c'est-à-dire que son développement dans le voisinage de certains points 
renferme des termes logarithmiques. On peut d'ailleurs supposer que 
les points où u devient infinie sont distincts des points doubles et de 
ceux où f '

r
— o. On montrera d'abord qu'il ne peut y avoir de poles, 

et que la fonction u ne peut devenir infinie qu'en deux points (r,,/,), 
(a?

2
,^

a
), la partie devenant infinie se réduisant respectivement pour 

les deux points à 

Alog(.r — x
t
) et — A log(x — x2). 

La démonstration de cette remarque, qui facilite singulièrement la 
discussion, est immédiate, car on voit de suite que, dans toute autre 
hypothèse, à de très grandes valeurs de u correspondent plusieurs va-
leurs de (χ,γ). 

Si nous revenons maintenant aux notations du § I, il n'y aura que 
deux « différents de zéro, et leur valeur commune sera — i. Nous 
aurons donc, toujours d'après la même relation, 

— ι — ι — \m(m — i) — 2 d\ = — ι m, 

c'est-à-dire que, comme plus haut, la courbe est unicursalc. 
Remplaçant alors dans u les coordonnées χ et y par leur valeur en 

fonctions rationnelles du paramètre 0, nous aurons à faire l'inversion 
d'une intégrale de différentielle algébrique ayant deux infinis loga-
rithmiques; donc θ et par suite χ cl y seront des fonctions ration-
nelles de e"", a étant une constante. 

6. La considération des groupes kieinéens, dont les substitutions 
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sont de la forme 

(i) (u,au+l>), 

conduirait à des résultats plus généraux que ceux qui viennent d'être 
trouvés dans le paragraphe précèdent. A chacun de ces groupes cor-
respondra une relation algébrique 

f(x,y) = o, 

et les coordonnées (x ct^) d'un point de cette courbe, fonctions klei-
néennes du paramètre M, pourront être considérées comme provenant 
de l'inversion d'une équation de la forme 

u— J efXdvdx, 

λ étant une fonction rationnelle de χ et y. Mais ici la fonction u du 
point analytique (x

}
 y) ne sera pas nécessairement ramifiée comme la 

fonction y de χ définie par l'équation /. 
Quant aux groupes kleinéens dont les substitutions sont de la 

forme (i), ils se ramènent à des types bien connus, et leur recherche 
est si facile qu'il est inutile de nous y arrêter. 

7. Pareillement, en passant de une à deux variables u et p, il sera 
intéressant de faire la recherche des groupes discontinus dont les sub-
stitutions sont de la forme 

(«, P, au -+-b, CP -+- d)
y 

les (a, h, c, d) étant des constantes. 
Mais ici se présentera une difficulté qui ne s'est pas rencontrée dans 

le cas d'une seule variable; car, en supposant obtenu un tel groupe, la 
question suivante se pose : Existe-t-il des fonctions invariables par les 
substitutions de ce groupe? D'une manière générale même, la réponse 
est négative, comme le montre l'exemple des fonctions ayant quatre 
paires de périodes. 

Dans le cas où a
t
 b, c, d sont réels, a etc étant positifs, la recherche 
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des groupes précédents n'offrira pas de très grandes difficultés. Dans 
cette hypothèse en effet, les groupes discontinus précédents rentrent 
dans ce type de groupes, relatifs à deux variables indépendantes, et que 
j'ai désignés sous le nom de groupes hyperabëliens ( Journal de Mathé-
matiquesj 1885). Donnons-en un exemple. 

En se reportant au Mémoire cité, on voit qu'à chaque forme quadra-
tique quaternaire réelle 

f(x,y,z, 0 

de discriminant différent de zéro, et appartenant au type 

U:+U;-UJ-U;, 

correspond un groupe hyperabélien. Ne considérons ici dans un tel 
groupe que le seul sous-groupe formé des substitutions de la forme 

(2) (11, c, au -+- b, ce -H dy 

nous aurons ainsi engendré un groupe discontinu du type cherché. 
Prenons, comme application, la forme suivante 

f(x,y,z, t)=x* — D/2 — zt. 

D désignant un entier positif quelconque. 
Nous obtiendrons, dans ce cas particulier, le groupe correspondant 

de la manière suivante. Concevons les quatre lettres x, y, ζ, t liées par 
la relation 

a?2 — Dy7 — zl = o. 
Posons 

u = χ — yy/D —χ — VVD z z 

Soit maintenant une substitution linéaire quelconque, à coefficients 
entiers, transformant en elle-même la forme f\x,y, zy

 t deviendront 
Χ, Y, Ζ, Τ et posons alors 

L- z , V— z ; 
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U et V seront des fonctions linéaires de u et P, fractionnaires en géné-
ral. Nous ne prenons ici, parmi ces substitutions, que celles qui sont 
de la forme (2). 

C'est ainsi que nous trouvons les substitutions 

(U, V, « + i, P-I), 

(U,V, u - VD, v-VD), 

[U, V, (α — c\fD)u, (a -4- cyT))p]. 

Dans cette dernière, acte désignent deux entiers positifs satisfaisant 
à l'équation de Pcll, α2 — De2 = 1. Le groupe admettant ces substitu-
tions fondamentales est un groupe discontinu. 

8. Que pouvons-nous dire maintenant des fonctions restant inva-
riables par les substitutions des groupes discontinus dont nous venons 
de parler? En se bornant au cas où le groupe est du type hyperabé-
licn, on peut recourir aux séries dont j'ai fait usage dans l'étude des 
fonctions hyperabéliennes ; mais, dans le cas actuel, il s'en faut que 
nous puissions en tirer le même parti. 

Nous devons d'abord remplacer le domaine des (u, p), où les coeffi-
cients de i (pour u et pour p) sont positifs, par deux cercles de rayon 
un, ce que donneront les transformations 

E = u-1 u + i, n = v-i v-i 

Au groupe précédent correspond alors un certain groupe 

n A + B C D, An + B C+ D, AD-BC = A'D'-B'C'=.. 

Prenant alors une fraction rationnelle Κ(ξ, η), qui reste finie à l'in-
térieur des cercles et sur leur circonférence, c'est la fonction 

vT) /Άξ H- Β Α'η -(- I / m > \ f + D' Ο'η D'/ (C5-hD)»"(C^ + D,)«« \m = 2)i 

(la sommation étant étendue à toutes les substitutions du groupe), 
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qui conduit aux fonctions restant invariables par les substitutions du 
groupe. 

Si nous revenons aux variables u et e, les fonctions que nous obte-
nons ainsi se trouvent seulement définies pour les valeurs des variables 

u = u' ·+· iu", ν = v' ·+■ iV, 

qui correspondent à 
u >o, c">o. 

Dans les cas que j'ai autrefois étudiés, cela suffisait; car les fonc-
tions étaient nécessairement limitées à ce domaine et ne pouvaient 
s'étendre au delà. Avec nos groupes actuels, il en est tout autrement; 
le domaine possible n'est pas a priori limité, mais les développements 
en séries, qui précèdent, ne peuvent être employés sans examen préa-
lable, quand on n'a plus 

u >O, C">O. 

Nous ne pouvons donc décider s'il existe ou non des fonctions res-
tant invariables par les substitutions du groupe considéré. Les fonc-
tions, bien entendu, ne doivent pas avoir d'autres singularités essen-
tielles que celles qui appartiennent au groupe lui-même. Malgré de 
longues recherches sur ce sujet, il m'a été impossible d'arriver à des 
résultats précis, si ce n'est dans des cas particuliers, d'ailleurs intéres-
sants, que j'étudierai dans un autre travail. 

9. Nous terminerons en démontrant un théorème auquel nous 
avons déjà fait précédemment allusion (n° 4). Si les coordonnées x, 
χ, ζ d'un point quelconque d'une surface s'expriment par des fonctions 
uniformes de deux paramètres u et e, restant invariables pour un 
groupe de substitutions de la forme 

(u, e, au -4- 6, cv ■+■ d), 

et que le domaine fondamental de ce groupe soit tout entier à distance 
finie, sans singularité essentielle des fonctions sur sa surface, le genre 
de la surface ne pourra dépasser l'unité. 
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Soit une intégrale double de première espèce 

Γ fQ(x, .y, s)dxdy fz 

en remplaçant xy y, ζ par leur valeur en u et P, nous aurons 

J jG(w, P) RFTTRFP, 

en posant 

G (M, P) = Χ-Γ, -^-· x *v \<h/ dv dv du) 

La fonction G(H, p) sera holomorphe dans le domaine fondamental. 
En posant 

U = au b, Y = cv -h cl. 
on aura 

G(U,V)-jiG(
B

, P). 

Or écrivons 
G (M, ρ) = βφ; 

il en résulte que 

*=f%AL+%de = J* P dx -+- Q dy, 

P et Q étant des fonctions rationnelles de ar, y et z. On a donc 

ls{U,V) = C x*,y*,Stls{U,V) 

L'exponentielle qui est dans le second membre doit donc rester finit; 
pour tout point (#,y, z) de la surface; d'où cette conséquence, que 
l'intégrale 

(I) j* P dx -h Q rfy 

est une intégrale de première espèce. Ainsi, à chaque intégrale double 



3Ι8 Κ. PICARD. — THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 

(le première espèce correspond une intégrale de différentielle toLale de 
première espèce. Lorsque (x, y, z) décrira un cycle correspondant à 
la substitution 

(«, e, au -+- 0, ce -h a), 

l'intégrale s'augmentera de 

— log(ac) + 2 krà, 
k étant un entier. 

S'il existe donc deux intégrales doubles de première espèce, il y 
correspondra deux intégrales de première espèce 

JΡ dx -+- Q dy et JP, dx -h Q, dy\ 

la différence de ces deux intégrales 

/(l'-l'Orfr + ÎQ-QOrf/ 

sera une intégrale de première espèce, n'ayant que la période i~A. Or 
ceci est impossible, car une intégrale de première espèce doit avoir au 
moins deux périodes distinctes. Le genre de la surface ne peut donc 
dépasser Vunité. 
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