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re sur la théorie des équations aux dérivées partielles
et la méthode des approximations successives;

Pz M. Exe PICARD.

INTRODUCTION.

Considérons une équation du second ordre aux dérivées partielles de
la forme

2 2
(1) A%;—I—zBdwdy Cdu-—F(u,gi 3;,.70 y),
A, B, C dépendant seulement des deux variables indépendantes x
et y. On peut, pour intégrer cette équation, avec des conditions aux
limites déterminées, procéder de la maniére suivante par approxima-
tions successives. Nous mettons dans le second membre une fonction
quelconque #, de x et y, et formons I'équation

: du, 4
Au2=F(u,, du' -di;}, x,y)

sant ici, pour abréger, Ay = A al 2B P + C 3= Ou .G
en pos ' P ger, Au=A - + 2B - P ) on-

cevons qu'on intégre cette équation en u,, en se donnant certaines
conditions aux limites, qui, nous le supposons, déterminent compléte-
ment une intégrale que nous désignerons par u,. On formera ensuite

Journ. de Math. (}° série), tome VI. — Fasc. I, 18go, 19
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I'équation
Au, = F<u3, %%, (())i;,’, x,y),

et 'on intégrera cette équation en u,, en satisfaisant aux mémes con-
ditions aux limites que plus haut, et nous continuons ainsi indéfini-
ment. Si I'intégrale u, tend vers une limite déterminée #, quand n
grandira indéfiniment, on obtiendra ainsi l'intégrale « de I'équation (1)
satisfaisant aux conditions données.

Ces généralités n'ont d’intérét qu’autant qu’on précise les conditions
aux limites, et qu’on se place dans des conditions oti I'on puisse éta-
blir rigoureusement la convergence de u, vers une limite u : c’est le
but de ce Mémoire. Nous allons essentiellement supposer que dans la
région du plan ol reste le point (x, ) le discriminant B* — AGC garde
un signe invariable. Nous pourrons, par suite, réduire notre équa-
tion (1) aux deux types suivants

: J*u otu - du du
(A) b-‘;c';-l—a}—/—l—:l‘ <u, 3z’ 5‘;) .’L‘,}’),

ddlu du du
<B) W-F(u, —(T.z-;’ (—,;/:.L‘,)/),

pour lesquels les problémes & poser sont entierement différents.

Pour les équations de la premiére forme, nous nous donnons, comme
condition aux limites, la valeur des fonctions «, le long d’un contour
fermé C, et nous voulons qu’elles restent continues ainsi que leurs
dérivées partielles des deux premiers ordres & I'intéricur du contour.
I.’étude de u, montre qu’elle converge vers une limite, tant que C satis-
fait & certaines conditions, qui, en particulier, seront remplies quand ce
contour limitera une aire suffisamment petite. On obtiendra dans
ce cas une iniégrale de U'éguation (A) prenant sur le contour une
succession continue donnée de valeurs. Cette intégrale, comme nous
le montrons, est d'ailleurs unique, si'équation est linéaire, quand le
contour est suffisamment petit. '

On ne peut pas affirmer, d'une maniére générale, que I'intégrale
soit unique, quand F n’est pas linéaire en , g—; et .g_;.‘ .

Dans le cas de I’équation (B), les conditions aux limites doivent
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&tre prises d'une maniére toute différente. Nous prenons’ici un arc de

courbe C, et nous nous donnons le long de C les valeurs de %‘éﬁ et Q(;‘T"

ainsi que la valeur de «, en un point A de C. Soit B un second point
de la courbe C, et tel que les coordonnées d'un point M de la courbe
varient constamment dans le méme sens, quand M va de A 4 B; consi-
dérons le rectangle paralléle aux axes, dont A et B sont deux sommets
opposés. Si B est suffisamment rapproché de A, u, tendra vers une.
limite z pour tous les points de ce rectangle, et I’on aura Uintégrale

de Uéquation(B) qui prend en A une valeur donnée, et pour laguelle

du  du . . ,
3 ¢! 2y Prennent sur Uarc AB une succession continue donnée de

valeurs; u, ainsi que ses deux dérivées partielles du premier ordre,
sont des fonctions continues de z et y, méme quand on traverse
Parc AB. ’ ‘

Les théorémes, indiqués plus haut, relatifs a 'équation (A) ne sont
exacts que si le contour C a une aire suffisamment petite. Il est trés
intéressant de trouver des équations, ou, sans resiriction, une inté-
grale, supposée continue ainsi que ses dérivées partielles, soit toujours
déterminée par ses valeurs sur un contour fermé quelconque.

On peut en donner des exemples étendus. Ainsi cette circonstance
se présentera pour I'équation

2 2
gd—:; + %}7‘: = F<u, %—;a z—-;, x, y),

si, remplacant -g% par o, et g—; par w, on a I'inégalité

4F, > (F,)* + (F,)*,
quels que soient «, ¢, w. En particulier, si F ne dépend ni de %ni de

L . .o e,
3—1, ¢t croit constamment avec u, cette condition sera vérifiée.
J

Nous faisons spécialement I’étude de ce cas ol I'équation peut
s'écrire
tu

% u
oz -+ 'a? =F(u, w,y),

F croissant toujours en méme lemps que u.
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Supposant d’abord F toujours positéf, nous cherchons ce que va
nous donner ici la méthode d’approximations successives. Son emploi
conduit & un résultat bien curieux. Cette méthode conduit non pas @
une, mais & deuz limites u et v. Ces fonctions u et ¢ prennent les
valeurs données sur le contour, et satisfont aux deux équations

Au="TF (o, x,y),
Av =F(u,z,y).

Pour que le probléme, de trouver une intégrale de 1’équation pro-
posée prenant des valeurs données sur un contour, fiit résolu, il fau-
drait que u =3 il n’en est pas ainsi quand le contour C est quel-
conque, mais cette identité est vérifiée si le contour est suffisamment .
petit.

De ce cas particulier, nous montrons ensuite qu’on peut passer a
un contour quelconque. En effet, le probléme étant traité pour dewr
conlours ayani une partic commune pourra éire résolu pour le
contour limitant extérieurement I’ensemble des deux aires. Le pro-
cédé alterné, dont ont fait usage M. Schwarz et M. Neumann dans
leurs mémorables travaux sur I'équation de Laplace Au = o, peut,
avec des modifications d’ailleurs assez sensibles, s’étendre & notre
équation générale, et, par suite, se trouve complétement effectuée la
recherche de Uintégrale, d’atlleurs unique, de Uéquation

Au="F(u, z,y)

prenant une succession conlinue donnée de valeurs sur un conlour
Sermé quelconque.

Je considére aussi un autre cas intéressant : celui ou, la fonction F,
toujours croissante avec , s'annule pour « = o.

Les intégrales considérées jusqu'ici étaient continues a l'intérieur de
I'aire. Prenant, en particulier, I'équation

?u NRu .
3 gy =A@ ) e

J'examine le cas ol l'intégrale aurait des points singuliers logarithmi-
ques et je porte ensuite particuliérement mon attention sur I'équation
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suivante qui présente un grand intérét, tant en Géométiie qu'en Ana-
lyse,

Jtu 0%u
=+ = ke,

o k désigne nne constante positive, et qu'on peut appeler équation
de Liouville. J'approfondis I'étude des intégrales de cette équation, en
les considérant dans tout le plan et en examinant spécialement celles
qui sont continues dans tout le plan, a'exception d'un certain nombre
de points singuliers logarithmiques pour lesquels on regarde comme
donnés les coefficients correspondants (satisfaisant seulement & cer-
taines inégalités); je signalerai ici le résultat suivant :

Ces intégrales dépendent seulement d’une constante arbitraire,
et une intégrale de cette sorte est déterminée quand on donne sa
valeur en un point du plan distinct des poinis singuliers.

Aprés avoir étudié les intégrales sur le plan simple, j’étends cette
théorie au plan multiple, c'est-d-dire au plan recouvert d’un certain
nombre de feuillets formant une surface de Riemann.

J'indique, en terminant ce Chapitre, que les résultats précédents re-
latifs a I'équation

Ay = ke*
ne sont pas sans intérét pour la théorie des fonctions fuchsiennes; je
me réserve de revenir ultérieurement sur cette application toute spé-
ciale de la théorie générale, que j’ai essayé de développer dans ce Mé-
moire. .

Dans un dernier Chapitre, j'applique aux équations différentielles
ordinaires les méthodes d’approximation ‘dont je viens de faire usage.
Il est spécialement intéressant de considérer un systéme d’équations
différentielles de la forme

C‘i{x};‘ =f¢ (30,)’.,)’2, "'a)’m),

2 .
Cj{z’: =fo(@ Vi1 Yo o s Ym)s
......................... ceens

dzym
At =fm($ayn}’2a <2 9¥Vm)s

et d’obtenir un systéme d’intégrales de ces équations, continues depuis
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x = a jusqu'd o = b, ct prenant pour ces valeurs extrémes des valeurs
données.

Les mémes considérations s’appliqueraient & un systéme d’équations
aux dérivées particlles de la forme

u dPu
"(7;.2! + _()‘/_21 = fi(z, ¥, Uy «vey Up),y

02“2 ()2{(2
dx? -+ dy? =f2<-’l/',y, Uyy Uyy oo vy um)s

........... R I R I A R P I R R ST ST Y

Puy | Puy
FrCaa PI = fu( Ty s Uyy Usy ooy Uin)

Moyennant certaines hypothéses trés générales sur les f, on peut
déterminer zn systéme d’intégrales u,, Uy, .. ., &, prenant des valeurs
données sur un contour ().

i $) —

CHAPITRE 1.

EQUATIONS DU TYPE (A).

1. — EqQuaTIONS LINEAIRES.

L. Parmiles équations (A ), considérons d’abord le cas ol I'équation
est linéaire et homogeéne, c’cst-d-dire 'équation de la forme

Pu | du du du
s +572-+2da£+26’-07+fw——0,

d, ¢, f ne dépendant que de z et y.

(1) Jai trailé dans deux Communications & ’Académie des Sciences de ques-
tions se rapportant au sujet qui fait Pobjet de ce travail (Comptes rendus,
10 décembre 1888 et 23 seplembre 1889). J'ai donné un résumé du présent Mé-
moire dansles Comptes rendus du 13 janvier 18go. ‘
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Nous allons montrer d’abord qu'il ne peut ewister dewx inté-
grales de cette équation, uniformes et continues dans Uaire limitée
par un contour fermé G, et prenant sur G la méme valeur, pourvu
que ce conlour soit suffisamment petit.

Soit, en effet, « la différence de ces deux intégrales; w s’annulera
sur C,

On aura évidemment

ff <();l:+02 +2ddu+2e——+fu)dxdy,_o,

Pintégrale étant étendue & laire limitée par C. Aprés intégration par
parties, la relation précédente devient

[T () + (2 3] e

Si le cocfficient de u2 est positif dans la région considévée, la dé-
monstralion est achevée, et n’est qu'une copie de ce que Pon fait pour
le cas classique de Iéquation de Laplace. Dans le cas général, un
artifice est nécessaire. Quelles que soient les fonctions réelles ct conti-
nucs B’ et Bde z cty, ona

ff[ Bu2) (g‘;’u‘)] de dy = o,

puisque, par hypothése,  s’annule sur lc bord.
Nous pouvons donc écrire, en faisant la somme des deux derniéres
¢équations,

T () e e

0B 0B dd ()e
2 — — ——— c— . —
( +u <M—f— vttty f)](l.ﬂ(ly-_().

. du  Ju
Nous avons, entre crochets, une forme quadratique en «, il i

" Elle sera définie, sil'on a

dB
9y

B’2<0 +0,
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en posant

: dd de
b= oz + dy =/

Or, quelle que soit la fonction continue 0(z, ), on peut déterminer
deux fonctions B et B, telles que, dans le voisinage d’un point arbi-
traire P, on ait
(2) B+ B2 —0< 4+ 2

oy

Pour le montrer, nous n’avons qu'a remplacer — 6 par sa plus
grande valeur absolue. En désignant celle-ci par m?, nous aurons & sa-
tisfaire & I'égalité

' B'
*+ B+ ’< +2%,
dy
et cette derniére inégalité entrainera évidemment la précédente.

Or faisons B’ = o et prenons B fonction de x seul et satisfaisant & la

rclation

m* élant une constante supérieure a m*. On aura
B =m, tang(m,z + C),

(. étant une constante; donc, dans un intervalle compris entre deux
paralléles 4 'axe des y, dont la distance est moindre que —» on pourra
1

certainement déterminer B, de facon & satisfaire & la condition indi-
quée. J'ai discuté d'ailleurs cette inégalité, avec un peu plus de détails,
dans un Mémoire inséré aux Acia mathematica, t. XII.

En résumé, dans la région du plan autour de P, pour laquelle on
peut déterminer des fonctions continues B et B’ satisfaisant & l'iné-
galité (2), nous devrons avoir nécessairement, pour que I’égalité (1)

soit possible,
u=o0, M=o o
R o
I ne peut doncy avoir, en dehors de zéro, de solution de I'équation
aux dérivées partielles s’annulant sur le contour C et restant, ainsi
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que ses dérivées, uniforme et continue  l'intérieur. Le théoréme est
donc démo ntré

On pourrait encore procéder autrement : la premiére des intégrales
doubles écrites plus haut peut aussi-se remplacer par

[f[(du) (%ﬁ),~2dug—‘£-—2eu ——-fu]da;cly:o;

nous aurons donc

du du du
o=JI@E) +(F) 2o |
. ou B oB’ , ,
+a(B—e)ug+ (5~ 5 —/)w]dedy.
Lia forme quadratique entre crochets sera définie si

0B gB’ : > 9
Gt — /> (B dp (B oy,

el 'on retombe sur une inégalité qui se rameéne immédiatement & celle
cque nous avons obtenue plus haut.
In particulier, st on a

+e‘+f<0.

pour tous les points d’une certaine alrc, on ne pourra avoir qu'une
solution.

2. La question, que nous devons examiner maintenant, est la ques-
lion inverse, ¢’est-a-dire la démonstration de V'existence et la détermi-
wation de l'intégrale donnée par ses valeurs sur un contour suffisam-
ment petit C.

Nous allons chercher & appliquer la méthode d’ approxunatwns suc-
cessives, dont nous avons parlé dans I'Tntroduction; mais, auparavant,
commencons par étudier I'équation suivantc

d*u 0%u
gzt t o =f (%, y).

Journ. de Math. (§* série), tome VI. — Fase, I, 18go. 20
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On sait qu’on peut trouver facilement l'intégrale de cette équation,
restant continue dans un contour G et s’annulant sur ce contour; cette
intégrale est donnée par la formule

W, y)=—= [ [ F(E 1) GEn =, y) didy,

cette intégrale double étant étendue & I'aire limitée par (i, et G dési-
gnant la fonction de Green relative & C et au point (z, ¥).

Approfondissons 1'étude de cette fonction u(z,y). Tout d’abord
on peut trouver une limite supérieure de la valeur absolue de u. Si, en
effet, I¥ est le module maximum de f(zx, y) dans C, on aura

lul < 2%/[(;(2, 0, z, y)didn=F.A,

en désignant par A Pintégrale double, divisée par 27; A dépend de
x et y, mais a un certain maximum quand le point (z, y) sc déplace
dans l'aive limitée par C; ce maximum M tend vers zéro quand Taire
tend vers zéro. )

La fonction u(«, y) a des dérivées particlles du premicr ordre; pre-
* nons la dérivée par rapport & 5 clle est donnée par la formule

fff(c,n)—d’dn

Cette intégrale double a un sens, parfaitement déterminé, quand le
point (z, ¥ ) est & l'intérieur de l'aire; en effet, G(E, v, x, y) est dé-
finie par cette condition, d'¢tre une fonction harmonique de ety
s'annulant sur le contour C, continue & I'intéricur de C, sauf au point
(z,y), ot elle devient infinic comme

— 3log[(€ — @)*+(n —y)*|.

G=—jlog[G—a)+(n—y)rl+g,

" la fonction g étant continue dans C et prenant sur le contour la valcur

+log[(§ — z)*+ (n—y)*]. La fonction g a donc des dérivées par-

On a donc
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tlelles et FH parfaltement déterminées, et 5— par exemple, devient

mﬁme, pour E =z, = ¥, comme

t—x
(E—2)+(n—y)

cot, par suite, 'intégrale double écrite plus haut a un sens bien déter-
) | ) gr P

miné. On démontre d'ailleurs aisément qu’elle représente —3—;—
11 est essentiel, pour la suite, d’obtenir une limite supéricure de ' gi‘ '

I o l Or supposons d’abord que le contour G se réduise & un cercle.

Dans ce cas, on a facilement la fonction G. Désignons par R'le rayon
du cercle, par @ la distance du point («, y') au centre du cercle; soit de
plus (%, y,) le conjugué de A, par rapport au cercle A. En qppelant
P le¢ point arbitraire (§, n), on a

. ; PA,
G=— %log[(f —z)+(n—y)]+ log(a R )

Nous voulons nous rendre compte que

28]

a un maximum (fini), quand (2, y) déerit 'aire limitée par C. Or.
3—? se compose de deux parties. En substituant chacun de ces deux

termes, on voit immédiatement que cette intégrale reste toujours finie
ct ne dépasse pas une limite assignable, quelle que soit la position du
point (z, ) dans laire considérée. Nous représenterons par N le
maximum des deux intégrales dans cette aire

[[|5]|ddn, [ [|5|dia

N tendra vers zéro, en méme temps que laire.
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iy -~ du du . -
11 en résulte que 55’ et ’ @l sont moindres que FN.

Nous avons trouvé plus haut que | #| < FM. Ainsi u et ses dérivées
partielles du premier ordre ont leur module limité & 'aide du seul
module maximum F de la fonction £; M et N sont indépendants de
cette fonction, ils ne dépendent que du contour C, ils varient d’unc
maniere continue avec ce conlour, ct tendent vers zéro cn méme temps
que lui.

La méme conclusion subsiste évidemment pour un contour quel-
congue, puisqu’une transformation conforme permet toujours de passer
d’nn tel contour a un cercle.

3. Revenons mainlenant & la méthode d’approximations successives.
Nous écrivons I'équation

du du e Jd'u

Au=a~- + b5 + cu Au=— + = )

oz dy odx* = dy?
Conformément & ce que nous avons dit d’'une mani¢re géncérale, nous
devons considérer les équations successives, o, pour simplifier, nous
partons de u, = o,

Au, = o,
0wy du,
Aus_ag—w- —l—bﬁy—f-cuo,
Au, = d‘(;f’; +b 0';;," + cl,_,

On intégre chaque équation en se donnant la valeur de Pintégrale
le long d’un contour Cj cette succession continue de valeurs est la
méme pour toutes les équations: u, est déterminée par la premiére
équation; la fonction continue

oc(;—uf—l—lf—’y—2
2z

+ cu,
oy



THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 157

aura, dans l'aive limitée par C, un certain maximum, que nous dési-
gnerons par F. Nous pouvons aux équations précédentes substituer
en posant ‘

Uy — Ug= ¢y, cony U, — Uy =y, ceny
Avsza%‘f+b%§} -+ cu,,
Av,.:a%f b(())"f + 0y,
.......................... ,
Av, = a();’;' + bd‘;t’y”‘ + cv,

Tous les ¢ s’annulent sur le contour. On aura donc, d’aprés ce qui
précéde,

d(’s
ct ' 7}7 < NF.

ln<MF, |3

Soient maintenant A, B, C les valeurs absolues maxima de &, b, c;
nous avons

"a%’—i—b%—f + o0y | < (AN + BN + CM)F.

Par suite, on aura, pour ¢,,

lo,| < M(AN + BN + CM) F,
dv,

9,

5| |5 | <N(AN+BN +CM)F.
Donc A
[ v dv, e
!a(—";‘ﬁ—bg'y— + ¢0; | <(AN + BN + CM)*F,

ct il est clair qu’on aura, d'une maniére générale,
|9.| <M(AN + BN + CM)""F,

d(% < N(AN + BN+ CM)R—Q F.

oz

ov,
e




~ »
138 ‘ : E. PICARD.

Nous avons & chercher si «, tend vers une limite quand n augmente
indéfiniment. On voit qu'il en sera certainement ainsi si

AN +~BN+CM <1

et celte condition sera remplie si le contour est suffisamment petit,
car Met N seront alors cux-mémes trés petits.

Supposons donc cette inégalité vérifiée; nous pouvons représenter
- la limite de u, par la série
U= Uy Oyt 0 oo Oy

.

Ce sera une fonction continue de et y, ayant des dérivées par-
ticlles du premier ordre, représentées, d’aprés ce qui précéde, par les
séries '

du __ duy dv do,
oz — oz + oz dx - oz +-
0u — dug dv‘ d‘ IV¥n

Lia fonction u prendra sur C les mémes valeurs que u,, c’est-a-dive
la succession donnée de valeurs.

D’autre part, puisqu’on a d’une maniére générale
d on—1 n—1
= gn S [ 2CCn) Z5t - b(E ) S+ o, )
X G’(E’ N )dE d"])

on aura évidemment

(o) w(e, y)=- ff[ (E,n) F -+ b(E, 7))0"+c(5,n)u]
x G<E,n, w,y>d£dn.

De la peut se conclure que la fonction u(x, y) satisfait & I'équa-
tion
(B) Au=a gu—i—bou-{-cu,

mais c’est un point qui demande quelques explications.
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4. Revenons un moment & 1'équation

Au= [ (z,7)

considérée au n® 2. Nous avons rappelé qu'on trouvait I'intégrale dc
cette équation s'annulant sur le bord, a l'aide de la formule

a(ay)== 3 [ [f&n) G n ) dE dn.

“Cettc fonction a des dérivées partielles du premier ordre 9u Ju
oz dy

nous avons donné la valeur; dans tout ceci, aucune hypothése spéciale
n’est & faire sur la fonction f (i, y), si ce n’est qu'elle est continue. 11
w’en est pas de méme quand on veut aborder 'étude des dérivées sc-
condes de la fonction u. On suppose généralement, en abordant ce
point, que f a des dérivées partielles du premier ordre (% et gjf 5
mémes continues, et alors on établit sans peine I'existence des dérivées
secondes ct la relation

dont

elles-

u Ru ;

A la vérité, 'hypothése de I'existence des dérivées partielles n’est
pas indispensable, et, d’aprés M. Holder, que cite M. Harnack dans
son Ouvrage Sur le potentiel logarithmique, il suffit, pour pouvoir
arriver aux conclusions précédentes, que la valeur absolue de la diffé-
rence f(x,, ¥,)— f(z,, ¥,) soit moindre que Ar#*, A et p étant deux
constantes positives, et 7 la distance de (2, y,) et (z,, ¥, )-

Quoi qu’il en soit, la seule continuité de la fonction f(z,y) ne
parait pas suffisante pour établir que u a des dérivées secondes, et sa-
tisfait & I'équation Au = f.

Nous ne pouvons donc, sans quelques hypothéses, passer de la rcla-
tion («) & la relation (B) du précédent paragraphe.

Dans le cas ou f(, y) a des dérivées continues dans C ct intégra-
bles, on établit, avons-nous dit, que la fonction u(z, y) a des dérivées
du second ordre, continues dans C, et satisfaisant a Péquation Au = f.
J’ajoute que ces dérivées secondes restent continues, méme quand le
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point (z, ) s’approche indéfiniment d'un point du contour C: ¢'est ce

qu'on vérifiera facilement pour le cas owt C est un cercle; car alors

la fonction G s'exprime, comme nous l'avons vu, 4 I'aide de loga-

rithmes. De plus, on peut trouver unc limite pour les valeurs absolues

des dérivées secondes de «; en désignant, comme plus haut, par I la

valeur absolue maxima de f(x, y) et en appelant F, la valeur absolue
o . of

maxima de 5= et 3, On aura, pour limite supérienre des valeurs des

dérivées sccondes,
AF +MF,.

X el M, sont deux quantités positives qui ne dépendent pas de la fonc-
tion f5 la seconde tend vers zéro quand la courbe C tend vers zévo.

Ceci posé, revenons & la succession des équations donnant u,, ¢,,
iy ooy 1IOUS supposerons que i, el scs dérivées pal‘llcllns, ])l‘cmwws
et secondes, sont continues i Uintéricur de C et sur C. Nous calculons
alors o, au moyen de 'équalion

)l() ()[/7
Adv,=a -J;—i—/ Ty + cl,.

Pour pouvoir afficmer que ¢, a des dérivées secondes jouissant de
la propriété indiquée, il faut que le second membre ait des dérivies
premiéres ; d’oti hypothese nécessaire, que a, b, ¢ aient des dérivées
partielles du premier ordre conlinues.

! I

Cherchons & avoir une limite des dérivées secondes de vy, oy, ..., ©,.

.. o . da e, A .
Sotent F le module maximum de a ()_12 + b ;)7' + ctty, et I, eelui de

ses dérivées du premier ordre; noas aurons, d’apres ce qui précede,

| a

e <MF, |32 <NF, |05

S+ M E.

Passons & ¢,, qui satisfait & 'équation

dvy

Am_-ad

+[)—-—+(
dy

Le second membre de cette équation a pour limite supérieure
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Pexpression déja considérée
(AN + BN + CM)F,

et pour ses dérivées premiéres une expression de la forme
F(AM’+NB'+~MC)+M,D'F,, .

A’y B, €, D’ étant des constantes ne dépendant que des limites su-
périeures de a, b, c et de lcurs dérivées premiéres.

On passera donc des limites supérieurcs de o, et de ses dérivées
premiéres et secondes aux limites relatives & v,, en remplacant F et I,
respectivement par

(AN -+ BN + CM)F,
(AA’+ NB' + MC)F + M,D'F,.

Désignons cette substitution linéaire par
(F, F,,alF, alF + F)).

Il faudra faire n fois la substitution, pour obtenir les limites rela-
Lives & 9,4 et & ses dérivées premicres el secondes. Par suite, la limite
supéricure pour lcs dérivées secondes de ¢, sera

)\Oﬁ” F + l\Il [C&F(."/_”—i— gt B -+ -2 32 4 pn) + QIH-‘ F‘].

Or a ct B sont trés petits, si le contour est suffisamment petit. La
serie dont le terme général est

0%, de

—2 ou ———
dx? ()_)/‘
sera donc convergente, si « et B sont moindres que I'unité. Il en ré-

sulte que la fonction u(x, y) a des dérivées secondes, elles-mémes
continues dans 'aire C; par suite, la fonction

Qi
adx

Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. II, 18go. 21

-}-bg-‘f+cu
o4
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a des dérivés premiéres; et de la relation

u(z, y)=- ;ffG(E,n,w y)( oy e ou) dz di,,

nous pouvons enfin conclure, en foute rigueur,

du

RFtu J%u du
= + b= +cu.
dy

o= T o T A0

. . (e . du  du
5. On voil que la présence des dérivées particlles — el 5= entraine
dz " dy
a quelques longueurs dans la démonstration, surtout pour le dernier
point. Dans le cas ou I'équation se réduit &
Fu  Pu

w-f—(—;y; = cl,

le paragraphe précédent est inutile; car de la relation

P fjﬁ( Ny @, y) e(€ ) w, n) dédr,

on peut, cetle fois, conclure a Péquation différenticlle, si Pon suppose
que la fonction ¢(x, y ) a’ des dérivées partielles du premier ordre.

IHI. — EQUATIONS NON LINEAIRES.

6. Examinons maintenant, d’'une mani¢re plus géncrale, les équa-
Lions
Pu 4+ Pu I 'u Ju 4,u
bt TgE T B ay )

el cherchons c¢e ue donneront les approxinmtions successives. Nors
considérons les équations

= F (a2, 25,4,

Qus Oy 1
Au;,-—. F(ua, [)—\TT, ’5")';') .L,)/),

.............................

duy_y du,-
Au,=F (un_., 5 -, —-()7% ./;,)/».
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On peut, sans diminuer la généralité, supposer que nous fassions
toutes les intégrations successives, en supposant que z s'annule sur le
contour. Pour hien fixer les idées, nous supposerons d'abord que,
(, y) restant dans une certaine région du plan, la fonction

F(u, o, w, x, v),

reste finic ct bien déterminée quand u, ¢, wrestent compris entre — L
et + L, L étant unc certainc constante positive. Dans ces conditions
du,

ox’
Dy

[ N . A J .
5y seront moindres que M, et wN(M et N ayant les mémes significa-

tions qu’aun®2). On part évidemment d’unc fonction u,, pourlaquelle

) . . .
%f_i et % restent compris entre — L et + L. Si donc

la fonction Fa un certain maximum ; les valeurs absolues de u,,

iy,

eM<L, wN<L,

llyy %’;—’ ct %% seront compris cntre — Let +L; or M et N tendent

vers zéro avee le contour G. En prenant celui-ci assez petit, nous
pouvons donc supposer les inégalités précédentes vérifices; on en con-
clut, de proche en proche, que, pour toute valeur de 7,

dn o It
9z dy

scront compris entre — L et + L.
Ceci posé, considérons les équations

du, Jdu
Alt.,:F(u,, ﬁ’ 7);1‘7 1’7}’)1 |
. du, duy, du, duy
Ap, = F<u2, Iz '(,7’ Z, >—F(u,, i ay "’7.)/>7

' ‘ Dty Oty ~ Oty Oliys
A, = F(ltu—“ y T Ty Y| — K Upy—a, : ' Ty Y.
N .

Oz ox " dy

en Posaﬂt
Py == Uy - Uy, SRR Op=Up— Upny+
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Or introduisons ici une nouvelle hypothése sur la fonction
F(u, o, w, z, y);
je supposerai que, pour deux systémes de valeurs
(uI’ 7T W,), (u‘n Pay W2)

compris dans l'intervalle (— L, + L), on puisse déterminer trois
constantes positives A, B, C, telles que

lF(um Py Wy w,}’)—F(u.,VI,an,}’)I
<Aluy—uw, |+ Blo,~ o |+ Clw,— w, |

Cette condition sera évidemment remplie, en particulier, sila fonc-
tion I a des dérivées partielles par rapport a u, o, w.

Le second membre de I'équalion, donnant d'unc maniére géncrale
A¢,, scra donc moindre alors, ¢n valeur absolue, (que

0(’n~1_ '_

dy

CAlea |+ B

()('".A| ' ~

Jdr

Il n’y a, par suite, rien & changer aux raisonnements faits précé-
demment pour établir que v, tend vers zéro et que la série

Uy Oy O+

est convergente, sile contour est suffisamment petit, ¢’est-a-dire que «,
tend, dans ces conditions, vers une limite «.

Cette fonction u(iz, y) a des dérivées particlles du premier ordre;
pour établir qu'elle a des dérivées du second ordee, on procédera
encore comme plus haut; mais il faut faire Phypothése que

F(u, ¢, 0w, z, y)

a des dérivées partielles du premier ordre par rapport aux cing lettres
dont elle dépend. On conclura enfin de I que

Au=F( du du wy)

U,()—w: b_}‘;’ ’
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Nous devons ajouter une remarque importante. On vient de trouver
une intégrale de I’équation

- du du
Adu=F (u, pra a;,y),

continue, ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres, &
Pintéricur de C, et prenant sur C une succession continue donnée de
valeurs; mais nous n’avons pas démontré ici, d'une maniére générale,
(ue cette solution est unique, méme si le contour est suffisamment
petit.

Ici encore, comme dans le ¢as des équations linéaires, un cas trés
-simple est celui ot F ne dépend que de «, z, y. Arrétons-nous un mo-
ment sur cette équation

Du g__lf —F

gai T 2 (u, % ¥),

qui fera, dans un autre Chapitre, 'objet d’un examen approfondi.

On a dit que la limite de w, tendait vers une limite u(z, y), qui a
des dérivées partielles du premier ordre. Cette équation satisfait & la
velation '

u(e, y)== 32 [ [ 6o p)FluE 0), & nl didr.

De i se conclut que w(x, y) a des dérivées partielles du second
ordre, si I'on suppose que g—g, 3—2 et g—; existent. Ajoutons que, si Fa
des dérivées particlles secondes, u(x, y) aura des dérivées partielles
troisiemes continues dans l'aire limitée par C, et, d'une maniére géné-
rale, si F a des dérivées partielles jusqu’a ordre » —1, la fonction
u(x, y) aurades dérivées partielles jusqu’al'ordre 2 continues dans C.
Cette remarque nous sera utile dans la suite; elle se démontre imnié-
diatcment en intégrant successivement par parties sous le signe d'inté-

gration.

i O i
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CHAPITRE IL

EQUATIONS DU TYPE (B).

. Parmi les équations (B), il suffira de considérer I'équation
linéaire e , N
Ty =%z + b gy T 6%
car, cetle équalion unc fois traitée, il suffirait de reprendre les mémes
raisonnements que plus haut, pour traiter de I'équation plus générale

J*s 0z 0z
M()a: ().}’ =F (a, a‘i” ():)—, .L,)/>.

Il ne peut étre question ici de détermincr une intégrale par ses vi-
leurs le long d’un contour fermé; nous avons a étudier la méthode
d’approximations successives, au point de vue de la détermination de
I'intégrale générale.

Considérons dans le plan (O, O y) un arc d’une courbe quelconque

]
A B .—
i~
LN
AgN___ |
/ o
c
[ &£

C (fig.1),pourlequel noussupposons seulement qu’une quelconque des
coordonnées est une fonction continue de 'autre, et variant toujours
dansle méme sens. Nous voulonsobtenir I'intégrale de I'équation (1) pour

L e . ds . 0s , .
laquelle les dérivées partielles = et 3 prennent sur C une succession
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donnée de valeurs, et qui en un point A de C prend une valeur don-
née a.
On traitera d’abord le probléme pour I'équation

2 ~

1

dzoy —

ce qui sera immédial. Soit z, cette solution; on doit considérer alors -
I’équation
i Sa - 05,

A N Ty N
dxdy 7 oz

+b % +c3,.

. , . 03
On cherchera 'intégrale de cette équation en z,, pour laguelle —2
o { 2 o

Js . .
ct ()—; s'annulent sur C et qui s’annule elle-méme en A. On considérera

censuite 'équation en z,

Pz 03 03,

aﬁ;——aaz—f—b-a}-ﬁ—czw

que l'on intégrera dans les mémes conditions, et I'on continuera ainsi
indéfiniment. Il s’agit maintenant d’étudier la séric

(2) e A B U T

¢l de voir si elle donne la solution du probléme proposé. Cette facon
de procéder ne differe évidemment que par la notation de celle &
laquelle conduisent les approximations successives indiquées dans I'In-

troduction.

2. Remarquons auparavant que la solution de I'équation

9%z,
_—_— O
dz dy
. v e . . ()51 . l o‘:l
. esl immeédiate si, sur C, on se donne 5 en fonction de ., et 3, on

fonction de y.

~



168 E. PICARD.

Soient o(x) et () ces deux fonctions. On aura évidemment

2i=s0+ [ o(m) o+ [ 40y,

en désignant par x, et y, les coordonncées de A.
Soit, d’autre part, I'équation

0%s
oy = X (%),

o I est une fonction continue de z et y. L'intégrale de cette équation

s'annulant en A, et pour laquelle 3—; et %5— sont nulles sur C, peut sc
J

représenter de la maniére suivante : soit P un point de coordonnées x

et y'; menons par ce point des paralleles aux axes rencontrant la courhe

en Mt N: T'intégrale cherchée sera représentée par 'intégrale double

~ [ P& ) dzdn,

¢tenduce au triangle curviligne PMN.

On suppose, comme je l'ai déja dit, que de A en B sur P'are C une
quelconque des coordonnées est fonction continue de I'autre ct variant
toujours dans le méme sens (en croissant, dans le cas de la figure).

(eci posé, supposons que le point P reste dans le rectangle ABA'IY,
et soient AB’= &, BB’ = §; nous allons chercher unc limite supéricure
des différents termes de la séric (2). Désignons par M la valeur ab-
soluec maxima de
93,

a ay

—l—b%}‘ + ¢35y,

dans le rectangle ABA’B’. On aura alors

0z,
dx

|5,] < Maf, < Ma.

<

Soient d’autre part A, B, C les valeurs absolues maxima des fonc-
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tions @, b, ¢ dans le méme rectangle, il en résulte que

a 5

062 ()52
l ox b5

Par conséquent

5| < M[AB+Ba+ Calof, |32|<M[AB+Ba+Caflg.

En continuant ainsi, on arrive d'une maniére générale 4
|z,| <M[AB + Ba + Caf]*'af.

Il s’ensuit que les termes de la série (2) peuvent étre comparés i
ceux d'une progression géométrique; si donc

(3) AQ+B¢+C¢B<1,

la séric (2) ctles deux séries

J3, 03, 0z,
gz T x o T
031 ()oa ()~,1
0_-)’ -+ ()_}’ +...+ ’(')7 .y

convergeront. Quant & la condition (3), elle scra évidemment vérifiée,
si le point B est pris suffisamment voisin de A. Les séries converge-
ront & 'intérieur durectangle ABA’B'. La fonction z limite de la séric
3 Sk 3, aura évidemment des dérivées partielles du

0’ )
premier ordre, ct la dérivée secondc =y ; de plus elle satisfera a
Péquation

~ , 03 _
—Twa”+b‘o‘;+04.

3. Ainsi, sous les hypothéses faites, nous avons pour I'équation aux
dérivées partielles proposée une intégrale z qui prend en un point A
de la courbe une valeur donnée, et pour laquelie les dérivées partielles

Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. I, 18go. 22
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().:
t 5 prcnnent rcspcctlvcment sur C unc succession continue donnéc

dc~valeurs. Ces fonctions ¢(z) ct {(y) de notre analyse ne sont assu-
jetties qu’d la seule condition d'dtre continues. Remarquons que s,
_()_:._
dz’
verse Parc C; il y a liun point intéressant de la théorie des équations
aux dérivées partielles sur lequel il est bon d'insister. Une intégrale =
d’unc équation linéaire du second ordre aux dérivées partielles est,
dit-on d’une maniére générale, déterminée quand on se donne les valeurs

0s
sont des fonctions continucs de « el y, méme quand on tra-
I

ds . .
de 7 et de 55 Sur une courhe C ou, cc qui revienl au méme, les valeurs

de 93

oz
de C. Mais cette conception générale de I'intégrale n’est valable que
pour une courbe C tracée dans une région du plan ol les caractéristi-
ques sont réelles, c’est-i-dire que dans ce cas, sculement, on est assuré
d’avoir une intégrale satisfaisant aux conditions données, ct continue
ainsi que ses dérivées partielles du premicr ordre quand on traverse

et de Py  sur cette courbe et la valeur de 5 en un point particulier

- . as
I'arc C; notre analyse précédente montre bien nettement que z, 32 °
)n

W restent continues au passage par C. Il en est tout antrement quand

les caractévistiques sont imaginaires. Il suffira, pour le voir, de prendre
Pexemple simple de l’équation

Ja

Q,
Q;

LD

+ = 0.

() r? ay? =

ne peul y avoir, en géncral, de solution de ¢ Bquall n-
Il ne peut y avoir, en géncral, de solulion de cette équation, con
tinue dans le rectangle ABA’B’, ainsi que ses dérivées particlles du

premicr ordre; ct pour laquc]lc ) = prennent sur Parc AB la suc-

cession de valeurs désignées plus lmul, par o(x) et $(y), ces der-
nicres fonctions n’étant assujetties qu’a la condition d’¢ire conlinues.
On pourrait, en effet, dans le cas contraire, former une fonction ana-
lytique ‘

3+ 13y,

qui serait holomorphe dans le rectangle considéré; la partic réelle de
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cetle fonction serait arbitraire sur I'arc de courbe AB, ce qui est im-
possible, puisqu’une fonction holomorphe déterminée sur un arc de
courbe, si petit qu'il soit, ne peut étre étendue que d'une seule ma-
niére.

Ainsila démonstration, qui vient d’¢tre donnée relativement 4 exis-
tence de l'intégralg de U'équation

»’s 03 , 05 -
W —C&% +[)-(T)/ -+ C3

et & son développement en séric, permet d’aborder une question
qu'on laisse nécessairement de coté, quand on suppose que a, b, ¢ sont
des fonctions analytiques et que les conditions aux limites sont expri-
mées aussi au moyen de fonctions analytiques.

4. 1 équation linéaire

a}-*—)—/:a()—-‘z’ +b

J*s s ds
a0y +C3
a fait Uobjet d’un trés remarquable Chapitre de M. Darboux, dans ses
Legons sur la théorie des surfaces (t. II, Chap. IV). Suivant une
idée de Riemann, M. Darboux ramene I'intégration de cette équation
a la recherche d’une solution particuliére 335 cette intégrale s est dé-
terminée par cette condition de se réduire pour x = %, & unc fonction
donnée 4(y), et pour y =y, dune fonction donnée 9(z). M. Darhoux
¢tablit Pexistence d'une telle solution, en supposant que @, b, csont des
fonctions analytiques de x et y, ainsi que ¢ ct ¢, et il se sert, comme
intermédiaire, d’'unc équation célébre considérée par Euler ct Poisson.
“n restant & notre point de vue des approximations successives, la dé-
monstration de l'existence d’'une telle solution z est bien facile, sans
faire d’ailleurs sur a, b, ¢, ¢ et ¢ d’autre hypothése que celle de la
conlinuité. [On a évidemment ¢ (z,) = $(y,), et ['on suppose que ¢ et
¥ ont des dérivées premitres. |
Partons de
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en I'intégrant avec les conditions données, d’ou

2= 9(2) +$(y) — 9()-

I faut ensuite, d’'une manitre générale, trouver une intégrale de
Péquation . .
Bz,
0z 0y =f(@y)

[ étant une fonction connue, et telle que z, s'annule pour z = «,, quel
que soit y, et pour y =y, quel que soit z. Cette solution est donnée
par '

5= f ' f, " F(w, y)dw dy.

)

Soit M le module maximum de z,, ()) et == dans un rectangle, pa-

ralléle aux axes, ayant pour centre (%,, ¥, ) et dos cotés e longueurs o

et 8; lemodule de @ == 93, + /; 9z,

) — + 3 sera moindre que KM. Done on

()ql‘)

el

apour |z, ; \.imite supéricurce
] ) P

KMo,

Jds,

3,
et

K2M(af)?

On aura pareillement pour

<3 l)

la limite supévieure

et, pour | z,| et sesdérivées du premier ovdre
M (KaB)".
On en conclut la convergence de la série

By Byt Ty



THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. (73

et de ses dérivées du premier ordre, si Kaf <1, ce qui est vérifié si
le rectangle est suffisamment petit. La démonstration est donc com-
pléte, sans qu'il soit nécessaire d’insister davantage.

- ettt O — =

CHAPITRE III.

[. — De v'quamion Au=F(u,z,y).

Le théoréme démontré au début du Chapitre I est relatif au cas ou
l'aire considérée est suffisamment petite. Occupons-nous maintenant
de classes d'équations ot cc théoréme soit exact sans vestriction. Re-

prenons I'équation
Au=F< du du ’U }/>-

u,%,o—y,.,

1. Voici un cas étendu dans lequel il ne pourra y avoir plus d'une
intégrale continue prenant unc succession de valeurs sur un contour.
Soient u, ct u, deux telles intégrales; on aura

Pluy—wy) | P —uy) duy Quy duy duey
P _F<u,,(kc,%7,90,)/>—-F<u,,-(7;,5;,.z,y>,

ce qui peut s’écrire, cn posant #, — u, = ¢,

Re o Qe o )
Jﬁ'*'wz u(us)‘):nw:ww’}’)"

- de ~ de
—+ }‘L(usa ":n“’:nx’)/)()‘x + F w(uzn V39 W4, T, }/)5;.’

en désignant par u,, vy, v, des quantités intermédiaires respectivement

, du, . du, duy  du, eah
entre &, et ty, 5— et == 3y et Era Nous pouvons considérer les coef-
dv dgv

ficients dc o, 32 ¢t o comme des fonctions de x et y, ct nous avons
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alors une ¢quation linéaire en ¢, avec une intégrale ¢ qui s'annule sur
le bord. Cetle intégrale sera nécessairement nulle, d’apres le nv 1 du
Chapitre I, si 'on a -

4 F’,,(l(, ?y P, xa.y) > [F:'(uy v, W, x,}’)]"**” [F:‘,(u, Py P wy,)/)]2>

quels que soient u, ¢, w, et pour toute valeur de x ct y dans la région
<10 : : T . du . du
considérée du plan. En particulier, si F' ne renferme pas — el 5-,
dx ~ dy
cette relation exprimera que F croit toujours avee . Nous allons done
considérer spécialement I'équation suivante :

0%t lu 3
(1) (—)T,._,l-l—(jf);g:l*(u,x,y),

F ¢tant unce fonction de u, « ct y, sur laquelle diverses hypothéses
doivent ¢tre faites. Nous supposons d’abord que la fonction I soit bien
déterminée ct finic pour toute valeur réelle de w, z et y, ct qu'elle soil
positice; de plus elle eroit toujours avee u.

Dans ces conditions, je vais d’abord démontrer d’une seconde ma-
ni¢re qu'il ne peut y avoir deux intégrales de cette équation, conti-
nues ainst que leurs dérivées dans un contour C, et prenant sur ce
contour la méme succession de valeurs. Supposons, en ellet, quil
existe deux intégrales u, ct u,; la différence &, — w, s’annule sur C,
et, si elle ne garde pas un signe invariable a I'intérieur de Paire, on
peut fractionner celle-ci en plusieurs parties sur le bord desquelles elle
s'annulera cn gardant le méme signe a I'intérienr. Soit T un tel con-
tour; on aura

N n
A(u, — u)=F(u,,z, y)— F(u, z,y)
Or nous avons déja rappelé (ue, si l'on considere I'équation
Ao+ g (x,y)=0,

I'intégrale ¢ de cette équation, s’annulant sur un contour I', est donnée
par la formule

o= [ [o5 )G 0, y) didn;
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nous aurons donc ici

w—ty= = [ [P (s @ y)— F(us, @ )] G(E,n, @, ) dEdns
mais #, — u, a un signe invariable a I'intérieur de T, soit, par exemple,
le signe plus. Or, puisque par hypothése

F(u,)>F(u,) quand  w>u,,

on voit que le premier membre de 'égalité précédente sera négalif,
tandis cue le sccond est positif; cette contradiction démontre le théo-
réme.

Ceei posé, cherchons & obtenir la solution prenant une succession
continue donnée de valeurs sur C cn ajoutant maintenant I’hypothese,
inutile dans les lignes précédentes, que I est toujours positif. Nous
pouvons toujours commencer par résoudre le probleme pour 1'équa-
tion de Laplace Au = o, soit A2 la solution. Si l'on remplace « par
u + h dans I'équation (1), elle gardera la méme forme, la fonction F
ayant sculement changé, ct la nouvelle fonction # s’annulant sur le
contour. Nous pouvons done partir de I'équation

Au=F(u,z, y),

en nous proposant de trouver lintégrale qui s'annule sur le con-
tour C.
Je consideére alors les équations

[ AS, =T (o, z, y),

| \ A8, = F(S,, . ),
(2) / 2 ( ‘L.Y)

................... )

: ASn: F(Sn—H w))’)'

On forme, comme il a été rappelé plus haut, la solution de la pre-
miérc qui s'annule le long de C; S, obtenu, on intégre la seconde
¢quation dans les mémes conditions, et ainsi de suite.

Ilest d’abord manifeste que toutes les quantités S seront négatives
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a I'intérieur de C; de plus on aura
0>3,> Sn
5, <8, <8y,
SQ > S-1 > S:i?

et ainsi de suile, le sens des inégalités entre trois S consécutifs variant
d’une ligne & la suivante. Ces inégalités se déduisent de la formule

Sy =- EIT:A// F(8,-1:8,1) G(&n, w, y) did.

1l en résulte que les Sa indices impairs forment une suite croissante,
les S aindices pairs forment une suite décroissante; d’autre part, tout
terme de la premiére suite cst inférieur 4 un terme quelconque de la
seconde. Les S & indices impairs auront donc une limite u, et les S
a indices pairs unc limite ¢. Ces deux limites sont des fonctions de
et y, nécessairement continues; clles s’annulent toutes deux sur C et
pour tout point de Pintéricur du contour, on a

uso;
u peut étre considéré comme la limite de la série
Si “'(Ss -'S|)+(Ss - Szt)+- cee

On a d’ailleurs
U=— ;];fj F("a , 7]) G'(Ef’h Ly Y) dzdm

¢, sous le signe d'intégration, étant fonction de & ct », ct aussi

o= 5’;]/1‘“(% &) G(& m, %, y) dé dn.

On en conclut que z et ¢ ont, & Pintérieur du contour, des dérivées
partielles du premier ordre, et ensuite des dérivées partielles de tout
ordre jusqu’au rang x sil¥ a des dérivées particlles jusqu’au rang n —1,
par rapport aux irois lettres-dont elle dépend.
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Comme, d’autre part, on a
AS,=F(S,.,, z,¥), A8, =F(S5,, = ),

nous en concluons que u et v sont deux fonctions de x ety s'annu-
lant sur le contour, et satisfaisant aux deux équations

Au=F(v, z,¥),

) Ao =F(u,z, y).

2. On voit que Uemploi des approximations successives ne nous
conduit pas & la solution du probleme proposé, c'cst-d-dire 4 la re-
cherche de I'intégrale de 'équation (1) s'annulant sur le contour; car,
au lieu d'une seule équalion, nous avons le systéme des équations (3).

Cependant la question scrait résolue si I'on avait # =¢. Or je dis
qu’il en scra ainsi, non pas nécessairement en général, mais si le con-
tour C est sujfisamment petit. Reprenons a cet effet les équations (2);
¢lles donnent

A(S,,— Slz—|)= F(Sn—n Z, }’)-— F(Sn-za wa)’);

or on peut écrire

F(S,_,,x, y)— F(5,-2, %, ¥)=(Sp-y — Spa) Fé(za Z, )’),
X étant compris entre S,_, et S,_,; d’ailleurs, d’aprés I'hypothese
faite sur I, la dérivée Fy est toujours positive. Lorsque S varie entre
o et 8,, Fy a un certain maximum, et ce maximum dépendant de x et y
a lui-méme un maximum M, quand (z, y) se déplace dans I'aire C.
Cecl posé, considérons les équations

Auy= F(o, z,y),

Au, = Mu,,
Au, =Mu,,
Au,=Mu,_,,

Journ. de Math. (4¢ série), tome VI. — Fasc. II, 18go. 23
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chaque équation ctant intégrée avec la condition que tous les « sont
nuls sur le bord du contour. On aura ¢videmment

lsn—su—i_l < l u, ‘

Or, si le contour G est suffisamment petit, nous avons vu (n° 3,
Chap. I**) que la série des u était convergente. Par conséquent

lim(S, — S,_,)=o,

c’est-d-dire que z = 0.
Nous avons alors U'intégrale de Uéquation
Au=T(u,z,y)
s'annulant sur le bord du contour.

3. Le probléme proposé n'est vésolu par ce qui précéde que pour
un contour suffisamment petit; nous allons passer maintenant & un
contour quelconque. Nous nous propoesons, & cet cllet, de montrer (ue
le probléme, élant traité pour deux contours ayant une partic con-
mune, pourra étre résolu pour le contour limitant cxiéricurcinent
Uensemble des deux aires.

Soient C et T (fig. 2) les deux contours. Désignons par « la pavtic

de C

Fig. .

comprise dans T, et par b la partic extéricure; de méme appelons « la
. . ~ . "
partie de I' comprise dans C, ct § la partic extérieurc.
Nous allons commencer par démontrer deux lemmes :
t° Soient deux fonctions et ¢ pour lesquelles on a

Au=F(u,z,y), " Ae=F(o,x,y).
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~

Sisur le bord d’un contour fermé G on a #Zv, je dis qu'il en sera
de méme & intérieur. Si, en effet, u — ¢ devient négatif, le change-
ment de signe se fera le long d’une courbe fermée ( qui pourra avoir des
points communs avec le bord). A I'intérieur de cette courbe on devra
avoir & = v, puisque nous avons vu qu'il ne pouvait y avoir plus d’'une
intégrale prenant des valeurs données sur un contour; par conséquent
on i toujours : soit ¥ = ¢, soit & > . C. Q. F.D.

2° Considérons encore I'équation Au = F : I'intégrale de cette équa- -
tion s'annulant sur le contour C scra évidemment négative & linté-
rieur; on envisage de plus l'intégrale ¢ de I'équation

Av=F(o,z,y)
sannulant sur C, on aura

ul< o,

-
puisque F(u,, z, ¥)< F(o, z, ¥) quand © est négatif. Si donc M dé-
signe la valeur absolue maxima de ¢, on aura

lu| <M.
Ceci posé, prenons une intégrale de I’équation
Au=T(u, =, y),

«ui s"annule sur & et prenne sur @ des valeurs négatives dont la valeur
absolue ne dépasse pas M, nous voulons trouver une limite de la va-
lewr absolue de u sur une courbe a, joignant les deux extrémités de
a, el qui ne soit pas tangente cn ces exirémités a la courbe C.

A cet clfet, je désigne par & Uintégrale de 'équation

Alh=o0

qui prend sur @ et b les valeurs indiquées. D'aprés une remarque fon-
damentale faite par M. Schwarz dans ses beaux travaux Sur ’équa-
tion de Laplace, on a, sur o,

|h| < Mg,

g désignant un nombre plus petit que I'unité.
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Posons alors # = U + £, nous aurons I'équation
AU =F(U + A, 2, y)

etnous devons considérer l'intégrale de cette équation en U qui s an-
nule sur C. U sera négatif, et, comme 5 est négatif, on aura, a for-
dliori

[U| <M.
Nous en concluons, et c’est 1a notre second lemme
le| < Mg +M,

inégalité qui va jouer le réle essentiel.
J'arrive maintenant 4 la solution du probléme proposé; il sagit de
montrer que I'on saura trouver la solution de I'équation

Au=F(u,z,y)

s'annulant sur b et §, si 'on sait intégrer I'¢quation précédente avec
des conditions données aux limites pour les courbes Cet T

Soit u, la fonction déterminée dans C ct s’annulant sur cette courbe;
nous formons alors la fonction ¢, déterminée dans I', s’annulant sur §,
et prenant sur o les mémes valeurs que u,. Revenant maintenant au
premier contour, formons la fonction w, déterminée dans C, s'annu-
lant sur b, et prenant sur @ les mémes valeurs que ¢,, et continuons
ainsi indéfiniment en passant successivement d’un contour i 'autre.
Nous obtiendrons de cette manicre deux suites

Wyy UWay ooey Uy ooey

A

sur lesquelles on peut faire les remarques suivantes :
u, est négatif dans C, donc ¢, cst négatif sur ¢ et par suite sur a;
donc, si nous revenons a #,, on aura (premier lemme)

Uy > Uy
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et, en continuant ainsi, il vient évidemment

OS> uSu>. . >u>. .,
0> 0, >0, >... >0 >,

[l faut montrer que w, et ¢, tendent vers une limite; il suffira de faire
voir que | u, | et |, | restent inférieurs 4 un nombre fixe. C'est ce que
va nous donner facilement le second lemme.

Nous avons

Sure.... |z,|<M;

Sura.... |¢, |<Mg+ M;

Suroe.... |u,|<gMg+M)+M=M(g*+q+1);
Sura.... |0.|<gM(¢®*+qg+1)+M=M(¢*+¢*+ ¢ +1)

et, d’'une manié¢re générale :

Sure.... || <M(@** 24+ ¢ .. +1);
Sura.... |0, <M(g¥ "'+ ¢** 2 +...+1),

en désignant par M la valeur absolue maxima des intégrales de I'équa-
Lion

Au=F(o,z, y)

s’annulant respectivement sur G et T'; ¢, qui est moindre que ['unité,
désigne le plus grand des deux nombres de méme nom correspondant
respectivement & G et 4 la courbe , a T et & la courbe a.

Les inégalités précédentes montrent que , et ¢, tendent vers deux
limites w ct ¢. Ces limites « et ¢ sont des fonctions continues de « et y,
ayant respectivement dans C et I' des dérivées partielles de tout ordre;
c’est ce qu’on voit de suite en recourant aux expressions de et © comme
limite d'une série d’'intégrales définies. Les fonctions « et ¢ satisfont &
I’équation proposée. Je dis que u et ¢ prennent les mémes valeurs sur
a et a; cn cffet v, prend les mémes valeurs que u, sur «, et «,,, prend
les mémes valeurs que v, sur a. Donc, & la limite, ¢ prend les mémes
valeurs que u sur a et «. Il en résulte que, dans I'aire commune aux

deux contours, on a
u=y.
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Nous avons donc Uintégrale de Uéquation proposée s’annulant
sur b et §; elle est représentée par « & U'intéricur de C, et par ¢ & I'in-
térieur de T'. '

La recherche de Uintégrale de I’équation

Au=F(u,x,y),

prenant des valeurs données sur un contour quelconque peut éire
constdérée comme complétement effectude par Uanalyse qui pré-
cede.

On ne dott pas oublier seulement les hypothescs faites sur la fonction
IF(u, x, y); je les rappelle. La fonction IF(u, x, y) est positive pour
toute valeur de u, et pour toute valeur de x et y dans la région con-
sidérée du plan; de plus la fonction I cst constamment croissante
avee u.

Un cas particulier, trés simple et fort intéressant, sur lequel nous
revenons plas loin, est celui de I’équation

*u u
s -+ 017 = A.(.’L‘,y) 0“,

A(z, y) ¢lant positif dans la région du plan od restera le point (x, y).
Mais, avant de considérer cetie ¢quation, montrons que la méthode
cmployée dans les précédents paragraphes peut réussir quand les con-
ditions indiquées pour I sont un peu différentes.

4. Nous supposons toujours que I croisse avec u; mais nous allons
supposer que F(u,2,y) s'annule pour u = o, de telle sorle que cette
fonction sera négative quand z sera négatif. Dans ces conditions, I'in-
tégrale de I'équation

Au=F(u,z,y)

s'annulant le long d'un contour sera évidemment u = o.
SiTon a deux intégrales u, et u,, telles que sur un contour C on ait

U, > Uy,

il en sera de méme & P'intéricur. Le raisonnement est toujours le méme;
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car, dans le cas contraire, on aurait nécessairement une région & I'in-
térieur de laquelle #; serait moindre que u,, ces deux quantités étant
égales sur le bord; or ceci est impossible, d’aprés I'équation

A(uy— uy)=F(u,,z,y) — F(us,x,y).

En particulier, si une intégrale z est positive ¢n tous les points d’un
contour, elle scra positive & l'intérieur de ce contour, puisqu’elle doit
&tre supéricure & I'intégrale v = o. Si, de plus, g est le maximum des
valeurs sur le contour, « sera moindre que g a l'intéricur.

Ceci posé, nous allons montrer que L'on peut employer le procédé
alterné, si les valeurs donnécs le long du contour sont positives. Re-
prenons les deux contours C et I' considérés dans le précédent para-
graphe; les fonctions

Uyy Wy eony Upyy  ouey

Py Poy eeny Ppy ey

auxqueclles conduit application de la méthode sont ici toutes posi-
tives. Pour un point quelconque & I'intéricur, on a

0Lty Uy LUy <Ly
0L 0L 0L L 0y

Si g est le maximum des valeurs positives données sur le contour,
les , et les ¢, sont moindres que g'; on a, par suite, deux limites et ¢
pour u, et ¢,. De plus, «, et v, sont égaux sur a (voir fig. 2), et u,_,
prend les mémes valeurs que ¢, sur a; donc u et ¢ prennent les mémes
valeurs sur « ct a. Ils coincident donc dans la partie intermédiaire.

11 est évident qu'on peut faire les mémes raisonnements en suppo-
sant que les valeurs données sur le hord sont négatives.

L’¢quation suivante

Au=p.u,

ou p esl une fonction positive de x et y, rentre dans le cas que nous
venons d'examiner. Je I'ai traité directement dans le Mémoire’déja cité
des Acta mathematica (1. XII).
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5. Outre ces cas trés généraux, les méthodes précédentes peuvent
réussir, dans certains cas particuliers, pour d’autres équations. Pre-
nons, par exemple, 1'équation

Au= Ac*— Be,

ou l'on suppose que A et B sont des fonctions continues et positives
de x et y dans une certaine région du plan, et que de plus A > B.
On peut encore démontrer qu’il ne peut exister deux intégrales pre-
nant les mémes valeurs sur un contour C. On raisonnera pour cela
comme précédemment, ce qui est possible, puisque la fonction

A elt — Be-u,

croit toujours avec u. Cherchons alors I'intégrale de I'équation s’annu-
lant sur C. Nous formons, comme plus haut, les équations

AS, = A — B,
AS,= Acd— Be ™Sy

Si, pour tous les points de I'aire limitée par C, on a

Acd—Be S >o,

c¢'est-a-dire

6'281 > _Ij;,

on pourra fairc la méme succession de raisonnements que précédenm-
ment. Les S & indices pairs et les S 4 indices impairs auront respecti-
vement deux limites u et ¢. On voit qu'il y a ici une condition com-
plémentaire, que nous n'avions pas tout & I'heure. D’ailleurs, si le
contour G est suffisamment petit, S, sera trés voisin de zéro, et par
conséquent l'inégalité sera vérifiée. De plus, on aura encore, avec un
contour assez petit, u = o.
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Le probléme proposé se trouvera alors résolu pour de tels contours,
ct 'on passcra encore & un contour quelconque tracé dans la région
du plan ou

A—-B>o,
en employant des considérations identiques & celles dont nous avons

plus haut fait usage.
Si le point (i, ) reste dans une région du plan o

A —-B<o,
on posera simplement dans 'équation & = — ¢, et elle deviendra alors
Av = Be' -~ Ae*

cL nous nous retrouverons dans le cas précédent.

e () A——

CHAPITRE IV.

DE L’EQUATION Au = Ae“.

1. Nous allons étudier particuli¢rement 1'équation

(1) Au = A(z, y)e,

A(z, y) élant positif. Les intégrales u, jusqu’ici considérées, étaient
continues & I'intérieur du contour C. Je suppose maintenant qu’elles
aient des infinis logarithmiques. J’entends qu'un point (&, b) est pour
une intégrale  un infini logarithmique, si I’on a dans le voisinage de

© Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc. IL, 18go. 24
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ce point .
u=mlog[(® — a)*+(y - b ]+ L(z, y),

P(«, y) étant unc fonction continuc de x et y; m désigne une con-

stante.
On voit qu’en posant

u=mlog[(z — a)*+(y — b)*|+ v,
I'équation devient

(

)

) Ao =[(z — a) +(y — b1 Az, y) e

Si m est positif, le coefficient de ¢ dans le second membre est une
fonction continuc de z et y dans C; on peut donc intégrer Iéquation
avec des conditions aux limites données, et par suite intégrer Péqua-
tion (1) sous la condition que # prenne une succession continue
donnée de valeurs sur C, et admette le point (@, 6) comme paint sin-
gulier logarithmique avec le cocfficient m.

Si P’on a m <C o, mais supéricur & — 1, on pourra encore intégrer
Péquation (2), c’est-i-dire trouver une fonction ¢ continne dans C et
prenant des valeurs données sur ce contour. Cherchons, par exemple,
intégrale qui s’annule sur C; on forme, comme préeédemment, la
succession des équations

A3, = (2 — @)+ (y — b)*[" A(e, y),
A52 = l(?, — a)'—' +()/ — b)‘lilm A(.'I,', y>es,,

38, =[(r — @) (3 = DY " A, ) .

On intégre toujours chaque équation avec la condition que Uinté-
grale soit nulle sur le contour. Prenons la premiére équation : on a

Sy=- ;];ff [(E—a)+(n— 0" A1) G(& n, x, y) did,
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mais il faut s’assurer que l'intégrale a un sens, puisqu'ici m est né-
gatif et que le point (a, d) est & l'intérieur de C. Or, en supposant
d’abord (, y) différent de (a, &), on voit de suite, si m est supérieur
4 —1, que l'intégrale est déterminée. Il en est encore de méme, si
x=a, y=>jen effet, pour &£ = a, y = b, la fonction G(&, , a, b)
devient infinie comme — }log[(§ — a@)®+(y — b)?]; donc, en em-

ployant les coordonnées polaires 1 et ), relatives au point (a, b), nous
avons, & un terme fini prés, 'élément

r*e A (&, ) logr.rdrdh;

P'intégrale est déterminée évidemment si m > o, et, quand m estné-
gatif, nous avons & comparer 4 I'é¢lément

LB, (0>A>),

dont U'intégrale reste finie pourr =o0.

Nous pouvons donc raisonner sur S,,S,, ..., S,_,, ..., comme nous
I'avons fait plus haut, et ici, comme précédemment, la recherche de la
fonction v satisfaisant & I'équation (2) et prenant sur le contour C une
valeur donnée se trouvera effectuée si le contour C est suffisamment
petit. L’emploi du procédé alterné permettra alors de passer & un con-
tour quelconque, de telle sorte que la question suivante peut étre con-
sidérée comme résolue : nous déterminons l'intégrale de I’équation

Au=Ae",

passant des valeurs données sur un contour C, et ayant o ’inte-
rieur de ce coniour un certain nombre de points singuliers loga-
rithmigues donneés, avec des coefficients donnés supérieurs @ — 1.

2. Envisageons maintenant le cas plus particulier encore ou A(z, )
s¢ réduit & une constante positive k. Prenons donc I'équation

ou otu

pr -+ o7 = ke*.
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Dans ce qui précéde, la région limitée par la courbe G était située
tout entiére & distance finie; nous allons considérer ici une végion du
plan comprenant le point & V'infini.

Soient (a,, 0,)...(a,, b,) p points a distances finies, et m,, n,, ...,
m, des constantes supérieures & — t; posons

u=2Xmlog[(x — a;)*+y — b;)]+ .

[’équation devient

¢
[

('«}) & ‘.)i’ = @SB 1T ity = b
) dx® " Jy?

Parmi les m; les uns sont positifs, les autres négatifs; désignons par
m un terme posilif quelconque, et par — m’ un teeme négatif (uel-
concue. Nous allons supposer que '

Xm —Xm >

et, comme précédemment, les 2’ sont inféricurs & Unnitd.
Dans ces conditions, le cocfficientde ¢ sera comparable, pour 7 trés
grand, a

»"~= (:JL‘Q-P-)”:I" s

W élant supérieur & dewr. Je dis que dans ces conditions on pourra,
¢tant donnée une courbe fermée G enveloppant tous les points («, b),
obtenir une intégrale de U'équation (3) prenant des valeurs données
sur G ct continue a Pextéricur de G, méme quand le point (i, y) s'¢-
loigne indéfiniment. On le verra bien nettement, en faisan( la transfor-
mation
]
T iy

X4y =
L’équation (3) devient alors

¢ e i*e v N
(3) W%"}T)}Tz:t\(:ﬁ,y)l?

~

le coefficient A (', y') devient infiniment grand, pour =y’ = o,
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comme .

et ici 4 — w est inféricur & 23 par suite, d’aprés le paragraphe precé-
dent, on pourra intégrer I'équation (3) en se donnant la valeur de ¢,
le long de la courbe C' transformée de C, la fonction ¢ étant continuc
A Pintérieur de C'. Si donc on revient & 'équation (3), celle-ci se tron-
vera bien intégréc dans les conditions indiquées; Pintégrale prendra
des valewrs données le long de G et sera continue a I'cxtérieur,
méme & Uinfini. Pour 'intégrale u, on pourra dire que le peint & Pin-
fini est un point singulier logarithmique et le coefficient correspondant
sera — Xm,.

3. Nous pouvons maintenant considérer I'ensemble du plan. Soient
encore donnés des points (;, ;) & distance finic avee les coefficients
correspondants m;. Nous formons, comme au paragraphe précédent,
I'équation (3), et nous supposons vérifice I'inégalité éerite & la suite.
Cherchons @ obtenir une intégrale de ’équation (3), continue dans
tout le plan, méme a Uinfin. '

Nous allons, & cet cffet, faire encore usage du procédé alterné, Soil
C.une premicre courbe fermée enveloppant tous les points (@, ) et (¥
une seconde courbe fermée extéricure & C. Toutes les fonctions que
nous allons considérer satisferont & I'équation (3); nous partons d’une
fonction ¢, déterminée dans (¥, ct prenant sur (¥ la valeur zéro. La
fonction ¢, ainsi obtenue, prend sur C certaines valcurs; formons alors
la fonction ¢, continue & l'extéricur de C et prenant sur G les mémes
valeurs que ¢, Nous passons cnsuite a une fonction ¢,, continue dans
(¥, et prenantsur C’ les mémes valewrs que ¢, , et nous continuons indé-
finiment cette succession d’opdérations. Nous obtenons ainsi deux suites
de fonetions

> ) :
Crs Yy ey P e

Pis Fay ey Yy e

Nous avons, au n° 3, rencontré deux suites présentant avee celles-ci
anc grande analogic. En appliquant absolument le méme genre de
considérations, on établit que les termes de la premiére ligne tendent
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vers unc limite ¢ fonetion continuce de et y dans (', et satisfaisant &
I’équation (3); de méme les termes de la seconde ligne tendent vers
une limite ¢, fonction continue & U'extéricur de C, et vérifiant égale-
ment 'équation (3). Enfin dans la partic comprise entre C et C', on a

I’ensemble des deux fonctions ¢ et ¢’ nous donne doncune intégrale
de I'équation (3), continuc dans tout le plan, méme & l'infini.

Au lieu de partir d'une intégrale ¢, prenant sur C' la valcur zéro,
nous aurions pu partir d'unc int¢grale ¢, prenant sur €' unc valeur
constante @, ct la méme méthode de démonstration cfit été applicable;
d’ailleurs ce cas se raméne & la précédente, en remplacant ¢ par ¢ + a,
ce qui revient a remplacer, dans I'équation (3), k& par ke®.

Il est intéressant de rechercher quel peut &tre Ie degré d'indétermi-
nation d’une intégrale de I'équation

f)_zi' + L)zi — keEnz,-lug[(.r— Wity =l e
o T ’
restant continue pour tout point (z, y) du plan, méme le point a I'in-
fini. '

Nous allons montrer que, si deux intégrales, jouissant de cette
propriété, oni la méme valeur en un point quelconque du plan, elles
coincideront nécessairement.

4. Avant de démontrer cette proposition, il nous faut établir un
théoréme préliminaire.
Reprenons I'équation en u

iu  Ou
oz -+ 5‘}7 = lfc“,

dont I'équation en ¢ n’¢tait que la transformée, et soit («, §) un point
différent des points (a, b) et du point 4 I'infini. Désignons par u et U
deux intégrales continues, ainsi que toutes leurs dérivées partielles dans
le voisinage de (&, B3).
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Supposons que z ¢t U soient égales au point («, §). Je dis que ce
point ne pourra étre un point isolé pour la courhe

U, y)— u(z,y)=o.

Si en effet, il en cst ainsi, on aura, par excmple, dans le voisinage
de (a, B),
Uz, y)>u(z, y),

cette inégalité devenant seulement une égalité pour » = «, y = .
Tragons unc courbe fermée C enveloppant (o, 8); nous avons deux
tntégrales U et , et, en tous les points du contour, la premiére est su-
péricure & la seconde. Nous avons déja eu I'occasion de remarquer que,
i 'intéricur du contour, U ne pouvait pas devenir inférieur & u (ce
(qui d’ailleurs ici est dans les hypothéses), mais jajoute maintenant
que I'égalité méme est impossible. Nous allons supposer que le con-
tour C soit un cercle de centre O et de rayon R; nous voulons done
comparer deux intégrales U et « continues, ainsi gue leurs dérivées par-
lielles dans le cercle C, la premiére prenant des valeurs supéricuves &
la seconde sur ce cercle. Nous considérerons d’abord le cas ol les va-
leurs de U et  sur C sont deux constantes A et @ (A >a); il sagil
d’établir que U, qui, nous le savons, n'est jamais inférieur a u,
ne lul decient jamais égal. Par raison de symétrie, U et u ne dépen-
dent que de la distance » du point (x, y) au centre O; si doncily a,
¢n dehors du point O, des points out z et U sont égales, ces points for-
meront des circonférences. Nous n’avons qu’a considérer la plus grande
de ces circonférences : soit G’ de rayon R’ & l'intéricur de 7, w ct U
devronl nécessairement coincider. Prenons maintenant un point M
(uelconque de cette circonférence; en ce point on aura

’ dr dr
or u et U satisfont & la méme équation différentielle ordinaire du
second ordre, donc « ¢t U devront encore avoir la méme valeur depuis
=R jusqu’a r = R, puisqu’elles ne cessent d’¢tre continues. Ce ré-
sultat est absurde, puisque pour 7= R, « et U ont des valeurs diffé-
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rentes. La circonférence C' ne peut donc exister, mais il nous reste, i
examiner le cas ol cette circonférence se réduirait & un point, cest-
i-dire e cas o U et u seraient égales seulement au point O. Une dif-
ficullé se présente ici, car I'équation différenticlle entre u et i admet
1 = o comme point criticue, et le raisonnement précédent pourrait ne
pas subsister. Cette équation différentielle peut s’écrire

Ldtu du

— 4+ hr.c".

I

dr
d’apres un théoréme que j'ai établi autrefois [ Sur les équations dif-
Sferentielles du second ordre dans le voisinage de certains potnts
eritiques (Comples rendus, 1878, second semestre)], il n'y a qu’une
senle intégrale continue pour r = o, prenant pour 7 = o, la valeur v,

du . .
et pour laquelle (d_:') soit nulle. Il en vésulte que nos deux intégrales
g 0

oo , . du
Soil pour 7 =0, u=u,; on aura nécessairement( — ) =o.Or,
0

U et u qui ont la méme valeur au point O doivent nécessairement
coincider, ct la conclusion précédente subsiste.

Nous venons de supposer que les valeurs de U el o sur le cercle C
étaient des constantes; considérons maintenant le cas ot elles seraient
des fonclions continues quelconques, mais de telle sorte que U soit
toujours supérieur & «. Dans ces conditions U aura un certain minimum
A sur le cercle C, et z unp maximum a, el A scra supéricur a a; soil
U, Pintégrale de ’équation proposée qui prend la valeur A sur le
cercle C et u, I'intégrale qui prend la valear a; d’aprés ee ui précede,
pour toul point de l'intérieur du cercle

U, > u,

inégalité qui ne sc transforme jamais, nous venons de I'établir, en une
tgalité. D'aulre part, on a

U220, et ulu,;
donc, par suite,

U > u,

I’égalité étant exclue; c’est ce que nous voulions établir.
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11" résulte de 1a que sien (a, B), U ct z ont méme valeur, ce point
ne sera pas un point isolé pour la courbe

U(z, ¥)— u(z,y)=o,

car autrement U — u garderait un signe invariable dans le voisinage
de (a, B); sur un cercle notamment, suffisamment petit, ayant (o, B)
pour centre, on aurait toujours U >u, ct ces deux fonctions ne pour--
raicnt avoir méme valeur en un point de I'intérieur.

x 8. Nouspouvons maintenant démontrer lc théoréme énoncé & la fin
du n® 3. Soient deux intégrales de I'équation en ¢, écrite plus haut,
V et ¢, continucs pour tout point (z, ) du plan, mé¢me le point & I'in-
fini. '

Leurs dérivées particlles sont aussi continucs, sauf aux poinis
(a, b) et au point & Uinfini. Je suppose qu'en un point («, #) [dis-
linct des (@, 0) ot du point & l'infini}, on ait

V=rp.

D’aprés ce qui vient d’étre ¢tabli, il y aura nécessairement unc
courbe réelle représentée par ’équation

V(@ y)—o(z,y)=o,

et cetie courbe (qni pourra passer par les points [a, b] ou le point &
linfini, et méme avoir ces points comme points asymptotiques) parta-
gera le plan en deux régions, au moins. Il en résulte que les deux inté-
grales qui ont méme valeur sur les hords de chacune de ces régions
(que cette région reste tout entiére  distance finie ou s’étende & I'in-
fini) coincideront. Les deux intégrales ne sont donc pas distinctes.
Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant, en revenant & I’équa-
Lion initiale
dFPu  du

— =k.c*

dx* = Jy?

Une intégrale de cette équation, continue ainsi que ses dérivées
pariielles pour tout point du plan distinct de certains points donnés
Journ. de Math. (4° série), tome VI.—~ Fasc. II, 18go. 25
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(a, b) et du point & Uinfini, admettant comme points singuliers
logarithmiques les points (a, b), avec des coefficients n donnés sa~
tisfaisant aux inégalités indiqudes, ayant de plus le point a I'in-
Jini comme point singulicr logarithmique avec un coefficient égal @
— Xm, est déterminée quand on donne sa valeur en un point du
plan différent des points critiques.

6. Aprésavoir étudié les intégrales de Péquation sur le plan simple,
il sera facile d’étendre I’étude précédente au plan multiple, c’est-d-dire
au plan recouvert d'un certain nombre de feuillets, et formant ce
«que 'on appelle une surface de Riemann. Nous pouvons supposer
que cette surface de Riemann n’a pas de points de ramification &
infini, comme on le fait habitucllement dans la théorie des fonctions
abéliennes. Soit n le nombre des feuillets. Désignons, pour abréger,
par P, P,, ..., P, le point & Pinfini sur chacun de ces feuillets. Soit
de plus sur la surface & distance finic un certain nombre de points
(@ b;), distincls des points de ramilication, & chacun desquels nous
associons un coefficient m;. Associons de méme & P, P, ..., P, les
coefficients M,, M,, ..., M,. On sait qu’on peut former une fonttion
uniforme sur la surface de Riemann, satisfaisant & 'équation de La-
place, et ayant les points singuliers logarithmiques (a;, ;) avee les
coefficients correspondants m;, ct les points P avee les coeflicients M.
Un point (&, b) est, pour une fonction u, un point singulier loga-
rithmique avec’exposantm, si, dans le voisinage de ce point, « différe
seulement par une fonction continue de .

mlog|(x — a)*+(y —b)?|.

Pour un point P de coordonnées (z, y ) i 'infini sur un des feuillets,
la fonction différera seulement par une fonction continue de

Mlog(x® + y*).

Il y a d’ailleurs entre les M et les m la relation bien connue

M +Xm=o.
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Désignons par @ la fonction harmonique ainsi déterminée, et dans
I'équation
: du | u
5 + 55 =k.¢",
der Oy
posons
w==0+0;

nous aurons I'équation cn ¢,

, 03 ¢ ()i ¢ @
/, oy LAY RpR. QPN
(;) pye + FJE k.e®e'.

Nous allons raisonner sur cctie équation en ¢, comme sur Péquation
analogue (3) dwn° 2. Nous supposerons que les 72 sont supérieurs i
— 15 au contraire, tous les M sont inférieurs i —1.

Montrons comment on peut former une intégrale de I'équation (4)
continue en Zous les points de la surface de Riemann. Sur n — 1 des
feuillets, je détache le point & I'infini par des courbes {ermées de Lris
grande dimension C,, C,, ..., C,_,, ct jec considére la portion de la
surface de Riemann limitée par G, C,, ..., G,—, ¢l comprenant le
point & linfini sur le rie feuillel. Sur cetic portion de surface qui n'a
(u'un point & I'infini, nous pouvons, en raisonnant comme dans le cas
du plan simple, obtenir une intégrale continue ct prenant sur €,
Cy, .+ .y G,y des valeurs données. Ceci fait, en appliquant de nouveau
la mcthode alternée, pour deux contours autour du point P,_,, nous
ohtenons une intégrale continue sar la portion de la surface limitée par
Cyy Gy oooy C,yp et prenant sur ces courbes des valeurs données. Ion
continuant ainsi de proche en proche, nous arrivons i une intégrale
continue sur toute la surface de Riemann, dont les dérivées particlles
sont elles-mémes continues, sauf aux points (¢, b) et au point & l'in-
fint sur chacun des feuillets. ‘ '

Quant & la conclusion du n® 3, clle subsisle entiérement, el rvien
n’est & changer dans la suite des raisonnements.

7. Je ne m’étendrai pas davantage en cc moment sur 'équation

0*u 0*u
Py -+ ")75- = k.c%, . (lt > 0).
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Elle sc rattache, comme il est bien connu, & la théoric des surfaces
a courbure constante négative. Cette théorie ¢tant intimement liée & la
(3¢ométric non euclidicnne, qui y trouve unc interprétation Loute na-
turelle, on prévoit a priorc que I'équation précédente peut étre intro-
duite dans la théorie des fonctions fuchsienncs. Pour le voir bien nette-
ment, considérons le demi-plan de la variable complexe 5 =z + iy,
décompos¢ en un réseau de polygoncs, ct supposons que le polygone
fondamental soit tout entier 4 distance finic ct sans point commun avec
la limite du demi-plan. Soit ‘

8) f(Z,V)=0

une courbe algéhrique correspondant & ce groupe fuchsicn; Z et U sont
deux fonctions fuchsiennes de z. Considérons la forme quadratique
(fue laissent invariable les substitutions du groupe fuchsien

da? 4+ dv?

)2 2

en posant Z = X + ('Y, clle sc transforme en
A(dX? + dY?),

A étant une fonction de X et Y. Or, dans l'identité,
Lt 4 dy? ) 9
Ay \(dXe 4 dY?).
y o

Lec premier membre peut représenter le carré de Pélément linc¢aire
d’une surface dont la courbure est constante et égale a — 1. 1l en est
donc de méme du sccond membre; par conséquent, on aura

?logh  d*log)

ax? v = 2h
ct par suite, én posant A = ¢,
Pu  Pu
A —_— 0 pll .
(J) v()X2+—d_Y—2—)L¥°
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c’est I'équation écrite plus haut pour k = 2. D’autre part, de l'identité

TELAL —A(dXe -+ dY?),

on déduit, en posant Z = £(z)[ f(z) étant une fonction fuchsienne |,

1
A= el

Cette expression ne change pas, quand on cflectue sur 5 une substi-
tution du groupe fuchsien; donc A, considérée comme fonction de X
¢t Y, scra une fonction uniforme sur la surface de Riemann définic par
I'équation (S). Il en sera nécessairement de méme de %5 nous avons
donc ainsi une intégrale de I'équation (5), uniforme sur la surface de
Riemann, et n’ayant que des singularités logarithmiques. Je ne pour-
suis pas aujourd’hui les eonséquences dc cette remarque : cette ¢tude
spéciale, sur laquelle je compte revenir, nous ¢loignerait trop des
considérations générales sur les approximations successives, qui font
le principal objet de ce travail,

CHAPITRE V.

QUELQUES REMARQUES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES. "

1. Les méthodes d’approximation dont nous venons de faire usage
peuvent évidemment étre employées dans le cas des équations diffé-
rentielles ordinaires; c’est un point sur lequel il ne me parait pas inu-
tile de s’arréter, quoique nous n’ayons qu’i appliquer des méthodes
étudiées plus haut.
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Prenons tout d’abord une seule équation du premier ordre
dy .
a0 =J(y,x);

on peut établir ainsi-le théoréme fondamental relalif & Pexistence de
intégrale de cette équalion, prenant pour x = z, la valeur - =y-,.
On considérera, a cel effet, les équations

d
;[).—; = (¥ %)

dy
'(%f zf()’n .’L‘),

R ey

4 n [
ft'[}%(-' =r/(.y'l~‘l7w>’

en effectuant chacunc des quadratures, de facon que pour x =, on
ait y, = y,. Il s'agit d’établir quc y, tend, pour 7 infini, vers une h-
mite y qui représentera Pintégrale chevehée, pourva dailleurs que
reste dans le voisinage de x,. Nous faisons sur la fonction f(y, x), Uhy-
pothése qu’elle est continue et définie pour les valeurs de w et dey
comprises respectivement entre x, — @ ctx, + « d’unc part, puis y, — b
el y, + b d’autre part; de plus, on peut déterminer une constante po-
sitive k, telle que

| rer &) = Sy )| <

el nous supposons la fonction et les variables réelles.
Soit M le module maximum de f(y, x) quand & ety vestent catre
les limites indiquées. On aura

V=)

2
yi=[ Kywo)de+y,.
<y .
Soit p une quantité au plus égale & a;y, restera dans les limites
voulues si

Mp < b,
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ctil est évident qu’alors il en sera de méme de y,, ..., ¥a- Désignant

par & unc quantité au plus égale & p, nous allons supposer ([ue x reste
compris entre x, — 8 et x, + o.

Nous avons alors, en posant y, — y,_, = 3,
dsz,
az = (¥ %),
ds,

dz =f(y.,w)—-f(y0,.x~),

D I I I N A B A )

ds, .
dz =f(~y""’ w)—f()’n--a,x);

Ceteesereny

¢t lous les 3 s'annulent pour = x,. On a

|z, | < M3,
7, | < kME,

puis :
|z, | < k2ME®
ct, d’upc maniére géndrale,
|2,| < MS(KS) .
On voit done, en écrivant
Va=Yo+ 3 +Z+...+ 3,
(ue y, tendra vers une limite si kS < 1. La série
Y=Yo+ 3, 4.5+
scra convergente, comme unc progression géométrique décroissante.

. . « e . a
Ainsi y, converge vers une limite y, quand x reste compris entre x, — &
el x,+ ¢, ¢ élant la plus petite des quantités

]

.a, M’
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Daus cet intervalle; y représentera manifestement une fonction con-
tinue de . On a, d'ailleurs,

yu=‘/'j.f("yn—l)w)dw+),w

et, comme y, ¢t y,, tendent vers y, il en résulte que

-_=£:‘f(y, x)de + y,

¢l, par suite,

d
;if‘; =f(y, %),

¢'est-da-dire quela limite y satisfaitd Uéquation différentielle. L'existence”
dc I'intégrale est donc ainsi ¢tablic. On peut évidemment employer le
méme mode de démonstration si f est une fonction analytique (lo~ vat-
riables complexes x et y.

2. Passons a des cas moins smlplcs ct cherchons ce que deviennent,
dans lc cas ]mrucullcr d'unc scule variable, les résultats (ue nous

avons établis dans le cas de deux variables. Nous envisageons 'équa-
Lion
d? y

ax f( ’y’d.v>

Au point de vue ol nous sommes placé, nous devons chercher a dé-
terminer une inlégrale par la valeur A q ‘elle prend pour = «, et la
valeur B qu’clle pl‘cnd pour z = b.

Partant d'une fonction arbitraire y,, on formera la suite des équa-
lions

a2
o f< 1Yo da;)

d*y d
=170 d{;)

P R )

de)’l n—
d:tzl f(";’yn-»-n {i{c l)

f
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chaque équation étant intégrée par la condition que, pour = = a cl
x = b, I’y correspondant prenne respectivement les valeurs A ct B.

En faisant les mémes hypothéses sur la fonction f qu'au Chapitre 1,
on démontrera que y, tendra vers une limite 3 si l'intervalle (a, b)
est suffisamment petit. On aura ainsi une intégrale de 'équation

Ay y
fl_r‘~’ /(b’)’(lw>

coutinue dans P'intervalle (@, &) et prenant aux deux extrémités les
valeurs A et B. Cette intégrale n'est pas, d'ailleurs, nécessairement
unique.

3. Rapprochons-nous maintenant des circonstances ¢tudiées dans le
Chapitre 111, cn partant de 1'équation

&y )
T =S(,y)-

Si la fonction f croit toujours en méme temps que y, il ne pourra
Vv acolr deux intégrales de cetle équation, continues dans ’inler-
valle (a, b), et prenant les valeurs A et B aux dewr exirémités. On
aurait, en cffet, cn désignant par y, ct v, ces intégrales,

. d?( > (yy—,
(1) _ (lr* = f(@,50)— f(%, 72 )3
on peutsupposcr que, dans Pintervalle (@, 0), la différence y, — y, qui
sannule aux limites, garde un signe constant dans l'intervalle; car,
dans le cas contraire, on fractionnerait U'intervalle en plusieurs autres.
Or, sil'ona

QA
w
(3]

=g (),

&.

Vintégrale 5, s'annulant pour 2 = o et pour & = x, > o est donnée par
la formule

5= Z_I;‘,“j .z»( 3)ds — .’cf;ﬂ:?(:)(x - J?io) ds.

Journ. de Math. (§° série), tome VI. — Fasc, LI, 18go. 20
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Si donc 9(x) est posilif, z sera négatif dans l'intervalle de o & z,.
Soit maintenant, pour fixer les idées, ¥, > y, dans l'intervalle (e, b),
I’équation (1) montre quey, — y, cst négatif dans cet intervalle, con-
tradiction qui démontre notre asscrtion.

La méthode d’approximations successives ne donne une suite con-
vergente que si 'intervalle est suffisamment petit; mais nous pouvons
encorc ici, comme dans le cas de I'équation & deux variables, employer
un procédé alterné. 11 s’agit de montrer que, ayanl quatre quantités
a, o, b, B rangées par ordre croissant de grandecur, si 'on sait résoudre
le probléme pour l'intervalle (g, b) ct Pintervalle (o, 8), on pourra le
résoudre pour l'intervalle (@, ). On supposera, comme il ¢st permis,
que les valeurs extrémes sont nulles; de plus, il est supposé que f(i, v)
reste toujours positive.

On considére d’abord I'intégrale u, de I'équation

dy
(2) @Jx'—“/(%)’)

définie dans I'intervalle (@, b) et sannalant aux extrémités. Elle prend
en o une certaine valeur, ¢t Pon forme alors Iintégrale de I'équation
prenant en « cette valeur et s"annulant en ;3 en conlinuant ainsi, Pon
forme deux suites

Wy Wyy Ugy oovy Upy  ouny

s ) >
", \'2, ‘)3, ey “n, teeey

comme dans le cas des deux contours qui empictent 'un sur autre.
Nous allons montrer quc «, et ¢, tendent chacun vers une limite, 1
nous faut faire, avant tout, deux remarques : soit une inlégrale de
Péquation ;—ZT) = o, s'annulant en @ ctprenant en & une valeur négative
~— Bj on vérifie immédiatement que cette intégrale prend en o une va-
leur — Bg, ¢ étant un nombre positif plus petit que 'unité. D'autre
part, si l'on considére deux intégrales y, et y, de 'équation (2), ct
telles que 3,2y, en a et en b, il en sera de méme dans tout Pinter-
valle.
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Ceci posé, il n’y a plus ricn & changer aux raisonnements (ue nous
avons faits au Chapitre I1I, ct nous arrivons & la méme conclusion.

Dans ce cqui préctde, il est supposé que f(z, y) cst toujours positif;
~on pourrait encore se placer dans laméme hypothése qu’au n® 4 du
Chapitre 111, c’est-a-dire examiner le cas ol f(x, y), toujours croissant
avee y, s’'annule pour ¥ = o. Si les valeurs extrémes que l'on se donne
pour l'intégrale sont de méme signe, on pourra encore cmployer le
procédé alterné. ’

4. Nous venons, dans le numéro précédent, de nous placer entic-
rement au méme point de vue que dans le cas de I'équation aux dé-
rivées partielles. Nous pouvons continuer encore a développer cette
analogic. Revenons & I'équation

. 2 dy

/

Iy o un cas ott I'on peut étre assuré qu'il n’y a qu’une seule inté-
grale, continue dans un intervalle (@, 6) ¢t prenant aux deux extrémi-
tés des valeurs données. Prenons d’abord I'équation linéaire : soit

dy o dy

A et B ne dépendant que de «. Supposons qu'il y ait une intégrale y,
s'annulant pour i = a et pour y = b. On a évidemment

b
{2 . .
f y(a—l-—_’; — 2A:% — By) dx = o,
qui s¢ transforme de suite, ¢n intégrant par partic, et devient
“Trdyy? AvE L Bay2la .
() (Zié +2Ay = + By | dr =o0;

si donc on a, pour toute valeur dc x entre @ et b, -

B> Az,
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on est assuré que l'intégrale considérée y ne peut qu'éire idenlique-
ment nulle. On pourrait, d’ailleurs, aller plus loin, en employant un
artifice dont nous nous sommes servi déja au commencement méme de
cc Mémoive. Si A désigne une fonction continue quelconque de ., entre
« ct b, on aura

()

2
[ d(?‘) )y = 04
- d.x

«a

en additionnant (o) ct (8), il vient

{ { {3, N
/ [(j,‘) Fa(h+A)y Yo <Is+ J’;>,] —o:

si done A est tel que

T (h AP+ B>,

y devra &tre identiquement nul. Nous sommes donc ramené a recher-
cher si l'on peut déterminer une fonction continue A de x, entre « ct b,
telle que cette inégalité soit vérifice. Mais je n'insiste pas sur ce point,
el nous nous contenterons de la condition suffisante

\

B> At

Reprenons maintenant Péquation non lindaire (3). On va trouver
tres facilement un cas ¢tendu ot cette ¢quation ne pourra avoir deux
intégrales continues, prenant les mémes valeurs en @ et b, Soienl, en
effet, y, et y, deux telles intégrales; on a

B(rs—r) dy, vy
""?{7}'4‘ = /I( Ly Yoy "“) _‘,/ (\"-" Y ;7",1)

Si nous supposons maintenant que f ait des dérivées pavticlles du
second ordre, elles-mémes continucs, nous pourrons éerive, en posant
Ye—Yi=

Q =A 5 du +B s
da? dz
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¢n posant

, dy ,du
A= L on o)

o f dy, , du
B __.f].<:c,‘y. + 0w, = +0 o)
je désigne, pour marquer les dérivations, la fonction f par f(z, y, 3).
A ct B peuvent étre considérées comme des fonctions de . Or, si l'on .
a, quels que soient y ct 5, pour z compris entre a ct b,

FHECH T PIVACH DI

il est manifeste que 'équation (3) n’aura qu’unc seule intégrale pre-
nant des valeurs données pour z =a ct pour y = b, résultat qui
comprend néeessairement comme cas particulier celui ot la fonction f
ne contient que z et y, et croit avec y.

5. Nous n'avons jusqu'ici considéré¢ qu’une scule équation. 1 es!
Ieés intéressant de considérer un systeme d’équations de la forme

i -
[(7,? =106 Y0 Yar ooy Yu)

2y,
C([% :fe(-‘”a)’u,)’-_-, cees Vi)

Nous navons pas, pour les équations aux dérivées particlles, consi-
déré des systémes d’équalions.

Les résultats précédents ne s’étendent pas d’cux-mémes & un tel sys-
teme. I sera suffisant de se borner & m = 23 nous éerivons done les
denox équations

{29 s
(/'> %}% :f(.?;, ¥, z), i ’-,9("”7)” ).

Nous considérons de suite le cas ol f'et 9 sont positifs ct croissent
avee y et 3. On ne doit pas chercher a établir qu'il n’y a dans ce cas
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qu'un scul sysiéme d’intégrales conlinues prenant pour & = act z == b

des valeurs données; le fait n’est pas cxact. Pour en donner un
] p

exemple, il suffit de considérer 'équation

dty
‘(T.gi =f(%,y),

f étant positif et croissant avec y. Ily a une intégrale Y de cette équa-
tion s’annulant aux deux limites de I'intervalle (a, b), D'autre part, les
approximations successives donnent, en général, deux limites y, et z,
différentes, s'annulant en a et b et satisfaisant aux ¢quations

ity
o =f(.Z', 5),

dz?

dts

T =S (z,)).

Si done on envisage ce systeme, il admel, avee les inémes condi-
tions aux limites, les deux systémes de solutions

.),:Y’ ;)’2.‘\’.,
oY ol

) s =7z,
11s ne coincident que si Uintervalle est assez pelit.

Cette remarque faite, revenons au systéme (4). Nous n’allons avoir
a donner & y el sz que des valeurs négatives, ¢l nous supposerons que
pour deux tels systémes quelconques de valeurs (y,, 3,) et (¥, 34),
on i

(3 ya 3:) = S(@y yo )| <ALy, =y + Bz — 5.,
’?(‘”7}/27 ;2)”‘ ’?(wa}/n 5|>|<C'|)/2—‘y|| +]).l52—:,!,

A, B, C ct D désignant quatre constantes positives.

Quelle que soit la longueur de Vintervalle (a, 1), V'emploi des ap-
proximations successives conduit, en partant de y =0, z = o, & deux
limites déterminées : (u, ¢) d'une part, (U, V) de P'autre. Clest seu-
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~3

lement uand V'intervalle est assez petit que 'on a
U= u, V= p.

Désignons par A la limite supéricure au-dessous de laquelle ces
identités scront vérifices. Cette limite pourra s’exprimer & l'aide de A,
B, Cct D. Si maintenaut on veut avoir un systéme d’intégrales y, 5
prenant des valcurs autres que zéro, aux deux extrémités, on posc

y=awv+p+y, s=ax+d +7,

lesa et B étant choisis de facon que )’ et 3” s’annulent aux deux limites,
et l'on a deux équations de méme forme. On appliquera alors i ces
équations transformées la méthode d’approximations successives; la
limite A (ui ne dépend que de A, B, G, D), au-dessous de laquelle
les approximations donnent unc limite unique, sera la méme que plus
haut. Nous pouvons donc attacher un sens préceis 4 intégrale, calculée
comme il vient d’¢tre dit, prenant des valeurs données (négatives),
aux deux extrémités d’un intervalle moindre cue A. On peut, d’ail-
leurs, en réduisant encore A, s'il est nécessaire, démontrer que celte
intégrale est unique. '

Considérons, cn effet, deux systemes (y, 5,) et (¥, 35,) d'inté-
grales s'annulant aux extrémités o et 8 d’un intervalle. Les quatre
fonctions y,, y., 3, et z, seront évidemment négatives, et, en posant
Y2— Y = U, 5,— 3, = ¢, ON pourra écrire

Au
IZE ":-"A|l1 +B|(),
aty
—(i“’—L'E = f\.gu + B;!t?,

Ay, A,, By, B, étant des fonctions de , respectivement moindres que
les constantes positives A, B, C, D considérées plus haut. On suppose
ici que fet o ont des dérivées partielles par rapport & y et 5. Or nous
allons voir que, dans ce dernier systéme d’équations, iln'y a pas d’in-
tégrales continues s'annulant pour « et 3, si I'intervalle (o, B) est asscz
petit, sauf u = o, ¢ = o. Le point trés important consiste A montrer
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que la limite supéricure de cet intervalle peut s'exprimer en fonction
de A, B, C, D. A cet effet, nous considérons les rclations

8 rdru A B.¢)ds
f“a T Au— .o)dw::o,

8 e
/ % <*——; -—A._.lt "*‘B“()) dx: (),
“ da? . 2

¢videmment vérifices, puisque I'élément est identiquement nul, qui se
transforment de suite cn

“/ﬁ [(Z::) + A v* + B, lw] de = o,
e/' (lv +A,ue + B, pz] dic — o,

A ces deux relations, joignons les trois snivantes

B p,e , 2
(v) AP gy =0 d(Qm ) e = = o, f AR =
’ Ja d ’ " g, dr ?

ot I, QQ, R sont des fenctions continues quelconques de . [ faisant
la somme des premiers membres des relations (@) et (v), nousobticn-
drons unc intérrralc unique, dont I'élément sera une forme quadratique

(1)

en u, o, d’

'Y l
priment par trois inégalités entre P, Q, R et leurs dérivées prcn‘m‘nv
ct les fonctions A, Az, B, B,; il cslmul,ll(- de lcx éerire, (uoique ce
soit bien simple : soit

- Les conditions pour que cetle forme soil définie s’ex-

9, <o, 2, <0, 2: < 03
or considérons les équations
— 2 . — 2 —_— 2
f=—a, P2=—as, Yy = —a’,

a ¢lant un nombre fixe, d’ailleurs arbitraire. Nous pouvons considérer
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ces trois équations comme définissant P, Q, R, dont on se donnera ar-
bitrairement les valeurs pour une valeur particuli¢re de «. La limite
de la région, dans laquelle P, Q, R scront certainement continues,
pourra s’cxprimer en fonction des constantes A, B, C, Dj car les fone-
tions A,, A,, B,, B, et non leur dérivée figurent dans les ¢. Le théo-
réme est donc établi. Pour un intervalle (a, b), nous pouvons fixer
un nombre X, tel que pour tout intervalle (a, 8) compris dans (a, b)
et.moindre que \, les approximations successives convergent, el que -
de plus il 0’y ait qu’un seul sysiéme (u, v) prenant des valeurs ne-
gatives données en o et B.

Ce résultat obtenu, nous allons pouvoir trouver une intégrale (y, z)
du systéme (4) prenant aux deux extrémités de l'intervalle (¢, b) des
valeurs données, que nous pouvons supposer &tre zéro. On peut, en
effet, faire usage du procédé alterné, pourvu que la longueur d'un des
deux intervalles, qui ont une partic commune, ne dépasse pas A. Dési-
gnons comme plus haut (n°3)par (a, b) et («, §)les deux intervalles,
on aura pour I'ensemble (y, z) deux suites qui convergent chacune
vers unc limite ; 'une de ccs suites cst définie dans l'intervalle (&, 0),
Pautre dans Pintervalle (a, ). Dans ces deux suites, y et 5 ont la
méme valeur en a et en b; sil'intervalle («, D) est supérieur a A, nous
ne sommies pas assuré que y et s.coincideront dans les deux suites, de
« a b, et alors la méthode alternée ne nous donne rien. Il en est tout
autrement si un des intervalles, et par suite (e, b) est moindre que A.
On peut toujours s’arranger de maniére qu’il en soit ainsi, et finale-
ment on arrivera & 'intervalle (a, &). Nous obtenons donc en résumd
un systéme d’intégrales (y, s) de Péquation

2., 2 .
% ::f(.;lj,y,:),' Z—%:’{,(z,y,s),

y et 5 Sannulant pour x = a, et pour x = b. Nous ne pouvons d’ail-
leurs pas affirmer, cela n’est méme pas exact, en général, qu'il n’y ail
que cette solution satisfaisant & ces conditions; mais il nous parait
intéressant d’avoir élabli ’existence d’au moins une solution. Ces
considérations s'étendent & un nombre quelconque d'équations de
méme forme.

Pour les équations aux dérivées partielles, on pourrait de méme

" Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc. II, 18go. 27
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envisager certains systémes, ce (ue nous n’avons pas fait dans les Cha-
pitres précédents. L'extension des considérations qui viennent d’élre
développées en dernier lieu ne présenterait pas de difficuliés. On con-

sidérerait le systeme

0t uy

.t

d%u,

o%u,
b

day?

«

_.—_‘f{ (:l;, ")/" u,l’ ILJ,

= fo(®y 3y 4y, Uy, .

ooy ln),

..........................................

P*uy,
oy

:,fm("’;y Vs Uy, Uy,

ceey Uy).

En supposant les £ positifs et croissant avec les , on pourra former
un systéme d’intégrales u,, w,, ..., u, prenant des valeurs données
sur un contour, systeme qui dlaillenrs ne sera pas unique en général.



