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SUIl LES FORMES DIFFÉRENTIELLES ASSOCIÉES. 21 I 

Sur les formes différentielles associées / 

PAR M. G. HALPHEN. 

Voici d'abord une formule qui sera très utile. 
Soit y une fonction d'une variable indépendante, par rapport à 

laquelle on prend les dérivées, dénotées par des accents. On a succes-
sivement 

ο 

ι ·->//' = 07> 
1 ?.y/· = (y')" - ·2/\ 
j V7" = (r2)"-3(y'% 

' V7"= 07'- 4(y,a)"+ v2· 

Dans ces formules apparaissent les mêmes coefficients numériques 
que dans les suivantes : 

2COSOC == (acosa), 

2cos2 α = (scosa)2 — 2, 

2cos3a= (2Cosa)3 — 3(2Cosa), 

2COS4# = (2COSa)4 — 4(2COS2a)2 -h 2. 

D'une manière générale, on a, comme on sait, 

2 cos Η CL = (2 cos α)" — ~ (2 cosa)"-2 

_l_ ^ ^ (2 cosa)"~
4
 — , ^2 ^3 ^ ^

 cosa

)"~
e 
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On aura de mime 

ί 2γ/,ι)=(γ-)^~ γ (/')<"-» 
(2)-

J n(n ^ ζγ"2y«—») _ — 5) ^ynyn-a) 

La démonstration, sur laquelle je ne crois pas utile d'insister, ré-
sulte immédiatement des deux formules comparées 

2 cos(il + ι)α = (icosa) 2 cosna — 2cos(/z — ι)α
? 

ojsyAu+*) — (-yy^y— ^y'y
{n)

' 

Dans cette dernière, le second terme du second membre s'exprime 
au moyen delà formule (2), où l'on change y en /' et a en (/?. — 1). 

Par le changement de / en /' ou y", y"', ... la formule (2) permet, 
comme on voit, d'exprimer tout produit de deux figures/,/', y", ... 
par les carrés et les dérivées de ces carrés. 

Une expression U, contenant une ou plusieurs indéterminées 
comme/, fonction, laissée arbitraire, de la variable indépendante, est 
dite dérivée exacte s'il existe une autre expression V, contenant les 
mêmes indéterminées, et dont la dérivée V reproduise exactement U. 
Ainsi par les formules (1) on voit que//',//"' sont des dérivées exactes, 
tandis que //", //IV n'en sont pas. Et généralement, dans la for-
mule (2), on voit queyy[n) est, ou non, une dérivée exacte, snivanl 
que η est impair ou pair. 

Dans ce qui va suivre, nous emploierons le signe =ΞΞ pour exprimer 
une égalité dans laquelle on néglige des dérivées exactes. Par exemple, 
d'après la formule (2), où l'on suppose η pair, on déduit en retenant 
seulement le dernier terme, dont le coefficient est égal à 2, 

(3) 7/
(«>==(_ ,)»<(/'»>)>; 

tandis que, si η est impair, on conclut 

(3 bis) yy^ 
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Soit a une autre fonction quelconque de la même variable indé-
pendante. 

Prenons l'identité, base de l'intégration par parties, 

ayW -f- (— iff-* ya^ 
= \ay^H~{) — a'y(m-2) 4- a"y('w~3) — ι)"*-1 a(w,-,,y|' 

ou, suivant nos conventions, 

(4) ay{m) = ( — ι )'" a("°y. 

Multiplions les deux membres de la formule (2) par a, puis, au se-
cond membre, remplaçons chaque terme par son équivalent d'après la 
formule (4) où l'on change successivement y et m en y2 et n, en y* 
et (η — 2) eny"2 et (n — 4)> et ainsi de suite. Il en résulte la formule 
suivante qui est d'une grande utilité : 

l (— i)n2ayy(n)~a{'l)y*— -- «(/<~~2)y'2 + —— a^'^y"-
(5) 1 - 1,2 

Ι n(n a{n-a) Y»'* 

Par le changement dey eny', y", ... cette formule permet de ré-
duire tout produit de deux figures y, y', y", ·· · aux seuls carrés y2, 
y2, y"2, ..., en négligeant une dérivée exacte. 

Nous aurons à considérer des formes quadratiques, c'est-à-dire des 
polynômes homogènes et du second degré, par rapport à y, y', y", ..., 
avec des coefficients, qui seront censés dépendre, d'une manière quel-
conque, de la variable indépendante. Appelons-les, pour abréger, 
formes quadratiques différentielles; on aura soin de ne pas les con-
fondre avec les formes quadratiques ordinaires, que nous aurons aussi 
à envisager, avec d'autres indéterminées, et dans lesquelles les coeffi-
cients sont toujours supposés constants ou numériques. 

Nous aurons aussi à envisager des formes linéaires différentielles, 
polynômes homogènes et du premier degré en y, y', y", ..., avec des 
coefficients dépendant de la variable. 

Dans l'un et l'autre cas, Xordre de la forme sera toujours le plus 
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grand indice de dérivation avec lequel figure, dans celle forme, 1 ''indé-
terminée y. Ainsi, 

(j = a y" 4- o.a'y' h- a"y, 
V — ι ayym — 'iby'y ·+■ 'λα! y y" — h' y"1 ·+- a" y y' + ci" y-

sont des formes différentielles, la première linéaire et du second ordre, 
la seconde quadratique et du troisième ordre. Ces formes sont toutes 
deux des dérivées exactes, ce qui s'écrira ainsi 

U o, V"-O. 

On a, en effet, 
li = («/)", 

V = | '±a y y" — (a + h)y'~ -i- ci y y'-h ci"y2)'. 

I jOS formes quadratiques différentielles, qui sont des dérivées exactes, 
stmt précisément celles que nous aurons à envisager, et le but pour 
lequel j'ai établi la formule (5), c'est de discerner facilement ces 
formes. Voici comment: 

Par la formule (5) on peut immédiatement réduire la forme cï une 
.somme de carrés, en négligeant une dérivée exacte, et écrire ainsi, 
pour une forme W quelconque, 

(6) W A (y)- -h B(>'y>)2 4-...4- Lra. 

Pour que W soit une dérivée exacte, il faul que Lous ces carrés 
manquent; ainsi la réduction au moyen de la formule (5) fait néces-
sairement apparaître le caractère de dérivée exacte, s'il existe. En effet, 
si W est une dérivée exacte, on aura identiquement 

(η) Τ' = A (yWf + B(r
(</)

)
2
 H- ..· 4-

et Τ sera aussi une forme quadratique différentielle. Mais, si n est 
l'ordre de celte dernière, les termes qui, dans T, con tiennent y1, don-
nent, par la differentiation, les termes de l'ordre le plus élevé y 
dans T'; ceux-ci ne peuvent se réduire avec d'autres et sont du pre-
mier degré par rapport à y Donc, dans la dérivée T, les termes 
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de l'ordre le plus élevé ne peuvent être des carrés. Donc, dans le 
second membre(6), aucun des indices p, q, ... ne peut être le plus 
grand. Donc tous ces termes doivent manquer. 

En résumé, pour qu'une forme quadratique différentielle W soil 
une dérivée exacte, il faut et il suffit que sa réduction par la for-
mule (5) aboutisse à WL~O. 

On remarquera, en passant, que la réduction d'une forme W en car-
rés, telle que (6), peut se faire d'une seule manière ; sans quoi une 
somme de carrés, non identiquement nulle, serait une dérivée exacte. 

Prenons pour exemple la forme Y considérée précédemment; voici 
le calcul : 

aayy"' — et!"/1 + la'y'2, 
2 by'y":\— — b'y'2, 
;; a'yy·:-. -4 \ a'"y- - 3a!y'-, 

b'y2: : 4- b'y'2, 
RJL 

a>"y* a!"y2, 
Vr-o. 

Considérons deux formes linéaires différentielles G
0

, G, ; leur pro-
duit est quadratique. Si ce produit est une dérivée exacte, les deux 
formes G

0
, G, seront dites associées. 

Soient 
(«o = ayw 4- b/"-l)-
G, == a

K
y[p) 4- b

{
y{p~%) 4-... 

deux formes associées. Si leurs ordres ρ, η étaient égaux entre eux, le 
produit G,,G,, réduit en carrés, contiendrait, pour premier carré 
aafy{p))", et ne serait pas une dérivée exacte. Les ordres sont donc 
inégaux. Soit/></&. Si la différence (η — p) était paire, on aurait, 
d'après (5), 

2aa
x
 yU>]y'")~~ (r/rt, )'Η~ρ) (}Λι>))~ — n

 ]
 ^ (aa

{

p -^yip+^y 

4- (— i) · 2aaf yp+"Yy. 
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Le dernier terme de cette formule a l'ordre le plus élevé, parmi tous 
ceux que fournira la réduction; il est seul et ne peut disparaître. Donc 
l'hypo thèse que η et ρ soient de même parité est incompatible avec la 
propriété d'association. Donc, dans deux formes associées, les ordres 
sont de parités opposées. 

Je vais, à ce sujet, résoudre un premier problème : Trouver toutes 
les formes associées à la forme la plus simple, G, = y. Elles sont 
d'ordre impair, comme on vient de le reconnaître, puisque G, est 
d'ordre zéro. 

Je dis d'abord que la forme suivante 

(») F = (ay){2"+i)-l·- αγ{2η+ί) 

est une associée de G,. Si, en effet, dans la relation (4), on suppose 
2/î-t-i, et qu'on mette ay au lieu de a, on a (en mettant les 

termes au second membre) 

c'est-à-dire 
y(ayy2'l+l) ayy,e+,)=û, 

G,F==o. 

Soit maintenant G0 une forme quelconque, d'ordre (an 4-1), asso-
ciée k G, ; prenons son premier terme 2ay(2n+l), composons la forme F 
avec le même coefficient a. La différence (Gft — F) est également asso-
ciée à G, ; mais elle est d'ordre inférieur à {in -f- i), car F a, comme 
G

0
, iay^2n+i^ pour premier terme, Donc (G

0
 —F) est une forme 

d'ordre au plus égal à {in — r). En poursuivant, on voit que l'expres-
sion générale de G

0
 se compose de la somme de plusieurs formes parti-

culières, telles que F, d'ordres décroissants, et de coefficients a, b, .. 
quelconques 

( Go = (ay)l#w+,)H-a/aff+,) 

a = («y y3'^')+ qÿ-"*' 

Par exemple, en supposant η — ι, a = on trouve la forme 

G = y'" 4- iby' -f-h'γ, 
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ayant cette propriété que y G est une dérivée exacte 

y G = (yy° - îr'2■+· 

Voici un second problème analogue : Trouver les associées de la 
forme G, =y'. En mettant à part, dans la forme cherchée, le terme 
où y n'est pas dérive, on peut écrire cette forme /(/')■+■ cy. Mais la 
réduction du produit y f (y'), d'après la formule (5), ne saurait 
amener le carré/2, tandis que le produit cyy1 amène, au contraire, le 
terme ~ ^c'y2. Pour que la forme soit associée dey', il faut donc que 
c' soit nul, donc c constant. Gela étant, cyy' est une dérivée exacte, 
et il faudra que y'/(y'). le soit aussi. Donc les formes cherchées 
(d'ordre 2ri) sont contenues dans la formule suivante, où le dernier 
coefficient c est une constante, 

(10) 
j G0 = (ay'yn~* H- ay{2,,) 4-(by')'2"'3 

j + by'ia~2) 4-... -h (ly')' -h ly" cy. 

Par exemple, 
G — y,v 4- 2 by" 4- b'y' 4- cy, 

/G =(//'— Ly* + by" + iey*)·. 

Le problème général sur les formes associées consiste à trouver 
toutes les formes G0, associées à une forme donnée G,. Je vais faire 
voir d'abord que ce problème se réduit à la recherche des formes dont 
l'ordre est moindre que celui de G,. 

Supposons G0
 d'ordre supérieur à celui de Gj, et soit (2η 4- 1) la 

différence des ordres, qui est nécessairement impaire. 
En mettant dans l'expression (9) G, au lieu de y, composons la 

forme 

( H = (aG,)(2/,+l)4- aG1
l
2W+n 

que ceim ue u {\ 

Cette dernière H est associée à G,, et du même ordre que la forme 
cherchée G0. 

Par un choix convenable de a, on abaissera l'ordre (G0 — H), en 
foum. de Math. (4

e série), tome VI. —· Fasc. II, 1890. 28 
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faisant disparaître le terme de l'ordre le plus élevé. Mais (G0— H) 
étant associée à G,, son ordre surpasse celui de G, d'un nombre im-
pair d'unités, (2η— ι) au plus. Par le choix de b on pourra donc ré-
duire cette différence au-dessous de {in — 1), puis, par le choix du 
coefficient suivant, au-dessous de (2/2 — 3), ..., enfin par le choix de /, 
(G„ — H) sera réduit à un ordre moindre que celui de G

0
. 

Donc une forme quelconque G
0
 associée à G, a pour expression 

H -h G
2

, H étant l'expression (ι 1) et G2
 une forme associée à G,, 

mais d'ordre inférieur à celui de G,. 
La recherche directe de Ga, étant donnée G,, constitue un problème 

de Calcul intégral sur lequel nous reviendrons. Mais actuellement je 
vais le résoudre indirectement en construisant de la manière la plus 
générale deux formes associées. 

Pour ce but, employons un symbole distinctif qui représente la com-
binaison (9). Ecrivons 

(,■>) * F(a,y) = (ayy!"*,> + a/"M> 

('2> i +(byy'"-» + by<*"-<> + ... + (lyy+l/. 

en sous-entendant les coefficients b, ..I, qui sont toujours quelcon-
ques et seront changés arbitrairement en même temps que «, sous-
entendant aussi Vordre {in -h 1), qui pourra changer aussi en même 
temps. Je vais employer une suite de pareils symboles F(aajy), 
F(o,,, y), ..., et il est entendu que l'ordre de chacun d'eux, 2//,

0
 -f- r, 

2//,, + 1, ..., est quelconque, ainsi que les coefficients analogues à 
b, .. - ι l. Seul le premier coefficient a est rappelé par la notation. 

Soient. G
0

, G, deux formes associées, la première de l'ordre le plus 
élevé. Nous avons démontré la relation 

G 0 — b {a
0

, G | ) H- G
2

, 

où G, est associée à G,, mais d'ordre inférieur. On a donc de même 

G, = F(«,, G
3
)+ Gj, 

G
a
 = F(a

a
, G

a
)+ G, 

et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on parvienne à une forme d'ordre zéro. 
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La suite se termine donc de la manière suivante : 

G
r
_

2
 = F(<V-2) G>_, ) -4- G

n 

G
f
_, = F(a

r
_

n G
r
), 

G 
r
 = cy. 

Le dernier coefficient c, comme les précédents, est une fonction 
arbitraire de la variable indépendante. 

Par ce moyen, le problème est résolu. Examinons un peu la solu-
tion. Le symbole F(«,/), qui est d'ordre (211 + 1), contient seule-
ment (/2 -t- 1 ) coefficients arbitraires, moins, par conséquent, de coeffi-
cients qu'il y a d'unités dans son ordre, sauf au cas n = o. D'autre 
part, G0

 a pour ordre la somme des ordres des symboles F employés. 
En comptant le dernier coefficient c, on voit que le nombre des fonc-
tions arbitraires contribuant à composer les coefficients de G„ ne 
surpasse pas d'une unité l'ordre de G

6
, comme cela doit arriver pour 

une forme linéaire arbitraire ; sauf cependant le cas où tous les sym-
boles F sont du premier ordre. 

Nous devons donc considérer comme cas général celui où tous les 
symboles F sont de premier ordre 

F(a> y)=Or)'+=2ar'+a'y■ 
Quand il en est ainsi, la forme G-9

 peut être envisagée comme arbi-
traire. Une forme G

0
, construite avec des symboles F d'ordre supé-

rieur à l'unité, a des propriétés particulières, dont nous reconnaîtrons 
'quelques-unes. Mais on peut la construire aussi avec des symboles F 
d'ordre égal à l'unité. 

Le mode de formation de G
0
 par des symboles du premier ordre est 

le plus général, non seulement à cause du nombre des fonctions arbi-
bitraires qu'il entraîne, mais comme comprenant, en outre, à titre de 
cas particulier, l'autre mode. C'est ce que je vais prouver. 

Supposons, dans l'échelle des formes G, que quelques-unes des der-
nières G

r
, G

r
_,, ...,GFRH, G

A
 soient composées avec des symboles 

arbitraires, et les trois suivantes avec des symboles à coefficients infi-
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niment grands ou infiniment petits, de cette manière : 

G
A
_< = \ (« G*)' -+- 7 <*G

A + J 

G
A
_

2
 = £2[(AG

A
_

<
)(2N"H,4- AGJJ,_E

L

+,) 4-.. .4-(^G
A
_

4
)'4- £G

A
_, | -H G

A
, 

G*-, = — 7 [( A Ga-2 )' + a G
a
_

2
 ] 4- G

A
_

4

 . 

Nous supposons ε indépendant de la "variable et infiniment petit. Eu 
employant la notation (12) et posant, pour abréger, 

(aGA)'-haG'A = s, 

nous avons pour limite de G
A
_

3 

(I3) G
A
_

3
 = - [AF(A, s)]'—AF'( a, z)+ G

A+
.,. 

La différence limite G
A
_

3
 — G

A+I
, comme on le voit ici, est linéaire 

par rapport à G* et ses dérivées, et de l'ordre (2η -h 3). Je dis que c'est 
une forme associée à G

A
. On a, en effet, 

-[*¥(α,ζ)]ΌΛ=¥(α,ζ)*&„ 
— aF'(a, s) G

/l
=F(a, s)(aGJ; 

d'où, en ajoutant membre à membre et d'après (i3), 

G
A
(G

a
_3 — Ga+4)==F(«, S)[AG

A
4-(AG

A
)'] = .S F(A, Ζ)Ξ=Ο. 

On a donc 
G

A
_# — F(Α

4
, G

A
) 4- G

A-H
, 

avec a, =— 4«2a, et 

b (α,, G) — (a,, 0Α)2Λ+'3 4- a{
 GA"+3 4- {b

{
 GA)2/H"1 4- bt G'k"*1 4- — 

Les coefficients bti
 ... de cette forme sont liés d'une manière assez 

compliquée aux précédents, et nous n'avons pas à approfondir ces 
liaisons. Il suffit d'observer que les coefficients de cette forme d'ordre 



SUR LES FORMES DIFFÉRENTIELLES ASSOCIEES. 22 1 

2 λ -h 3 sont composés avec une fonction arbitraire α en plus des coef-
ficients de la forme F(a, z) d'ordre 2/2 -j-1 ; elle peut donc être envi-
sagée comme arbitraire relativement à son ordre. Donc une échelle 
contenant une forme d'ordre a/i + 3 peut être considérée comme la 
limite d'une échelle où cette forme est remplacée par trois autres, 
d'ordres respectivement égaux à 1,2/14-1, 1. En répétant ce procédé, 
on voit qu'une échelle quelconque peut être considérée comme la 
limite d'une échelle où toutes les formes sont du premier ordre seule-
ment. 

Cette remarque est utile pour mettre en lumière les propriétés de 
l'échelle à l'égard des changements de variables. Soit 

Nous avons 
F(a, ζ) = (az)' H- az'. 

-F(A, Z) = (az*)'. 

Changeons ir en pz, ρ étant une fonction quelconque de la variable; 
nous aurons de suite 

(i4) psF(a, pz) = zF(ap~, z). 

Prenons maintenant l'échelle des fonctions G, en supposant tous les 
F du premier ordre. 

Soit, en mettant la variable / en évidence, 

G, (y), G, (y), G
r
(y), 

la suite de ces fonctions. 
Soit, d'autre part, 

g»(y)> gi(y% ···> gr(y) 

la suite analogue construite en remplaçant les coefficients c, άΓ
_,, ar„.>, 

a
r
_3, ... par c, «r_,p2, <v.2 -2> αΓ-3ρ2, .... Nous aurons successive-

ment 
Gr(py) = cpy = ?gr (y)', 
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puis, d'après (i4), 

Gr-, (py) = F0,-,, pgr)= j F(^-.p2, gr) = l- gr-,(y)\ 

puis, toujours d'après (i4), où l'on change p en son inverse, 

G
r
~,(?y) = gr-,) + G,.(py) 

= pF(-^r' gr-,) + pgr = pgr-,(y)·, 

el; ainsi de suite. En résumé, si d'une part on construit la forme G
0
(/) 

avec les coefficients c, α
Γ
_2, a

0 et l'indéterminée y; d'autre 

part, la forme ga(y) avec les coefficients c, a
r
_, p2, a

r
^p-, ..., 

οή a 
( Pg»(/h si '' esl Pa'r; 

G»(py) = ι , N . 

(jg*(yh SW est impair. 
Si l'on pose 

G"oÔ'') ̂  (^o> ■··? ®r—η '-'ΟΌ' 

cela s'exprime par l'équation 

I P$(p> a
«P

a
' ···,«/·-<?"> 6v) ('' Pair> 

^(&Όΐ Î · · · » py) ~ ) ι / a s 

( Ρ2' j?' · · ·' α/-·ρ3» <Ό') ('' impair). 

Supposons tï0(y) développé ainsi 

G.(y) = a(/r,-f- + .+ a
r
y); 

α sera égal à 2r~* a*ay... a
r
_, c. 

Soit de même 

pr« (y ) = P (yw + P <y~11+· · ·+?<■/) ; 
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on aura 
β = α, si /' est pair, 

β = αρ2, si ν est impair. 
Soit maintenant 

G»(?r) = + A,y-" -t-... + A
r
y) ; 

011 aura, clans l'un et l'autre cas, 

v'?(yin + A «y*0-+· .·.) = «?(y° π- β
1
/(Γ",)+... 

d'où 
A| ~ · · · * Ar

 = β
λ

. 
Soit donc 

ar~2, ··.) 

l'expression de a,· au moyen des coefficients a\ on aura, en même 
temps, 

A.(· — β
£
· — fι [ci

r
^ | ρ ", 6ί/·_2, > · · * 1 · 

Si inversement on exprime lésa au moyen cles coefficients a, clc telle 
sorte qu'on ait 

α,._, = φ
Γ
_
ί
(α

1
, κ

2
, ..., α

Γ
), 

on aura aussi 

( i ?Γ-ί(A,, A
2

, ..A
r
) (s impair). 

«■r-s = j p 
( p2<p

r
-
s
(A,, Ao, ..., A,.) (s pair). 

Ainsi, les α s'expriment, au facteur ρ2 οιι A près, de la même ma-

nicre au moyen des α ou des A. C'est une propriété $ invariance rela-
tive au changement cley en py. Nous allons en reconnaître une autre 
relative au changement de la variable indépendante. 

Soit, en mettant en évidence la variable indépendante, 

F(«, z) = Iy a, -) = j; (
a

-) + a-
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Prenons une nouvelle variable X, telle que l'on ait 

on aura 
77x — t*' 

(i5) Fx(a, 5) = {AF,(a, s). 

Composons, d'une part, la suite G
n

 G>_,, G
0
 avec les coeffi-

cients c, a
r
_

4
, a

r
-,o, ... et la variable X, et, d'autre part, la suite γ

Γ
, 

Τr-n · · ·» Te avec ^es coefficients c, a
r
_,, a,._

2
p2, «

r
_

3
, p2, ... et la 

variable a?. On aura d'abord 
G = -ν · 

puis 
G

r
_, — Fx^ù&

;
._,, G

r
) — F^,.^cï

r
—,, γ

Γ
) — ργ

Γ
_,, 

G
r
_

a
- = Fx(a

r
_a, G

r
_,) -4- G,. = ργ

Γ
_,) -+- γ

Γ
. 

Mais, d'après (i4)> ou l'on remplace ρ par p, ceci peut s'écrire 

Gy—2 — ρ , γ
;
·_ ι ) ·+* γ

r
 ~ Yr—a· 

On aura ensuite 

G
r
_

3
 — F

x
(û5

r
_3, G

r
_

2
) -+- G

r
_, — pb

a;
(iï

r
_3, γ,._

2
) H- pYr-i — {-*· Yr—λ ? 

et ainsi de suite, en sorte que l'on a 

et, par conséquent, 

G>_2à — Yr-2A). 

G
r
_2*-| — ργ,.-2/Ι-ι , 

Yo, si r est pair, 
Go — ... 

ργ0, si r est impair; 

ou en employant l'algorithme $ où nous mettons la variable en évi-
dence 

( Cr(f^o f^· ? ^ ι ? ^2 p·' j · · · ? Mr-15 o, y ) Çr pair ), 
, . . ., C, Ύ) — j ^ t < 

( P^.r\^o? M
t
 ρ , ..., cîy_i, c, Y) (r impair). 
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Par ces changements de variables, on peut réduire simultanément 
deux formes associées. Prenons le cas où la différence de leurs ordres 
est quelconque. Soit donc 

et 

G|- 1 \Ή»+ p< Sx^ï+···] 

G — d~"+l(aGi) , „ clM G1 . 

13 (d'n+*n+·ιγ n dm+i,lY \ 

Le coefficient Q< aura pour valeur 

(ιΰ) Q·-l| + (s"+1) PS + MSX)' 

En posant 
Y = W' 3x = I*' 

(.i, sera transformé en 

η /dmY n dm~xY \ 

le coefficient p
t
 ayant la valeur suivante : 

η — I Γρ _i_ ™ !?ΐ. _t_ m('n ~ '> ^!il 

Quant à G
0

, il est changé en 

2λΡρ[λ + ?, ©κ® +····), 

expression que nous représenterons par (j.g0. 
Puisque Gr

0
G, est une dérivée exacte par rapport à X, telle que 

g
0
gi = —^ ^ sera denvee exacte par rapport a x, et g0, «·, se-

ront deux formes associées. 
Journ. de Math. (4e série), tome VI. — Fasc. II, 1890. 29 
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La transformée g
t manquera de second terme si l'on pose 

d'où 
ι dp ,m —1 d\t. ί ρ 

-i.; P.rfs 

Achevons de déterminer ρ et μ. par cette seconde égalité 

2 rtPpiJL^2'*' 

dont nous désignerons les deux membres par p. Il viendra 

ε>=Ρ\Έ£+-)' 

ι / d"l+z 11 ^ y \ 

d2,l+t (' 1 fr \ 1 din+1y 

Le coefficient q
{
 du second terme de g\ sera donne par la formule 

(i6),ou l'on remplace Χ, Y, Ρ, Ρ,, a, par χ,γ,ρ, ο, -1—; d'où 

da?'1*1 \2/j2 ° 2/;2 dx-n+l 

Ainsi les deux formes g
0

, g, manqueront toutes deux du second 
terme, et les coefficients des premiers termes seront réciproques. 

Il est maintenant loisible de prendre, au lieu de g
1
 et g„, les deux 

formes Y, = ^ g, et Y„ = pg
0
 ; on obtiendra ainsi les deux formes ré-

duites 

11 dxm ~^~P- dx"l~2 

^W-f-2/i-t-l y 1 y 
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Exemple. — Si l'une des formes associées est du premier ordre, on 
peut la supposer réduite ky\ et son associée réduite à la forme 

72,î + (6/)2*-3-+-

Si la forme G est d'ordre zéro, on peut la réduire à y sans changer 
la variable indépendante. Donc, quelle que soit la variable a?, on peut 
ramener G0 à 

G
0
 = 72/î+1 -{-(by)*'1-* 4- by-n~{

 4-.+ + ly'. 

Voici une des propriétés les plus curieuses des suites composées 
comme il vient d'être dit. 

Dans la relation (4) supposons m impair; on aura, en mettant η au 
lieu de a, 

η72"-»-1 -t~ 7*1 ~
η μ 1 == ο. 

Remplaçons 7 par <27, nous aurons 

(η«7)8/1+1 4- ayη2"+ι = ο. 

Echangeons η et 7 et inversons les deux termes ainsi 

ηα7(3Λ+ι)·+·7(αη)2"Kl = 0 

et ajoutons membre à membre. Voici le résultat 

ν)\{ay)'n^ 4- ay{'"+^]\~~/[(αη)12"*04~ a/}{Vi+iy\. 

Par conséquent, le symbole général (12) a la propriété 

07) •iF(a>j)^-rF(ari)· 

Ceci posé, prenons simultanément les deux suites 

G
 r
 = cy, 

G
r
_, = F(a,._,, G

r
), 

G
r
_

2
 = F (α

Γ
_2, G

r
_, ) 4- G,., 

Go = t (a„, G,)+Gj, 

Γ, = CV), 

IV , = F0„ r
r
), 

r
r
_

s
 = F(«„r,._,)+-lV 

• · 1 · ' * * * ) 

r, =F(«
r
_,,r,)-f-r

s
, 
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où l'ordre des opérations est renversé, les symboles F étant d'ailleurs 
d'ordre quelconque. 

Considérons maintenant le produit 

Nous aurons 
G*r

r
_A. 

C'a — F {ci
A

, (.!>+, ) 4- ( 1^2· 

Par suite, d'après (17), 

l'A-l/'-A— C
a+2

1 r-A~P ^γ~α1Η(^Α? ^k¥\) C
A+

.
2
l

r
_

A
 1 βΑ+ι 1'(^A? 1/·-/■)· 

Mais, d'après la loi de formation des Γ, on a 

F(a„ Γ,„
Α
.) = ΐνΑ_,- Γ,_/Η1. 

Donc 

CA1
 r

-fi C'A-m 1 r-A-f-ι (C
A+

|, 1 r—A-i C
A
_

2
l
r
_

A
). 

Ainsi, posant 

on a 

d'où, généralement, 

S'A CAr,._A CA+ (
 1 /■_/,+ I , 

?a-h. ; 

?Λ = (- Ο"'"*?/.· 

Soit h — o, alors Γ
/+

, étant nul, on a 

9 ο — C
0
 Γ,— c q ( :»

 ()
. 

Soit scmblablement h = r, on a 

φ/( = Grr« = '-/IV 
Par consequent 

cqG,=(- i)rcrr„. 
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Faisons 

cG
0
 = G(y), βΓ0 = Γ(η), 

cette relation s'écrit 

(18) ^G(r) + (- ι)Γ-'/Γ(η)=ο. 

Dans cette formule, r est l'ordre des deux formes G, Γ, si tous les 
symboles F sont du premier ordre. Dans le cas général, /' diffère de 
cet ordre d'un nombre pair, en sorte que la relation (18) a lieu tou-
jours, en y désignant par /· l'ordre commun aux deux formes G(v) 
'.*Γ(η). 

Etant donné G (χ), il n'existe qu'une forme Γ (η) donnant lieu à la 
relation (18); car, s'il en existait une seconde, Γ(η)π-Ψ(η), on en 
conclurait qucyT('y)) est une différentielle exacte, yet η restant arbi-
traires, ce qui est impossible, puisque ce produit ne contient pas la 
dérivée dey. 

On pourrait donc déduire Γ(η) de G (y) par tout autre moyen, 
sans changer le résultat. 

Or soit 

On a 
G (y )=« « π- g 

vg,n-fyp>=(- ' Yy(gm-,·i){,\ 

et par conséquent 

('!)) Γ(η) = (§·»η)(°')-(§',η)(,"-,, + (§'
2
η)<"*"21-···> 

et l'on reconnaît la forme Γ(η), adjointe de G(^), telle que Lagrange 
l'a découverte. 

Ainsi, ayant une suite G,., G
r
_„ G

0
, si l'on pose G(y) = e(x

0
; 

si, d'autre part, avec les mômes opérations faites dans un ordre inverse, 
on construit une suite Γ

Γ
, Γ,._,, ..., Γ0 ; si l'on pose enfin Γ(η) = cT

0
, 

les deux formes G (y) et Γ(η) seront adjointes. 
Par ce moyen, on reconnaît qu'il y a des formes identiques à leurs 

adjointes. Pour les composer, il suffit de supposer la suite des symboles 
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F symétrique par rapport à son milieu. Si l'ordre r est impair, en sup-
posant·/] =j, on aura 

2y (r(y)== o. 

Donc les formes d'ordre impair qui sont leurs propres adjointes 
sont associées à y. Dans le cas où r est pair, on ne voit pas de pro-
priété immédiate. 


