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SUR LES INTÉGRALES PSEUDO-ELLIPTIQUES D'ABEL. 2Q3 

Sur les intégrales pseudo-elliptiques d*Abel; 

PAR M. J. DOLBNIA. 

1. M. Giinther nomme intégrales pseudo-elliptiques les intégrales 
qui, tout en présentant toutes les apparences extérieures des ellip-
tiques, peuvent être exprimées par les fonctions algébriques et loga-
rithmiques ('). Nous nommerons intégrales pseudo-elliptiques 
d'Abel celles de la forme suivante 

dans le cas où ces dernières sont exprimables par des logarithmes. 
M. Tchebycheffacrcéla théorie d'exprimabilité des intégrales pseudo-
elliptiques d'Abel par des logarithmes (2); les théorèmes de M. Tche-
bycheff ont été démontrés par feu M. Zolotarefî dans un Mémoire 
inséré dans le tome XIX, 2e série, du Journal de Mathématiques. 
Malgré tout le mérite du travail de Zolotareff, on ne peut s'empêcher 
de remarquer que sa méthode de démonstration est très compliquée, 
ce qui s'explique parle fait que l'auteur s'est servi pour cette démon-
stration des fonctions elliptiques anciennes, à l'aide desquelles Yinver-

(') Bulletin de la Société mathématique de France, t. X, p. 88; 1882. 
(2) Bulletin de l'Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, 

t. Ill; 1861. 

Γ (a? + H)(to . 
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sion des intégrales elliptiques s'obtient avec une grande difficulté. Il 
est bien connu que la théorie nouvelle des fonctions elliptiques de 
Weierstrass a opéré un grand progrès dans l'Analyse. En se servant 
des nouvelles fonctions elliptiques, on peut atteindre la plus grande 
simplicité dans la question qui nous occupe. 

Nous commencerons par l'inversion des intégrales elliptiques. 
Etant donné le polynôme 

(>) Ν = 4- l\aKx3 4- 6a*x* 4- ha3x 4- α.,, 

le problème nommé inversion consiste, comme on le sait, à expri-
mer la variable χ et \fX à l'aide des fonctions elliptiques d'un même-
argument. Chaque polynôme (ι) se transforme en 

X = a0 (4- 6 α
2

1'2 4- 4α
3
 ξ -h α, ) = a

0
 Ψ, 

à l'aide de la substitution 

χ = —- 4- ς. 
Nous avons encore 

Ko — 5 > 

«Û«:Î— 3a9rttrt9+ 

En extrayant la racine carrée s/ψ, nous trouverons que la partie 
entière de la racine sera 

ξ2-h 3a
2

, 
donc 

Posons 
Ψ = (ξ2 -μ 3α

2
)2 +-(4α3ξ -h α

4
 — 9α2). 

χ/ψ = ξ84-3α,- -· 

En chassant le radical et le dénominateur dans cette équation, nous 
obtiendrons les deux formes suivantes : 

(a) (4a3?-l-ai-9aD^-+-4(?2-H3a2)a-1-4 = ο, 
(b) 4#i£2 4«3#î£ 4~(«.i — 9^2)^1

 I2a
s
 χ

\ — 4 = o. 
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En résolvant ces équations relativement à x
K
 et ξ, nous trouverons 

£ __ — ± \A2x\ + (9α1 — «») g? — 12 «2x\ + l\X\ 

_ — (P-h 3a2) ± y/ij4-+- 6α2ξ'- + 4«»$-+- «4 

Oil 

— (ς2+· 3«2)± y/ψ 

t _ — *zOc\±s/T{ 

en posant 
ol\x\ -f (9a* — a,)a?J— I2a

2
#;-f- 437, = X,. 

D'après la propriété bien connue des équations doublement qua-
dratiques, nous aurons 

Prenons 

Posons 

d\ h dx\ ,, s 

d\ clv\ 

Χ χ = >· 
alors 

V/X, = (
5Η

!
α2

)2 \/4^3 — (3a
2
-t- a,) ζ «; — α;); 

(J/CI/ 1 — : γ; ) 

donc 

fi sj^~g%z — g, ' 

(') HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, t. II, p. 333; 1888. 
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OU 

g,= 3α= + α„ 

g'a = "-2«, - < - »·■,· 
En posant 

nous aurons 
J \!kz* — g*Z — g-i ' 

ν/Χ \/a0 s/Xi v/«0 ' 

* = Ρθ, £i,é'»)> 

- v/4*'- £«*-£» = P'(«> £«>«·»)· 

Posons, avec M. Halphen ('), 

alors 
«
2
=-p(>> #»>£»)> 

|'ρ'(ρι 0'2! £":ι)Γ = - 4«s + 3α· 4- α» α., - α
2
α

4
 + α:! 4- sç = α?, 

prenons 

Alors 
«s = P'(p. #»#»)· 

pu —ρ ν 

v (P "-<)><')-

? — -,P/(' + ,p'u __ 2 P'"~ P'1^ 

par conséquent, 

& = Z (Srrfv)' ~ 3Ρ' - ap« + app· 

(') HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, 1.1, P. 120. 
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Mais, d'après la formule d'addition, nous aurons 

a Ο 0 - al b a· 

par conséquent, 

ν/ψ = ,pO+ v)- pu, 

& = fà[p(u + e)-pu), 

X = - il + i 

En exprimant les invariants g2
 et g

3
 par les coefficients de X, nous 

aurons 

g* = 7?i («o«4 — a
3
 -4- 3ai;), 

g
a
 = Aj («o

 cha\ "4*
 2Λ

(
 a'2 a-i ~ ~

 a\ — ai α··> )· 

2. Comme base de l'argument elliptique, nous avons pris 

J s/4-3—a° J \fà 
Posons 

alors 
Z = = —0 ' #3 = 

J y/433 — g* ζ - gz CÎ° J y/4'3 — luT~ ih 

par conséquent, 

~J y/4P-lht-hz ~J j/T 

d'où il découle que, pour le passage de l'argument 

J s/4-3 g 2- — #3 

Journ. cle Math, (p série), tome VI, — Fasc, III, 1890. 38 
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à l'argument 

J w 

il faut changera en a
0
z, g., en al g.,, g, en alg9 

Par ccLte raison, nous aurons 

Ρ ί^=> <gi> = -«·«» 

,Ρ' ( ̂ => Kg'.y
 α

1χλ =
 a

'i «>· 

Donc, en rapportant
 (
pe à l'argument 

Çdx_ 

nous devons changer les invariants 

clans les invariants 
θ2) ί?:> 

Il tr> 2 1 "'<) fc> a 5 
et alors nous aurons 

p(v) = -a
0

ct..,, //ο = «*α3. 

Celle remarque importante nous servira dans la suite. 

5. Trouvons maintenant les conditions d'intégrabilité cle dilTércn-
tiolles 

sja^ x'* 4-1\ α, x* -+- 6 a.2 χ2 -h 4 a a χ + a.. 

par cles logarithmes. 
En remarquant que 

,r + H = -gi + H + lyl"-'p'" 
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et 

\/«ox!> 4- 4«i #34- 6tf2#24- l\a-Ax 4- a4 \/«0 

nous obtiendrons 

7 ν/fl0 A?4 4- 4 « 1 4- 6rt2 A'2 4- 4 4- «4 s/a^J \ 2 Ρ ~ Pp «0 / · 

En remarquant que 

ï+ 0~ζ(«)-£(<>) ('). 

nous aurons 

J \/«0oc*4- 4«1^3+ 6λ2α24- (\a^x 4- «4 

= ~~ j ζ(Μ 4- <>) — '(m — ζρ 4- H — du. 

= -Liog· 4- (h - ^ - ζρ) M. 

En posant 

nous aurons 
H — - — £<-· = J, 

J \/aQ αλ4- 4«ι·ζ-'34- 6α2Α2 4- ί\α%χ 4~ β; 

=^io
g
4

e
'«î%±^| 

=
 ' loge-Γίί^Ι'", 

ou m est entier positif. 
On sait que 

nmlu "<*(*< 4-<')"]"» 

(') MALPIIEX, Traité des fonctions elliptiques} etc., t. I, p. 108. 
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est exprimable rationnellement par ρ(κ) et ρ'(«) si 

(0 

(2) 

2 ω 

J = - (')· 

Le choix de H, par la nature du problème, dépend de notre vo-
lonté. Si ρ = — VU,

 nous prendrons 

alors 
Y ( ^ \ <h ; 

J = —; 

mais avec cette valeur de J, l'intégrale 

Ç (x-*t-\l)doc 

s'exprime par les logarithmes. 
Ainsi ayant 

et supposant 

on peut exprimer 

αΐ=-^=-Ήν) 

m ' \ m J a9 

J 4«i«û -ι- 6Λ2Λ;2 -h 4^3# -f- rt* 

par une fonction logarithmique des quantités 

ρ « = ^ et p' u == - y/4 sa - #2 - - » 

et, par conséquent, par une fonction logarithmique de x. 

(') HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, etc., t. 1, p. 224. 
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4. Soit m un nombre impair; alors on peut satisfaire à la con-
gruence 

is = ι (mod m) 
par s entier et positif. 

Posons 
2* — ι == lin, 

l étant entier; alors 

ou 
= — (Im + i)^ 

Is v = — 2 ίω — — > 

par conséquent, 

P(2'«0 = p(~) = P(i>)· 

D'où il suit qu'en doublant successivement l'argument s fois, nous 
arriverons au résultat 

p(2'e) = — a
2

. 

Maintenant posons m pair; alors nous aurons 

m — ι'ιι, 

oil η est impair. En doublant l'argument 

__ 2ώ 

successivement i fois, nous trouverons 

Posons 

nous aurons 

i 2 ώ 

2a — i = bv, 

a'p, = _(&,+ ,) 22. 

Jj(2,+»p)=Jj(p,) = p(2,p)· 
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D'où il suit, qu'en doublant l'argument Ρ successivement (i-h k) 
fois, nous trouverons 

p(2,+*p) = j»(a'c)· 
Donc, si l'intégrale 

J 4«2a·24- '\ctvx 4- οΛ 

est exprimable par des logarithmes, nous trouverons nécessairement 
en doublant l'argument p, défini par l'équation, 

ou 

ou 

PO)= ■
 a

. - ■ 

J5(2'p)=p(p), 

p(2f+*p) = p(a'p). 

11 est facile de prouver que le théorème inverse est aussi juste. En 
elTet, de la condition 

nous tirons 

d'où 

J>(2'<-)= p(p) 

2'V = Ρ ± 2ώ, 

Ρ — Η— — —r-

Également de la condition 

nous tirons 

d'où 

p(2'+*p)=p{2'p) 

== 2'Ρ ± 2ώ, 

2l(2lc— l) m 

mais dans le n° 3 nous avons démontré que, si 

l_ 2 ώ 
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l'intégrale 

f ( .r 4- I I ) dx 

s'exprime par des logarithmes. 

5. Dans le n® 2 nous avons transformé le polynôme 

X = α«χΗ 4- f\aι .χ·3 -h GûLj#- 4- !\a^x 4- aK 

en un nouveau polynôme 

X, = 4-(9 α!; — a.,)a?î — 12a,#; 4-

et nous avons obtenu 

dx ι dxx 

Faisons la môme transformation avec le polynôme X,. Dans ce but 
nous posons 

α;, = ̂  + ξ,; 

nous aurons 
X, = α J ( ξ") 4- 4- 4 β» ζ» +■ β·0> 

où les coefficients β
3

, β
3
, β., sont composés des coefficients du poly-

nôme X, comme α
2

, «
3

, a
4
 des coefficients du polynôme X; par consé-

cpient, 

g _ _ V ^ / — _ 32a2g:>4-(9«^-~ ZQ2 

Calculons maintenant, à l'aide de la formule de duplication de l'ar-
gument, p(2P). Nous avons 

p(">=-'l"+ ;($;)' 

~'P' + Ï 
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Le calcul montre que 
p(at>)=-«^,. 

Calculons maintenant p'(2p) et β
3

. Nous aurons 

p'v ~ 2Ï3 ~ 2 »3 

De l'équation 

nous tirons 
P"(c)=4i>'c-ê'

J
p<'-g·» 

2p"p = I2] y>V-g„ 

par conséquent, 
p"(p)=|2ppjj'p, 

p"t» I2a*— 3α|—α4 9a2~ av 

,LT- = — 12«.,; 
donc 

ρ'/2(;\ _ _ 3a «$ + 48 «>«j (9-- «*) + (9*i — gi):i ( 

nous trouverons encore 

Q 32 cc^ H- 48 a2a^ (9«, — cc4) -+· (93?, — )* 

d'où 
p'(2P)=-aJp

s
. 

L'expression ci-dessus s'accorde pleinement avec la remarque du 
n° 2. En effet, nous avons 

dxx ι dx 2 
où 

X
2
= +(9pi! — β*)#! — ia^a·;; + /)^2· 

Si nous prenions comme base de l'argument 
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en supposant 

nous aurions 
- β> = ρ(«0> 

ρ'(*>) = ±β
3

. 

Pour passer de l'argument 

fdx2 

à l'argument 

Γ dxx 

avec les invariants g
2
, g,, il faut multiplier p(w) par a,, p'(«>) par 

(a;:)2 = aj; par conséquent, nous obtiendrons les résultats 

Le calcul a montré que 

p(2p) = -ajp
a

, 

ρ'(2ρ) = ±«;β,. 

,ρ(2^)=-αΐβ,, p'(2p) = -ecjp,. 

En répétant, avec le polynôme X
a

, la même transformation, nous 
aurons, évidemment, 

<Ρ(4?)=- «ÎPÎïs» 
p'(4<0 = «'KYB, 

où les coefficients γ sont composés des coefficients du polynôme X
2

, 
comme les coefficients β sont composés des coefficients du polynôme 
X,. Plus loin nous aurons évidemment 

Ρ(8ρ)=-«?β!ϊ?^) 
p'(8e)= — α

3
β5γ

3
δ

3
, 

(
ρ(Ι6ρ)=-α;β*γ;·85ε„ 

P'(I6p)= «Ιβίγ^ε,, 
'l 

Jourii. de Math. (4e série), tome VI. — Fasc. III, 1890. 3q 
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d'où il suit que les séries 

«» «5Κτ» «îPîrJSa» «?βΐγϊδ«ι»> ···; 

«2. «ÛPi! «!fêïa> ~α°Κϊ3δ2> «!PÎTÎ8|e„ ... 

doivent être périodiques. 
Donc, étant donnée l'intégrale 

J v/«o-^4 + 4αι3786«2^8+ (\azx -1- «v 

où H est indéterminé, et devant résoudre la question d'exprimabililé 
de l'intégrale par des logarithmes, on peut le faire de deux manières : 

10 En recherchant le polynôme 

nous obtiendrons 
Ψ = ξ4 -+- 6α

2
ξ2 -f- 4α

3
ξ -h α

4
, 

- «a = *>(")> ®3 = Ρ'>', 
ga = 3«j + a

4
, g, = ata, — «j — 

Au moyen des formules de duplication de l'argument, nous calcu-
lerons successivement 

p(2,')> PO)> ,P(8p)> ···· 

,P'(2P)> P'(4«>), ,p'(«<'), ···· 

Si ces séries sont périodiques, 011 peut choisir 11 de telle manière que 
l'intégrale s'exprime par des logarithmes. 

20 En composant la série des polynômes 

-'V, yv, , Λ-21 · · · 1 

nous calculons les séries des quantités 

«a». «aPa- «aPaTa) ···. 
«a, <?Î7a. ···· 
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Si ces séries sont périodiques, l'intégrale s'exprime par des loga-
rithmes. Dans ce cas il est indifférent que la période commence au 
terme ρ ρ ou à un autre terme quelconque. 

(>. Dans le n° 1, en faisant l'inversion de l'intégrale elliptique, 
nous avons trouvé qu'en prenant 

nous avons 
- p(v, gs, gô 

«j=;p'0> g» g,)· 

Mais, dans le n° 5, nous avons vu que 

donc 
= <** = 9Ρ2ν - «ο 

= ~ 2Ρ"ν· 

D'après la transformation, nous avons changé le polynôme 

X, = +(9«o ~ α
·0

Λ?
ι ~~

 Ι2α2^'ί H-

en le polynôme 

X
2
 = X'I + (9β* ~ β/,)%\ — 12a2 #2 + 4«s■ 

Par cette transformation nous avons eu 

dxv 1 dx* 

Si nous prenons pour base de l'argument elliptique 

en posant 

nous aurons 

Γ dx, 

-β«=ρ< <-·.)> 

Pa = P'(f. ), 
J W* 
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Si nous passons à l'argument 

/ dœK 

c'est-à-dire aux invariants g2) gs
, v

K
 se transforme en 2P, β

2
, se 

transformeront en a3pa> a3^3) a3pv 
D'où il découle qu'après les transformations nous aurons encore 

une série périodique 

«ι, <*ίβ«, «ίβίγ'Α> ···· 

7. Supposons que nous ayons 

* ' '^Pi α25 

^β'τ»···πίρ»=α·'> 

<βίτί···π3Ρ' = α>· 

Grâce à la série des transformations, nous trouverons 

dxx ι dxi ι dx-i ι dœn+\ 

dXn+X din 

OU 

Supposons 

alors 

— %/i "+~ 4p3 ?a -+- p i · 

n α3^Ϊ3···π35 

^ ~ w» 

+ 4αϋβ;···^ΡίηΗ-αΐβΪ···'ΙΪΪΡ^ 
ou 

d'où 
v'V» = rrn—ρ i/η' + Gouïf -+- 4a, η + 

= ± α,ρ,γ,.. .π3 ~ . = ; 



SUR LES INTÉGRALES PSEUDO-ELLIPTIQUES D'ABEL. 3op 

par conséquent, 

v/x^ \[r\* H- 6a2V + 4«3η H- «4 

En posant 

y/?]' -t- 6a
2

y)2 4- 4α
3
η 4- α

4
 = η2 4- 3oc

2
 - y 

nous aurons 

où 
dx 1 dv 

γ = a»r*+(9αϋ - «< )/" -12 «n/2 -ι- 4y, 

c'est-à-dire que les polynômes X, et Y se distingueront seulement par 
des variables. Donc, si l'intégrale 

/(χ 4- H) dx 

peut s'exprimer par des logarithmes, par une série de transformations, 
nous devons obtenir 

da?, 1 1 1 άχΛ+ι dy 

où le polynôme final possède les mêmes coefficients que le polynôme 
primitif. 

De l'équation d'Euler 

nous tirons 
dxx dy 

S fi-!%-*<■■ 
En passant aux intégrales définies, nous pouvons prendre pour li-

mites inférieures une même quantité. En effet, les variables a?,, x
2

, 
..., x

n¥{
,y sont liées entre elles par (/14-1) équations double-



31 ο J. DOLBNIA. 

ment quadratiques auxquelles nous pouvons toujours adjoindre l'éga-
lité 

Alors nous aurons 
Χ\=γ. 

r"dx __ Çydy_ 

Par conséquent, il est toujours possible de faire 

alors 
C = o, 

n1 = y 

D'après les formules du n° 1, nous avons 

« = - a + ξ = - 2! + (=sf! _ _L 

par conséquent, 

(χ -+- H) <7.2? ι /2a0H — 2ax— a0x3xt ι /ττ-\ dxt . 

d'où il suit que nous avons, en général, 

/ (.a? H- ih cùz r ι /'(«H + i + c^,)^, 

où a, ù, c sont des constantes déterminées. 
Il est clair que nous obtiendrons la série des équations 

/ («H+ b + cx
x
) dx

x
 -| /"(α,H -+- 6, -f- c

lt
r

2
) dx^ 

/(«,II -\-bx-\-clx2) dx2 j /^(^11 + îîo+c^j) i/.r3 

9 

J ^ -P„l°0*n+J - fi 

= p„ log.r,, + j K" + ̂ +-vO^· 

= pj0gXn+CfJ -Î2 ife, 
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En posant 
aH + & + ca, = ̂ H+ b-^ + ex„ 

nous trouverons l'indéterminée H et nous obtiendrons des équations, 
en nombre suffisant, pour évaluer l'intégrale 

Nous ne nous arrêterons pas à examiner le cas où dans les séries du 
n° 5 la période ne commence pas dès le premier terme, car ce cas est 
clair par lui-même. 

Il faut examiner encore un cas, où 

J v/x 

Dans ce cas, en doublant l'argument {k — i) fois, nous aurons 

Γ{χ -t-H) dx 

2k~i Ρ = — ώ, 
et comme 

dans la série des nombres 
J)'(<5)=0 

«J, «SPÎIT» ···; 

il s'en trouvera un égal à zéro. 
Donc, si dans la série des polynômes 

ψ = ξ'1 -f- 6α2ξ2 + 4α5ξ α,,, 

Ψι = Η- b + 4 Pa S ι + β/, > 

le dernier est de la forme 

l'intégrale 
Ψ» — -H 6 p3\'n +" ?A j 

f (a;-h H) eta; 

s'exprime par des logarithmes. 


