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PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES. !7l 

Étude sur les propriétés des fonctions entières 
et en particulier d'une fonction considérée par Riemcum (') ; 

PAR M. J. HADAJIARD. 

1. La décomposition d'une fonction entière F(a?) en facteurs pri-
maires, d'après la méthode de M. Weierstrass, 

F (χ) = ecu'' J~J ί ι — ̂  c"'l" («) 

a conduit à la notion du genre de la fonction F. 
On dit que F est du genre Ε si, dans le second membre de l'équa-

tion (i), tous les polynômes Q,. sont de degré E, et que la fonction 
entière G(x) se réduise également à un polynôme de degré Ε au 
plus. 

Dans un article inséré au Bulletin de la Société mathématique de 
France (2), M. Poincaré a démontré une propriété des fonctions de 
genre E. L'énoncé auquel il est parvenu est le suivant : 

Dans une fonction entière de genre E, le coefficient de oc"1, mul-

(*) Les principaux résultats contenus dans le présent Mémoire ont été pré-
sentés à l'Académie des Sciences dans un travail couronné en 1892 (grand prix 
des Sciences mathématiques). 

(*) Année 1883, pages i3d et suiv. 
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lip lié par la racine Ε h- \iime du produit des m premiers nombres, 
tend vers zéro quand m croit indéfiniment. 

Je me propose de compléter ce théorème en étudiant, d'une façon 
générale, les relations qui lient les propriétés d'une fonction entière à 
la loi de décroissance des coefficients et, particulièrement, en demon-
Irani la proposition inverse : 

Si le coefficient de jf1 est moindre que ——j* la fonction est, en 

général, de genre moindre que λ. 

PREMIÈRE PARTIE. 

RELATIONS ENTRE LA LOI DE DÉCROISSANCE DES COEFFICIENTS ET 

L'ORDRE DE GRANDEUR DE LA FONCTION POUR LES GRANDES VALEURS 

DE LA VARIABLE. 

2. Le développement taylorien d'une fonction entière est caracté-
risé (' ) par cette circonstance que la racine miéme du coefficient de 
tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. 

Si donc une fonction entière F(.r) est donnée par le développe-
ment 

(2) F(a?) = a, -+- a
t
x-\-.. .-h a

m
xjn -h..., 

le module de a
m
 peut être représenté par ?(/Λ) esl positif 

et infini avec m. 
Pour obtenir une quantité supérieure au module de F(œ), nous 

remplacerons chaque terme de la série (2) par son module, -de sorte 

que nous pourrons considérer a
m
 comme égal à et x comme 

réel et positif. 

(*) HADAIARD, Essai sur l'étude des fonctions données par leur développe-
ment de Taylor, η· 6 (ce Journal, 4e série, i. VIII). 
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Nous supposerons, cil outre, que φ (m) est une fonction continue et 

croissante, avec cette condition que L<p(m) ^ soit, à partir d'une 

certaine valeur de wa, constamment croissant, quel que soit le 
nombre k. 

Dans les cas usuels, ces hypothèses se trouvent vérifiées* d'elles-
mêmes ; mais on peut les supposer vérifiées dans le cas le plus général, 
à la condition de remplacer, d'une manière convenable, certains coef-
ficients a

m
 par des nombres plus grands, ce qui est permis, puisque 

nous agrandissons ainsi la somme de la série (2). 

En un mot, on peut déterminer une fonction au plus égale, 
pour les valeurs entières de m, au module de a

m
 (l'égalité ayant lieu 

pour une infinité de ces. valeurs) et telle que la fonction 

Ci) ?(»>) = νχ(>") 

satisfasse aux conditions que nous venons d'indiquer. 

5. A cet effet, soit a
mt

 le premier coefficient non nul. La quantité 

ι / — > diminuant indéfiniment à mesure que m augmente, doit 

prendre nécessairement une valeur plus grande que toutes les autres. 
Soit m, l'indice correspondant. Pour les valeurs entières de m com-
prises entre m

0
 et /«,, nous prendrons comme valeurs de y(w/) les 

termes successifs d'une progression géométrique ayant pour premier 

terme -7-^·—- et pour dernier ·, ' . > dont la raison sera, par suite, 

V λ25 y ce rcv3ent (cn fusant intervenir non seulement les va-

eurs entières de m, mais les valeurs fractionnaires ou incommensu-
rables) à prendre pour y^ni) une certaine exponentielle de la forme 

(fm~b, où l'on aura a— \! ~ ' 

Soit de même m
2
 l'indice plus grand que m

i
 pour lequel la quan-

tité 4/ — prend la plus grande valeur. Entre m = m, et m — m
z
. 

on prendra pour valeurs de χ(/τζ) les termes successifs d'une progrès-
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sion géométrique ayant pour premier terme . 1 ·. et pour dernier 

r · La raison de cette progression, à savoir 1/—' l· sera plus 
grande que la précédente, car l'inégalité 

m*~m*fâZ ^ I m>~m' /am I 

ou 

am, ami\ ^ aMt 

peut s'écrire 

I V *»,1 ν 

On considérera ensuite la valeur m3 de m pour laquelle i7~-
sera le plus grand, et l'on continuera ainsi indéfiniment. 

4. Au reste, ces opérations peuvent se ramener à la construction 
bien connue du polygone de Newton. 

Pour cela on considérera m comme l'abscisse d'un point M (fig. ι) 
dont l'ordonnée sera fournie par la valeur correspondante de L — · 

I'ig. i. 
a. 

M / 

A ' /\ 
ι j j ■, ' ** 

CO 
Nous aurons ainsi une suite indéfinie de points représentant les 

différents coefficients de notre série. 
Prenons alors une demi-droite, tout d'abord parallèle à la partie 

négative de l'axe des χ, et que nous ferons tourner autour du premier 
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point représentatif dans le sens trigonométrique jusqu'à ce qu'elle 
passe par un ou plusieurs des points suivants. Ce sera le premier côte 
AB de notre polygone. Pour obtenir le second, nous considérerons 
une droite issue <lu point Β et que nous ferons tourner autour de ce 
point, etc. 

Continuant ainsi à la manière ordinaire, nous tracerons une ligne 
brisée convexe ABC... d'une infinité de côtés, qui passera par une 
infinité de points représentatifs et laissera tous les autres en dessus. 
Les coefficients angulaires des côtés pourront être d'abord négatifs; 
mais, à partir d'un certain moment, ils deviendront nécessairement 
positifs et même de plus en plus grands. 

L'ordonnée de cette ligne brisée représente le logarithme de la fonc-
tion ///«) définie au numéro précédent, et le coefficient angulaire 
de OM donne la valeur de Lo(//?). 

i5. Xous voyons tout d'abord que χ (ira) est une fonction crois-

sante, et de manière que le rapport soit aussi croissant. Il en 

résulte que la fonction o(m), laquelle a une dérivée, sauf en des 
points isolés ('), est elle-même constamment et indéfiniment crois-
sante. 

En outre, m
a
 étant un entier quelconque, la fonction Ly (m) est, 

entre m = m
0
 et m = m

0
 -f-1, de la forme am — b1 oà 

a = L χ(/>*0), 
h = — (m

0
 -f-1) Ly (//*„)-+- m

0
Ly (m

0
 -h i) 

= m
0
(m

0
 -h τ)[Εφ(//*

0 -f-1)- Ly(m0)j. 

L o(m) étant par suite de la forme α — la quantité L? -t- ̂  sera 

(1 ) Si l'on voulait que χ et par suite ο aient une dérivée pour toute valeur 
de m (ce qui n'est pas nécessaire pour la suite), il suffirait de circonscrire au 
polygone ABC... une courbe convexe, ce qui est évidemment possible, par 
exemple à l'aide d'arcs de coniques se raccordant entre eux aux sommets succes-
sifs. On verrait aisément que les autres propriétés des fonctions χ et β subsiste-
raient dans ces nouvelles conditions. 
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croissante si b>k. Ceci devant être vrai quel que soit le nombre A*, 
pourvu que Ton prenne m

0
 assez grand, nous avons à montrer que b 

augmente indéfiniment avec m
0

. 
Or b est constamment croissant, car l'inégalité 

m\y/(m 4- i) — (m -h i)Ly — i)Ly(m)— — i) 

est équivalente à l'inégalité 

1,7(771 4- 1)— Ly (m)>Ly(m) — Ly( m — 1). 

D'ailleurs, si b restait inférieur à une quantité fixe A*, on aurait 

Lo(m -+-1)— L9(w)< /: m (m 4-1 ) 

et, comme le second membre est le terme général d'une série conver-
gente, ο serait fini pour m infini, ce qui est contraire à nos hypo-
thèses. * 

La fonction φ, définie comme il vient d'être dit, remplit donc les 
conditions que nous nous sommes imposées. Nous remarquerons que, 
moyennant ces conditions, λ étant un nombre fixe supérieur d'aussi 
peu que l'on veut à l'unité, on a, pour les grandes valeurs de m

t 

("4) o(m) ^ m 

car la fonction 

L?(<«/)- L?(//«)+ 4- - £). 

considérée coirirnc fonction de est croissante, d'après nos hypo-
thèses, à partir de /= 1, si m a été pris suffisamment grand. Ktanl 
nulle pour / = r, elle sera positive pour t = λ, d'où résulte 

/ ; > ^ > I H 

fi. Cela posé, soit ψ(α;)1α fonction inverse de çp, qui est également 
une fonction positive, continue et croissante d'une variable positive. 
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Je dis que F(x) croît moins vite que x'eJ x , le nombre ε étant 
positif, mais aussi petit qu'on le veut. 

Pour le démontrer, soit x' un nombre supérieur à x. Dans la scrie 
(jui représente F(.r'), considérons le dernier terme qui soit plus 
grand que t, c'est-à-dire tel que ç(/w)< x'. Son rang m

Q
 sera le plus 

grand entier contenu dans ψ(#')· 
Ayant isolé les m

0
 premiers termes pour en former un premier 

groupe, nous séparerons un second groupe allant depuis m = w.
e

-H ι 
jusqu'à la plus grande valeur de m qui satisfasse à l'inégalité 

<?(».)< *'(! + £)' 

valeur qui sera désignée par m
s

. 
Le nombre m0

 augmentant indéfiniment avec x, le rapport —· tend 

vers l'unité, car l'inégalité (4) montre que ce rapport ne saurait de-
meurer supérieur à aucun nombre λ plus grand que ι. 

Knlin un troisième groupe comprendra ce qui reste de la série 
depuis le terme de rang m

t
-1-1 jusqu'à l'infini. 

J F (a?), les m0 premiers termes 

donneront une somme négative. Quant aux termes suivants, le terme 
en χ/Λ··+Α donnera 

6 ft /y> !U ~^h aMü + /tX ° 

Remplaçons ί —,J — e par la quantité plus petite ι — hVÂ — j; 

nous voyons qu'il nous reste le produit de par une somme de 
termes de la forme ha

m<&h
xm»¥h. 

Considérons d'abord les termes du deuxième groupe. a,
nu+h

xm»+h 

é ta ni inférieur à i, la somme correspondante sera moindre que 
(/w, m

(l
) ^ ̂  p0UV0Ils SUpp0Ser qUC F(.z·') est supérieur à 

./ψ λ·' f"lo ma'(m) 

Journ. de Math. (Jf série), lome IX. — Faso. II, 1893. 2.3 



.1.7$ .1. HADANAllD. 

sans quoi le théorème serait démontre; et nous allons voir que dans 

ces conditions le rapport tend vers zéro. 

D'abord il nous suffit de nous occuper de ®
;

 » puisque — tend 

vers ι. Or la quantité cst> à partir d'un certain moment, plus 

grande que puisque la fonction L<p(/??)-t- -- est croissante. Par 

suite l'intégrale tr ?l"" est plus grande que A nr\ À étant une con-

s tan te différente de ο. F (χ·') étant supposé plu s. grand q tier»' , 

le rapport tond bien vers zéro. 

Dans les ternies du troisième groupe, ci
mu+

,
t
 x'm^h est moindre que 

\ · Ces termes donnent donc une somme inférieure à 

la somme ^ h- 1—= (mu -h ι )% laquelle est, comme la précé-

dente, de la forme sFÇx·'); de sorte que l'on peut écrire 

FU') -cL 

Prenons les logarithmes, divisons par L(y jet faisons tendre 
vers χ·, nous aurons 

(5) τιϋχ < 'Ίό'.Ι + ει 

ce qui, en intégrant, donne bien ( 1 ) 

(G) F(x' )<A.rec» '' ' , 

A étant fini. 

(') Plus exactement, nous voyons que, pour les valeurs de J; plus grandes 

qu’une certaine limile, ou bien F(Æ') est moindre nue•*' , ou bien on a 
l'inégalité (5). Ceci suffit manifestement pour que l'inégalité (6) soit constam-
ment vérifiée. 
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Par exemple, pour la fonction 

(?) 5f(.r;) = 2^mV', |ÿj< Ht —A 

qui est une moitié du développement- d'une fonction G(;) où l'on 

aurait pose e ω — ./;J, on a 

o(m) = r"1 

^cn désignant par r le module de - J; d'où 

Ψ(*)<= E7-

Km appliquant le théorème précédent, on voit que £(&·) augmente* 

indéfini meut moins vile que ''' ' = c21', ce qui est bien conforme 
aux résultais fournis par la théorie des fondions elliptiques ( - ). 

7. Knvisageons en particulier le cas où l'on a 

(rt) I α,"ί = </«!)*' 

α étant uu nombre positif quelconque. 
Les formules connues pour l'approximation de la fonction Γ nous 

montrent que celte expression est de la forme 

(w + l) 1 -

(') Les formules connues correspondant à l'addition des périodes dans la 
fonction 0 donnent 

rf (./.·)< Ac41·'-. 

La limite donnée par le théorème précédent est donc un peu trop élevée, ce dont 
il sera rendu compte plus loin. 
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k étant fini, de sorte que nous pouvons prendre 

Ϋ(») = (5)"' 
H étant une constante. 

ψ(.ζ·) sera de la forme Hz* et Γ intégrale dx aura la 

même forme. Nous arrivons donc à l'énoncé suivant : 

Si le coefficient de xm est moindre que ·> ici fonction croit 

moins vile que e"**, où, H est une certaine constante. 

8. Au reste, dans ce cas particulier, on arriverait à la même con-
clusion par la comparaison directe des deux séries 

V \my.-\-1 ) 

^laquelle, en vertu des propriétés de la fonction Γ, peut être substituée 

dans notre raisonnement à 

Jmd Y ( I // ) 

En posant ~ — nï et comparant les parties des deux séries qui cor-

respondent aux valeurs de m et de m! comprises entre les mêmes 
limites, on reconnaît aisément que, pour α > ι, on a 

y f£L_ <-,A 

et, pour α < r, 

y < EÎ'A Je*1', 

où, bien entendu, Ε ( ~ J désigne le plus grand entier contenu dans -· 
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Enfin, si α est un nombre entier, on peut mettre ce résultat en évi-
dence par Temploi de la formule 

(9) ZlS?-5k*Cf-f 

où F
a
_, est une fonction finie. 

On peut démontrer cette formule en partant de la remarque sui-
vante : 

Si 
/,(x) = a

0 -ha,x -j- am
xm +... 

et 
f,,(x^ — b

0
 - bfX -4-... -h b

m
 -f-... 

désignent des séries entières, la valeur de la série 

f*(x) — aJh H- ci
{
 b

t
x -+-...-+- a

m
b

m
xfn Λ ... 

sera donnée par l'intégrale définie 

(10) f, (.*) --= £ «v, du, 

[Λ désignant un exposant quelconque compris entre ο et 1. 
D'après cela, supposons la formule (9) démontrée pour une certaine 

valeur de a. Nous pourrons, dans l'égalité (10), faire 

f,{x) — ̂  avec ρ = Cette égalité prendra bien alors la 
forme 

2τ£»τ.<-άνί. ί -l 

pourvu que l'on pose 

^α(0|,0
2

, . .., 0
a

J — iA-f-C α F
a
_, (Θ,, 0

2
, , 0

α
_

(
 ). 

La formule (9) conduit d'ailleurs précisément à l'évaluation pré-
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cédcmmcnt obtenue pour la série ^Tjâ' car l'intégrale qui figure 

au second membre est évidemment plus petite que eM| ,,e, où M est le 
module maximum de Fe_,. 

9. Inversement, on peut chercher la loi de décroissance des coef-
ficients, connaissant la loi de croissance de la fonction pour les grandes 
valeurs de x. 

Dans son Mémoire précédemment cité, M. Poincaré résout celle 
question pour le cas particulier des fonctions que nous venons de con-
sidérer aux deux numéros précédents, en introduisant une fonction 
entière auxiliaire C), 

Ου Φ(./>*) = Γ e-<"- F(lx)di, 

l'intégrale étant prise sur la partie positive de l'axe réel ou suivant un 
chemin équivalent. 

On peut étendre celte méthode au cas le plus général où, par 
exemple (V élant une fonction quelconque positive et indéfiniment 
croissante avec la variable), la fonction Ρ est supposée croître moins 
vite que Il faudra de même considérer l'intégrale 

(i'2) Φ(χ) = f " (' "v IJ ' F ( / ./.· ) dl, 

(') IN'ous transformons, par un cliangement rie variable, l'expression de 
M. Ρ oincaré. Sous cette nouvelle forme, les fonctions (ι i) el (i9.) présentent une 
remarquable analogie avec les expressions que j'ai considérées dans un Mémoire 
j) recèdent ( Essai sur ΓèLucle cles fondions données par leur développement de 
Taylor, nos 35-37). lin cel endroit, l'intégrale est prise entre les limites ο el ι : 
la fonction ainsi obtenue n'admet alors d'autres points singuliers que ceux de F, 
et il n'est besoin que cl'li vpotlièses très simples sur la fonction désignée par 

V(0· Dans le cas actuel, l'intégrale, étant prise entre υ el ce, est en général 
infinie; mais, toutes les fois qu'elle est finie, elle représente une fonction entière, 
ainsi qu'on le verrait par une discussion analogue à celle que j'ai présentée à 
l'endroit cité. 
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dans laquelle 0 est une fonction de / telle que le rapport - soit infini 

avec /, par exemple /L/ ou /,+i. 
Cette intégrale est finie, quel que soit x, et représente une fonction 

entière. II en résulte immédiatement que les coefficients a
m

 de FCr i 
sont plus petits que les inverses des quantités successives 

,(i3) 5f C'x* rd4. •y « 

Pour voir la loi de décroissance de a
m

, il suffira donc d'étudier la 
manière dont varie la quantité (i3) lorsque m augmente indéfini-
ment. 

Mais on peut arriver au même résultat plus directement par la 
simple considération des intégrales définies qui fournissent les coeffi-
cients lorsqu'on donne les videurs de la fonction 

a"1 -lir. J(. zm~l 

Si, en effet, on prend pour le contour C une circonférence de rayon 
K, on voit que a

m
 est moindre que 

(1 \) e\s%, 

10. Dans cette expression, le rayon II est entièrement arbitraire. 
Faisons H ~ \}(m), en désignant par 13 la fonction inverse de V ; 

nous voyons que { \α
ιη

 | est inférieur à γ . 
I 

Pour Y ( H ) Il*, ceci donne bien Je résultat obtenu par M. Poin-

caré, cl d'après lequel j<C ~· 
On voit encore, par ce procédé, que, dans le dévelopfiemcnl de <f'. 

on a 

Ia,mI< 'e' m 
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et, cil général, la série qui donne le développement de 

ee' 

( le nombre des exponentielles superposées étant p.) a ses coefficients 
plus petits que ceux de la série 

2(e.r)m 

(le nombre des signes L étant p. — ï). 

11. Mais cette manière d'opérer donne pour a
m
 une limite trop 

élevée. Pour obtenir une limite plus approchée, posons 

V(R) = J^P-dR 

et cherchons le minimum de l'expression (i4)· H vient, en prenant (a 
dérivée. 

ψ(ϋ 

ou bien (o étant la fonction inverse de ψ ) 

]{ r- o(m) 

et, pour celte valeur de 11, l'expression (14) devient 

(15 > γ(/Μ )"' 

Supposons que la fonction ψ(#) croisse plus vile que x*. La fonc-
tion o(m) croît moins vile que ma, de sorte que l'on a 

\/rm > e'q(m).. 

Il peut arriver que la fonction ψ augmente plus vile que n'importe 
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quelle puissance de r. Dans ce cas, on pcul considérer α comme 
iiiiinimcitl polit cl écrire 

\/li: ><■ -
 ε
^

(,
"> 

Ceci peut élrc considéré comme la réciproque du théorème dé-
montré au n° 6. On peut donc dire que, dans ce cas, ce théorème 
donne la véritable relation cherchée. 

Si la fonction ψ croit plus lentement que toute puissance de la va-
riable, el par suite ο plus vile que n'importe laquelle de ces puis-
sances, les transformai ions précédentes de l'expression (i>) ne sooL 
pLus applicables. 

Si o(f/i ) est à croissance moins rapide que celle de em\ on aura 

fïm>d(mr 

d'où résultera 

$11'¿('It I , I , . VCmT <A 

Oil 

m-Ani) . / d , t / \t 

il |"\am est moindre que Ί - · C'est le cas de la fonction H*v) élu-

dice au n° b. 
Knfin, si la fonction φ est, pour les grandes valeurs de ///, supérieure 

it toute fonction de la forme e"*\ on peut affirmer en tout cas que 

,\ aJ esl inférieur à -- -- -. 

lin eilcl l'expression {15 ) peut s'écrire 

J ~ψϊ7«Γ 

Joarn. de ilalh. (4* série), tonne IX — Fasc. II, iSy'I, 2i 
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Or, /étant line fonction quelconque à dérivée croissante, on a 

/<«»-/·(;)+/(=). 
car f(m)--l('^J cst de la forme ^ f ~+* 'nl4'rira,,t (1 L 

il en résulte 
ff(j») dm > mf(™ )■ 

En posant/(wi)= Lç>(/w), on obtient bien 

e J <C —7 · 

12. Nous allons maintenant nous occuper d'une certaine classe de 
fonctions qui jouent un grand rôle dans l'étude des fonctions entières : 
je veux parler des fonctions de la forme où ( '» est lui-même une 

fonction entière. 
Le module d'une pareille fonction dépendant de la partie réelle de 

ÎÎ(^r), nous présenterons tout d'abord quelques remarques sur la 
partie réelle d'une fonction entière. 

Soit 

<0 F(x)~a
0
 -ba

t
 jj -h., .-h 4-... 

une fonction holomorplie dans un cercle C ayant pour centre l'origine 
et pour rayon H; Ρ la partie réelle de celle fonction au point .c — Κc'° 
de ce cercle. Le coefficient sera donné par la formule 

(l<>) r¿m = ük-jT 

Faisons croître H indéfiniment et supposons que Ρ reste algébri-

(f) \ou$ négligeons la constante d'intégration,, qui donne dans le résultat 
final un facteur constant. 
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qucnuml (ainsi il faut remarquer qu'il n'est rien suppose sur les va-
leurs négatives de P) inférieur à R\ où λ est un certain exposant 
positif, soit 

(17) ρ < ip. 

le dis que F est un polynôme de degré au plus égal à λ. 
Partageons, en effet, la circonférence du cercle C en deux parties : 

l'une C,, formée par l'ensemble des arcs où Ρ est positif; l'autre C
2

, 
comprenant tous les arcs où cette quantité est négative. Soient I, l'in-

tégrale j Ρ cl0 considérée le long de C, ; I
2
 l'intégrale j'— Ρ clb prise 

li.· long de C
2

. 
Le rapport ™ tendra vers zéro pour m > λ, d'après les hypothèses 

faites sur P; et il en sera de môme pour car la différence I, — L 

est une constante, à savoir la partie réelle de 2ire
0

. 
Or la formule (16) montre que le module du coefficient a

m
 est infé-

rieur à -q^r5· Le coefficient ne peut donc être que nul. 

Kn particulier, pour λ = 1, on voit que, si la partie réelle d'une 
foiicLion croit moins vite que le module de la variable, la fonction se 
réduit à une simple constante. 

15. Nous avons supposé que l'inégalité (17) avait lieu pour toutes 
1rs valeurs suffisamment grandes de la variable; mais nous remarque-
rons que cette hypothèse n'est point complètement nécessaire. Les 
raisonnements précédents sont valables dès que l'on peut trouver une 
suite infinie de circonférences C dont les rayons aillent en augmentant 
indéfiniment et sur lesquelles l'inégalité (17) soit vérifiée. 

ii. Revenons maintenant aux fonctions considérées au n° 7. Il 
sera préférable ici d'introduire, au lieu du nombre a, son inverse, 
(juc nous désignerons par la lettre λ, de sorte que l'on aura, pour les 
grandes valeurs de χ 

( 18 ) \F(x)\<ew\ 



188 J 1IADAMARD. 

Supposons qu'une pareille fonction soil de la forme eGw : la partie 
réelle de G(.r) devra rester algébriquement plus petite que et 
par suite la fonction (i(jr) ne peut être qu'un polynôme. Kn particu-
lier, si λ est plus petit que i, la fonction Ο doit se réduire à une con-
stante. 

Ainsi, lorsqu'une fonction V(x) est de la forme hs coeffi-
cients de son développement ne peuvent pas décroître plus vile que 

—-, j à moins que (i(-c) tuf soit un polynôme. 

il en serait de même si F(./;) était de la forme 4ί(./;) ec, J' (la lettre 
rcpréscnlaiil un polynôme quelconque ); car la multiplication ou la 
division par un polynôme n'altèrent pas le fait exprimé par l'inéga-
lité 08). 

15. Les résultats précédents présentent celle particularité de? ne 
pas changer si l'on ajoute à la fonction F(.//) un polynôme quel-
conque; aussi peuvent-ils servira démontrer, du moins pour les fonc-
tions qui satisfont à la condition (8) (n°7), le théorème connu de 
M. Picard ( ') sur les fonctions entières. 

Considérons d'abord une fonction entière F dont les coefficients 
vérifient la condition (8) avec α> i. Le nombre λ sera pins petit 
que ι et il sera impossible que F soil de la forme <ier'·'', du moins si (i 
ne se réduit pas à une constante. L'équation F — ο admcllra donc une 
infinité de racines, et il en sera évidemment de même pour l'équation 
Y(.c) =]>(./;), ou Ρ est un polynôme quelconque. 

C'est par exemple le cas de la fonction 5 définie par l'égalité (η). 
Οι" β> 

16. Supposons maintenant y. quelconque, et soit F Tcniier immé-

diatement supérieur a -♦ L'identité 

('!)) V(x) — V(S') -+• ${*)<>' G> 

pourra avoir lieu, mais C devra être un polynôme de degré Κ au plus. 

(l) Annales scientifiques de l'école Monnaie supérieure, 2e série, t. I\; 
J88O. 
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Or, dans ces conditions, L'identité (19) 11c peut avoir lieu de deux 
façons différentes, car c'est un fait bien connu que l'équation 

(20) Vx + <e(.r)cc'r'-f- L\ (./;) -+- (x)<:r"lr) -h.. . = o, 

où 1*, 1?,, tf, <JP,, G, G, sont des polynômes, n'admet pas 
d'autre solution que ses solutions banales. 

On peut même ajouter que si F,, F*, F,, ... sont des fonctions en-
tières dont les coefficients vérifient toujours la condition (8) et qui 
n'ont chacune qu'un nombre fini de zéros, la somme F, 4- F2 4- F, 4-... 
aura nécessairement un nombre infini de racines, à moins que F,, 
F

a
, ... ne soient identiques à des facteurs constants et à des poly-

nômes près. Cela résulte de la même proposition relative à l'équa-
tion ('20). 

17. La fonction F étant donnée, on peut résoudre l'équation (19) 
dès que l'on connaît le degré de Ρ(./;). il suffira pour cela de différen-
tiel· un nombre de fois supérieur à ce degré. Le second membre 
prendra la forme Q*?c (où Q sera un nouveau polynôme), et, par con-
séquent, devra admettre un nombre fini de racines. Si l'on a obtenu 
ces racines, on connaîtra les polynômes Q et G, et la résolution 
d'équations linéaires fera connaître (f. 

H11 faisant, par exemple, Ρ constant, on pourra, par ce procédé, 
reconnaître si l'équation 

F = a 4- uV' 

est possible, et de la résoudre s'il y a lieu. On n'aura qu'une seule dé-
rivée à prendre, et il viendra 

Q = Φ'-t- G'«j\ 

En égalant, dans cette identité, les coefficients de chaque puissance 
de x

y
 on aura une série d'équations linéaires auxquelles devront satis-

faire les coefficients de tf. 
Dans un grand nombre de cas, on pourra reconnaître immédiate-

ment que l'équation (19) est impossible. 
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Faisons, par exemple, 

F(*) = fô^TÏ) = r(*)sinica'· 

D'après les propositions connues relatives à la fonction Γ, le poly-
nôme G devrait être du premier degré, ce qui est contraire à ce fait 
que la fonction F croit comme |o?|L|a?|. Donc les équations 

"— — ι£(χ) -—- 4- /isinx* == φ (χ), ... ont toujours une 

inlinité de racines. 
En général, pareil fait se produira tontes les fois que F augmentera 

plus vite que ekx* et moins vite que c* , quelque grand que soit k. 

18. Les considérations précédentes démontrent le théorème de 
M. Picard pour toutes les fonctions satisfaisant à la condition (8). 
C'est, d'après le théorème de M. Poincaré, le cas de toutes les fonc-
tions qui ont un genre fini. 

On peut étendre une partie de ces conclusions à des fondions do 
genre infini au moyen d'un raisonnement devenu classique dans celle 
tin •orie. On sait, en eiFet, que, si la fonction 

F (χ) — eG{-'\ 

qui n'a aucun zéro, était telle que Γ équation F(.x') = ι n'ad nielle non 
plus aucune solution, on en conclurait immédiatement que les nie mes 
propriétés appartiennent à la foncLion 

F.OO^GÎ*). 

Si, d'ailleurs, F croît moins vite que e'^x), on peut déduire de notre 
théorie que F, croîtra moins vite que ψ(χ'). 

Formons alors la suite des fonctions 

A = ex, = ec\ f, = f/\ 

Si la fonction donnée F est dépassée par une fonction f,
n
 de celte 
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suite, il suffira d'appliquer m fois le raisonnement precedent pour ra-
mener F à verifier la condition (8). 

Mais, même à l'aide de l'extension précédente, la démonstration 11e 
s'applique pas à une fonction quelconque; car on peut former une 
fonction entière croissant plus vite que n'importe quelle fonction f

m
. 

On pourra, par exemple, procéder de la façon suivante : 
Ayant pris une suite de nombres ε,, ε2, ..., εΑ, ... qui tendent 

vers zéro, on appellera m
t le plus petit entier tel que la racine 

du coefficient de xm dans /,(#) soit plus petite que ε,, puis m2 le plus 
petit entier tel que la racine mj*** du coefficient de dans /2(#) 
soit plus petite que ε2, et ainsi de suilc. 

En écrivant les termes de ft jusqu'au rang m2 — i, puis les termes 
de/

a
 depuis le rang in2 jusqu'au rang m% — f, puis les termes de 

depuis le terme de rang m9 jusqu'au terme de rang m% — ι, .. on 
obtiendra une fonction entière qui jouira manifestement des proprié-
tés demandées. 

DEUXIÈME PARTIE. 

RECHERCHE DE L'ORDRE DE GRANDEl'R DES RACINES ET DU GENRE. 

19. Γ .es résultats obtenus dans notre première Partie permettent 
de compléter les conclusions de M. Poincarc, dans le cas des fonctions 
de genre zéro. 

Soit, en clîet, 

h*) = 0- ~) ('-£)•••(' -1 £ )••• 

une fonction clc genre zéro, clo(p)imc fonction positive cl croissante 
telle que le module z

p de xp soit supérieur a9(p). Nous supposerons 
de plus que y(p) soit supérieur à ρ* (ou α est un nombre plus grand 

que i), et cela de telle manière que le rapport soit croissant, mais 

le rapport décroissant. 
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Le modale de F ne peut dépasser la quantité 

(a·) F,(K) - [i + [. + -jy.-[ι + -jy.... 

où 11 est le module de x. 
Pour évaluer F

0
, prenons les dérivées logarithmiques des deux 

membres de l'équation (21); nous trouvons 

I» ciïi °i *r" ç(i) + k 0(2)-t-κ "+"···H" :f(
P

) + \\ -*-···· 

Soil, ψ la fonction inverse de ο eL, dans le second membre, isolons 

les p
0
 — ψ ill) premiers termes. Leur somme sera moindre que - jj— 

Ouanl à la somme des termes qui restent, elle est inférieure à 

?(Po) ? iPo + 1 ) 

dette dernière quantité s'évalue à l'aide des procédés employés 
dans la théorie élémentaire des séries. On la remplace loul d'abord 
par la somme 

(2d) Ο "J)Po . (t*' i)p9 , (ι1 l*)P» . 

où l est un nombre quelconque plus grand que 1. D'ailleurs, les hy-
pothèses relatives à la fonction <ρ donnent 

?eVo)>C?(/>.)» 

où (α' = a — ε). La série (2d) est donc moindre que 

?(Po) £ ιν·{*-*> ~ 9(/>0) -I 

F^e second facteur —~ a pour limite —,~χ
 lorsque l tend 
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vers 1, de sorte que la série (23) peut être remplacée par 

1 ε 1 ε "LiJD 

il vientdonc(f) 

i/R
I^F°(R)<

a
_i R » 

ou 

(>4) F,(ll)< e · B . 

20. Ainsi le module de F ne peut croître plus vite que le second 
membre de l'inégalité précédente. 

Si maintenant nous appliquons les conclusions du n° 11, en suppo-
sant, pour fixer les idées, que α soit fini, nous voyons que la racine 

rnwmt du coefficient am est moindre que e_ ce qui peutcncore 

s'écrire , puisque %(m) croît moins vile que m**1. 

(') La limite ainsi obtenue est trop élevée. On peut, dans la plupart des 
cas, en obtenir une plus approchée en formant un second groupe avec les termes 

de la série (22) dont le rang est compris entre ψ(Κ) et 2*'i(R), lesquels sont 

tous plus petits que puis un troisième groupe allant du rang2*é>(R) au 

rang 3a 'i(R), les termes étant alors plus petits que Après séparation d'un 

certain nombre de ces groupes, on calcule le reste de la série comme il a été ex-

pliqué. On trouve ainsi pour la série (22) £en laissant de côté le facteur j 
les limites \-ε, - -h— -t ι-ε, 

Pour % — 2, le coefficient de serait (au terme ε prés) 

2 + ~6+2T-î'SS'" 
au lieu de 2. 

Journ. de Math. (4e série), tome IX. — Fasc. II, 1893. 25 
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21. Nous allons maintenant nous occuper de la question inverse et 
chercher comment on peut obtenir la loi de distribution des racines 
quand on connaît la loi des coefficients. 

Cette recherche repose sur les formules que j'ai données dans un 
précédent travail ('), et qui permettent de calculer les zéros succes-
sifs d'une fonction à l'aide des coefficients de son développement. Je 
vais tout d'abord résumer succinctement la marche suivie pour arriver 
à ces formules, en renvoyant pour les détails au Mémoire dont je viens 
de parler. 

On commence par introduire une définition, celle de la limite supé-
rieure d'une suite telle que 

(25) U01 Un . . ., Um1 . . ., 

pour in infini (les u étant des nombres réels). 
C'est la plus petite quantité qui ne soit pas dépassée, ou du moins 

soit infiniment peu dépassée par les termes de la suite (20) à indices 
infiniment grands; ou encore, celte limite supérieure L est le plus grand 
nombre jouissant de cette propriété que dans la suite (2.3) 011 puisse 
trouver une série indéfinie de termes tendant vers 1. 

Dans un grand nombre de cas, l est la seule quantité satisfaisant à 
cette dernière condition. Alors / est, pour la suite (2.3), une limite, 
au sens ordinaire du mot. Nous exprimerons souvent ce fait en disant 
que les termes de la suite (25) tendent régulièrement vers l. 

La notion de limite supérieure fournit d'abord une expression du 
rayon de convergence d'une série entière quelconque 

(2) l· (.7;) — 6i
0
 -|- Cl

x ,V . . . -h ci
m
xm 

Il suffit, en effet, de former la suite 

\a,\, \\ja
t
 |, \m\ja

m
 |, .... 

(') Essai sur Vétude des fonctions données par leur développement de 
Taylor, fe et 2e Parlies (ce Journal, 4e série, t. VIII; 1892). 
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Soil l la limite supérieure (supposée finie) de cette suite. Le rayon 

cherché est donné par la formule ρ = η · 

22. Proposons-nous maintenant d'exprimer que les points singu-
liers situés sur le cercle de rayon ρ sont des pôles au nombre de Ρ 
(chaque pôle étant compté avec son degré de multiplicité). 

S'il en est ainsi, on pourra débarrasser la fonction de ces pôles en 
la multipliant par un polynôme de degré Ρ 

9, = ι -+- A0# .H-

et la nouvelle série ainsi obtenue 

F,=RbIIIx 

sera convergente dans un cercle de rayon p' ̂  Pf de sorte qu'on pourra 
écrire 

( 2(i) K+* = ·+* A* -h...4- A-r,a
m
 = ^ 

on 0 est de module inférieur à ι et ε un infiniment petit. 
Kéciproqucmcnt, s'il existe des nombres A(,:', A(% ..., A"'jouissant 

<le la propriété précédente, la fonction donnée ne pourra posséder sur 
le cercle primitif d'autres points singuliers que des pôles, dont les af-
fixes seront racines de l'équation 

<>7) H-A<<>jf+...-I-Ai,V = O. 

Kile admettra bien tous ces pôles s'il est impossible de trouver un 
polynôme de degré moindre que Ρ et remplissant les mêmes condi-
tions. 

25. Considérons alors le déterminant symétrique d'ordre ρ -+-1 

(28) 

&m+1 * * * U-m+p 

Ή 1 ttm+i · ·. (l
m

+p
+i .......... ............ 

&m+p ' » * ^m+ip 
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ρ étant ιιη entier quelconque. Nous désignerons par lp la limite supé-
rieure de X ID^I pour un infini (ρ restant fixe). 

Tout d'abord, quels epic soient les points singuliers de notre four-
lion sur son cercle de convergence, ip ne peut dépasser ( - ) , d'après 
ce qui a été supposé sur l'ordre de grandeur de a

m
. 

Mais, si le polynôme <?r existe, nous trouverons pour /r une valeur 
nécessairement moindre que la limite précédente. Car on pourra, dans 
la dernière colonne du déterminant (28), remplacer les a par les bée 

même indice, lesquels sont inférieurs à ( - Il viendra donc 

/ <—. 

21. Inversement, supposons que l'inégalité 

( 2J> ) 7/ <: - 'P+-\ 

soit vérifiée pour ρ = Ρ, mais non pour aucune valeur moindre de /;. 

En particulier, la quantité \ \ I| a pour limite supérieure p1*. 
On démontre tout d'abord qu'elle tend régulièrement vers celte 

limite; puis on détermine les coefficients A£ par les équa-
tions 

am+r~I am 

Fi 1 am+* — °* 
............................. 

■+* ^ “'/» am+9-X — °* 

Si l'on fait augmenter m indéfiniment, on constate que Λ„', Λ,*, — 
AJ tendent respectivement versdes limites A 0, A·2 ,..A% lesquelles 
vérifient les équations (26) en prenant pour p' la valeur fournie par 

/'équation l
9
 = ~l

r

,· 

La fonction, considérée sur le cercle de rayon p, admet donc au plus 
Ρ pôles, les racines de l'équation (27). Elle les admet d'ailleurs tous, 
sans quoi l'inégalité (29) serait vérifiée pour ρ <C P. 
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Soient χ = χ·,, χ = α?;., .. , χ = Xpj ... les différents pôles de notre 

fonction, rangés par ordre de module croissant (les pôles de module 
égal étant rangés dans un ordre arbitraire); ρ,, p,, .p

p1
 ... leurs 

modules. Les Ρ premiers de ces modules seront tous égaux à p, de 
sorte que Ton aura, pour toutes les valeurs de p inférieurs à P, l'équa-
tion 

(3o) - λ - — V-i * 

25. Considérons main tenant les valeurs de p supérieures à P. Pour 

une quelconque de ces valeurs, l
p sera au plus égal à et cela 

quels que soient les points singuliers situés sur le cercle de rayon p'
y 

ainsi qu'on le voit en transformant à l'aide des équations (26) les 
p — P 4- 1 dernières colonnes du déterminant (28). 

Mais si ces points singuliers sont des pôles au nombre de P', une 
nouvelle réduction se produira pour = P-hP'; car il existera un 
polynôme de degré P 4- P', 

«;+r = I 4- B<'u 4- Β 

tel que la série F
2
 = #'F = -c

/n
.yf" ait un rayon de convergence p" su-

périeur à p'. Comme dans le déterminant D
ot>p+I

k on peut remplacer les 
éléments de la dernière colonne par les c de même indice, on voit que 

/
PJ

_
P

, ne peut être supérieur à l
iy r

„· 

Inversement, considérant la suite des valeurs de p à partir de 
p = P, on en rencontrera d'abord un certain nombre (qui peuvent 
d'ailleurs se réduire à une seule, p — P) pouc lesquelles lp est égal 

! 
a -V Λ p-l'+l " 

Si après cette série de valeurs en survient une, p = P 4- P', pour 

laquelle lp soit égal à p" est supérieur à p', cette circon-

stance dénotera, comme on le démontre à l'aide de raisonnements 
analogues aux précédents, la presence de Pr pôles sur le cercle de 
rayon ρ. 
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Les modules pr+n ..pr+r sont donc tous égaux à p', cL, par suite, 
on aura pour les valeurs de ρ comprises entre Ρ et Ρ -t- V inclusive-
ment 

Pi Pi — F/» ? 

c'est-à-dire l'équation (3o), d'après ce que nous suçons sur les nom-
bres /f, - - -9 ir+j" 

Avant ainsi étudié les valeurs de jusqu'à ρ = Ρ H- Ρ', on consi-
dérera les videurs suivantes, et ainsi de suite indéfiniment. 

On constate tout d'abord par ce procédé que le rapport ne vsi 

jamais en diminuant. La condition nécessaire et suffisante pour que 
notre fonction soit mcromorpbe dans tout le plan est que ce rapport 
augmente indéfiniment. S'il en est ainsi, les raisonnements précé-

dents, appliqués aux valeurs de ρ pour lesquelles le rapport pré-

sente une croissance, permettent de calculer les affixes des différents 
|>oles. Mais nous n'avons besoin, pour ce qui va suivre, que des mo-
dules de ces poles. 

A ce point de vue nos conclusions peuvent se résumer dans l'énoncé 
suivant : 

L'équation (3o) cal générale. 

SO. Ayant appris à calculer les pôles d'une fonction F(x) donnée 
par un développement taylorien quelconque, nous sommes à même de 
résoudre le même problème pour les zéros d'une telle fonction, car 

ces zéros ne sont autres que les pôles de la fonction jr— · 

Le calcul des coefficients d'une fonction a l'aide des coefficients de 
son inverse n'offre aucune difficulté. 

Soit, connue précédemment, la fonction 

(2) Y (x ) = au + a, χ -+-...-H am af -h..., 

dans laquelle seulement a
9
 est supposé différent de zéro. On multipliera 
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cette série par la série 

f(x) — C
e
 H- C, a? +...h- C

m
x,nH-..., 

et, en égalant à zéro les coefficients de la série produit, à partir du 
second, on déterminera C0, G,, etc. Des valeurs ainsi trouvées 
011 déduit aisément l'expression du déterminant D

mtP
 formé, comme 

nous l'avons expliqué, à l'aide des coefficients de la série f(x'). On 
trouve ainsi pour ce déterminant la valeur 

n-eiyii E,„., 

ou l'on a posé 

(3i) l-'i/l,/) — 

dpir\ dp a
0
 Ο . ... ο 

^ p-¥ 2 ®/»-M «β Ο ... Ο 
.... ..... ..... 

@Ίη-¥ρ— I 
.................... 

®/η+2/> &p+t 

cl l'équation (3o) devient, en y changeant ρ en ρ -hi, 

(3a; rr — = '/.= lim sup.«7 -sSfe =T—j-limsup. 

p,, p
3

, ..., ρ,,, ... désignant cette fois les modules des zéros*de F(x). 
Telle est la formule dont nous avions besoin de rappeler la démon-

stration et qui va nous servir de point de départ. 

27. Supposons que F (x) soit une fonction entière et que le coeffi-
cient a,

n
 soit moindre que —^—r = 1 > ou φ (m) est une fonction 

positive indéfiniment croissante de m. Nous admettrons en outre que 
le rapport est constamment croissant, hypothèse toujours lé-
gitime, d'après ce qui a été expliqué aux n08 5-*>. 

Nous aurons un maximum du déterminant EmtP, défini par la for-
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mule (3ι), en y considéranl tous les termes comme positifs et rempla-

çant chaque coefficient a
m

 par la valeur correspondante de ^~y 
autrement dit en imaginant que dans le déterminant 

(33) Δ= 

-7 —r—- · · · —τ Ο Ο · ' ' Ο 

Λ* /> + *) 7.(f-+-«) *" '/(·) χί°) 

.... ... .. ... . 

Ίλ/η+Ρ — 0 7Λ°) 

χ{ηι + ρ) ' '/(') 
....... .. ... ... . 

'/.Un-h 2 ρ) ' χ(/> « ) 

οιι convienne de prendre tous les termes avec le signe -h. 
Dans le déterminant (33), l'élément α,·,A correspondant â la colonne 

de rang i et à la ligne de rang k est égal à zéro SJ / — Λ >/? 4- ι cl â 

—dans le cas contraire. Le nombre des termes esL 

(ρ 4- 4- i)! 

« 

Je dis que le plus grand terme est celui qui correspond à la diago-
nale principale. 

EtYcciivemcnt tout autre terme que celui-là présente au moins une 
inversion, suivant la locution usitée dans la théorie élémentaire des 
déterminants. 11 contient donc en facteurs deux éléments tels 
que /'</', k <C Si à ce produit on substitue le produit c/iik.aifk·, 
OJI obtient un autre terme du déterminant, et ce nouveau tenue est 
phis grand que le précédent. Ceci résulte de ce que le rapport 

+ k — croissant avec Ji, d'après les liypo-

thèses faites sur la fonction χ. Il en est de même des rapports 
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-gf«* et par suite de leur produit On a donc bien 

α-ι,ν <*i,k 

Le plus grand terme est donc celui qui ne renferme pas d'inversion, 
c'est-à-dire le terme principal. 

Il en résulte 

IV.
m

,
p

\<(p + 1)1 (p + 2)'"" [λ(/,'+,)]*""' ' 
el 

p= \αΑ·ΊλΡ + *) 

Mais le produit p, p
2
... ppJhi est égal à —«■ Le plus grand facteur de ce 

produit, à savoirle dernier, est donc au moins égal à y/ j-> c'est-à-dire, 

à un facteur prés qui tend vers l'unité pour p infini, au moins égal 
à ?(/> + 0· 

Le raisonnement précédent ne s'appliquerait plus si la fonction 
s'annulait à l'origine. Mais on ramènerait ce cas au cas général en 
divisant par une puissance convenable de# et en raisonnant sur la 
fonction ainsi débarrassée de ses racines nulles. 

Nous avons également supposé que l'inégalité 

(34) | am ! ^ (
 m

 y 

était vérifiée, quel que soit m, Mais il suffit manifestement qu'elle ail 
lieu pour les grandes valeurs de l'indice; car on ramènerait les pre-
miers coefficients à vérifier la même inégalité en divisant toute la série 
par un certain nombre constant, ce qui ne changerait pas les racines. 

La condition que le rapport soit croissant peut également 

n'être vérifiée que pour les grandes valeurs de m \ car on pourra rem-
placer, s'il y a lieu, les valeurs de jusqu'à un certain rangpar 
d'autres qui satisfassent à cette condition. 

Journ. de Math. (4* série), tome IX.. — Kasc. II, 189.3. 26 
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Nous arrivons donc à cette conclusion : 

THÉORÈME. — Si le coefficient a
m
 décroît plus vite que—.—^ 

la pième racine a un module supérieur à (ι — ε)φ(ρ), ού ε est infini-
ment petit pour ρ infini. 

En un mot, les modules des racines vont en croissant plus vite que 

Trâ 
Par exemple, les racines de la fonction 

$(x) — Zqn*jf, 

considérée au n° β, croissent au moins aussi vite que q". 11 en est de 
même pour les racines de l'équation $(x) = &(&·), où A est une fonc-
tion rationnelle quelconque. 

28. Venons maintenant à noire objet principal et proposons-nous 
d'étudier le genre d'une fonction donnée par son développement en 
série entière. 

Pour cela, nous appliquerons le résultat que nous venons d'obtenir 
aux fonctions, étudiées au n° 7, pour lesquelles on a 

y (m) — (ml f, 
et, par suite, 

y(m) = nt. 

Comme précédemment, nous introduirons, au lieu du nombre a, son 
inverse, que nous désignerons par la lettre λ. 

Nous savons donc que le module pp de la pu'"te racine croît, lorsque 

ρ augmente indéfiniment, plus vite que pK. Si λ n'est pas entier, cl 

que EH- ι soit l'entier immédiatement supérieur, la série ̂
 csL 

convergente. Nous en conclurons plus loin que la fonction est du 
genre E. 
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Lorsque λ est un entier, il y a doute. C'est à cette hypothèse que 

se rattache l'exemple dont parle M. Poincaré dans son Mémoire (1 ) et 
relatif à la fonction 

n(-jra) 

Jl faudrait, dans les cas de cette espèce, étudier directement la con-

vergence de la série 2 ' 

Quoi qu'il en soit, nous supposons que, le coefficient am étant 

moindre que —nous désignerons par Ε -h ι l'entier immédiate-

ment supérieur (et non égal) à λ, de sorte que la série V ~
x soit cer-

Lairieinent convergente. Nous pourrons former, d'après la méthode 
de M. We/erstrass, la fonction 

CM) lu* \ = TT Mr.l 

{■) M. Poincaré démontre, non seulement que am est plus petit que j > 

mais que le produit a,
n
(m\)'· tend vers zéro. On peut même déduire de sa dé-

monstralion que la racine w'"ine de ce produit tend vers zéro; car amÇjm !)λ se 
présente comme mième coefficient d'une série entière. 

Inversement, si la série miint de a,„ (m !)λ tend vers zéro, nous savons que 

est égal au produit de^ par une quantité qui augmente indéfiniment. La série 

^ -4· est donc telle que ses termes soient avec ceux de la série harmonique 

dans un rapport infiniment petit pour ρ infini. Mais une telle série n'est pas né-
cessairement convergente, et le contraire se produit précisément dansl'exemple 
donné par M. Poincaré. 



2θ4 J. HADAMARD. 

où x
n
 ..., xj,, ... sont les racines successives et QE(z) est le po-

lynôme 

ι 2 Ε 

obtenu en prenant dans le développement de — L(i — z) les Ε pre-
miers termes. 

La fonction donnée F (a?) sera égale au produit de Φ(χ) par un fac-
teur de la forme eGlJ1. Puisque nous avons déjà démontré que les po-
lynômes de la formule (i) sont de degré E, tout se réduit à établir 
que G(.v) est un polynôme de degré au plus égal à E. 

29. Or je vais faire voir qu'o/i peut décrire, avec l'origine 
comme centre, des cercles aussi grands qu'on le veut sur lesquels la 
fonction Φ(χ) reste constamment supérieure à e~^ '\ 

Les rayons de ces cercles seront déterminés ainsi qu'il suit : 

Les modules py„ d'après nos hypothèses, croissent plus vite que /?'. 
Admettons en outre que la quantité ρ* — /; augmente indéfiniment, ce 
qui peut évidemment se faire en donnant, s'il y a lieu, un petit accrois-
sement à λ. 

Puisque py; — y;augmente indéfiniment, il existera une infinité d'en-
tiers ρ pour chacun desquels celte quantité prendra une valeur plus 
petite que toutes les valeurs suivantes. Soit ρ« un tel entier, de sorte 
qu'on ail pour h > ο 

(36) P/Vf/T P/'o ̂  

\ous déterminerons R par la relation 

07) 11 f/>o 2 ' 

de sorte que l'inégalité (36) pourra s'écrire 

(38) Pp
u
+h > (Λ — 2 + ^'0'· 
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Pour chaque valeur de l'entier p
0
, nous aurons ainsi une valeur 

de R; nous obtenons donc bien une suite de cercles dont les rayons 
vont en augmentant indéfiniment. Je dis que ces cercles satisfont à la 
condition indiquée. 

50. Pour plus de clarté, je considérerai d'abord le cas où λ est plus 
petit que ι (l'égalité étant exclue), de façon qu'on aE=o. Les fac-
teurs exponentiels disparaissant, la formule (35) se réduit à 

(35') ♦<->-π (■-?,)· 

et, lorsque le point χ décrira le cercle de rayon R, le module de ΦÇa) 
restera supérieur à la quantité 

i39) ή ( " - ■) fi (■ - £)· 

Nous évaluerons cette expression en partageant les facteurs qui la 
composent en trois groupes. J^e premier Π, comprendra tout ce qui 
figure sous le premier signe II, 

(4°) 11=π (",-)· 

Le nombre ρΛ
 de ces facteurs est, nous le savons, moindre que 

Κλ — j. Le plus petit est le dernier, égal à 

(ΚΛ_1)Χ / j\>. 

par conséquent supérieur à puisque λ est plus petit que ι. 

Si nous envisageons les autres facteurs du produit (3q), la formule 



2θ6 J. IIADAMARD. 

Γ38) nous montre que l'on a 

(40 
fr·*'' / h - ty 

Nous composerons le produit IL, avec tous les facteurs pour lesquels 
h — ~ est plus petit que R*. Le nombre de ces facteurs est moindre 

que IV -t- L Le plus petit est le premier, au moins égala ι ~— 

par conséquent supérieur à —r (k restant fini pour R infini). 

Les facteurs restants, qui forment le produit Π
3
, peuvent se mettre 

sous la forme ι - où κ = est plus petit que 

Or, sous celte condition, on voit aisément que ι — a esL supérieur 
à e~2u. Chacun des facteurs du produit Π3

 est donc plus grand que la 

valeur correspondante de e ^ 1 ? ou, plus simplement, de e k\ 

D'après ces remarques, on voit que le produit Π, est supérieur à 

lâT^j ' 011 (comme cro^ moins vite que eKl, si petit que soit ε) 

supérieur à e~nX*~\ 
Une évaluation semblable s'applique au produit IL,. 
Quant au produit IL,, il est plus grand que où σ est le reste de 

la série^ arrêtée au terme qui a pour rang l'entier h
9
 immédialc-

ment supérieur à R* +■ L Or le reste d'une pareille série est de l'ordre 

de h
0
 λ ou de RU|, de sorte que Π

3
 est aussi moindre que . 

Nous trouvons donc bien, ainsi que nous l'avons annoncé, 

Π, IIaII, > 
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51. Pour généraliser cette proposition au cas d'un genre quel-
conque, nous remarquerons que, pour i, la quantité (1 — u) eQm"" 
est supérieure à 1 — «E+t. C'est ce qui résulte des deux développe-
ments 

(i·4) 
L(i — a) + Qe(«) 

Ε H-1 Ε H- 2 2(E + I) "" 3(E-HI) 

«3) Lfl - W ) = — tt — ^-3 .... 

Les termes de la série (42) sont constamment décroissants en va-
leur absolue. Le premier terme de la série (43) sera donc (en valeur 
absolue) supérieur à l'ensemble des Ε -+-1 premiers termes de la 
série (42)î le deuxième terme de (43) à la somme des E-f-i sui-
vants, etc. 

D'après cela, au lieu des facteurs 1 - T qui composaient 

tout à l'heure Les produit IL et II,, nous aurons à considérer des fac-

teurs de la forme 1 - ra· 

Pour les valeurs de h inférieures à iv -l· nous remplacerons —y— 

par l'unité, et nous trouverons pour le produit ÏÏ
2
 de ces facteurs la 

même évaluation que précédemment. 
Quant aux facteurs suivants, nous constaterons comme plus haut 

que leur produit est supérieur à ouV est le reste de la série 

-^r,> arrêtée au terme de rang A
0

. 

Ce reste étant comparable à — » le produit II, est encore supé-

rieur a e . 
Au produit Π, correspondra un produit de facteurs polynômes cl 

de facteurs exponentiels. Les premiers sont en nombre au plus égal 
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à R7 — 7. Le plus petit est supérieur à j — 1, quantité de la 

forme A, où A est fini. Leur produit satisfait donc encore aux condu-

sions précédentes. 
Les facteurs exponentiels sont respectivement plus grands que les 

quantités e v 1 ^ * E , où u = — est plus grand que 1. Nous dirni-

ηuerons encore une telle quantité en supprimant les dénominateurs du 
polynôme 0

E
. Le plus grand terme de ce polynôme devient alors le 

dernier et nous pourrons remplacer tous les autres par celui-là. Nous 
trouvons donc un produit plus grand que l'expression 

(44) 
P= · # 

ρ ρ étant de Tordre de /?'·, la série — est divergente; mais sa somme, 

lorsqu'on la limite au terme de rang n'augmente pas plus vile 

que p '. 
En prenantp

0
 — Rxct substituant dans Tcxpression (44)? on arrive 

pour cette dernière au même résultat que pour les précédentes. 

52. Notre proposition auxiliaire est donc démontrée. Sur chacun 
des cercles de rayon R, l'inégalité 

.<*(>)! >É' 

est vérifiée. 
Comme on a, d'autre part, ainsi qu'il a été vu au u° 7, 

''Co; < 
il vient 

\l |=^J"!<^U·· 
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Dans ces conditions, nous pouvons appliquer à la fonction e®1*1 les 
considérations développées aux n°® 12-15, et nous en concluons que 
(J(J?) est un polynôme de degré Ε au plus, de sorte que notre fonc-
tion F est bien du genre E. 

55. Ainsi, nous avons établi que, lorsque le coefficient a
n

 est de 
l'ordre de —*—> où λ rïcsl pas entier, la fonction est du 

(m! )v 

genre E, en désignant par Ε -t-1 rentier immédiatement supé-
rieur à λ. La réciproque du théorème de M. Poincaré est donc bien 
établie pour λ non entier. 

Si λ est un entier E H- 1, il y a doute. Notre fonction peut être du 
genre E ou du genre E -h 1. 

A cause de ce cas douteux, lesrecherchcs précédentes ne permettent 
pas encore de résoudre complètement la question posée par M. Poin-
caré dans son Mémoire, et de décider si le genre se conserve dans la 
differentiation ou dans une combinaison linéaire. Nous pouvons seule-
ment affirmer que la dérivée d'une fonction de genre E ou la somme 
de deux pareilles fonctions est en général de genre E et au plus Λα 
genre E 4- 1. 

Le cas où les résultats précédents affectent la forme la pins simple 
est celui où, λ étant plus petit que 1, le genre est égal à zéro. 

C'est ce qui arrivera, par exemple, pour si l'on considère cette 

quantité comme fonction de x~. Nous complétons ainsi, comme on le 
voit, la démonstration de la formule 

sinj; ( x*\ ( xi\ 

On sai t en effet que, dans les cours de Calcul intégral (1 ), on n'arrive 
pas à déduire immédiatement cette formule du théorème de M. Weier-
strass. Une démonstration spéciale est nécessaire pour établir que le 
facteur exponentiel disparaît. 

(*) Voir, par exemple, PICARD, Cours d'Analyse, t. Il, p. ι5ι. 
Journ. de Math. (/,* série), tome IX. — Fasc. II, i8g3. 2; 



2 ΓΟ J. IIADAMARD. 

Ici, cette circonstance apparaît tout d'abord, en supposant seule-
ment connu le développement tayloricn de sin#, ou, plus simplement 
encore, en parlant de sa relation avec la fonction exponentielle. 

La fonction i(x) du n°6 est également du genre zéro, ainsi que ses 
combinaisons linéaires avec d'autres fonctions analogues ou des poly-
nômes, etc. 

TROISIÈME PARTIE. 

APPLICATION A LA PONCTION DE BIEAIAXN. 

34. Dans son Mémoire intitule : Ueber die Ληζα/il der PrunzakUm 
miter einer gegebenen Grosse ('), Ricmann utilise les propriétés d<· 
la fonction 

w='+2¿ n=zi 

dont l'élude est elle-même ramenée à celle d'une fonction entière ς (j;) 
donnée par la formule 

(45) *<0= VCO^'cos^logή(1ι, 

où 

(16) Ψ(ι) = ^,Γ"^'. 

L'analyse de Rieinann repose sur ce fait que £(#'), considéré connue 
fonction de #2, est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son Mé-
moire, mais sans démonstration suffisante. 

Les recherches précédentes vont nous permettre de déterminer en 
toute rigueur le genre de \(x). 

(') RIRHANN, Œuvres complètes (Ed. Weber et Dedekind), p. i36 et suiv. 
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55. Nous aurons tout d'abord à développer ξ en série. L'intégrale 
<jtii ligure au second membre de la formule (/|5) est de la forme 
2(— i)mC

im
x*m, où l'on a 

« i7) Cm=In c« - ¡4t 

ί )ιι aura donc, en considérant ζ comme fonction de x'J, 

t 4») ζ(^)=Σα"ιΆ'3^ 

oii les coefficients a sont donnés, à l'exception du premier, par la for-
III ulc 

(iii) äm -(- - Cîm_2). 

56. Remarquons tout d'abord que la série Ψ(£) peut être rempla-
cée, à un facteur fini (') près, par son premier terme c~™. On peut 

également faire abstraction du facteur t 4 qui est plus petit que ι. 
D'ailleurs, si ε est un nombre positif, mais aussi petit qu'on le vou-

dra, Γ inégalité 
(log/)"' < 

ou 

( "ίο ) log / < e'" 

esL vérifiée à partir de la valeur t = mi+t
) du mojns pour les grandes 

valeurs de m \ car on a bien, pour m suffisamment grand, 

( ι -f- z) log/m < ev"1 

(') Ce facteur est même très voisin de ι. Il est inférieur à 

I— e~olt IOOOO 
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et de plus, en prenant les dérivées des deux membres de l'inégalité 
(5o), on trouve 

1<L<* 

inégalité dont le premier membre est décroissant tandis que le second 
est croissant et qui est vérifiée pour l = ;/ι,+ε, si m est suffisamment 
grand. 

Si donc, dans la formule (47)? nous décomposons l'intégrale qui 

multiplie 1, en deux, l'une prise entre les limites ι et M'"e, l'autre 

entre m*f£ et -+- oc, la seconde sera moindre que —-—:—> c'est-à-dire 
infiniment petite pour m infini. 

La première sera manifestement inférieure à 

C.(I 4- i)m(\ogm)m, 

7 f /»* où C0 est fíntégralc I c l Ul. 

C
n

 sera donc au plus de l'ordre de "mi" '
 co (

'
11

'
 ('on,l<> 

irt 1^ ÎL±lY"' (logawa)8" 

11 faut donc prendre (' ) 

o(m)= (--- ~—Y· 

D'après ce qui précède, cette formule exprime également la loi de 
croissance des racines de l'équation H(.r)=o, considérée comme 
équation cn x~. 

Si l'on considère χ comme l'inconnue de l'équation, il faut prendre 

(*) La fonction «ρ (m) ainsi définie satisfait manifestement aux conditions in-
diquées au n° 27. 



PROPRIÉTÉS DES PONCTIONS ENTIÈRES. 2l3 

la racine carrée de l'expression précédente et l'on trouve 

(5i) ?P > log/?' 

en posan l 

(52) k=F-c. 

57. Si nous voulions avoir une limite supérieure des modules des 
racines successives, il faudrait commencer par trouver une limite infé-
rieure du module de a

m
. Or on aura une limite inférieure de C,„ en 

prenant l'intégrale entre les limites m1et ml~* (où ε et ε' < ε sont 
deux nombres positifs très petits. On trouve ainsi 

f (ι — ξ)/λ(logm)me-*'nt~vm 4 / , ,_εν 

ce r|iii peut s'écrire 

r «s ('—£)w(j°g"*yw 

en réunissant tous les facteurs de la forme (ι — ε)/Λ. 

D'ailleurs le rapport tend vers zéro; car dans l'évaluation de 

ce rapport on peut, d'après ce que nous avons vu, considérer l'inté-
grale prise seulement jusqu'à la limite l = mK et il vient alors 

^//1-2 "4W-^Z7)"·· 

Il en résulte que \ a
m

 \ est, à un facteur constant prés, supérieur à 

'■xm-i ou a (am) ! 

Nous pourrons alors appliquer les raisonnements des n0îi 1 î)-2(î) en 

prenant <p(/>) = (J~^j > °ù k' est une constante indéterminée. On a 
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ici α = 2 — ε, el Γοη trouve 

i^K[("VI|0"T· 

En appliquant la réduction indiquée dans la noie ι (p. 21), on oli-
tientune limite unpen moins élevée 

ami<r (1,88 -+- z) eloîiml* ni I 

Si l'on compare cette valeur à celle qui vient d'être trouvée pour a„
n 

il vient 
Ar'= 7,50— 

Telle est la quantité que ne saurait dépasser constamment. 

lorsque ρ grandit indéfiniment. 
Les conclusions auxquelles nous arrivons sont donc les suivantes : 

Le rapport --- reste Jini et sa Untile supérieure, pour ρ in fut i, 

est comprise entre el Cj -

Iticiuann donne, entre un module ρ et le nombre ρ des racines de 
module plus petit que p, la relation approchée 

(5'J) H 2 r. — I 

Pour comparer ce résultat à ceux que nous venons d'obtenir, il faut 
résoudre cette équation par rapport à p, ce qui se fait aisément par la 
méthode des approximations successives. On trouve ainsi comme va-
leur approchée 

? 1ôçp' 

de sorte que le rapport x- devrait tendre vers --- - Cette valeur 
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est comprise entre les deux limites précédemment indiquées, de sorte 

que nous ne sommes pas à même de décider si le coefficient ~ de la 
formule (53) est exact ou non. 

58. Mais, ainsi que nous l'avons dit plus haut, ce poin t n'est pas 
celui sur lequel repose le raisonnement de Riemann. C'cslla détermi-
nation du genre de \ qui constitue la question essentielle et les re-
cherches qui précèdent en donnent immédiatement la solution. 

Nous avons, en effet, constaté que, en considérant toujours \(x) 
comme fonction de a?2, son développement satisfait à la condition (8) 
avec α = 2 — ε, et, par conséquent, λ= £ -+- ε. 

Des lors, les conclusions du n° 55 nous permettent d'affirmer la 
proposition suivante : 

La fonction \{x) (considérée comme fonction de x2) est de 
genre zéro. 

Elle s'exprime par le produit de facteurs primaires et d'une simple 
constante, sans aucun facteur exponentiel. 

C'est le résultat que nous nous proposions d'établir. 


