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PROPRIETES DES FONCTIQNS ENTIERES. 171

Etude sur les propriétés des fonctions entiéres

et en particulier d’une fonction considérée par Riemann (');

Pz M. J. HADAMARD.

1. La décomposition d’une fonction entiére F(z) en facteurs pri-
maires, d’aprés la méthode de M. Weierstrass,

(1) | l‘(a:)—— “‘”II(I_ > R

a conduit a la notion du genre de la fonction F.

On dit que Fest du genre E si, dans le second membre de I'équa-
tion (1), tous les polynoémes ), sont de degré E, et que la fonction
entiére G(z) se réduise également & un polynéme de degré E au
plus.

Dans un article inséré au Bulletin de la Société mathématique de
France (*), M. Poincaré a démontré une propriété des fonctions de
genre E. L'¢noncé auquel il est parvenu est le suivant :

Dans une fonction entiére de genre E, le coefficient de «™, mul-

(*) Les principaux résultats contenus dans le présent Mémoire ont été pré-
sentés 4 I'Académie des Sciences dans un travail couronné en 1892 (grand prix
des Sciences mathématnques)

(%) Année 1883, pages 136 et suiv.
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tiplié par la racine E + 1% du produit des m premiers nombres,
tend vers séro quand m crolt indéfiniment.

Je me propose de compléter ce théoréme en étudiant, d'une fagon
générale, les relations qui lient les propriétés d'une fonction enticre &
la loi de décroissance des coefficients et, particulitrement, en démon-
irant la proposition inverse :

(m )

St le coefficient de x™ est moindre que s la fonction est, en

général, de genire moindre que 3.

PREMIERE PARTIE.

RELATIONS ENTRE LA LOI DE DECROISSANCE DES COEFFICIENTS ET
L'ORDRE DE GRAKDEUR DE LA FONCTION POUR LES GRANDES VALEURS
DE LA VARIABLE.

2. Le développement taylorien d’une fonction entiére cst caracte-
ris¢ (*) par cette circonstance que la racine mi™® du coefficient de ..
tend vers zéro quand m augmente indéficiment.

Si donc une fonction entiére F(ir) est donnée par le développe-
ment

(2) Fley=a,+a,x+...+a,2" +...,
le module de a, peul étre représenté par I’-’(”l—l)l”‘ 1 olt (m) esl positif

et infini avec m.
Pour obtenir une quantité supérieure au module de I'(x), nousx
remplacerons chaque terme de la séric (2) par son module, de sorte

que nous pourrons considérer @, comme égal a et x comme

I
. Ly (m)]™
réel et positif.

M) Huﬂnno, Essai sur U'étude des fonctions données par leur développe-
ment de Taylor, v* 6 (ce Journal, 4¢ série, t. VIII).
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Nous supposerons, cn outre, que ¢ () est unc fonction eontinue et

. o L. . . .
croissante, avec cette condition que Lg(m) + — soit, & partir d'une

certaine valeur de m, constamment croissant, quel que soit le
nombre k.

Dans les cas usuels, ces hypothéses se trouvent vérifiées d'elles-
mémes; mais on peut les supposer vérifiées dans le cas le plus général,
ila condition de remplacer, d’une maniére convenable, certains coef-
ficients @,, par des nombres plus grands, ce qui est permis, puisque
nous agrandissons ainsi la somme de la série (2).

En un mot, on peut déterminer une fonction 7 (/) au plus égale,
pour les valeurs entiéres de m2, au module de a,, (1’égalité ayant lieu
pour une infinité de ces. valeurs) et telle que 1a fonction

(3) 7(m) ="v7.(m)

satisfasse aux conditions que nous venons d’mdiquer.

—

3. A cet effet, soit @, le premier coefficient non nul. La quantité
P“{/E;
i Arng :
prendre nécessairement une valeur plus grande que toules les autres.
Soit m, l'indice correspondant. Pour les valeurs entiéres de m com-

prises entre m, et m,, nous prendrons comme valeurs de 7 (m) les

termes successifs d'une progression géométrique ayant pour premier
)

| ttm, |

» diminuant indéfiniment & mesure que m augmente, doil

1 .
terme —— et pour dernier
‘ @n, l

l m,—-l\n/a—m-

Ay,
leurs entiéres de m, mais les valeurs fractionnaires ou incommensu-
rables) & prendre pour y () une certaine exponentielle de la forme

. my—re [
=5 ot ’on aura a = l \ [
m,

Soit de méme m, I'indice plus grand que m, pour lequel la quan-

. m—m, [
tuél \/ o
am,

on prendra pour valeurs de y (m) les termes successifs d’une progres-

» dont la raison sera, par suite,

; ce quirevient (en faisant intervenir non seulement les va-

prend la plus grande valeur. Entre m = m, et m =m,,
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sion géomeétrique ayant pour premier terme | el pour dernier
ny

ng—rm,

- La raison de cetle progression, & savoir ~=|, sera plus

| Ay l ms

grande que la précédente, car 'inégalité

m,—-‘m./ Imi| < "'"VE;
an, apn,
A, Mo =y

am s

ou

A, | an,

ams am [l

m:—’\”/am, > In.—(‘/z,; )
A, A,

On considérera ensuite la valeur m; de m pour laquelle

peul s’écrire

m—msy
Zm

am,

sera le plus grand, et 'on continucra ainsi indéfiniment.

4. Au resle, ces opérations pcuvent se ramener i la construction
bien connue du polygone de Newton.
Pour cela on considérera m comme 'abscisse d'un point M ( fig.

dont I'ordonnée sera fournic par la valeur correspondante de L

m

Fig. 1.

.

o X I
B8 F
o

Nous aurons ainsi une suite indéfinic de points rcpmscntam les
différents coefficicnts de notre série.

Prenons alors unc demi-droite, tout d’abord paralléle 4 la parlie
négative de I'axe des y, et que nous ferons tourner autour du premier
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point représentatif dans le sens trigonomélrique jusqu'a ce qu'elle
passe par un ou plusieurs des points suivants. Ce sera le premier coté
AB de notre polygone. Pour obtenir le second, nous considérerons
une droite issue du point B ct que nous ferons tourner autour de ce
pount, cle.

Continuant ainsi 4 la maniére ordinaire, nous tracerons une ligne
brisée convexe ABC... d'une infinité de cdtés, qui passera par unc
infinit¢ de points représentatifs et laissera tous les autres en dessus.
Les coefﬁcients angulaires des cbtés pourront étre d'abord négatifs;
mais, & partir d’un certain moment, ils deviendront nécessairement
positifs et méme de plus en plus grands. '

I’ordonnée de cette ligne brisée représente le logarithme de la fonc-
tion 7 (i) définie au numéro précédent, et le cocfﬁclcnt angulaire
de 0\[ donne la valeur de Ly (m).

3. Nous voyons tout d’abord que 7 (m) est une fonction crois-
Y AUdud))
1(m)

résulte que la fonction o (m), laquelle a une dérivée, saaf en des
points isolés (*), est clle-méme constamment et indéfiniment crois-
sante.

En outre, m, étant un enticr quelconque, la fonction Ly (m) est,
entre m = m, et m = my+ 1, de la forme am — b, ot

sante, et de maniére que le rappor soit aussi croissant. Il en

a=Ly(m,+1)— Ly(m,), ‘
b =—(my + 1)Ly (my)+ myLy (my+71)
= my(m,+ 1)[Lg(my,+ 1) — Lo(m,)].

L(m) étant par suite de laforme a — —,I:;, laquantité Lo + ,—f; sera

(1) Si I'on voulait que y et par suite ¢ aient une dérivée pour toute valeur
de m (ce qui n'est pas nécessaire pour la suite), il suffirait de circonscrire au
polygone ABC... une courbe convexe, ce qui est évidemment possible, par
exemple 4 I’aide d’arcs de coniques se raccordant entre eux aux sommets succes-
sifs. On verrait aisément que les autres propriétés des fonctions y et ¢ subsiste-
raient dans ces nouvelles conditions.
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croissante si b > k. Ceci devant étre vrai quel que soit le nombre £,
pourvu que I'on prenne m, assez grand, nous avons 4 montrer quc
augmentce indéfiniment avec 7,.

Or b est constamment croissant, car I'inégalité

mLy(m+1)—(m+ 1)Ly (m)2(m — ) Ly(m)—mLy(m —1)
est équivalente a I'inégalité
Ly(m+1)—Ly(m)ZLy(m)— Ly(m—1).

D’aillears, si b restait inféricur 4 unce quantité fixe &, ‘on awrait

Lz(m +1)—Ly(m)< m
el, comme le second membre est le terme général d’une série conver-
geate, ¢ serait fini pour m infini, ce qui est contraire 4 nos hypo-
théses.

La fonction 3, définie comme il vient d'étre dit, remplit donc les
conditions (ue nous nous sommes imposées. Nous remarquerons que,
moyennant ces conditions, A ¢tant un nombre fixe supéricur d"aussi
peu (ue 'on veut & I'unité, on a, pour les grandes valeurs de /m,

. e (km) '
(1) e T

car la fonction

Ly(tm)-- L;(m)—;- — (

lm mn

considérée comme fonction de ¢, est croissante, d'aprés nos hypo-
théses, 4 partir de £=1, si m a ¢t pris suffisamment grand. Ktant

nulle pour ¢ =1, clle sera positive pour £ = A, d’ol résulte
e () m) o
‘o(m) > "> + m

6. Cela posé, soit §(«)la fonction inverse de 3, qui est également
une fonction positive, continue et croissante d’unc variable positive.
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/‘.'fii) dre
* ", le nombre ¢ étant

Je dis que F(x) croit moins vite que 1* e*
positif, mais aussi petit qu’'on le veut.

Pour le démontrer, soit ' un nombre supérieur & x. Dans la série
(qui représente F(z'), considérons le dernier terme qui soit plus
grand que t, c'est-ii-dire tel que ¢(m)< «'. Son rang m, sera le plus
grand entier contenu dans ¢ (z).

Ayant isolé les my premiers termes pour en former un premier
groupe, nous séparerons un second groupe allant depuis m = m,+ 1

jusqu’a la plus grande valeur de m qui satisfasse & I'inégalité

o(m)< w’(l + ;:—n),

valeur qui sera désignée par m,.
. » . m,
Le nombre m, augmentant indéfiniment avee , le rapport - tend
, .

vers I'unité, car Pinégalit¢ (4) montre que ce rapport ne saurait de-
meurer supérieur 4 aucun nombre A plus grand que t.

Enfin un troisitme groupe comprendra ce qui reste de la série
depuis le terme de rang m, + 1 jusqu’a Pinfini.

R . N , x’ m . .
Dans la combinaison F(x')— (—;) "F(x), les m, premiers termes

donneront une somme négative. Quant aux termes suivants, le terme

en 24 donnera
. \ 1t
S +-h X
a//l.,+/1a’ ot [I - (:,;7) ]'

A3

A\ = k(= . . of
Remplacons (g—,) = ) par la quantité plus petite 1 — h[;('%) ;

" . z' . )
nous voyons qu’il nous reste le produit de L(;) par une somme de
termes de la forme ha,, , o™+,

Considérons d'abord les termes du deuxiéme groupe. a,, ,, 2"+

¢tant inféricur 4 1, la somme correspondante sera moindre que
(my— m,)? ‘e ;
-t . Or nous pouvons supposer que F(a") est supéricur &

B! Ny .
f i".' dx' f s Uf—, dm
¢ X )
‘ b

=e

Journ. de Math. (4 séric), tome IX, — Fasc. LI, 1893, . 23
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sans quoi le théoréme scrait démontré; et nous allons voir que dans
(m, mo)
F(a') ~ »
D’abord il nous suffit de nous occupu‘ de g2, )’ puisque -jj—‘ tend
e/ (m) "
0

ces conditions le rapport tend vers zéro.

vers 1. Orla quantité = est, & partir d’un certain moment, plus

f( ,
3. : .3 : .
grande que =, puisque la fonction Ly(m)+ - est croissante. Par
m ‘ tH
me'im) i R
. . ' Yyl Y »
suite Uintégrale ¢/ # " cst plus grande que A m®, A étantunc con-
[””n my(m

- - dm

stante diﬂ'ércntc deo. F(«') étant supposé plus.grand que e #'
le rapport | ( ) tend bien vers zéro.
Dans les termes du troisitme groupe, « ek est moindre que
P /n,+/1
1 my+h Coar . T,
—— - Ges termes donnent donc une somme inféricure a
m
. ~ 1 ;o
fa somch/z 7= (m,+ 1), laquelle est, comme la préce-

T
mg

dente, de Ia forme e ()3 de sorte que Pon peut éerire

s [ e

Syt
Prenons les logarithmes, divisons par L( > )«‘L faisons tendre i«

VCI's 0y NnNous aurons

~ L F
(5) m; <+ur+%
ce qni, en intégrant, donne hien (')
fi(—i-' da
(6) Flry< Aeted ¥

A détant fini.

(') Plus exaclement, nous voyons cue, pour les valeurs de 2 plus grandes
f?.‘ff .
qu’une cerlaine limile, ou hien F (') est moindre quee’ ™ ou bien on a
l"inégalité (5). Ceci suffit manifestement pour que I'inégalité (6) soit constam-
ment vérifice,
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Par exemple, pour la fonction

' o
’ - N . t, H
(7) A(x)y=Xq"a",  1gi<s
m=0
[qui est une moiti¢ du développement d’une fonction 4(z) ot Pon
inZ »

. .t
aurait posc e Y= .1:], on a

” N e goiht
o(m)y=1

. 1 \
(cn désignant par 7 le module de ,7), d’ou

In apphiquant le théoréme précédent, on voit que F(a) augmenté
Lyde L
indéfiniment moins vite que ¢/ " " == ¢ ce qui est bien conforme
anx resultals fonrnis par la théorie des fonctions elliptiques ().

7. Envisageons en particalicer le cas o Uon a
bal

g 1< 1
(8) Iamlz(_”_i!").;"’
x ¢tant un nombre positif quelconcgue.
Les formales connues pour Papproximation de la fonction I' nous
montrenl que cette expression est de la forme v

A.et/ri +1)%

P (nu-g)

(m+|)£~

(") Les formules connues correspondant i Paddition des périodes dans la
fonctinon 0 donnent

L2

Flry< Aettr,

La limite donngée par le théoréme précédent est done un peu trop élevée, ce dont
il sera rendu compte plus loin,
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k étant fini, de sorle que nous pouvons prendre

.J(m) (m)
H étant une constante.
1
Y(x) sera de la forme Hw* et Pintégrale f”’(x; T2 de aura la

méme forme. Nous arrivons donc & 'énoncé suivant :

Si le coefficient de a™ est moindre que -—-—~—,—5, la fonction croit

C

motns vite que ¢, ot H est une certaine eonstante.

8. Au reste, dans ce cas particulier, on arriverait i la méme con-
clusion par la comparaison directe des deux séries

!‘L'I"
X itaain
(laquc]le, envertu des propriétés de la fonction I, peut élre subsliluée

dans notre raisonnement & ¥, - n ,)J ), el

l’(H- //)

~ n . . e .

in posant — == m’ ct comparant les parties des deux séries qui cor-
respondent aux valeurs de m et de m' comprises entre les mémes
limiles, on reconnait aisément que, pour > 1, ona

] L
. _..*'%_. S / " * .
Fima-1) >~ 7

et, pour ¢ <1,

x™ N .
e < l; (‘. ) ;L" e“"
I'(ma 1) X7

. ‘1 Ce . I
o, bien entendu, E { - ) désigne le plus grand entier contenu dans ~-
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Enfin, si « cst un nombre entier, on peut mettre ce résultat en évi-
dence par I'emploi de la formule

. m ' 2 27 t Y Ot .
(9) E("m“:(m“-'f., f f g et Db Sun gl ...d,_,,

ou F,_, est une fonction finie.
On peut démontrer cette formule en partant de la remarque sui-
vante :
Si
fi(zx)=a,+a,c+...+aps" +...
et
fo(z)=b, + bz 4...+ bpa™ +...

désignent des séries entiéres, la valeur de la série
.fs ('c) = ao/’o -+ @ bgw +...+ a,,,b,,,.’l}m b oeee

sera donnée par I'intégrale définie

(10) Fiey== 5 [k o) fuwtre ) i,

u. désignant un exposant quelconque compris entre o el 1.
D’aprés cela, supposons la formule (9) démontrée pour une certaine
valeur de «. Nous pourrons, dans I'égalité (10), faire f,(x) =7,
. . an ] o - .
fo(x) = E OnIavee = o Cette égalité prendra bien alors la
forme

.

— m 1 kX4 217.. 27 __l_ly 0,0 b
%t F A0y 0yy ... 9, .
Sov=am) | o e v by ... b,
' . 0 0 0

pourva ue ’on pose
i,
Fa(.on 0, ..., Oa) =etge _“ Fa—t(ﬂn Oy ey lqy )-

La formule (9) conduit d’ailleurs précisément 4 'évaluation pré-



182 1. THADAMARD.

’ g . -l'l” 9 ’ o
cédemment obtenue pour la séric Z T Cr intégrale ui figure
au second membre est évidemment plus petite que ', o M est le
module maximum de I, _,.

9. Inversemenl, on peut chercher la loi de décroissance des coef-
ficients, connaissant la loi de croissance de la fonction pourles grandes
valeurs de z.

Dans son Mémoire précédemment cité, M. Poincaré résout cetie
question pour le cas particulier des fonctions que nous venons de con-
sidérer aux deux numéros précédents, en introduisant une fonction
enti¢re auxiliaire ('), )

() W(x)= [ " F(r)d,

L]

Pintégrale élant prise sur la partic positive de Paxe réel ou suivant un
chemin équivalent.

On peat étendre cette méthode au cas le plus général o, par
exemple (V élant une fonction quelconque positive et indéfiniment
eroissante avee la variable), la fonction I est supposée croitre moins
vite que ¥ 11 faudrea de méme considérer 'intégrale

(12) ' D) =/m/?"v"”]“(l.n) dt,

0

(") Nous transformons, par un changement de variable, Texpression de
M. Poincaré. Sous cette nouvelle forme, les fonctions (11) et (12) présentent une
remarquable analogie avec les expressions que j'ai considérées dans un Mémaire
précédent ([ssai sur Uétade des fonctions données par leur développement de
Taylor, n** 35-37). En ccl endroit, lintegrale est prise entre les limites o et 1
la fonclion ainsi obtenue w’admet alors d'autres points singuliers (ue ceux de F,
et il nest besoin que d'hypothéses trés simples sur la fonction désignée par
V(¢). Dans le cas actueb, l'inlégrale, élant prise entre o el oz, est en général
infinic; mais, toutes les fois qu'elle est finie, elle représente une fonction entiére,
ainsi qu’on le verrait par une discussion analogue & celle que ['ai présentée i
I'endroit cité.
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. O . . .
dans laquelle § est une fonction de ¢ telle que le rapport ; soit infini

avec {, par exemple (L zou '+,

Cette intégrale est finie, quel que soit x, et représente une fonction
entiére. Il en résulte immédiatement que les coefficients a,, de F(c)
sont plus petits que les inverses des quantités successives

(13) [(erma

vy

Pour voir la loi de décroissance de a,, il suffira donc d’étudier la
maniére dont varie la quantité (13) lorsque m aogmente indéfini-
ment. ‘

Mais on peut arriver au méme résultat plus directement par la
simple considération des intégrales définies qui fournissent les coefli-
cients lorsqu’on donne les valeurs de la fonction

o l’(,)d.
&y == .“:.' e T oomLl

Si, en effet, on prend pour le contour C une cireonférence de rayon
R, on voil que @, est moindre que

ViR,
€
(14) c_.
: R

10. Dans cetie expression, le rayon R est entiérement arbitraire.
‘isons R—=U{m), en désignant par U la fonction mverse de V;

N Y o py s €
1nous \'ny(ms (ue | \//(l,,,i est inféricur a ij_ ‘-,-’—l,'

Pour V{R) = R*, ceci donne bienle résultat obtenn par M. Poin-

cart, et dapris fequel | | Vit ;;-
On voit encore, par ce procédé, que, dans le développement de ¢,

On i

[ g ‘' m
lami<{ - ) 3

o llm
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et, en général, la série qui donnc le développement de

er
o

c

(le nombre des exponenticlles superposées élant @) a ses coefficients
plus petits que ceux de la série

_(ex)”
Z (LL. . Lm)y~

(le nombre des signes L étant g —1).

11. Mais cette maniére d’opérer donne pour a, une limite trop
élevée. Pour obtenir une limite plus approchée, posons

(R
V(R)= [ aR

et cherchons le minimum de Pexpression (14). 11 vient, en prenant fa
dérivée,
Y(Ry==m,

ou bien (% ¢tant la fonction inverse de §)
R==¢(m)

et, pour cette valeur de R, Uexpression (14) devient

mgim
f Fm dmn
e o m)

1 SRS
(r3) w )

1
Supposons que la fonction $(x) croisse plus vile que x*. La fonc-
tion ¢(m) croit moins vile que m*, de sorte que I'on a

/2 eesm

Il peut arriver que la fonction ¢ augmente plus vite que n’importe
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quelle puissance de . Dans ce cas, on peul considérer @ comme
nfiniment petit et écrive

/l >(|—-=)J(m)

Ceci peut étre considéré comme la réciproque du théoréme dé-
montré au n° 6. On peut donc dire que, dans ce cas, ce théoréme
doune la véritable relation cherchée.

Si la fonction ¥ croit plus lentement que loute puissance de la va-
riable, et par suite 2 plus vite que n'importe laquelle de ces pois-
sanees, les transformations précédentes de Uexpression (15) ne sonl
plus applicables.

Si o) est i croissance moins rapide que celle de e™ ) on aura

2 (m) / 3
«(”UL «(m\ dm | Ll‘f(’” "<
¢ on résultera
m (m
(,5” b L lehag(m)
ou
msy (m) i/
“z(m) < Eia llm I/It Lz(m)],

m - - i . . - .
et |'Va, est moindre que - ———-- C'est le cas de la fonction 3(.x) éLu-

= (m)m
di¢e au n° 6.

Enfin, si la fonction 7 est, pour | les grandes valeurs de m, supéricure
i toute fonction de la forme , on peut aflirmer en tout cas que
s
Y, eslinférieur 4 -( —
En effet Pexpression (£5) peut s’éerire

’mqi m)
e ey dm—mb.gum) e—«fl.:,umulm’

-—

Journ. de Math. (4* séric), tome IX — Fasc. 11, 18y3. 2
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Or, fétant nne fonction quelconque a dérivée croissante, on a
m . (m m

. : e 6 .. ,
car f(m) -/(’;.‘) est de la forme f;f (';': -+ :—l) En intégrant ('),
il en résulte

f[(_m)dm > m_/'(':)
in posant f(rn) = Lz (m), on obtient hien

~ fL;(modm

e < — s

12. Nous allons maintenant nous occuper d’une certaine classe de
fonctions «ui jouent un grand réle dans I'étude des fonctions entiéres :
je veux parler des fonctions de la forme «“7, 0d G est lni-méme une
fonction entiére.

Le module d’une parcille fonction dépendant de Ia partie réclle de
(i(:x), nous présenterons tout d'abord quelques remarques sur la
partie réelle d’une fonetion entiére.

Soit

(2) Flxy—a,+a,x+...+a,r"+...

une fonction holomorphe dans un cercle C ayant pour centre Vorigine
et pour rayon R; P la partie réelle de cette fonction au point .o = Re®
de ce cerele. Le coefficient a,, sera donné par la formule

rrd

. ; 23 ]
(16) U= - i P e-md ),
3 WA

Faisons croitre R indéfiniment et supposons que P reste algébri-

(') Nous négligeons la constante d’intégration, qui donne dans fe resultat
final un facteur constant,
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quement (ainsi il faut remarcquer qu'il n’est rien supposé sur les va-
leurs négatives de ') inféricur it R ol A est un certain exposant
positif, soit

(17) P <R

Je dis que F est un polynoéme de degré auplus égal a A,

Partageons, en cffet, la circonférence du cercle Cen deux parties :
F'une C,, formée par I'ensemble des ares ot P est positif; Pautre C,,
comprenant tous les arcs ot celte quantité est négative. Soient I, I'in-

tégrale f P db considérée le long de C,; I, Vintégrale [ - P d) prise
le Jong de C,.

Iy
Le rapport 7 tendra vers zéro pour i > h, daprés les hypothéses

I,
faites sur I’; et il en sera de méme pout 55 car la différence I, — 1,

‘Ill
esl une constante, i savoir la partic réelle de 27 a,,.
Or la formule (16) montre que le module du coefficient @, cst infé-

I
rieur i l-’:" Ce cocflicicnt ne peut donc étre (que nul.

kn particulier, pour %2 =1, on voit que, si la partie réelle d’unc
fonction croit moins vite que le module de la variable, la fonction se
réduit & une simple constante.

15. Nous avons suppos¢ que l'inégalité (r7) avait licu pour toutes
les valenrs suffisatnment grandes de la variable ; mais nous remarque-
rons que cetle hypothése n’est point complélement nécessaire. Les
raisonnements précédents sont valables dés que 'on peut Lrouver une
suite infinie de circonférences G dont les rayons aillent en angmentant
indéfiniment et sur lesquelles Uinégalité (17) soit vérifice.

14. Revenons mainienant aux fonctions considérées an n° 7. Il
sera préférable ici d'introduire, au licu du nombre o, son inverse,
«que nous désignerons par la lettre A, de sorte que 'on aura, pour les
grandes valeurs de «

(18) | F ()] < M,
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Supposons qu’une pareille fonction soil de la forme ¢ : la partic
réelle de G(x) devra rester algébriquement plus petite que |, et
par suile la fonction G () ne peat étre (qu'un polyndme. En particu-
lier, si A est plus petit que 1, la fonclion G doit se réduire & une con-
stante,

Ainsiy lorsqu’une fonction ¥(.x) est de la forme ¢, les coe fJi-
cients de son développement ne peusent pas décroltre plies vite que

(7:—!3;, & moins que G (2) ne soitl un polyndme.

Il en serait de méme si F(.r) élait de la forme @) 54 (la lottre o
représentant un polyndome quelconque); car la multiplication ou la
division par un polynéme n'altérent pas le fait exprimé par Iinéga-

lite (18).

15. Les résultats précédents présentent cette particularité de ne
pas changer si Fon ajoute a la fonction ¥ () un polynéome quel-
conque; aussi peuvent-ils servira démontrer, du moins pour les fonce-
tions (ui satisfont 4 la condition (8) (n®7), le théoréme connu de
M. Picard (') sur les fonclions entiéres.

Considérons d’abord une fonction entiére I dont les coefficients
vérifient la condition (8) avee 2> 1. Le nombre A sera plus pelit
que 1 et il sera impossible que F soit de la forme @25, du moins si G
ne se réduit pas a une constante. L'équation I¥ = o admettra done une:
infinité de racines, etil en sera ¢videmment de méme pour I'équation
F(e)=P(x), oit P est un polyndme quelconque.

Clest par exemple le cas de la fonction 5 définic par I'égalité (7).

(n" 6).

16. Supposons maintenant z quelconque, et soit E Uentier immé-

. ’ [ . l . . ‘
diatement supérieur & - Llidentité

(19) F() =)+ 4(r) o

pourra avoir lieu, mais G devra étreun polyndme de degré IS au plus.

(") Annales scientifiques de U Eeole Normale supéricare, 5 série, t. I\:
1880.
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Or, dans ces conditions, l'identité (19) ne peut avoir licu de deux
facons différentes, car c’est un fait bien connu que ’équation

(20) Pr+@(x)e™ 4+ P () + ¢, (£)e"+,. . =0,

oa P, Py ..., 0,2, ..., G, G, sont des polynomes, n’admet pas
d’autre solution que ses solutions banales.

On peut méme ajouter que si Iy, IF,, I;, ... sont des fonctions en-
ticres dont les coefficients vérifient toujours la condition (8) et qui
n’ont chacune qu'unnombre fini de zéros, la somme F, + F, + IF, +...
aura nécessairement un nombre infini de racines, & moins que ¥,
F,, ... ne soient identiques 4 des facteurs constanls et & des poly-
nomes pres. Cela résulte de la méme proposition relative & 'équa-
tion (20).

17. La fonction I ¢tant donnée, on peut résoudre I'équation (1¢)
dés que P'on connait le degré de P (). I suffiva pour cela de différen-
tier un nombre de fois supéricur a ce degre. Le second membre
prendra la forme Qe (oli Q sera un nouveau polynéme), et, par con-
s¢quent, devea admettre un nombre (ini de racines. Sil’on a oblenu
cos vacines, on connaitra les polyndmes Q ct (5, el la résolution
d’équations lin¢aires fera connaitre ¢.

En faisant, par exemple, P constant, on pourra, par ce procédé,
reconnaitre si I'équation

' F=a+qe*

estpossible, ct de la résoudre s'il y a licu. On n’aura qu’une seule dé-
rivée i prendre, ct il viendra

Q=&+ G'q.

in égalant,-dans cette identité, les coefficients de chaque puissance
de .z, on aura une séric d’é¢quations lincaires auxquelles devront satis-
faire les coefficients de ¢.

Dans un grand nombre de cas, on pourra reconnaitre immédiate-
ment que Péquation (rg) est impossible.
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Faisons, par exemple,

F(z)= l‘(: =T(x)sinmx.

D’aprs les propositions connues relatives & la fonction T, le poly-
nome G devrait ére da pl'cmlcr degré, cc ([lll est contraire & ce fait
que la fonclion F croit comme |.7'|Lu| Donc les ¢quations

-~
U3

o © = . jours une
ro a0 (), l‘(; T+ ksine =@(x), ... ont toujours u
inﬁniu de racines.

n géncral, pareil fait sc produira tountes les fois que I angmentera

,_’ k1

plus vite que ¢**” el moins vite que ¢, quelque grand que soit k.

18. Les considérations précédentes démontrent le théoreme de
M. Picard pour toutes les fonctions salisfaisant & la condition (8).
Clest, d'aprés lc théoréme de M. Poincar¢, le cas de toutes les fone-
tions (qui ont un genre fini.

On peut Ltcndlc unc partie de ces conclusions a des fonctions de
genre infini au moyen d'un raisonnement devenu classique dans cette
théorie. On sait, en effet, que, si la fonction

I (x) = e,
qui n’a aueun zéro, élait telle que 'équation F () = 1 w’admetie non

plus aucune solution, on en conclurail immédiatement que les mémes
propriétés apparticnnent & la fonction

F .'l/" = ], ("‘ €.
() 2im 3()
Si, d’ailleurs, I¥ croit moins vite (que ¢¥®), on peul déduire de notre

théorie que I, croitra moins vite que ().
FFormons alors la suite des fonctions

./4 =c", fa = ce', fs = 30“1’

Si la fonction donnée I est dépassée par une fonetion £, de cette
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suite, il suffira d’appliquer m fois le raisonnement précédent pour ra-
mener I & vérifier la condition (8).

Mais, mé¢me 4 I'aide de extension préeédente, la démonstration ne
s'applique pas 4 une fonction queleonque; car on peut former unc
fonction entiére croissant plus vite que n’importe quclle fonction £,
On pourra, par exemple, procéder de la facon suivante :

Ayant pris unc suite de nombres ¢,, ¢,, ..., &, ... (qui tendent
vers zéro, on appellera m, le plus petit entier tel que la racine m,*®e
du cocfficient de z™ dans f,(ic) soit plus petite que ¢,, puis m, le plus
petit catier tel que la racine m, @ du coefficient de ™ dans f,(x)
soit plus petite que ¢,, et ainsi de suile.

in écrivant les termes de £, jusqu’au rang m, — 1, puis les termes
de f, depuis le rang m, jusqu’au rang m, — s, puis les termes de f,
depuis le terme de rang m, jusqu’au terme de rang m; —1, ..., on
obticndra une fonction entiére qui jouira manifestement des proprié-
tés demanddées.

DEUGXIEME PARTIE.

RECHERCHE DE L'ORDHE DE GHANDEUR DES RACINES ET DU GENBE.

19. Les résultats obtenus dans notre premicre Partic permellent
de compléter les conclusions de M. Poincaré, dans le cas des fonctions
de genre zéro.

Soit, en cffet,

li,(x)z(,_%)(l——) (I—‘L—l’)

unc fonction de genre zéro, ct7(p)une fonclion positive et croissante
telle qque le module 5, de «, soit supéricur a%(p). Nous supposerons
de plus que o (p) soit supériear 4 p* (otr 2 est un nombre plus grand
 24p)

que 1), ct cela de telle maniére que le rappor = s0it croissant, mais

#(p) décroissant.

a+’

le rapport =X
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l.e module de F ne peut dépasser la quantité

O e R 01 | K= 1 B )

oi [ est le module de .
Pour évaluer Ify, prenons les dérivées logarithmiques des deux
metnbres de Péquation (21); nous trouvons

, { i .
"’)) L 0(1{) (ISQ:E -+ ;1’—(-93‘_*-:—‘—{ +...4 "(/’) IR

Soil Y la fonclion inverse de ¢ et, dans le sccond membre, isolons

o
les pe == Y(RR) premiers termes. Leur sommne sera moindre (ue -‘ ).

Quant a lasomme des termes qui restent, clle est inféricure i

] I
=
¢(po) S(Po+1)

. . L) Ly} . L IR : e

Cette deeniére quantilé s’évalue a Taide des procédés employés
dans la théorie ¢lémentaire des séries. On la remplace toul d'abord
par la somme

y (L=1)py (&-- ‘)/’u (—¢ )P
23 A —_—
(24) g) T elpe) T e(fp) T

ot ¢ estun nombre quelconque plus grand que 1. D'ailleurs, les hy-
pothéses relatives i la fonction g donm nt

G (&pe) > 65 9(po)s

ol (o = o — 2). Lasérie (23) ¢st done moindre que

1)1)0 Y l" l—l)
»r=0

(L —1
[.e second facteur ~t—i—(,--—-~) a pour limite ?——— lorsque ¢ tend
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vers 1, de sorte que la séric (23) peut étre remplacée par

14+t Py _1+s"J(R)
a—19(p) 2—1 R

1 vient done(*)

41 $(R)
dR ™ R
ou
a4+t g(_al__)
(24) l{)< g

20. Ainsi le module de F ne peut croitre plus vite que le second
membre de Pinégalité précédente.
Si maintenant nous appliquons les conclusions du n® 14, en suppo-

sant, pour fixer lesidées, que a soil fini, nous voyons que la racine
x

(a—l )
< m
‘\z2+:=

» puisque 3(m) croit moins vile que 7> **.

mi“"® du coefficient @,, cst moindre que

(ez )5'
+2
a_l

- ce (i peutencore

s'éerire

(') La limite ainsi obtenue est trop élevée. On peut, dans la plupart des

cas, en obtenir une plus approchée en formant un second groupe avec les termes
1
de la série (22) dont le rang est compris entre $(R) et 2% 4(R), lesquels sont
1
tous plus petits que — R’ puis un troisiéme groupe allant du rang 2* ¢(R) au
1

rang 3% 4 (R), les termes étant alors plus petits que 3B Aprés séparation d'un

certain nombre de ces groupes, on calcule le reste de la série comme il a été ex-

pliqué. On trouve ainsi pour la série (22) [en laissant de coté le facteur ?([?)

a -~
I 5 —-3
]es]imites._z___l__.__..i_e 1+’2_+¢__!_+=
2 ’2 6 3 Sy s0 0

Pour 2 =2, le coefficient de ‘—"—(»——) serail (au lerme :z prés)

L LI
;—I—G—l—z 1,88...

au lieu de 2. .

Journ. de Math. (4 série), tome IX. — Fasc. II, 1893. 2)
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21. Nous allons maintenant nous occuper de la question inverse ct
chercher comment on peut obtenir la loi de distribution des racines
quand on connait la loi des cocfficients.

Cette recherche repose sur les formules que j’ai données dans un
précédent travail ('), et qui permettent de calculer les zéros succes-
sifs d'unc fonclion a I'aide des cocfficients de son développement. Je
vais tout d’abord résumer succinctement la marche suivie pour arriver
a ces formules, en renvoyant pour les détails au Mémoire dont je viens
de patler.

On commence par introduire une définition, celle de la limite supé-
rieure d’une suite telle que

(25) Uyy Uy ey Upy -0y

pour i infini (les  étant des nombres réels).

(Zest la plus petite quantité qui ne soit pas dépassée, ou du moins
soit infiniment peu dépassée par les Lermes de la suite (25) & indices
infiniment grands; ou encore, cette limite supéricure £ est le plus grand
nombre jouissant de cette propriété que dans la suite (25) on puissc
irouver une séric indéfinie de termes Lendant vers /.

Dans un grand nombre de cas, [ est la scule quantité satisfaisant i
cette derniére condition. Alors [ est, pour la suite (23), une limite,
au sens ordinaire du mot. Nous exprimerons souvent ce fait en disant
cque les termes de la suite (25) tendent réguliérement vers (.

La notion de limite supérieure fournit d’abord une cexpression du
rayon de convergence d’une série entitre quelconcue

(2) F(x)=a,+a,c+...4+ apz"™+....

1l suffit, en effet, de former la suite

]aul7 |§/;‘:'1 ceey I”UZ:I’

(") Essai sur Uétude des fonctions données par leur développement de
Taylor, st et 2¢ Pacties (ce Journal, 4e série, t. VIII; 189g2).
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Soit { la limite supérieure (supposée finie) de cetie suite. Le rayon

’ ] 1
cherché est donné par la formule 5 = -

22. Proposons-nous maintenant d’exprimer que les points singu-
liers situés sur le cercle de rayon ; sont des péles an nombre de P
( chaque péle étant compté avec son degré de multiplicité).

5’1l en est ainsi, on pourra débarrasser la fonction de ces poles en
la multipliant par un polynéme de degré P

R =14+A"r 4+...+ A%z’
et la nouvelle série ainsi obtenue
F,=Xb,«™
sera convergente dans un cercle de rayon o' > ¢, de sorte qu'on pourra
éerire

v
-

C s L 0( 5|
( 2()) b,,,+|' =, + Auldm-&l’-l +...+ Aw.am = [—SL?—-’-J ’

oit § est de module inférieur 1 et € un infiniment petit.

Réciproquement, s’il existe des nombres Al A, ..., A" jouissant
de la propriété précédente, la fonction donnée ne pourra posséder sur
le cercle primitif d’autres points singuliers que des poles, dont les af-
fixes scront racines de P'équation

(27) 1+AY0 .. .+ A%2" =o.

Elle admettra bien tous ces poles s'il est impossible de trouver un

polynome de degré moindre que P et remplissant les mémes condi-
lions.

23. Considérons alors le déterminant symétrique d’ordre p +1

Upn  Qmyy oo Gy

( 28 ) Dm,p — Qs A2 ces Umipsy

o o .



196 J. HADAMARD.

p étant un entier quelconque. Nous désignerons par /[, la limite supé-
ricure de 'y|D,, ,| pour un infini (p restant fixe).

Tout d’abord, quels que soient les pom(q singuliers de nolrr- fonc-
Lion sur son cercle de convergence, [, ne peut dt-pacscr( j » d'aprés

ce qui a été supposé sur I'ordre de grandeur de «,,.

Mais, si le polynome @, existe, nous trouverons pour /, une valeur
nécessairement moindre que la limite précédente. Car on pourra, dans
la derniére eolonne du déterminant (28), remplacer les a par les b de

méme indice, lesquels sont inférieurs a ( ———) i viendra donc

l 5

A
\\

24. Inversement, suppos;)lls que inégalité
(200 (< i

soit vérifice pour p = P. mais non pour aucune valeur moindre de p.
. P
3

En particulier, la quantité {1, | a pour limite supéricure ¥
On démontre tout dabord qu'elle tend réguliérement vers cette
limite; puis on détermine les coefficients A, ..., AL par les équa-
tions
Cpp +A ey, +...+A%a, =o,
Upopey + A,:(t,,w,, T .'\::"Cl,,_i,, = 0.

........ s 0

Ty P 4P —_
Aporpy + “\;,; Ay prpg oo+ ‘\m Aoy = 0.

m

Si I'on fait augmenter m indéfiniment, on constaleque A, , A% ...
A™ tendent respectivement versdes limites A, A% .. AT ,_lcsquello.s
vérifient les équations (26) en prenant pour ;" la valeur fournie par

’,

La fonction, considérée sur le cercle de rayon ¢, admet donc au plus
P péles, les racines de Péquation (27). Elle les admet dailleurs tous.
sans quoi Pinégalité (29) serait vérifiée pour p < P.

A . J
Péquation L, = -, ,-
7
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Soicnt z = &,, £ = L., .. y &=, ... les différents poles de notre
fonction, rangés par ordre de module croissant (les poles de module
égal étant rangés dans un ordre arbitraire); g,y €2y - -y £y - - Jeurs
modules. Les P premiers de ces modules seront tous égaux a g, de
sorte que I'on aura, pour toutes les valeurs de p inférieurs & P, I'équa-
tion

(30) — =
‘ 1Pz cp

25. Considérons maintenantles valeurs de p supérieurcs aP.Pour
une quelconque de ces valeurs, [, sera au plus égal a W’ et cela

qurls que soient les points singuliers situés sur le cerele de rayon g,
ainsi qu'on le voit en ansform.mt a Taide des équalions (26) les
p — P + 1 derniéres colonnes du déterminant (28).

Mais si ces points singuliers sont des pdles au nombre de P, une
nouvelle réduction se produira pour p =P + P’; car il exlstera un
polynome de degré¢ P + 1,

Cop=1+4 BV ... 4+ B,
tel que la série Fy = @' F = X¢,,2” ait un rayon de convergence ;" su-
péricur a ¢". Comme dans le déterminant D, ,,, on peut remplacer les
¢léments de la derniére celonne par les ¢ de méme indice, on voit quc

14 . 1 [

lp.p e peul étre supérieur a ——p—-
e

[nversement, considérant la suite des valeurs de p a partir de

p =P, on en rencontrera d’abord un certain nombre (qui peuvent

al e soditre A — P A
dailleurs se réduire 4 ume seule, p = P) pouc lesquelles /, est égal
: I
a o

Si aprés cette séric de valeurs en survient une, p = P + P, pour
T . 1 P . .

laquelle /, soit égal & o oll p” est supérieur & g, celte circon-

stance dénotera, comme on le démontre a I'aide de raisonnements

analogues aux précédents, la présence de P’ poles sur le cercle de
rayon ¢’

]
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Les modaules ¢,_,, -.., #.» sont donc tous égaux a o', et, par suite,
on aura pour les valeurs de p comprises entre P et P + P’ inclusive-
ment

I 1

Pipr--. s PP

c’est-a-dire 'équation (30), d’aprés ce que nous saivons sur les nom-
bresl, ..., L,,.

Ayant ainsi étudié les valeurs de l,, jusqu'a p =P + P, on consi-
dérera les valeurs suivanles, et ainsi de suite indéfiniment.

On constate tout d’abord par ce procédé que le rapport ﬁ‘t;‘ ne vi
P

jamais en diminuant. La condition nécessaire et suffisanie pour que
notre fonction soit méromorphe dans tout le plan est que ce rapport
augmente indéfiniment. 81l en est ainsi, les raisonnements préce-
. {y .
dents, appliqués aux valeurs de p pour lesquelles le rapport 5= pré-
r

sente une croissance, permettent de calculer les affixes des différents
poles. Mais nous n’avons besoin, pour ce qui va suivre, que des mo-
dules de ces poles.

A ce point de vue nos conclusions peuvent se résumer dans I'énonceé
suivant :

L'équation (30) est générale.

26. Ayant appris i calculer les poles d’une fonction F(ix) donnée
par un développement taylorien quelconque, nous sommes & méme de
résoudre le méme probléme pour les zéros d'unc tr-llc fonetion, car
ces zéros me sont autres que les poles de la fonction &— (

Le calcul des cocfficients d'une fonetion i Vaide des cocflicicnl,s de
son inverse n’offre aucune difficulté.

Soit, comme précédemment, la fonction

(2) F(e)=a,+ ¢\ +...+ apz™+...,

dans laquelle seulement ¢, est supposé différent de zéro. On multipliera
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cette série par la série
[f(x)=Cy+Cz+...4+Cpz"+...,

et, en égalant a zéro les coefficicnts de la série produit, & partir du
second, on déterminera C,, C,, ..., ctc. Des valeurs ainsi trouvées
on déduit aisément I'expression du déterminant D,, , formé, comme
nous P'avons expliqué, 4 1'aide des coefficients de la série f(«). On
trouve ainsi pour ce déterminant la valeur

( m(p—-l)+’”p;'” Em,p

" ') Pl ’

ot l'on a posé

' Cpry a, @ o0 . ... 0

(31) Ep,=

a,”+2p ¢ 000 . o " . * o o ap+'

el Péquation (30) devient, en y changeant p en p +1,

(32) ———— =l,=limsup ‘m/l Enp|
PP+« - Fp+i P mew l Iagu-zm-l

$19 P2y + oy Ppy -+ - désignant cette fois les modules des zéros«de F(x).
Telle est la formule dont nous avions hesoin de rappeler la démon-
stration et qui va nous servir de point de départ.

.

27. Supposons que F(z) soit une fonction entiére et que le cocffi-

= |‘;ol limsup. V[E,,,[,

m=w

cient a,, soit moindre que

*/(in) = ?(;2),“, olg(m) est une fonction

positive indéfiniment croissante de 7. Nous admettrons en outre que
em i
le rapport L2+ 1)
7.(me)
gitime, d’aprés ce qui a été expliqué aux n° 3-5.
Nous aurons un maximum du déterminant E,, ,, défini par la for-

est constamment croissant, hypothése toujourslé-
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mule (31), en y considérant tous les termes comme positifs el rempla-

cant chaque coefficient a,, par la valeur corrcspondante de _/(——:7‘5,
autrement dit en imaginant que dans le déterminant )
! s 1 1 o - °
Hp+1) 7(p) 1.(0)
] 1 ’ 1 _ 1 o . o
mp+2)  yp+) 7). zl0) -
s 3 ¥
(33) A= Ty e IR e e e
! L
¥.(m+p) 700
1 ]
T TPEaY

on convicnne de prendre tous les termes avec le signe +-.
Dans le déterminant (33), I'élément a; , correspondant & la colonne
de rang i et 4 la ligne de rang k est égal & zérosi i —k>p+1 el i

] .
Ty ey ey dans le cas contraire. Le nombre des termes est
. (Siunnad

(p+2)y='(p+1)!

Je dis que le plus grand terme est celui qui correspond 4 la diago-
nale principale.

Effectivement tout autre terme que celui-la présente au moins une
inversion, suivant la locution usitée dans la théorie élémentaire des
déterinants. 1l contient done en facteurs deux éléments ;. ¢ 4 tels
que i<y kK. Sia ceproduil on substitue le produil @;4.a; ,
on obtient un autre terme du déterminant, ct ce nouveau Lerme est
plus grand que le précédent. Ceci résalte de ce que le rapport
drop . fApH1+k—1i)

are  p(pH1+k—i—i)
théses faites sur la fonction 7. Il en est de méme des rapports

est croissant avec k&, dapres les hypo-
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Qisa, /e ap k . o Qi ke .
Bnk, L., 20K et par suite de leur produit ~“£. On a donc bien
Aotk Aimy ke Qi

ay > Qi k .
a; i A,k

Le plus grand terme est donc celui qui ne renferme pas d'inversion,
c’est-i-dire le Lerme principal.
1l en résulte

. ) n_ i mep-1
[Enp|S(p+0)t(p +2)" [m]

<«<_pP+2
= Jao|.7(p+1)

Mais le produit g, p, ... p,,, est égal & 7'; Le plus grand facteur de ce

P . . . Py . qe
produit, a savoirle dernier, est donc au moins égal 4 \/ 7 Cest-i-dire,
P

i un facteur prés qui tend vers 'unité pour p infini, au moins égal
ag(p+1).

Le raisonnement précédent me s'appliquerait plus si la fonction
s'annulait & Porigine. Mais on raménerail ce cas au cas géncéral en
divisant par une puissance convenable de x ct en raisonnant sur la
fonction ainsi dé¢barrassée de ses racines nulles. '

Nous avons également suppos¢ que l'inégalité

34 -
( l) lam|<7'(m)
élait vérifiée, quel que soit m. Mais il suffit manifestement qu’elle ait
licu pour les grandes valeurs de l'indice; car on raménerait les pre-
miers coefficients 4 vérifier la méme inégalité en divisant toute la série
par un certain nombre conslant, ce qui ne changerait pas les racines.

o N Z(m ~“+1)
L condition que le rapport—ﬂ;n—)-

w'étre vérifiée que pour les grandes valeurs de m; car on pourra rem-
placer, §'il y a lieu, les valeurs de y (m) jusqu’a un certain rang par
d’autres qui satisfassent & cette condition.

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. 11, 18¢3. 20

soit croissant peut également



202 J. HADAMARD.

Nous arrivons donc a cette conclusion :

r . . - . T . ]
I'utorime. — St le coefficient a, décrolt plus vite que Sy
la p*™ racine a un module supérieur ¢ (1 — e)9(p), ou ¢ est infini-
ment petit pour p infini.

n un mot, les modules des racines vont ¢n croissant plus vite que

1
”‘/] A |

Par exemple, les racines de la fonction
F(x)=2Xq"z",

considérée au n® 6, croissent au moins aussi vite que ¢”. Il en est de
méme pour les racines de I'équation F(x) = & («), ol & est une fonc-
tion rationnelle quelconque.

28. Venons mainienant & notre objel principal el proposons-nous
d’¢tudier le genre d'une fonction donnée par son développement en
séric entiére.

Pour cela, nous appliquerons lc résultat que nous venons d’obtenir
aux fonctions, étudiées aun® 7, pour lesquelles on a

y(m)=(m!)*,

el, par suite, -
o(m) = mt.

Comme précédemment, nous introduirons, au licu du nombre ¢, son
inverse, que nous désignerons par la lettre A.
Nous savons donc que le module p, de la pi»€ racine croit, lorsque
i

p augmente indéfiniment, plus vite que p*. Si A n'est pas enlicr, el

«que E + 1 soit I'entier immédiatement supérieur, la scmez P esl

convergente. Nous en conclurons plus loin que la fonction esl du
genre I,
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Lorsque A est un enticr, il y a doute. C'est a cette hypothése que
se rattache 'exemple dont parle M. Poincaré dans son Mémoire (*) et
relatif a la fonction

H (I - n’l}n)'
n=12
{1 faudrait, dans les cas de cette espéce, étudier directement la con-

vergence de la série Z ey

Quoi qu’il en so:t, nous supposons que, le coefficient a,, étant

. 1 L e .. , 4.
moindre que ———, nous désignerons par E + 1 'entier immédiate-
(m!y
v’ A .- + l .
menl supérieur (et non ¢gal) 4 A, de sorte que la série E o Soit cer-
P

tainement convergente. Nous pourrons former, d’aprés la méthode
de M. Weierstrass, la fonction

(35) o(z) =[] (, — %) (%),

1?

(') M. Poincaré démontre, non seulement que a,, est plus petit que
' (m1y*

“tend vers zéro. On peut méme déduire de sa dé-
1

monstration que Ja racine mis"e de ce produit tend vess zéro; car a, (m!)* se

présente comme mitme coefficient d’'une série entiére,
1

Inversement, si la série miéme de a,, (m !)* tend vers zéro, nous savons que £p
i

mais que le produit a,,(m!)"

est égal au produit de /;)- par une quanlité qui augmentie indéfiniment. La série
2 — est donc telle que ses termes soient avec ceux de la série harmonique

dans un rapport infiniment petit pour p infini. Mais une telle série n’est pas né-
cessairement convergente, et le contraire se produit précisément dansl'exemple
donné par M. Poincaré.
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ol &y, L,, ..., X, ...sont les racines successives et Qg(3) est le po-
lynéme

S2 i

=

-1

obtenu en prenant dans le développement de — L(1 — =) les E pre-
miers termes.

La fonction donnée F () sera ¢gale au produit de ®(.c) par un fac-
teur de la forme ¢, Puisque nous avons déja démontré que les po-
lyndmes de la formule (1) sont de degré E, tout se réduil a établir
que G() est un polynome de degré au plus égal 4 L.

29. Or je vais faire voir qu'on peut décrire, avec Uorigine
comme centre, des cercles aussi grands quon le vewt sur lesquels la
. , . I
Jonction ®(x) resie constamment supérieure & e='*"".

Les rayons de ces cercles seront déterminés ainsi u’il suit
1

Les modules 3 ,, d’aprés nos hypothéses, croissent plus vite que pr".
Admetlons en oulre que la quantité 5% — p augmente indéfiniment, ce
quipeut évidemment se faire en donnant, s'il y a lieu, un petitaccrois-
sement a 2.

Puisque g} — paugmente indéfiniment, il existera une infinité d'en-
liers p pour chacun desquels cette quanlité prendra une valeur plus
petile que toutes les valeurs suivantes. Soit p, un tel entier, de sorte
(qu’on ail pour /o > o

(36) Sperk = pp > e
Nous déterminerons R par la relation .

n

Po 25

(37) R —

/

i
2

O

de sorte que l'inégalité (36) pourra s’écrire

(38) Bpori > (b — 3 + REY.
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Pour chaque valeur de l'entier p,, nous aurons ainsi une valeur
de R; nous obtenons donc bien une suite de cercles dont les rayons
vont cn augmentant indéfiniment. Je dis que ces cercles satisfont a la
condition indiquée.

30. Pour plus de clarté, je considérerai d’abord le cas ol A est plus
petit que 1 (I'égalité étant excluc), de facon qu'on a E = o. Les fac-
teurs exponentiels disparaissant, la formule (35) se réduit &

(35) o) =[] (1 -2 )

et, lorsque le point « décrira le cercle de rayon R, le module de ®(.c)
restera supérieur 4 la quantité

Nous évaluerons celte expression en partageant les facteurs qui la

composent en Lrois groupes. Le premier II, comprendra tout ce qui
figure sous le premier signe II,

(o) I1.- 1[ (1)

Le nombre p, de ces facteurs est, nous le savons, moindre que
R* — 1. Le plus petit est le dernier, égal 4

.

R ___ 1
—_— =,

(l'{"'—})"' (l_‘,—)}.
. 2R

‘ . . . 3 . .
par conséquent supérieur & —, puisque A est plus petit que 1.

Si nous envisageons les autres facteurs du produit (39), la formule
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(38) nous montre que I'on a

}
) S S
h—%
(' TR )

Nous composerons le produit II, avec tous les facteurs pour lesquels

l — § est plus petit que R* Le nombre de ces facteurs est moindre

que R"+ 3- Le plus petit est le premier, au moins égala 1 — R —_—

~

(R*+ 3P

par conséquent supérieur = (’t’ restant fini pour R infini).

-
.

Les factcurs restants, qui forment le produit II,, peuvent se mettre

. | .
sous la forme 1 — #, ol 4t = ————~ esl plus petit que 5.

=
! "l’.f~

Or, sous cette condition, on voit aistment que 1 — « esl supéricur

4 e~ Chacun des facteurs du produit II, est donc plus grand que la
2

B Py -8
(%) -
valeur correspondante de e ¥ 7, ou, plus simplement, de¢ e #.
D’aprés ces remarques, on voit que le produit II, est supérieur a
1\ & N . . R e e .
(W) » ou (comme 2R* croit moins vite que €™, si petit que soit ¢)
supérieur a e
Une évaluation semblable s'applique au produit I1,.
Quant au produit IT,, il est plus grand que ¢™?, ol & est le reste de

—~RA+t

la sériez - arrétée au terme qui a pour rang Pentier hy immédiate-
/l’\
ment supéricur 4 R*+ 4. Or le reste d'une pareille séric est de l'ordre

-nm-t

de h *ou de ™', de sorte que II, est aussi moindre que e
Nous trouvons donc bien, ainsi que nous I'avons annonce,

10, IL,I0, > o™,
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31. Pour généraliser cette proposition au cas d’'un genre quel-
conque, nous remarquerons que, pour z < 1, la quantité (1 — u) %™~
est supéricure a 1 — &®*. Clest ce qui résulte des deux développe-
menls

sL (r — )+ Qg(u)
("2) uE+ uE+ uEn ey
TTE+x T Evz2 T 2(Ewn) 7T 3(Ewn) T 7
L uEH)
(13 La—u)y=—u""— — — —— —....

Les termes de la série (42) sont constamment décroissants ea va-
leur absolue. Le premier terme de la série (43) sera donc (en valeur
absolue) supérieur 4 I'ensemble des E + 1 premiers termes de la
série (42); le deuxiéme terme de (43) 4 la somme des E 41 sui-
vants, etc.

[} . 1 . .
D’aprés cela, au lieu des facteurs 1 — —————— qui composaient

h— L
(5
tout a I'heure les produit 1L, et I, nous aurons a considérer des fac-

I

teurs de la forme 1 — i

: /;...;) P
(1+ m -

X E+1
Pour les valeurs de % inférieures & R*+- 3, nous remplacerons ——

s

par 'unité, et nous trouverons pour le produit I, de ces facteurs la
méme ¢valuation que précédemment.

Quant aux facteurs suivants, nous constaterons comme plus haut

. , e [ 1 . . .
que leur produit est supérieur & e, olr o’ est le reste de la série

I At
—» arrétée au terme de rang A,.

I
Ce reste étant comparable a “le:—,’ le produit II, est encore supé-
hF
rieur 4 ™,
Au produit II, correspondra un produit de facteurs polynomes ct
de facteurs exponentiels. Les premiers sont en nombre au plus égal
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a R*— 1. Le plus petit est supérieur a — 1, quantilé de la

»t)m

(-5
2 R*)

koo . . ..
forme - ol k est fini. Leur produit satisfait donc encore aux conclu-

sions précédentes.
Les facteurs exponentiels sont respectivement plus grands que les

(u  u u*

-t - . R . ..

Ve B ol = — est plus grand que 1. Nous dimi-
ir

nuerons encore une telle quantité en supprimant les dénominateurs du

polynéme Q. Le plus grand terme de ce polynome devient alors le
dernier ct nous pourrons remplacer tous les autres par celui-la. Nous
trouvons donc un produit plus grand que I'expression

quantités e

re
\J
Sl

(44) e A,

1

v - <, ’ - ) . .
£p €lant de Tordre de p*, la série - est divergente; mais sa somme,
“p

forsquon la limite au terme de rang p,, nangmente pas plus vite
E
1=z
que p "
En prenant p, = R* et substituant dans 'expression (55), on arrive
o 1),

pour cette derniére au méme résultat que pour les précédentes.

32.- Notre proposition auxiliaire est done démontrée. Sur chacun
des cercles de rayon R, I'inégalité

_ ,_“',_,‘
P(u)i>e
esl vérifiée.
(omme on a, d'autre part, ainsi qu'il a é1é vuaun® 7,

) F(I,); < elm"’

il vienl

=S | M
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Dans ces conditions, nous pouvons appliquer & la fonction " les
considérations développées aux n* 12-13, et nous en concluons que
G(x) estun polyndme de degré E au plus, de sorte que notre fone-
tion I est bien du genre E.

33. Ainsi, nous avons établi que, lorsque le coefficient a,, est de

Pordre de — 2 o \ Wesl pas entier, la fonction Ta,x™ est du
(m)-

genre E, en désignant par E +1 Uentier immédiatement supé-
rieur a \. La réciprogue du théoréme de M. Poincaré est donc bien
établie pour A non entier.

Si X est un entier E 41, il y a doute. Notre fonction peut étre du
genre E ou du genre E + 1.

A cause de ce cas douteux, lesrecherches précédentes ne permettent
pas encore de résoudre complétement la question posée par M. Poin-

car¢ dans son Mémoire, et de décider si le genre se conserve dans la

différentiation ou dans une combinaison linéaire. Nous pouvons scule-
ment affirmer que la dérivée d’une fonction de genre E ou la somme
de deux pareilles fonctions est en géneral de genre E et au plus de
genre E+1.

L cas ot les résultats précédents affectent la forme la plus simple
est celui ol1, A élant plus petit que 1, le genrc est égal & zéro.

(Zest ce quiarrivera, par exemple, pour 7 si 'on considére ceti:

(quantité comme fonction de z*. Nous complétons ainsi, comme on I:
voit, la démonstration de la formule

On sait en effet que, dans les cours de Calcul intégral (*), on n’arrive
pas a déduire immédiatement cette formule du théoréme de M. Weier-
strass. Une démonstration spéeiale est nécessaire pour établir que le
facteur exponentiel disparait.

(*) Voir, par exemple, Picarn, Cours d’Analyse, t. 1I, p. 15;.
Journ. de Math. (i série), tome IX. — Fasc, I1, 18¢3. 27
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Ici, cette circonstance apparait tout d’abord, ¢n supposant scule-
ment connu le développement tayloricn de sinzx, ou, plus simplement
encore, cn parlant de sa relation avec la fonction exponeniielle.

La fonction §(x) du n°6 est également du genre zéro, ainsi que ses
combinaisons linéaires avec d’autres fonetions analogues ou des poly-
némes, ctc.

TROISIEME PARTIE.

APPLICATION A LA FONCTION DE RIEMANN.

34. Dansson Mémoire intitulé: Ueber die Anzahlder Primzahlen
unter einer gegebenen GGrosse (*), Riemann utilise les propriéiés de
la fonction

'c(s)=.+£;:-,

n=2

dont I'¢tude est elle-méme ramenée 4 celle d’unc fonction entiére £(.x)
donnée par la formule

. . » -3 ‘
E(r)= ; - (.’L"+ %)[ W(e)e ‘cos(f lugl) dt,

(16) w()= e,

L’analyse de Riemann repose sur ce fait que (i), considéré comme
fonction de x?, est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son Mé-
moire, mais sans démonstration suffisante.

Les recherches précédentes vont nous permettre de déterminer ¢n
toute rigueur le genre de 5(z).

(*) Reexans, OEuvres complétes (Ed. Weber et Dedekind), p. 136 et suiv.
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33. Nous aurons tout d’abord & développer § en série. L'intégrale
(ui figure au second membre de la formule (45) est de la forme
3(—1)*C,,,x*, ot l'on a

Ci7) Co == gy [ () (logrymr.

" !
2% m L f

On aura done, en considérant £ comme fonction de a?,
=
Y'
(48) s(x) =2 A2,
0

oit les coefficients ¢ sont donnés, a I'exception du premier, par la for-
mule

~ Cas
( i‘)) a,, — (_‘ ')m ("Z_lf - sz—-2)-
36. Remarquons tout d’abord que la séric W(£) peut élre rempla-
cie, dun facteur fini (') prés, par son premier terme e, On peul

3
¢galement faire abstraction du facteur ¢ * qui est plus petit que 1.
D’aillcurs, si ¢ est un nombre positif, mais aussi petit qu’on le vou-
dra, Uinégalité
(logl)m <“u
Ot

::'l
(H0) logt < e

est vérifiée & partirde la valeur ¢ = m'*%, du mains pour les grandes
valeurs de m; car on abien, pour m suffisamment grand,

(1 +¢) logm < &

(') Ce [acteur est méme trés voisin de 1. 1l est inférieur a
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et de plus, en prenant les dérivées des deux membres de Pinégalit¢
(50), on trouve

inégalité dont le premicr membre est décroissant tandis que le second
cst croissant et qui est vérifice pour L= m'**, si m cst suffisamment
grand.

Si donc, dans la formule (47), nous décomposons I'intégrale (ui

maltiplie —— en deu\, I'unc prise entre les limites 1 et m'*%, 'antre

—(m—g)m'"*

entre m'* et + 2, la seconde sera moindre que ————; c’est-a-dire

infiniment petite pour 72 infini.
La premiére sera manifestement inférieure &

C” (l + E)m(l()g"l)m,

= 3
ot C, est Uintégrale | ¢ ™¢ *dL.
0 g
1

+:\" (logm)”
C,, sera donc au plus de Pordre de ( S ) (——,-7;-,-—2- s ce qui donne

1 + 2\ (logam)m
| @ | << ) e

(2m)!

Il faut donc prendre (*)

D’aprés ce qui précede, cette formule exprime également la foi de
croissance des racines de P'équation £(z) =o, considérée comme
¢quation en z*.

Si I'on considére # comme P'inconnue de Iéquation, il faut prendre

(1) La fonction ¢(m) ainsi définie eatlsfml manifestement aux conditions in-
diquées au n° 27.
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la racine carrée de 'expression précédente et 'on trouve

.. kp
(.’)l) Pr > @7)’
on pos:ml

(52) k= ‘:‘:f,

37. 5i nous voulions avoir une limite supéricure des modules des
racines successives, il faudrait commencer par trouver unc limite infé-
ricure du module de «@,. Or on aura une limite inféricure de C,, en
prenant l'intégrale entre les limites n2'— et m'~¥ (o1 ¢ et &' < & sont
deux nombres positifs trés petits. On trouve ainsi

3
Z\m m g—mm=v 318"
(1—z2)m(logm)™ e m

2" m|

Con >

(m'% — m'-%),

ce qui peut s’éerire

(:m > (l —5)m (Iogm)mo

2m !

en réunissant Lons les facteurs de la forme (1 — )™,

]
m

. C . . .
D'ailleurs le rapport = tend vers zéro; car dans I'évaluation de
m—2

ce rapport on peut, d’aprés ce que nous avons vu, considérer 'inté-
grale prise seulement jusqu’a la limite £ = m'+¢, et il vient alors

v (1+2)*log?m
Cn<Cpoy - Tm(m—1) "

Il en vésulte que |a,| est, & un facteur constant prés, sapéricur i

. . (1 — )2 (logm )2
Comsoud ,), (logum)
=== 22" (2m)!

Nous pourrons alors appliquer les raisonnements des n* 19-20 en

Kp\* .4, X Y s
prenant g(p) == ( l—o—vlip) » ot k' est une conslante indéterminée. On a
o
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ict # = 2 — ¢, et 'on trouve

2¢ +:)logm)
Iam|<[(-,.7;;£*] ‘

En appliquant la réduction indiquée dansla note 1 (p. 21), on ob-
tient une limite un peu moins élevée

(1,88 4z)elogm |
aa] < [ (88 etk ]

Si 'on compare cette valeur 4celle qui vient d’étre trouvée pour a,,
il vient
K =7,50....

. ., log . .
Telle est la quantité que E»”—;)-‘—"—B ne saurail dépasser constmmment,

lorsque p grandit indéfiniment.
LLes conclusions auxquelles nous arrivons sonl done les suivantes :

1 . .. .. . .
/. rapport . -l—o-’—;—p reste /l/u elsalimile superieure, pour p mj/m,
r

. I ¢
est comprise endre — el 7-
. =, 4
7
Riemann donne, entre un module g ¢t le nombre p des racines de
maodule plus petit que g, la relation approchée

(33) p = ;{(log;’; -- l).

Pour comparer ce résultat 4 ccux que nous venons d’obtenir, il faut
résoudre cette équation par rapport & ¢, ce qui se fait aisément par la
méthode des approximations successives. On trouve ainsi comme va-
leur approchée

]

2%

4 ] . i -
de sorte que le rapport - £ devrait tendre vers - Cetle valeur
p logp 2%
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est comprise entre les deux limites précédemment indiquées, de sorte

. LY " . . . 1
(que nous ne sommes pas & méme de décider si le coefficient — de la
formule (53) est exact ou non.

38. Mais, ainsi que nous 'avons dit plus hauat, ce point n’est pas
celui sur lequel repose le raisonnement de Riemann. Clestla détermi-
nation du genre de £(x) qui constitue Ja question essentielle et les re-
cherches qui précédent en donnent immédiatement la solution.

Nous avons, en effet, constaté que, en considérant towjours % ()
comme fonction de z?, son développement satisfait 4 la condition (8)
avec 2 = 2 — ¢, ct, par conséquent, A=3 -+ &.

Dés lors, les conclusions du n® 33 nous permettent d’affirmer la
propositton suivante :

La fonction %(x) (considérée comme fonction de x*) est de
genre séro.

Elle s'exprime par le produit de facteurs primaires et d'une simple
conslante, sans ducun facteur exponentiel. ‘
(Cest le résultat que nous nous proposions d’établir. /7



