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Sur la construction des Cartes géographiques ; 

PAR M. D.-A. GRAVÉ, 
Professeur à Saint-Pétersbourg. 

Dans les deuxj^itèbres Mémoires Sur la construction des Cartes 
géographiques, Lagrange a trouvé toutes les projections orthomor-
phes d'une surface de révolution dont les méridiens et les parallèles 
sont rectilignes ou circulaires. 

Il restait jusqu'à présent à résoudre le pareil problème pour les 
Cartes équivalentes, c'est-à-dire pour les Cartes qui conservent les 
aires. 

J'ai réussi à résoudre complètement ce problème, qui présentait 
certaines difficultés, et j'espère que ma solution pourra intéresser les 
géomètres. 

Nous appellerons dans tout ce qui suit les projections rectilignes, 
quand les deux systèmes, les méridiens ainsi que les parallèles, sont 
représentés par des droites; projections mixtes, quand les méridiens 
sont représentés par des droites et les parallèles par des cercles, ou 
vice versa; enfin, nous les appellerons projections circulaires

}
 quand 

les deux systèmes sont représentés par des cercles. 
Soit donnée une surface S par les équations 

# = Φ(«,ρ), ^ = ψ(«,ρ), 3 = Ω(«, ρ), 

où μ, ρ sont les coordonnées curvilignes. 
Journ. de Math. (5· série), tome I. — Fasc. IV, 1896.42 
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On peut faire correspondre aux points (H, V) de la surface les points 
(x, y) d'un plan, où a?, y sont les coordonnées rectangulaires. 

Si nous prenons deux fonctions <p(w, e), ψ(«/, P), finies et conti-
nues pour un certain domaine des variables M, c, les équations 

.r = <5p(M,p), y = <J/(m, »-) 

donneront une certaine représentation (projection, carte) d'une partie 
de la surface S, ou cette surface tout entière. 

Pour que la projection soit équivalente, il faut que les fonctions <p 
cl ψ satisfassent à l'équation différentielle 

du dv dr du VCJ » 

où K. est une constante et les fonctions C, 3, (j sont les coefficients de 
l'élément linéaire de la surface 

cls" = edu -+- ifidudv -+- ijdv*. 

Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de la surface de révo-
lution 

χ — O(M) cos P, y = ?(«) sine, z = u, 

où c est la longitude, et u peut être pris, ou pour la latitude même, ou 
pour sa fonction. 

Alors on a 

£ = i + l?'(«0]a, if = Iq (u)] 

et nous obtiendrons l'équation 

où 

i?£ ÛL _ ?£ — 0(„\ 

Û(IÎ) = K?(W)>/I 1?'(u) ]2 
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En prenant au lieu de u la nouvelle variable indépendante 

Ό = y*ù(u)du, 

nous parvenons à l'équation 

dO dv dv dO I* 

Si nous prenions, au lieu de la variable p, une nouvelle V qui soit 
une fonction de p, nous aurions l'équation 

dx dy dx dy _ 
dO dV dV dO v' 

où W est une fonction de t?. 
Ainsi, nous voyons que, indépendamment de la forme de la surface 

de révolution donnée, la recherche des Cartes équivalentes dépend de 
la considération de l'équation 

(0 dx dy dx dy 
du dv dv du 

Prenons pour les nouvelles variables indépendantes χ et p, leurs 
fonctions seront y et w, ainsi que 

χ = ω(χ, ρ), Μ = λ(χ, ρ). 

L'équation se transformera en la suivante : 

du d\ 
dv dx 

Nous aurons la solution générale de l'équation(i) de la forme 

(2) 
( r=/iO>c). 
! «=/',O,'1), 

où / est une fonction arbitraire. 
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En prenant Λ? et Ρ pour les variables indépendantes, nous avons 
exclu le cas de χ = p.(p) ; dans ce cas, la solution obtient la forme 

(3) 
( * = 1*0)· 

y = v(o) - u' (p) 

où μ et ν sont des fonctions arbitraires. 
L'expression de la solution générale du problème, à l'aide des for-

mules (2) et (3), va jouer un rôle très important; nous allons en 
montrer les conséquences. 

Considérons d'abord le problème général. 
Il faut trouver les fonctions 

(4) x = <f(u,v), y=ty(u,v), 

qui satisfont à l'équation (1) et qui donnent, pour les méridiens et les 
parallèles, des courbes d'une espèce donnée. 

En éliminant la latitude u entre les équations (4), nous obtenons 
l'équation des méridiens qu'on peut écrire de la manière suivante : 

(3) y =/Ο.Ό· 

De la même manière, l'équation des parallèles aura la forme 

(«) y = F(.r,u). 

En différentiant l'équation (5), nous obtenons 

y'.=f*x'.\ y',=f x x' + fx 

En substituant dans l'équation (1), nous obtenons 

/x= «· 
En intégrant par rapport à M, nous aurons 

f fv(x1,v)dx = u+w, 
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où w est une fonction arbitraire de p et l'intégrale est prise en considé-
rant ρ constante. Cette équation obtient la forme 

(7) 0)(x. p) =« + IV. 

Si la forme des méridiens est donnée, la fonction ω s'exprime expli-
citement par rapport à x> tandis que la variable Ρ y entre implicite-
ment comme l'argument des paramètres, inconnu, de l'équation des 
méridiens. 

Prenons compte de la forme donnée des parallèles. 
Si nous disons que la forme des parallèles est donnée, cela signifie 

que, dans l'équation (6), la partie F est donnée comme une fonction 
explicite de #, dont les paramètres sont les fonctions arbitraires 
de u. 

Nous pouvons éliminer de l'équation (6) la variable w, au moyen 
de la differentiation, en d'autres termes, nous pouvons écrire l'équa-
tion différentielle des parallèles, en considérant u comme constante. 
Toutes les differentiations seront évidemment faites par rapport à P. 

Comme nous aurons, dans tout ce qui suit, presque exclusivement 
les dérivées prises par rapport à p, nous écrirons les dérivées de χ et 
y, prises par rapport à p, tout simplement 

*'» /, ·· 

Alors soit l'équation différentielle des parallèles de la forme 

(8) b (x1, y, x', y', x'', y'', ...) = 0 

En differential l'équation (5) par rapport à p, nous aurons 

y'=/>'+/,, 
y"=/.«*+/>'=+2/>'+-f" vv' 

Ces formules permettent de faire disparaître de l'équation (8) les 
quantités y,.... 
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Nous obtenons l'équation 

(9) Π(Ρ, χ, #", ...) = o. 

On peut éliminer les dérivées de χ dans l'équation (9) au moyen de 
l'équation (7). En effet, en différentiant l'équation (7), nous aurons 

d'où l'on a 
w'x x'+ω[, = tv', 

χ'= ξ,(ζ·, ν). 

En différentiant, nous aurons 

x" = de1 x' + de1 = de1 E, + de1 = E2 (x, v), ... 

En substituant dans l'équation (9) au lieu des quantités χ', ... 
les fonctions ζ, (#, c), Ε

2
(Λ·, C),..nous aurons définitivement l'équa-

tion 

(10) ψ(χ, o) = o. 

Il faut bien remarquer que χ entre dans cette dernière équation 
d'une façon explicite. 

Cette équation doit être une identité, car autrement elle détermi-
nerait# comme fonctions de ν seule, ce qui est impossible, car, dans 
ce cas, l'équation (7) donnerait la liaison entre u et r, introduites 
comme variables indépendantes. U est évident aussi que χ ne peut pas 
devenir constante. 

Résoudre le problème posé n'est autre chose que satisfaire à l'iden-
tité (10) de la manière la plus générale. 

Quand on trouvera les expressions des paramètres de l'équation (5) 
en fonction de ρ et la fonction w, de la façon la plus générale à satis-
faire à l'identité (10), on aura les projections complètement déter-
minées parles équations(5), (7). 

En revenant à notre problème des réseaux rectilignes ou circulaires, 
il est aisé de voir que, quand on a une projection quelconque de cette 
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espèce, on obtiendra immédiatement une autre de la même espèce en 
changeant les rôles des méridiens et des parallèles. 

Ainsi nous voyons que notre problème peut être partagé en deux 
autres : i° trouver toutes les projections rectilignes et mixtes qui aient 
les méridiens rectilignes ; 2° trouver toutes les projections circulaires. 

Considérons d'abord le problème suivant : 

Trouver toutes les représentations de la surface de révolution 
sur un plan, qui, conservent les aires, dont les méridiens soient re-
présentés par des droites cl les parallèles soient rectilignes ou cir-
culaires. 

Prenons l'équation différentielle des projections sous la forme 

<") ■Ky„ - - V, 

où M, v sont des fonctions de la latitude cl de la longitude, V étant 
fonction de v. 

Nous considérerons d'abord le cas général, où les méridiens sont 
représentés par des droites enveloppées par une certaine courbe Σ. De 
cette façon, nous laissons à part les deux cas suivants : i°les méridiens 
se croisent dans un point ; 2° les méridiens sont parallèles entre eux. 
Nous examinerons ces deux cas plus tard. 

Prenons pour la variable indépendante ν l'arc de la courbe Σ dont 
tous les méridiens sont tangents. Alors, en désignant par a, b les coor-
données du point de contact d'un certain méridien avec la courbe Σ, 
nous pouvons considérer les coordonnées «, b comme fonctions de c, 
satisfaisant à l'équation 

a'- + b'2 = ι. 

Les coordonnées χ, y d'un point quelconque Ν de la courbe peuvent 
être exprimées par des formules 

(ia) 
/ χ ~ a ■+■ ρ α', 

I y = b-hpb', 

où ρ est une certaine fonction de « et p. 
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Introduisons la courbure 

k — a" b' — b'a! 
de la courbe Σ. 

En substituant les formules (12) dans l'équation (11), nous aurons 

χ = a'(t + p')-h pa" 

En intégrant par rapport à «, on a 

p2 k = 2V«-f σ, 

σ étant une fonction de ν introduite par l'intégration. 
Cette équation peut être mise sous la forme 

(.3) p2[i. = 2« + W, 

011 

k u U. γ, W γ· 

Le problème consiste à trouver la fonction ρ, c'est-à-dire les fonc-
tions p. et w, de sorte que les parallèles soient reclilignes ou circu-
laires. 

Prenons l'équation différentielle des parallèles circulaires 

ï(x'x''+y'y»){x'y" - χ"y) - (χ"> -+-/* ) {χ'y" - χ>') = ο, 

où les dérivées sont prises par rapporta ç. Désignons, dans tout ce qui 
suit, par 

r.» r ♦ f » 

les dérivées prises par rapport à v. 
Formons l'expression 

x'y" — y'x". 
χ = a'(t ■+■ p')-h pa" 
x" = a'p" -+- a"{ ι 2f>') -h pa'", 

y = b'(i + p")+pb", 

y= 6'p"+ b"{ 1 -h ap')+ b"p, 
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on obtient 

■c'y" - x"y' = '<[??" - 0 +■ ?')(' +- 2p')] 
- kf(i -h p')- p'Ca-ô"- a"b·), 

et l'on sait que l'on a 
a'"b"-b"'a" = k% ('). 

Nous obtenons ainsi 

x y" - *"/ = '·[??"-('+?')(' + 2?')] +?')- k'?"· 

Dans cette expression, on peut supprimer les dérivées p', p" en difle-
rcntiant l'équation (i3) par rapport à p 

(>'o 

(i5) 

2pp'p.H- p2[X' = W'. 
2 ( F'~ + F?") μ + 4 ρρμ' -+- ρ2 μ" = «>"· 

En substituant l'expression 2pp"p. de (i5) dans 2u.(a;'y" — x"/'), 
on obtient 

( 16) 2α(.τ'/' - χ"y) = A0p'2 -h A, p' A
a

, 

où 
A„ — 6 A p, 

A, = — GAu — 2 ρ (A*' p. -+- 2Ap'), 

A ο = hw" — 2 Au. — 2 A' αρ — ρ2 ( A p." H- a A'1 p. ). 

En multipliant l'équation (iG) par 4 p2 ut.2, on aura 

*p*u.*(x'y"-/x")= A
0
(2pp»2+ 2ρρ.Α,(2ρρ»4-./ίρ2α2Α... 

Au moyen de l'équation (i4)> nous aurons 

8p2 p3 (x'y" - x"y') = A
fl
(w' - p2 p')a H- 2pp. A, (w — p2 p/) -+- /j ρ2 ρ2 Aa 

= 2p[M
0
p' -h M, p3 + M

2
p2 ■+■ M3p -+- M,] 

(') Foi> Cn. HERMITE, COM/'Î d'Analyse, p. 157 ; 1873. 
Journ. tfe Math. (5* série), tome II. — Fasc. IV, 1896. 43 
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OÙ 
M„ = /r (x'a -f- a/r'pp'— 2p(/rp"4- 2 μι A* ), 
M, = 6frpp' — Î\k' μ.2, 

>1
#
 — 6k[t.'w'— 2w'(k'\u 4- 2&p')4- 2p(AW — 2Âp), 

M, = — 6 k\Lw', 

M4 = - 3kw'2. 

En divisant pap 2 p., on aura 

(17) 4 p2u.2(x'y" - x"y') = M
0

p* 4- M,ps4- M2 p
2 4-M3p 4- M,. 

De même façon, nous aurons 

4 ρ2 (Α2 (χ'2 + y2 ) — P„ ρ ' 4- Ρ, ρ3 -h P3 f 4- P-, ρ -h Ρ 
où 

P„= a'2H- 4{Λ2A2, P,= -4pp', P,= - 2p'(p'+4p2, 
P., = 4 jmv' , Ρ t = W-. 

Il ne reste qu'à trouver les expressions x'x"4- y y"·, x'y'" — χ"y'· 
En diflerentiant, nous obtenons 

8ρ2α2(χ,χ"4-//")= Ρ
0

ρ44-Ρ',ρ34- P'
2

p24- P
3

p 4- P'.
( 

4- [4 p3 P
0
 4- 3 ρ2 Ρ, 4- 2pP

2 4- Ρ
Λ
] ρ' 

— 4 p(x'2 + /2 ) [2 pp' ρ 4- 2 ρ2 u.' ]. 

En éliminant de cette expression la quantité p', nous aurons 

16ρ'·ρ3 (χ'x"-\-y'y") = R0p* -4- R,p5 -+- R,p' -h R3ps4- R
4
p2 

4- R
3
 ρ 4- R

c 

où 

R„=2pP'
0
-(3aP

0
. 

R« = 2pP, - jp'P,, 

Ro = 2 pP; — 4p'P
2
4-2iv/P

0
, 

R» = 2 {*P'
a
 — 3 p' P, -4 w Ρ,, 

R, = 2 p P',
(
 — 2p'P.

0 

R5= - (p'P
3

, 

Ri=-2W'P1. 
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En différcntiant l'équation (17), on obtient 

ί ?2 μ2 c * y - *"'/) = K?A + M'« ?3+Mi p2+M3? + Κ 
-h ρ' [4Μ

β
ρ3 -h 3M,ps-h 2Μ

2
ρ4-Μ

Λ
] 

— 4 h· (x'y" - y y") t2? ?' p·-*-2?2 p-1 *> 
d'où il vient 

8p4{A3
 (x-y- x'"/') = N0?

c
 h- N.p

5
 h-

 N

2p
4
 ·+■

 N

3?
3

 ■+■ N-ip* 

H- N,p -h N„ 
où 

\„ = 2(aM'
0
-6{A'M

0
, 

Ν, = 2IAM', — 5[I/M
N 

NO = 2 Α M!, — [\ A! M
2
 -F- 2 w' M

0
, 

N
A
 = 2{JLM'

3
 — 3(A'M,H- tv'M,, 

N
4
 = — 2{A'M

4
, 

Ns= — <p'M
3

, 

N
5
 = — 2TV'M

4
. 

L'équation différentielle d'un cercle se transforme en la suivante : 

3[R0p° *+■ R«fs
 -K ·«-f- Ro] [^op4 -H M,p3-t-.. .-h M,] 

- 2[Ρ
0
ρ'·+ P,ps-h...+ Ρ,][N

0
pe + i\,p54-...-h N

C
J = o. 

En ouvrant les parenthèses, nous obtenons l'équation 

( 18) 0R
o
p'0 H- DR, p9 H-... -H DR

9
p -4- DR = O. 

La fonction p contient nécessairement u qui doit être indépendante 
de v. L'équation (18) doit ctre satisfaite identiquement, d'où il vient 

(19) DR
0
 = o, DR, = O, DRa

 =0, .... DR,
 0

 =? O. 

Pour résoudre la question, il ne reste qu'à satisfaire à ce système 
de la manière la plus générale. 

L'équation DR,0 = o donne 

3 R0 MΛ — 2 P4 lVe = 6Avv'5 == o. 
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D'après la nature de la question, k ne peut être égal à zéro, par con-
séquent il faut poser <v'== o. 

Tout le calcul se simplifie considérablement, car on a 

et par conséquent 
MJ = M

4
 = P

A
 = Ρ, = Ο 

R
;l
= R, = R. = R0 = N3 = N4 = N, = N0 = o. 

Notre équation (18) devient 

3 [R
0?

»+ R,p -h R
a

] [M
0
p' + M, ? + M

a
] 

- 2[P
0

pa+ P,?-+-P2][N0p2 + N,p -+- N
t
2

] =o. 

En égalant à zéro les coefficients de celte équation, nous obtenons 
le système suivant : 

3 Rj M„ 2 Ν,ιΡ
u o, 

3 (R, M. -4- M, R0) - 2 (P0N, + Ρ, N.) = o, 

3(M„R
â
 + M,R, H- MaR

0
) - 2(P

0
N

2
 + Ρ, Ν, + 1\N«) = <>, 

3(M,R
2
 + MoR,) — 2(P

l
N

2
-t- PoN't) = o, 

3 Mo Ro — 2 P
2 Na = o. 

Considérons la dernière équation. Si Ton a w' = o, on obtiendra 

M
S
= — P

2
 = 4U.2, NO= — 8/r'P.3, RO = O, 

d'où 
3M

2
Ro— 2 P

2
N

2
 = 64 λ-'μ5 = o ; 

d'après les conditions du problème, p. n'est pas égal à zéro et par con-
séquent 

k' — o. 

La courbure k de la courbe Σ doit être constante et par conséquent 
la courbe elle-même est un cercle. 
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Pour la détermination de la fonction μ, nous obtenons le système 

3R0M
e

— N"0P0= o, 

3 (R, M
0

h- M,R„) - 2(P.N, 4- Ρ, Ν.) = o, 

3(R,M, 4- M2R0) - 2(P,N, 4- P
a
N.) = o. 

En éliminant R
0
 et N0, nous obtenons l'équation 

M
0
 P„ 

M, P, SR.MT-AP.N, -O. 

M
A
 P

A
 3R.M,--AP.N, 

En développant, on aura 

( 2 au" — 3 μ'2) [(3 p.'2 — 2 pa")2
 4- 4 k* a2 p.'" ] = o. 

Le facteur (3 p.'3 — 2μμ")2 4- Λ*2 p.2uu'2 égalé à zéro donne 

p/ = o. 

Si Ton a 2μμ" — 3μ'2 = o, 011 aura 

E, = o, Λ, = ο, ÎN
0
 = 8λ:,μ2μ'. 

L'équation 3 R
0
M

S
 — 2JN

0
P

2
 = o donne 

d'où l'on a 
32 k9 α4 p.' = o, 

p.' = o. 

Si l'on a N0 = R0 = o, on aura 

3R, M, — 2P, N, = O ou — 24Α,ρΐ2ρ/(2ρΐρ" — 3u.'2) = o, 

d'où l'on a 
u' = o. 

Ainsi nous voyons qu'on a μ = const. 
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Nous obtenons ainsi les projections, dont les parallèles sont les 
cercles concentriques et les méridiens sont les droites tangentes d'un 
cle ces cercles. 

En examinant le cas des parallèles rectilignes, nous parvenons à une 
contradiction. 

Considérons le cas où la courbe Σ se réduit en un point auquel se 
croisent tous les méridiens. 

Prenons le point de rencontre des méridiens pour origine des coor-
données, alors les méridiens seront exprimés par l'équation 

(20) y = ax, 

où a est une fonction de ν seule. 
En différentiant l'équation (20), on obtient, après la substitution 

dans l'équation (i), l'égalité 

a' xx 
u
 — 1, 

d'où l'on obtient, en intégrant par rapport à u, 

(21 ) 
0 2 — .x2

 = u-h w, 
2 

où iv est une fonction de v. 
En désignant par χ\χ', #",y, . · · les dérivées prises par rapport à 

»·, nous aurons 

x'y" — x"y' = a" xx' + ia'x'- — a'xx", 

x'%-y~= (1 -+- «2)a*'2-h ιαα'xx + a'*x*. 

On peut éliminer les dérivées or', x" au moyen de l'équation (21 ). En 
effet, différentiant deux fois cette équation 

d xx' -t- — x2 — a*', 
2 

ci'xx" h- a'x'* -h 2 a" xx' ■+■ — x2 = w", 
2 
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nous obtenons définitivement 

(22) a'x'(x'y" —y'x") = Mo#' +- JI, x1 -+- \ï2
, 

OÙ 
M„ = J(2 a'a!" — 3 α"2), M, = — w"a\ M2= 3iv'2, 

(23) a'-x2(x'2-^-y'2) = P0a?' -+- P,ar -h P2, 

où 
n«i 

P
0
 = a'·(a'2 — aa") -+- — (I -HA2), 

4 

P, = [2aa3 — a"(i -t- a2)] w', P2 = (i 4- a2)w"2. 

En différentiant les équations (22) et (23), nous aurons 

OM) a'2χ1 {x'y'" — x'"y') = N0a?· 4- Ν, χ' -t- Na.x·2 -f N
:i

, 

où 
N

e
 = a'MJ, — 2a"M

0
, Na = a'M

2
, 

Ν, = a'M', — a"M, -4- 2ÎV'M0, N,= — 2iv'M9. 

Enfin 

2.α'Λχ*(χ'x" -hy'y") = R
0
xe -4- R, xs 4- R

2
a?2 4- Ra a? 

OU 

R„ = α'Ρ'„ — 3a"'P
0
, R

2
 = a P

2
 — a"P

2
, 

R, = a'P'f — 2A"P, 4- 2iv'P(), R3 = — 2w'P2. 

En désignant χ2 par j, nous aurons l'équation sous la forme 

3(R
0
-'4- R,-2 4- R

2
3 4- R

3
)(M

e
324-M,s 4- Ma

) 
(4

®·* 1 - 2(Ν,;·+ N,:! + Ν,: + N,)(P,;! + P,.- + Ρ,) = o. 

En substituant ζ = ο, on aura 

3R
;
, M2 — 1 i\3P2 = — (1 4- α2) = ο ; 
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d'où Ton a 
w' = ο 

et 
M, = Ma=. P, = P2 = o, 

Ν, = N2 = N3 = R, = R2 = R
;l
 = o. 

L'équation (20) se transforme en la suivante : 

3R«M
0
 — 2 N0 P„ = o. 

En substituant les expressions de R0 et N„, on a 

(aG) 3(«'P' — 3α"Ρ)Μ — 2P(«'M'— 2Λ"Μ) = o, 

où 
M = 4M,, = 2 a'a'" -- 3fz"2, 
Ρ = 4 P. = a"- -h (aa" - 2a'2)2. 

L'équation (2G), qui sert à déterminer la fonction «, est du qua-
trième ordre. Malgré la complexité apparente de cette équation, son 
intégration est facile. En eflet, l'équation (2G) peut être mise sous la 
forme 

«'(3P'M — 2PM) = 5α"ΜΡ. 

Il est évident, d'après les conditions du problème, que les fonctions 
a\ Ρ ne peuvent s'annuler. 

Le cas M = o donne les projections avec les parallèles rcclilignes. 
En faisant tous les calculs, qui ne sont pas difficiles, il est aisé de se 
convaincre que, dans ce cas, les parallèles sont représentés par des 
droites parallèles entre elles. 

En revenant au cas général, on a 

3P' a M' _ 5ff" 
Τ Ί\Γ — ~ôT" 

En intégrant, on obtient 

c étant une constante. 

3 
Ρ2 

M = c—,, 
a'* 



SUR LA. CONSTRUCTION DES CARTES GÉOGRAPHIQUES. 333 

En désignant a" — ξ, aa" — 2a'~ = η, on aura 

P = ? + ,·. M = |(|Υ. 

d'où, en posant 5 = p, nous aurons 

„/_F0+ps)* 

d'où 
p' - i£ _c^l. 

(l-h?
S)T rt'T ff* 

lin désignant 

on aura 

V a' = p, C, = -2C, 

-=== = C, /> + C„ 

c., étant une nouvelle constante arbitraire. 

Ensuite, nous aurons, en posant c.> = — ote,, c, = ^ > 

(27) χ = a'(t ■+■ p')-h pa" 

En posant 

;?=?> ? = a. = ^> η = ?«'. 

nous aurons 
η' a3 ρ — a 

5 yV — (/> — a)2' 
mais 

d'où l'on a 

χ = a'(t ■+■ ) 

2/V'=-JÎ> ξ = - 2/j/jV 

Journ. de Math. (5· série), tome II—Fasc. IV, iS()<). 44 
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En substituant dans l'équation (27), nous aurons 

η' α8 ρ — * 
~ ipp'a!* ~v2 - (p - x)2 

OÙ 

(ρ — α)p' 1 <fa3 ι η' ι rj' 

En intégrant, on a 

± = ρ-^-
{ρ

-*γ. 

Mais a'p-= 1; par conséquent 1 = p^qa·, d'où ~ = pa, nous ob-

tenons le système suivant : 

(28) 
; (αρ-$γ + (ρ- a)2 = v!, 

a'p-= i. 

En éliminant ρ du système (28), nous aurons pour a l'expression 
en quadratures. 

En eiîel, la première des équations (28) donne 

où 

p2 = 2 « β 4- α\- β8-H α8 — ν2 α 3. 

Δ = y/a2(v2 — α-) 4- 2αβα 4- ν- — (Ρ. 

D'où il vient 

ί Ρ + γ = 2 f 1 da -+- (ν- — a- — β-) are lange 
(20> < 1- " +1 J 

I +2
Jj^Ψ

(ία
< 

où γ est une dernière (quatrième) constante arbitraire. 
Les quadratures s'expriment, comme on voit, par des logarithmes. 
Pour obtenir la relation définitive entre a et r de la façon la plus 

simple, introduisons une nouvelle variable co. 



SUR LA CONSTRUCTION DES CARTES GÉOGRAPHIQUES. 335 

En effet, en ajoutant au système (28) l'équation 

(3o) ρ = α -H ν cos ω, 

on aura 

(30 ap — β + ν sin ω. 

Ainsi la fonction cherchée a s'exprimera d'une façon très simple au 
moyen de ω : 

(32) a = β -I- ν sin ω 

Il ne reste qu'à déterminer ω en fonction de v. Pour cela, diffé-
rentions les équations (3o), (3ι) : 

(33) 
ί ρ' = — ν sin ω ω', 

( α'ρ-±-αρ'= VCOSÛXD'. 

En multipliant l'équation (33) par ρ el tenant compte de l'équation 
α'ρ· = 1, nous aurons 

1 = py coso) ω — app , 

et au moyen des équations (3o), (3i), on aura 

1 =v[cos<i>(a -+- ν cosco) -h sino>((3 -4-ν sina>)](o', 

d'où il vient 

(34) ν -h γ = ν(α sin ω — β cosoo -4- νω). 

Nous parvenons à l'équation (29) en éliminant ω entre (32), (34). 
Nous obtenons donc les projections dans lesquelles les centres des 

parallèles se trouvent sur une droite passant par l'origine des coor-
données. 

Ajoutons maintenant deux mois pour le cas des méridiens repré-
sentés par les droites parallèles entre elles. 
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Soient les méridiens parallèles à l'axe des χ, alors on a 

y = a, 

où a est une fonction de t>, de sorte que y'
v
 = a', y'

u
 = o. 

En intégrant l'équation fondamentale 

nous aurons 
x' y'v — <>«= ι» 

(33) a'x = u H- tv. 

Si les parallèles sont des droites, on aura 

(30) x'y" — x"y' — χ' a" — χ" a' = o. 

En dificrentiant l'équation (35) par rapport à o, on a 

(3;) 

(38) 

a"x 4- a'x' = (v', 

a"'x H- ia"x' h- a'x" — w". 

En éliminant x\ x" entre les. équations (36), (37), (38), on aura 
définitivement 

d'où il vient 
x(a'a"'— 3λ"2) 4- 3a"w' — w"a' — o, 

(39) 

(V>) 

a'a!" — 3 α"2 = o, 

3 a"w' — w"a' = o. 

11 faut considérer deux cas : a" = o, a" different de zéro. Si a" = o, 
011 aura <v" = o et les projections cherchées auront les parallèles, paral-
lèles entre eux. 

Dans le cas a" différent de zéro, on obtient la fonction a de l'équa-
tion (39) par une simple intégration. On aura la fonction tv par 
l'équation (40). De cette façon, on obtient les projections dans les-
quelles les parallèles se croisent en un point. Ces projections sont déjà 
trouvées, car on peut changer de rôles les méridiens et les parallèles. 
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Pour achever la solution de notre problème de trouver toutes les 
projections recti lignes ou mixtes, il ne reste qu'à trouver les projec-
tions qui, ayant les méridiens parallèles entre eux, donnent pour 
parallèles des cercles. 

Traitons celte dernière question d'une autre façon en appliquant la 
méthode par laquelle nous trouverons plus tard les projections circu-
laires. 

Soit l'équation des parallèles 

(4 ' ) y = b-h V?'1 ~ Ο — «)2 

où a, b, ρ sont les fonctions de m ctx la fonction de ν seule. Si nous 
supposons que les méridiens sont représentés par des droites, paral-
lèles à l'axe dey, alors en intégrant l'équation (ij, on aura 

fy„<ix = v-v, 

où U est une fonction de u, introduite par l'intégration, y'
u
 est une 

dérivée partielle dans la supposition de χ constante, c'est-à-dire 

= b ??'-r(x-à)a' 

En substituant, on aura 

b'x + fK' + {x-a)a'dx = U-c. 

En dilîérentiant par rapport à u, on aura 

b χ — a 1/0- — ( χ — a Y—a , —^ 

+ (p?')'arc sin + f?< > = U'. 

v'-(—) 

Il faut évidemment poser (pp')' == 0, car autrement on aurait 
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arc sin x a exprimée algébriquement en fonction de χ. On a, par 

conséquent, 
pp"-bp'2 = o. 

Nous aurons 

ìi'x — U' — a" \¡p* — (x 

lin supprimant les radicaux on a 

(6" a? — U')2 [ρ2 — (χ — a)2] 
= |a"[ρ- — (x — a)2] -f- 2a'pp'-h (x — a) (p'2 -h a"2)]2. 

lin égalant à zéro le coefficient de x*
y
 nous aurons 

d'où il vient 
a"- -f- b"- = o, 

a"— o, b" — o. 

L'équation se simplifie 

U'2[p2 — {χ — α)2] =[2a'pp' -+- (x — a)(p'- -f- a'2)]2. 

En égalant à zéro le coefficient de .r2, nous aurons 

d'où l'on a 
U'24-(p/2-h«'2)2 = o, 

U' = ο, ρ' = ο, a: = o. 

Ainsi nous obtenons les projections dont les parallèles sont des 
cercles de rayon constant, les centres de ces cercles se trouvant sur 
une droite parallèle à l'axe de y. 

En abordant le problème des projections circulaires, qui avait pré-
senté de considérables difficultés, j'exposerai ma solution avec cer-
tains détails, qui, quoique n'étant pas nécessaires pour la démonstra-
tion, sont néanmoins utiles pour mieux comprendre la question. 
J'ai surtout en vue le lecteur qui voudrait généraliser mes recherches 
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pour les cas des méridiens et des parallèles représentés par des 
coniques. 

Soient, en effet, les méridiens circulaires sur la carte et soient leurs 
équations, 

(Î2) 
x — a-1- ρ cos<p, 

y = β H-psiηφ, 

où a, b
t
 ρ sont certaines fonctions de ν et 9 la fonction de u et de v. 

Pour satisfaire à l'équation (1 ) il faut différentier les équations (4a) ; 
nous obtiendrons 

p[a' coso 4- b' sin<p 4- p'\o
n
 — 1. 

En intégrant par rapport à /*, nous aurons 

(43) ρ a' sin ο — pb' cos φ -h ρρ'ο = u 4- ω. 

En désignant, dans ce qui suit, par x\ y', x", y", ..., φ", ... les 
dérivées prises par rapport à e, nous formerons l'équation différen-
tielle des parallèles 

:](x'x'' + y'y")(œ'y"'-x'y) - (*" -yxm) = <>. 

Introduisant les notations suivantes : 

*=??', 
A, — ci' coso 4- b' sin?, B, = a' sin^p — b' coso, 

A;, = a"cos(p 4- b"sino, B
2
 = a" sin ο — b"cos^, 

A
;t
 = a"'coso 4- b"'sincp, B

3
 = a"sin(p — b"'coso, 

Après les simples calculs, nous aurons 

.c'y"-y'x"= a'b" — b'a"+ ?"B, - p'B2 

+ ?Ί2 ?'A, - ?A, + —p'~ - ??"] + î'2!— ?B,J 
+ ?'*Ρ* + ?*[?Α,+Α·], 

x"+/>=a*+-b'* + ?"+ 2?'A, -2
fî

'B, + p2ç.'J. 
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χ'χ" -f- y'γ" = a'a"4- b'h"4- p'p"4- p' Aa -h p"A
1 

+ φ'[— 2p'B, -pB
2
]4-9'2[-pA

l
4-A] 

+ ?"[-ΡΒ«] + ?'?"?% 
ìi'x — U' — a" \¡p* — (x 

H- φ'[3ρ"Α, - ρ A
3
 4- 3 p'p" pp ' j 

4- ?'n-3p'B,] -h 9"[— ρΑ, 4- a A] 

■+■ f 3 p' [A, 4- p' ] 4- 9'Y2 3 p2 + 9" φ' [ - 3 ρ Β, | 
■+■ ?" [?Α, 4- A]. 

D'un autre côté, l'équation (43) peut être écrite ainsi 

(tf) Β, ρ + A 9 = u 4- w. 

En différentiant trois fois cette équation, on aura 

(W 

(47) 

(4«) 

p'B, -+-■ pB2 - w'-hk'ï 9'[pA, 4- A] = o, 
/ — tv" h- p" B, 4- 2p'B,. 4- pB3 4- A"9 
\ 4- 9 2[p A, 4- p A

2
 4- A'] 

( + ?'2[—PB«] 4- 9 [?A| 4- A] = o. 

f - «/' 4- p'"B, 4- 3p"B, 4- 3 p' B
3 4- pB, 4- A"9 

1 4- 9'3[p"A, 4- 2p'A
2
4- ρA

3
 4-A*"] 

< 4- 9'2 3[ — p'B, — pB
3
]-h 9'3[—pA, J 

ι -i-9',3[p'Al H-pA,4-A'] 
4- 9'9 '3 [— Ρ B, ] 4- ?,//[?Al 4- A] = o. 

En soustrayant l'équation (43) de (44 )> nous aurons 

.n'y" -y V" = a'b'" - b'ci" 4- w" — 3p"B2— 4p'B3 - ρ B, - A" 9 
4- 9' [— 6p'A, — 4pA

s
 — Gp'p" - 4pp"'] 4- 9'-'[3p B

a
 | 

4- 9/32A 4- 9"[- 3p Ao - 3pp"] 4- 9'29"3p2. 

Éliminons de l'expression xry'" — x"'y' la dérivée 9" au moyen de 
l'équation (47)· 
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En effet, en multipliant par (A, 4- p'), nous aurons 

(A, + ?') (x y" - x" y') 

— (A» + p')H 4-3[— ψ"(ρA, 4- A*)](A
A

 4- ρ" P9'i). 
où 

H = ci'bά"b' 4- w'"-3p"Ba - 4p'B
3
 — pB4- *"9 

-h φ'[- 6p'(A, 4- ρ")— 4p(A
s
 h- ρ"')] 4- 9'2[3pB

2
] 4- o'32/r. 

L'équation (47) donne 

(A, -f- p') (a/y-af/) = (A, 4- p')H 

+ 3(A» + P"-P5'n i -«," + Ρ"Β· + 2Ρ'Β* + ?Β:·+*"? I. 
ï -t- 9'2(ρΆ, -ι- ρA2-ι- A:') — φ'2(οΒ, ) 

On a 

(A, -f- P')(x'f-x'°y ) = P
0
4- Ρ,φ' + Ρ

2
φ'2-+-Ρ

;{?
" + P

4?
'% 

où 

P
0 = (A,4- p')[«'&w - a'"/»' 4- w'"-3p"B, - 4p'B, - pB, - A"o] 

4- 3(A
a
 + p") [ — iv" 4- p"B| 4- 2 ρ' Bo 4- ρ B

s
 -f- A" 9 |, 

Ρ ι = 6ρ(Α
2
 4- p")- — 4ρ( A, 4- ρ')(Α

2
 4- p"'), 

Ρ ο = 3p[tv"4- A,B
2
-A,B

{
- A" 9 — 2p'/B,— p'B2 — ?B

3
], 

P
3
 = pf- 4p'(A,4- p') — 6p(A

2
 4- p")], 

P
4
 = 3p2B,. 

En outre, on a : 

où 
x'y" ~ yx" = n

#
 4- ν ,9' 4- n

s
 φ/2 4- n

3
 9'% 

N
0
 = ah" — a"b'4- w" — 3p'B

a
 — ρ B

3
 — A"9, 

Ni =— 3p(A
a
 4- p"), 

N
A
= O, 

N
3
= p2. 

Journ. de Math. (5* série), tome II. — Fasc. IV7, 1896. 45 
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On a aussi 
x'%-(-y'2 = L

0
 H- L(Cp' + L.>9 a» 

où 
L

0
 — ci" +· h " -+- p'* -+- 2 ρ A ι, 

L, = - 2
(
oB

n 

τ _ „2 1 j* — p » 

En diflerentiant et multipliant par (A,-h p'), on aura 

(A,H- ρ')(®'χ"+/7") = M„-f M,9' + M
2
f + M

3
9'% 

où 

\I„ = (A, H- p')[ci'<z" -+- b b' ρ ρ" ρΑ
2

-+- p"A,j 
-f- Β, [— w"-h ρ"Β, -+- ap'B

2
 -h ρΒ

3
 ■+■k" q], 

\l
f
 = w"p -h 2pA

2
B, — pA,B

2
 3kB,-p2B,~ b"

?
p, 

\1
2
 = — p[A2-hB2 — p'2 2k'-h 2ρ'Α,-+- 2pA

2
]

? 

M:,= P2B,. 

En substituant les expressions obtenues dans l'équation différentielle 
des parallèles, on aura 

3[N
0

-l· Ν,ο'-h + Ν,?"][Μ
β
 + Μ

1?
'+ M

2?
'2 -t- M,s'31 

-[L
0
 + L

1?
'+L

2?
'2][P

0
-f-P

1?
'-+-P.

J
o'24-P

3
9'3-hP

i?
'1] = o. 

En ouvrant les parenthèses, on aura 

( OÏL
0

 ■+- ON 19 H- oit
 2
 9 " ■+■ 9 3 H- oit.· * 9'

1 OÏL 5 9 5 OR·« 9'
1 ==0, 

où 

OIL,
;
 = 3\

3
M

3
— L.,P4= 3p5p2B,— p23p2B, = o, 

on-, = 3 Ν3 Ms -t- 3 N2M
:
,—L2 P3

 — L,P4 

= 3N
3
Ms-L

2
P,-L

1
P

4
 = p»[3(BÎ-AÎ)-2A,p'+p'»]. 
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Il ne reste qu'à éliminer de l'équation (49) ?' au moyen de l'équa-
tion (46); de cette manière on aura l'équation de la forme 

/(?, sin?, cos?)= ο, 

où / est une fonction entière de ?, sin?, cos?, avec les coefficients 
dépendant seulement de P. 

Voyons comment l'arc ? entre dans cette équation. 
Les coefficients M„, M,, NT

0
, P

0
, P2 sont du premier degré par rap-

port au ?, par conséquent ? peut paraître au second degré seulement 
dans les coefficients on

0
, DU,, tandis que les coefficients on.,, on

:
, sont 

du premier degré. 
Quant au coefficient on,, il est indépendant de ?, car on a 

oil, = 3N, M, -μ L0P, - L,P
;
,- L2P2 

= 3
?
·Β,[-3

Ρ
(Α. +

 ?
»)] 

-h 3p2[<p"p -h 2pA
2
B, — ρΑ,Β., 

-t- (A' - ρ'2) B, — 3AB2 — p2B
3
 - A"?p] 

— 3ρ2Β,[α'2 4- b'- + p'a+ 2p'A,] 
-h 2p2B,[— 4ρ (A,-hρ') — 6p(A

2
-f- p")j 

- 3p3[iv"-+- A,B
2
 - A

2
B, — A"? - 2ρ"Β, — p'Ba- pB,]. 

Nous voyons que, après la multiplication de l'équation par (ρΑ,+Α)', 
nous obtiendrons 

( 5o) on
 5
 k5 ?5 -t- ?4 Q, 4- ?3 Q

2
 -t- ?2 Q

3
 -h ? Q, +· Q. = ο. 

Les coefficients 

Qn Q 25 QÏ» QD QS 

seront les fonctions entières des sin? et cos?, avec les coefficients dé-
pendant uniquement de P. 

Il est évident qu'on ne peut satisfaire à l'équation (.00) qu'en posant 

on.-, A" — o, Q, — o, Q
2
 — o, Q

;
, — o, Q, — o, Q_- — <>, 
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car autrement φ, dépendant nécessairement de u, s'exprimerait algé-
briquement par sin φ, cos^. 

Considérons le cas 3R5== o. 
On obtient 

3(BJ — AJ)~ 2 A| p' -+- ρ'2 = ο 
ou 

3 (a"2 — &'2)sina<p — 12a'6'sinocos<j> -+- 3(6'2 — a'2) cos2 φ 

— 2p'a'cosy — 2p'ù'sincp ρ'2 = o. 

U ne faut pas oublier que cp dépend de u et, par conséquent, il est 
impossible de satisfaire à celte équation autrement qu'en posant 

a'2—b'2= o, a'b' = ο, ρ'α'= o, p' //=<>, p' = «» 

d'où l'on a 
a'= ο, &'=o, ρ' = υ 

et il n'existe point de projections. 
11 reste le cas uniquement possible 

alors 
k' = o, 

p = \likv ·+· l, 

où k et l sont des nombres constants. 
Ainsi nous avons démontré que les projections possibles ont lieu à 

la condition k'= o; il ne reste qu'à les trouver. 
Il faut à présent aborder la recherche des coordonnées a, b des 

centres des méridiens en fonction de ν et de la fonction w introduite par 
intégration. 

Introduisons dans nos calculs les quantités complexes, en posant 

a -h bi = c ) 
ι iw = σ, 

a — bi == γ ) 

ei'' = z, e-12 = t, 
de sorte que zl = i. 
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Π est evident que nous nous rappellerons, dans tout ce qui suit, le 
résultat obtenu k' = o. 

On aura, après les calculs analogues aux précédents, 

2i(x'y'" — χ'"γ')= a0 -h Α>,φ'ί 4- Λ»
2
ο'2 + «Λ..·,:/3/ 

"+■ Y"£lft>o + 1)1>2 2], 

χ'* +γ"·2 = 2
0 Η- 3,ίφ' -+- -2?'

2
' 

21 (a?'y — y χ") — (û
0
 4- (Ô, Y' 4- c0

;
, 1?'3, 

2(icV+//)= ε0 ■+■ ε,φ'ί +E2 q12 

■+■ ?''*[<·?<) 4~^ γ]? 

où les notations expriment 

A, = σ'"4- c'"i - ο'γ'"- 5[3pY + 4?Y+ fV'v] 
4-f[3p"c"4-4p'c"'4-pc,v], 

a, = Gp'p"- 2pp'"- -(0ρ'γ"4-4?γ"')- *(6p'c"4- îpe'"), 

A
3
 = 3 ρ [-γ" — /c"], A, = 4 ̂  ; 

\it<, = Gp'2— 3ργ"^ — 3pc'7, S0 = ρ'2 -l· υ'γ'4- - ρ'γ' 4- /p'c', 

ut, = o, C, = p (-γ' — te'), 

nil., = Ορ2, ε ο = ρ2 ; 

ιΒ
β
 == σ"4- C'Y - y"C' - -(3ρ'γ"4- ργ"')4- /(3p'c"4- pc'"), 

(Ο, = — 3ρ[-γ"4- /c"4- 2ρ"], 

(09 = 2 ρ , 

F» = C'Y 4- C'Y"4- 2Ρ'ρ" 4- -(ρ'γ7 -i-/(p'c')'
s 

Ί, = ^(2ρ'γ'4-ργ")- /(2p'e'4-pc">, 

ί\,= 2 /ι — - ργ' — /pc', 

-?«= Ρ(~Ύ ^ )' 

^ = — 2 ρ2· 

En substituant dans l'équation différentielle des cercles et en ouvrant 
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les parenthèses, nous aurons 

(51) . ( M„ -+- y M, 4- 9'2M2 4- yaM3 4- φ'4M., -h ysMa 

I 4- ίφ"[Ν,Η- ϊφ'Ν, + 9"Nj + ιΥ'Ν, + ç"N,]= ο, 
OU 

My = 3 (Oy ΰ0 2 Ci y eliy , 

M | 3 (Ο 3 lO y L· , 2w|) -Λ·> | | , 

\Io 3 (Oy (Lo 3 (0 | <L | 2v|| - Vi ο H- 2w|tl)| 2 2 2 y y 

M„ = 3ίθ,ΰ2Η- 3(β
;
,^α — 2£„<Λ>

;
, — 2ε, Λ2 — 2t.,-x

n 

M.» = — 3 co 3 Î; , 4- 2S, -Λ
3
 — 2 2a.v2, 

M5 = 3 (£)3 ί'2
 — 2Θ

2
 -Λ,

;
, ; 

ÎN y 3(0„ί?
ο
 2 Co l)î)

W
, 

IS" I = 3(OycT| 4~ 3(0, j'y 2o,\li)y, 

Na=—3(0,— 2C0ni>o— 23aus»
0
, 

\ ;J := 3 (0 3 #Q 2i| l|]j
2
 , 

N, = — 3(03C?, — 2ε2ιί)2. 

D'abord nous vo)rons que Ν., = ο, car 

— 3(0;, ί« — 2©
s

lft>o = — Gp2( — 2p2) — 2plGp" = ο. 

L\OUS avons aussi 
Ζ 9" Ay = K.y -f- ilf' K., -f- 9'2 K-O, 

Oil 
A y = α Ζ Η- A -J— OC t, 

α = ργ', A = 2 k, ot = pc'j 

Κ„ = σ" —(ργ')"- + (ρο')"Λ 

K, = - Î[I(py')'+Î(?C')']. 
K2 = ρ[^γ' - tc'\. 

En multipliant l'équation (51) par A
0

, nous aurons 

α
0
 [ m„ + y m , 4- ç,a m

2
 h- y3 m, + φ/4 m, 4- y5 m

5
 j 

4-(K
0
 4- K,y H- Κ

2
φ'2)[Ν

0
4- Ν,y-+- Ν

2
φ/24- N

3
zcp'3]= o. 
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Nous obtenons définitivement 

(52) ;m
0
 ιφ'311,-f- <p'a311

a
 -f- i!p/331L

3
 -h <p"311, -+- ίφ'5311/

5
 = ο 

où 
31ί

0
 = A

ft
M

0
 -f- K

0
N

0
, 

311, = A
0 M, -+- K.

0
 Ν

 (
 -+- K., N0, 

an, = A
9
M

2
 -+- K

0
 Ν* — Κ, N, -f- K.

a
N„ 

3iL;t = A0
 M

3
 -+- K.Q Ν 3 -f- Κ.) Ν 2 -+- K-2 Ν ι

 ; 

DTLj, = A
0
M

4
 — Κ,Ν,-h K

2
No, 

3R5=A0M5
 4-K

2
N

3
. 

Pour faire disparaître dans l'équation (02) la dérivée φ', multi-
plions-la par AJ et prenons en vue l'équation 

où 

où 

ΐη> A
0 B0, 

13 0 — f -3 -f-13 -(-1, 

β = -(ργ7, Β = σ', ? = (pc)'-
Nous obtenons 

aiLoAJ + art.AJOVAe) - diuA^ÎVA,,)2 

- 311
;
, Al( i'9' A

0
 )3 -f- 311, A

0
 (ίφ' A„)1 H- 31L

5
(ÎVA

0
)5 = o, 

d'où il vient 

(53) 
( 3H

e
A®4-3R,B

0
A*— 31i

2
B3AJ 

| — 3113 BJA* -h 311, β; A„ -f- 3R
3
 β; = o. 

Les degrés des coefficients par rapport aux ζ et t ne peuvent sur-
passer les nombres indiqués dans la Table suivante : 

Ν, 1 M3 1 K
a
.... 1 À

0
.... 1 311

5
.... 2 

N2.... 1 Mv.... 1 Κ,.... 1 B„.... 1 3114 2 

N,..·· 2 j\1
#

. ... 2 K
0
.... 1 311

3
.... 3 

N„.... 2 2 3112 3 

Al |.... 2 311,.... o 

M0.... 2 3110.... 3 
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Il n'est pas difficile de se convaincre cjue dans le coefficient dis-
paraissent les membres du troisième degré s3, l3. 

Ainsi l'on voit que l'équation dont dépend la solution de notre 
problème reçoit définitivement la forme suivante : 

(54) Ow^8 + Ο,Γ7 -h...4- 07 J Η- Ο -Η Ω„ί3-h Ω,t1 -f-...Ω71 — O. 

Les coefficients ο, Ο,·, Ω, dépendent des fonctions γ, c, σ et de leurs 
dérivées jusqu'.au quatrième ordre. 

En nous souvenant que ζ et t doivent dépendre de u qui n'entre 
dans les fonctions γ, σ, c, il résulte que, pour satisfaire à l'équation ( »4) 
d'une façon la plus générale, il faut poser 

1 — o, O, — o, O.» — o, ..., 07 — ο, ο — ο 
(D) 

( Ωα = ο, Ω, = ο, Ωο = ο, ..., Ω- = ο. 

Il reste pour résoudre la question de trouver les expressions les plus 
générales des fonctions a, ù, w satisfaisant au système (u5). 

Formons l'équation O0= o; il pourra composer le coefficient de zH. 
En ayant compte de la Table précédente, nous voyons que le 

degré z3 résultera des membres 

;>n
0
 Κ -f- dit, Al B

0
 - 3iu Al Bf,. 

En désignant les coefficients de s3 dans les expressions 3R
0

, DR,, DR., 
par 

dkI ait;, OR.;, 

nous verrons que notre équation sera 

où 
ct3(a2i)Rj -+- aGOR? — C20R!) = O, 

« = pf, β = -(ργ')'. 

Calculons les coefficients DRj, DRJ, OR»! : 

M„ = 3(ô,c,- 23„Λ.= 3[— (3ρΥ+ ργ-)5 +...][(ρ'γ')'2 + ···] 
- a(f>Y* + ...)[- (3Ργ+ 4ρ'γ"+ pf)s +■ ■ ■] 

= ̂ [2?Υ(3?Υ'+4ρΥ"+5γ»)-3(3
Ρ
'γ-+Ργ")(ρΥ+

Ρ
*γ')]+... 

Ν, = 2S„ilt„= za[2.3P7"PY—3ργ'(3ρΥ+- Ργ")]+.·· 
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Ainsi nous avons 

ìi'x — U' — a" \¡p* — (x 
où 

3R,; = ργ'(2*γ'γ,ν- 3ρ'2γ"' -h 3ρ2γ"2 4- 6*γΥ'4- 8ρ'2γΥ')· 

Calcul de onj : 

M Ι — 3 CÔ Ι Ί Ο 4~ 3 (O^J £, — 2 W J ΛΊΦ 2 Λ) 

= *2[2ργ'(3ρ"γ"Η- 4p'*f4-ργη') 4- 2ρ/γ/(6ρ'γ"4-4ργ'") 

- 9Ρ7*(ΡΥ)'~ 3(3?Υ+ ?Y")(a?Y+ ΡΤ")] + · · · 

•)R· Ι= Α
0
 Μ Ι 4- Κ, Ν

0
 -+- Κ-Ο ]\ Ι = OIL® ζ3 ... , 

où 
I)TL® = ργ'(2ρ2γ'γ,Ν

4- ιόΑγ'γ'"—6Αγ"2 Η- 6ρ2γ"γ/")· 

Enfin 

5LJ — 3CD, C, 4- 3(DJ^Λ,SO 4- 2 2, EA>, 2 SQ 

= JÎ[9PY(2?'T' + PÏ") + 3?Ï'(3pY+ PV") 

-2?γ'(6ρΥ"+4ργ")-βρ?ΥΥ]+··.·, 
d'où il vient 

,m2 = A
0
M

2
4-K

2
N

0
~ K,N,4- K

0
N

2
 = OR;

2
5:,4-. ... 

où 
0Γ^=ρ*γ(3γ"2-8γ'γ"'). 

On pourrait satisfaire à l'équation O
0
 = ο de deux manières diffé-

rentes : 

(56) α = O, OU a2 0Tc|| 4- a6OÏL; — G2DÏL® = O. 

Le cas α = ο donne 
γ = const. 

On obtient des projections avec les méridiens concentriques. 
Dans le cas général, on aura l'équation (56), qui, après toutes les 

Journ. de Math. (5· série), tome I). — Fasc. IV, 1896. 46 
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réductions, se transforme en 

- 2γ'2γ"γ" - 3 γ"4 -+- 3 γ'2 γ"2 -+- 2γ'γ" 2γ"' = ο, 

où, en posant γ' = y, on aura 

(57) - 2χ2χ'γ'"-3/4 -+- 3y-y"% 4- 277"/= o. 

Il faut considérer des cas à part 

y = o, y = o, 

car autrement l'équation (5^), par la substitution 

Il = —Y' 

se transforme en la suivante : 

(58) u'~ - iuu! = o. 

On voit que, outre la solution générale donnée par l'équation (58), 
il faut examiner à part les solutions singulières 

7 = 0, y=o, u~ o. 

En prenant la solution générale de l'équation O
e
 = 0, on voit qu'en 

inème temps sera satisfaite l'équation Û
8
= o; il restera à satisfaire par 

le choix convenable des constantes arbitraires les quinze autres équa-
tions du système (55). 

Si nous faisions cet examen, nous verrions que la solution générale 
mène à la contradiction, et que les projections sont données par les 
solutions singulières. Cet examen conduirait à des calculs trop pénibles 
qui exagéreraient les difficultés du problème. 

Pour arriver à notre but d'une façon la plus directe, examinons 
d'abord le cas des projections concentriques, c'est-à-dire le cas 

χ = γ' = ο. 
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Alors on aura 

aioj) 0" , eJ)o| I2p p , cAfljj Oj tUsj 4^' 
u»„

0
 = 6p'2, ali,a = 6p2. 

©Ο ~ Ρ 2J = t), S
a
 = ρ3· 

(β
0
 = σ", (0| = — 6pp", ®s = 2 ρ2. 

£
0
 = 2ρ ρ , C, = ο, Cj = 2Αγ. 

£
0
 = Ο, ί?,=— 2ρ2. 

Α0= 2if, Β0= σ', Κ.,, = σ", Κ, = ο, Κ2 = ο. 

L'équation a la forme 

23/rs(24pp,2p'/<r"— 4£ρ/2σ") ■+· tKkW{— 24pap,ap"a —6ρ2σ"2) 

— 23 A:3 σ'2 ( 24 Ar2 σ" — 4ArpV") ·+■ 22Α:2σ'38ορ2ρ,ρ,,ΑΓ -h σ'58ρ2Ατ2 = ο. 

En introduisant au lieu de σ la quantité réelle «p au moyen des 
formules 

σ' = 2 tV, σ" = 2 iw"y
 a'" = 2 w", 

on aura 

&3(6pp/2p"w>" — kp'-w'") -h A:aw'(— 3p2p'3p"2-t- 3p2w"2) 
-1- kw"-(6kaw" — /cpV) — io/rp2p'p"«>'3-+- p5wp'5= o. 

En ouvrant les parenthèses 

iv'" ̂  -+- Ar2p2«>'2^ — 3p2A:2w'w',2-H — A:W2^ 

+ 3-
6
φ'~ io~w'3— p

2
w'

5
 = ο ('). 

* 

Prenons ρ pour la variable indépendante, en la désignant par x, et 
pour sa fonction y prenons la quantité 

1 dw 
Je dp 

k A5 
(1 ) Il faut se souvenir que p'= -» p"=— —· 
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On aura 
dw = ky dp, 

d'où 
*=5* = ky% = vL· 

w"=k>xy~y>
 W

'
=

k^'r'-ix/ + iy. 

Notre équation devient 

ocy"{\ 4- x*y*) — 3x*yy'*-ι-3/'(ι — χ*y2) — xy3(4 -+-x2y-) = o. 

Introduisons la nouvelle variable u 

(5g) 
U 

xy=^: 

on aura, après toutes les réductions, 

x*u" + χυ! — u — o. 

En intégrant, on aura 

<6o) u -b - — l0, 

où l0 est une constante arbitraire. 
En intégrant (6o), on aura 

C+ IqX* u = -
2 X 

La formule (09) donne 
u 
X 

y = l=ï> 
au moyen de (60) on a 

y = - u' - lo 

Introduisons encore une nouvelle variable 

(6.) u — l
0
x = q, 
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on aura 

c — Lx' q = > 

ι — u2 — ι — l0c — q2. 

Désignons ι — l
0
c = /J AJ. 

L'équation (61) donne υ! — l
0
 = g', de sorte que 

y~ ~kd~p ~ ~~ y//* A»—?»' 

mais q'dp = dq
%
 d'où 

w = — k f , d<i = ArarccosA+w,; 

CP0 est la troisième constante arbitraire. 
En substituant la quantité q, on aura 

La formule 

çp = w0 -4- Ararc cos -— 

w = wa -+- /carc cos r > où R == -, 

détermine complètement les projections. Nous obtenons 

«-f w0+ arc cos c5-h A* — R1 

En substituant dans les équations fondamentales (42), nous aurons 

x = a + K ÂX?)' 

y=b +
 ?

[ sm-yf

 iAp
 4-cos-^^), 

où 
Δ = V4A2

P
! - (p> h- A1 - Ra)s 

= v/(R + ? + A)(U -t- A — p)(R + ρ — A)(p -t- A — R). 
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Les équations définitives des projections seront 

(62) 

(63) 

U 4- Wa
 p* 4- A1 — R* . u 4- <v0 Δ 

* = 04" cos-nr-—ÏA sln * ïÂ' 

y =
 fr + sln P__ + cos__._. 

Examinons la forme des méridiens et des parallèles. 
Des formules (6a), (63), on aura 

(χ — a)3 4- (y — b)2 = ρ2 = ikv 4- / ; 

les méridiens sont évidemment des cercles concentriques. 
Pour avoir les parallèles, éliminons p. 
En multipliant par cos " "^(P° l'équation (62), et par sin u+ xw 

l'équation (63), on aura, après une addition, 

iK(x — a) cos u +- 2A (y ~ Z»)sinMH^v° = p24- A2 — R2; 

mais on a (x — a)2 4- (y — b)- = ρ2, d'où il vient 

(x — dy 4- (y — by — 2 A cos11 0 (x — à) 

— 2 A sin u (y — b) 4- A2= R2. 

Nous aurons définitivement 

— a — A cos 4- (y — b — A sin " = R2· 

Ainsi nous voyons que les parallèles sont des cercles avec le rayon 
constant R. En désignant par ξ et η les coordonnées du centre d'une 
des parallèles, on aura 

ξ — a 4- A cos—£—4 η —ϋ 4- A sin—^—> 

d'où il vient 
(ξ-«)! + (η-4)2 = Α2. 
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Ce cercle représente le lieu géométrique des centres des paral-

lèles. 
En revenant au cas général, tâchons de simplifier autant que pos-

sible le problème, en nous souvenant du résultat fondamental, que 
le rayon des méridiens s'exprime par la formule 

V2 kv + L 

Nous voyons qu'à cause de la symétrie de l'équation (i) par rap-
port à « et à ç le rayon des parallèles doit s'exprimer par la formule 
semblable 

2Κ.u -+- L, 

ou, en conservant nos notations, on aura 

j+r-r,—J, ' = 2Κ.u -+- L, 

Κ et L étant des constantes. 
Quant à l'expression 

(«'/-y/)'' 

nous voyons qu'elle doit être une fonction rationnelle des sin φ et 
cos φ, que nous désignons par 

On aura 
R(sin<p, cos 9). 

R(sin O, cos Φ) = 2 KM 4- L. 

Au moyen de l'équation (43), nous aurons 

2/τΚφ 4- 2K(«,sin!p — b'cos^) ρ — 2Kw 4- L = R(sinç, cos^). 

Si R ne devient pas indéterminée ou infinie, ce qui aurait lieu quand 
x'y" — yx"~ o, l'équation donnera 

kK. — o, 
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d'où nous voyons qu'un des systèmes des lignes composant le réseau, 
les méridiens ou les parallèles doivent avoir le rayon constant. Cette 
remarque permet de simplifier considérablement le problème. 

En effet, supposons que les méridiens sont des cercles avec le rayon 
constant. En prenant la longueur de ce rayon pour unité, nous aurons 
les équations des projections en forme 

W) 

' x = a -f-cosç, 
y = b + sin q, 

où a et b exprimées en ν donnent les coordonnées d'un point de la 
courbe Σ, qui sera le lieu des centres des méridiens ; soit ν l'angle que 
fait la tangente de cette courbe 1 avec l'axe des x. Introduisons en 
outre le rayon de courbure ρ de la courbe Σ ; nous aurons alors ou 
ρ = oc, ou 

a = J ρ cos vdv, b — J psinorfe. 

Il faudra évidemment satisfaire à l'équation 

(<») = V 

où Y est une certaine fonction de p. 
En substituant dans l'équation (65) les expressions (64) et en inté-

grant par rapport à M, on aura 

où 
ρ sin (? — ρ) = Y u -h σ, 

psinÇ = « + », 

ayant compte des notations suivantes 

p. Y = ρ, σ = wV, ο — ν = ξ. 

En employant les méthodes précédentes, on aura 

UL2COS2H(X'2 -4-y'2) = A
0
cos3!j -ι-A, cos2 ξ sin ξ 4- A

 2
 cos ξ sin2 ξ -+- A, sin3!; 

. -ι- B
0
 cos2 ξ -+- Β, cos? sin ξ -h B2 sin21 

-+- C0cosH-t- C,sin^ -+- D
0

, 
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OÙ 

Λ Ο = ο, Α, = — 2pp.2, Α
2
=2 ρρ,ρ/, Α

3
 = Ο, 

li0= l*a(pa +" 1), 13, = - 2|Α([Α'4-pw')> Β
2

=[Α'2, 

C
e
 = 2{Α«ν', C, = — 2{A'tt'', D

0
 ~ w'~. 

Calculons l'expression χ y" x"y' : 

p.:,eosac,(.r'y" — y'x") = Λ», cos1 ξ -l· A>, cos3? sin? -l· *\>
2
cos2?sin2? 

-f-
 t

l.
3
cos?sin3? 4- el^sin4? 4- ifl>

0
cos3? 

4- nï., cos2 ξ sin Ξ Η- DÏ>
2

COS? sin2? 4- nl>
;
, sin3 ? 

4- 3„eosa? 4- ε,cos?sin? 4- 8
a
sin2? 

4- (O
u
cos? 4- sin? 4- i'

0
, 

où 
.L.

0
 = - U

3p', Λ| = - ?(2}Α3 4- α2α"—
 2

ΙΑΙΑ/2) 4- Ρ'|Α
2 α', 

-Λ·2 = 3 [Α2 ρ/ρ, Λ>
3
 = Ο, 4, = ο, 

■«.„= U
2
[
?

(V"4- Α(Ο
2

4- 0] - UIR'(U.
?
'4- 2Α'Ρ), 

«T., = — 3 ρ.2( α' 4- ο'ρ), ΊΛ»
2
 = 3 pu'2 , ΙΪΪ>

;
, = — u'3, 

ε
η
=3α2νν', u\=3{aw's, 

C, = — Guu\v', (Q, = — 3u'iv"J, 
t., = 3u''u'2, i,0=a''3. 

Pour résoudre le problème, il faut satisfaire à l'identité 

(x' 2+-/')' = [2 K.U + L] (./;>" - .<·>)% 

laquelle, à cause de nos calculs, prendra la forme suivante : 

Λ
0
cos3 ? 4-... 4- A,.,sin3? ι3 

\ B
0
cos2? 4-.. .4-B

2
sina? ι 

| C
0

cos? 4- C,sin? | 

. el y COS1 Ç 4" · . · 4- d. t SI II ' ? 

I ltl)„COS:l? 4-. . . 4- sill3 ? Ι 

= [2K(tAsin? — «>) 4- L] < C(,cos2? 4-.. .-4 CoSÎn2? ) 
l a\cos? 4- c$, sin? | 

i 0 
Journ. Je λΤαΙΙι. (5' série), ionic II. — Faso. IV, 1S9C1. J7 
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Cette équation doit évidemment être satisfaite identiquement. 

En posant ξ = on aura 

[ D
0
 "H C, -j- B

2
4- A

3
]3 — [2 Κ (p. — vv) H- L] [A

4
 -+- 2

2
4- ιθ,-h î'

u
]8j 

OÙ 
(W2 — ÎV' 4~ p.'3 )3 

= [2K((JL — tv) 4- L] (tv'3 — 3IA\V'2H- 3{Α'
2

«>' — JJL'®)A. 

ce qui donne 
u. — w = const. 

De la môme manière, si l'on pose ξ = — 0,1 aura 

doù l'on reçoit 
u.-b w = const., 

u. = const., «' = const. 

cl par conséquent ξ est une fonction de u seule. 
L'équation se simplifie considérablement 

A„ == — ρ*ρ\ A, = — 2 p3 p, A
a
 = ο, Λ, = ο, A« = O, 

Dî,
0 = ρ3 ( ρ2 H- 1), HI,, = Ο, ifta = o, = o, 

2g O | == 0 2 ■ (.Og (0 | ^ g O. 

A
0
 = o, A, = — 2 pu.2, A

a
 = o, A

 3
 = o. 

B„ = p2(p24- 1), B1 = o, B
a
 = o, O

0
 = C, = D

e
 = o. 

On aura 

(— 2ρ sin? -+- ρ2-h ι)3 

= [2K([Asin$ — w) 4- L](— p'cos? — 25 sin? 4- ρ24- ι)2. 

En substituant ξ = -, on aura ρ = const., d'où il vient 

— 2p sin:; 4- p2 4- 1 = 2K(psin? — w)4- L, 
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d'où 

p = -K|A, 

p2 -4- j = L — 2K.W. 

On obtient Y = — K, et nous pouvons passer de la variable p, 
exprimant l'angle de la tangente avec l'axe de χ, à la véritable longi-
tude en changeant Ρ en KP + CP. 

La courbe Σ est un cercle, et les projections seront déterminées par 
les équations 

x = a — Κ μ. sin P H- cos?, 

y = b + Κ p. COSP -+- sin?, 
où 

[Asin(? — P) = u H- «>. 

On voit aisément que les parallèles sont des cercles concentriques; 
de sorte que nous parvenons au cas déjà examiné. 

Dans le cas ρ = oc on aura, par les raisonnements semblables, les 
projections dont les parallèles sont des droites parallèles entre elles et 
parallèles à la droite, lieu géométrique des centres des méridiens. On 
peut concevoir ce cas comme un cas limite du cas général. 

Ainsi nous voyons que noire problème est complètement résolu. 
En résumant tous nos résultats, nous obtenons onze sortes de pro-

jections satisfaisant à toutes les conditions du problème. 
En prenant pour ρ la longitude, et pour u la fonction de la latitude 

correspondant à la forme 

Xu Y' v - Y x'v= + 1 

de l'équation du problème nous aurons les projections suivantes : 

1. 
x — au -+- ap, 
y = bu -h βρ, 

où «β — a Λ = 1. 

II. 
x =(rtp ·+- b)\/2ku + /, 

/ = (ar H- β)y/zku + /, 
où Α*(αβ — ba) = 1. 



36ο D.-A. GRAVÉ. 

III. I x=(au + b)s!ikv + l, ) ou k (bx -aB) = 1 

( y = (ocm -+- $)\jikv H- /, ) 

IV. 

χ = a Ï—) 

[y = bv + $ + ±y/b*p* — (u-h wf. 

V. 
\ X — Cl > 

| J = δω + β -t-1
 V

'^pa - ((? + a·)
2

. 

VI. 
| a = δ cos — sin " " fakv -h l, 
% 

y — ο sin —£ h cos —j— V2',T + '· 

VU. 

l .r = ο cos —^ sin —y/'iku-h I 
< 

[ y = o sin—^ h cos—\2t\ii-+- /. 

VIII. 

| Λ* — y'aAv ~Ί~ ^ ~cosoj» 

ι y = vaAv -4- / -l· sin^j» 

' oùXsino — [ACOSCJ H- AO = « -+- σ. 

IX. 

| a; = sl'iku + H- cos;pJ> 

j y = sj'iku -h / -h sin , 

( où λ sin φ — [ACOSO H- λ*φ = C -+- σ. 

X. 

, Η + ε pl+As — R2 . M + s Λ 

L k 2 A k a Λ 
] . « + ε p

!
 + A

!
-R

!
 « + ε A 

y = sin—^ ^ H- cos—2A 

f où ρ = y 2 Αν H- /, Λ = \/ 4 A - ρ2 — (ρ2 -+- À2 — R2)2. 
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XI 

(' -h ε ,os + A* — H2 · <· 4- ε Λ 

. c + s^+A'-R1 i'4-î Δ 

où ρ = \/2 Am 4- /, A = \/ri A-p'·2 — (p- 4- Aa — K2 )*. 

Pour fixer les idées, nous avons considéré la représenta lion des sur-
faces de révolution; mais il faut bien remarquer que tous nos résultats 
s'appliquent aussi bien à la représentation de chaque surface courbe; 
car, quelle que soit la surface représentée, on peut, par un choix conve-
nable des coordonnées curvilignes, ramener à la forme (i) l'équation 
des projections qui conservent les aires. 


