
HADAMARD
Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique
Journal de mathématiques pures et appliquées 5e série, tome 3 (1897), p. 331-387.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1897_5_3__331_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1897_5_3__331_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


PROPRIÉTÉS DES TRAJECTOIRES EN DYNAMIQUE. 33i 

Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique ( ' ) ; 

PAR M. HAOAMARD 

L'élude des équations différentielles se poursuit actuellement dans 
deux directions différentes. On peut avoir en vue la nature analytique 
des fonctions cherchées, et les considérer dans tout le champ des va-
leurs réelles ou complexes de la variable indépendante. Mais on peut 
aussi, en restant dans le domaine réel, suivre la voie tracée par les 
travaux de Sturm et par ceux de MM. Poincaré et Picard, où Ton se 
propose simplement de discuter le sens dans lequel varient les incon-
nues, et ou les relations d'inégalité jouent un rôle prépondérant 

C'est à ce dernier point de vue que je me placerai exclusivement, 
dans ce qui va suivre, pour étendre aux cas généraux certaines 
remarques simples qui s'offrent dans l'étude des problèmes les plus 
élémentaires de la Dynamique. 

I. Considérons, parcxemple, une surface de révolution, rapportée 
aux coordonnées semi-polaires /·, 0, s et définie par une équation entre 

(*) Les principaux résultats contenus dans le présent travail ont été présentés 
à l'Académie des Sciences dans un Mémoire couronné en 1896 (prix Bordin). 
Ce Mémoire contenait, en outre, un résultat relatif aux surfaces à courbures 
opposées et qui sera développé plus lard. 

Journ. de Math. (5· série), tome III. — Fuse. IV, 1897. /,3 
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r et 3, et le mouvement (sans frottement) d'un point sur cette surface, 
sous l'influence de forces dérivant d'une fonction de forces U indépen-
dante de 0. Une discussion bien connue montre que la trajectoire 
reste, en général, comprise entre deux parallèles de la surface. Ces 
parallèles peuvent, par un choix convenable des constantes d'intégra-
tion, être choisis arbitrairement, mais sous la condition que la plus 
plus petite des deux valeurs de r corresponde à la plus grande des deux 
valeurs de U : ils comprennent, par conséquent, entre eux une région 
de la surface où ν et U varient en sens contraire (*). S'il s'agit d'une 
géodésique, cette dernière conclusion subsiste en général, les deux 
parallèles limites devant, cette fois, avoir le même rayon. 

(rest ainsi qu'un point pesant mobile sans frottement sur une* sphère 
passe, en général, à quelque instant de son mouvement, dans l'hémi-
sphère inférieur. 

2. La circonstance que nous venons de rappeler n'est que l'appli-
cation aux surfaces de révolution d'un principe général : comme nous 
allons le voir, dans le mouvement d'un point sur une surface quel-
conque, on peut toujours assigner une région H que la trajectoire doit 
(sauf dans un cas exceptionnel) traverser line infinité de fois. 

Ce principe est d'ailleurs relui qui a été invoqué par M. Kneser 
dans son Mémoire intitulé : Sluditm ill ta ν die Bawegun gs\ ν; / μα ngt · 
in dcr Unigebung inslabiler GlcickgcwichI .stage η ( -). Toutefois ec 
géomètre ne l'a appliqué qu'à l'étude du mouvement dans le voisinage 
d'une position d'équilibre instable, au lieu qu'en réalité la portée eu 
est plus générale. Cela tient à ce que la région H indiquée par l'auteur, 
du moins dans la forme algébrique de son raisonnement, est moins 
restreinte que celle (pic nous formerons (s). 

5. Considérons, d'une manière générale, un système d'équations 

(') Sauf dans le cas exceptionnel où r et U ont leur maximum ou leur mini-
mum en même temps. 

(®) Journal de Crelle, t. lia, p. 3oo et suiv. 
(3) La région introduite par M. Kneser est celle à laquelle on serait conduit 

en partant de la remarque que nous donnons au n° *25. 
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différentielles du premier ordre, 

f.\ — (ic* — — djCn — <h t,1,) "xr _ x; —_ x. ~m' 

où les X,· sont des fonctions données de a·,, χ'.„ ..., xH. Ces dernières 
quantités étant considérées cominc les coordonnées d'un point M dans 
l'espace E„ à η dimensions, le système (i) délinit un faisceau de tra-
jectoires de ce point : si, comme nous le supposerons, les fonctions \ 
sont univoques, il passe une trajectoire et une seule par un point pris 
au hasard. 

Soit Y(x
n

x
2

, ..., .r,,) une fonction univoque quelconque. Lorsque 
le point M décrira (t variant de /„ à -f- x) sa trajectoire, cette fonc-
tion aura, en général, une infinité de maxima et de minima successifs. 

Or ces maxima et minima ne peuvent évidemment être situés en des 

points arbitraires. Si l'on désigne par X(/) le symbole 

Χφ..,\,£
+

...
 +

 Χ.£, 

LouL point où V est maximum ou minimum devra satisfaire à l'équa-
tion 

(2) X(V) = o, 

laquelle représente, dans l'espace E„, une multiplicité à η — ι dimen-
sions. De plus, suivant qu'il y a maximum ou minimum, on devra 
avoir Tune ou l'autre des deux inégalités 

(3) X[X(V)]<o, 

Ci·) X[X(V)]>0, 

lesquelles définissent chacune une portion de la surface (2). la pre-
mière de ces portions étant constituée par les points où la trajectoire 
passe de la région X(V)> ο à la région X(V)< o, la seconde par les 
points où a lieu le passage inverse; la limite de ces deux portions, qui 
est une multiplicité à /1 — 2 dimensions, se compose des points où la 
trajectoire est tangente à la surface (2). 
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Ainsi une trajectoire quelconque traversera, en général, une 
infinité de fois la surface (2) et cela, successivement, dans chacune 
des deux régions de cette surface déterminées respectivement par 
les inégalités {3), (3'). 

4. Pour (juc la conclusion precede 11 te tombe en défaut, il faut que, 
à partir d'une certaine valeur de /, la fonction Y varie constamment 
dans le même sens; aille, par exemple, toujours en croissant. 

Or, dans ces conditions, il arrivera, soit que celle quantité augmente 
indéfiniment avec /, soit qu'elle tende vers une limite. 

Nous écarterons la première hypothèse, soit que V reste nécessaire-
ment fini dans le domaine des valeurs que peuvent prendre x,, 
./•

a
, ...,x„, soit que nous fassions abstraction des trajectoires le long 

desquelles il devient infini. Nous admettrons donc que Y tend vers une 
limite et nous nous servirons du 1cm 1110 suivant : 

Si, lorsque la variable l augmente indéfiniment, la fonction Y 
de celte variable tend vers une limite et que ses η -hi premières 
dérivées existent et restent finies, les η premières d'entre elles ten-
dant vers zéro. 

Jlornons-nous, pour simplifier, à la dérivée première. Nous axons à 
faire voir que cette dérivée est, pour / suffisamment grand, plus petite 
en valeur absolue qu'un nombre quelconque donné ε. 

Soil, à cet effet, / un nombre choisi arbitrairement. Dans la su il·· 
des valeurs de t, il ne peut exister une infinité d'intervalles ayant 

chacun une étendue supérieure à I et où i-^- soil plus grand que : 

car, dans un pareil intervalle, λ7 varierait de plus de »> ce qui ne peut 

se produire indéfiniment puisque V tend vers une limite. A partir du 

moment où ces intervalles cesseront de se rencontrer, le module de dV dt 

sera manifestement plus petit que ε si nous avons pris pour / un nombre 

qui, multiplié par la limite supérieure de I» donne un produit infé-

rieur à - · 
2 



PROPRIÉTÉS DES TRAJECTOIRES EN DYNAMIQUE. 335 

Le même raisonnement s'étendant aux dérivées suivantes, notre 
leirune est démontré. 

ii. Appliquons ce lemmc à la quantité V considérée aux numéros 
précédents, en admettant que celte fonction et ses dérivées partielles 
jusqu'au troisième ordre, ainsi que les fonctions X/et leurs dérivées 
partielles du premier et du second ordre, restent finies lorsque le point 

molnle s'éloigne indéfiniment sur cette trajectoire. Dans ce cas, —-» 

'~rW ~ϊϊϊ* ''''s1''11' finis. Donc = X(V) et —^ = X[X(V)J tendent 

vers zéro. 
Nous arrivons, par conséquent, à la conclusion suivante : 

Lorsque la fonction V cl ses dérivées jusqu'au troisième ordre, 
les fondions X, et leurs dérivées jusqu'au second ordre restent fi-
nies pour l infini, la trajectoire traverse une infinité de fois cha-
cune des régions de la surface (2) définies respectivement par les 
inégalités (3), (3'); ou sinon, elle est asymptotique à la multi-
plicité à u — 2 dimensions qui sert de limite commune à ces deu.r 
régions. 

Ce dernier cas doit d'ailleurs être regardé comme exceptionnel ('). 

(>. Quoique les équations de la Dynamique soient du second ordre 
et ne puissent être ramenées au premier que par l'introduction des vi-
tesses coin me inconnues auxiliaires, elles vont nous fournir des résul-
tais très analogues aux précédents, surtout dans le cas le plus simple 
et dont nous allons nous occuper tout d'abord, celui où il n'y a que 
deux degrés de liberté. 

Considérons un système dont la position ne dépend que de deu x pa-
ramètres //, v, par exemple un point matériel, de masse égale à 1, mo-
bile sans frottement sur une surface où u, ν sont les coordonnées cur-
vilignes. U étant la fonction des forces et E&'2 -+- ·ι¥u v' -t- Ci e'a la 

(') Voir plus loin, nu 53. 
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force vive, les équations du mouvement donneront 

(EG - F')— = + tt'»fF^ — - G ψ — ' ) 

+
 „p^F__

G
_j 

•n"(lG^ -+- -F^ - C·^-), 

(m· - I")ap =- Fgj + l'^r + "\;^Τ + -,>' Ta -
 V

-T.) 

+ e
^F

3
._K

r
J 

_I I<:~ _ 1 V^\ ν Ov » Ov a Ou f 

Soit V une fonction de w, F' dont nous désignerons, pour abréger, 
les dérivées partielles du premier et du second ordre par Ρ, Ο, II, 
S, Τ : il viendra 

Cl) ^ = Pu'+(,>»·', 

(5) tPX , ,ί/1// li ... ο / , ri, + +R«i'+iS«p+ Ι.·' (>) \ F(l^+Q*J\ + cl,£ 

i + -;fi3s-5K£) 

+ Q(;E* + ;li35-K^)]i"" 

(6) + 2S + 1 EG - F2 P dG du - G dE dv) + Q (F dE dv - E dG du) uv' 

+
l
T
+roMKï

G
£

+
;

F
*-

r,
3 

+ Q(F dF dv - 1 2 E dG dv - 1 2 F dG du) v'2 
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Le terme indépendant de u\ e', dans l'expression de n'est autre 

que l'invariant désigné, dans les Leçons sur la théorie des surfaces 
de M. Darboux ('), par la notation A(U, V). 

Faisons usage de l'équation des forces vives 

Κu 2 -h 2 F «V -μ Γι ν'* = a( IJ 4- h )
y 

la différence 
ψ(«\0 «i»(Q, — l·) 

Κ it"* 4- 2 F It' c' 4- G vr* KQ1- 2 FI'Ô 4- Gl» 

contenant en facteur Vu' + Qc', nous pouvons écrire 

(7) d4 \ t /1 τ \/r \ 2 ( IJ 4- /< ) Iν d\ / - , , v TiF Tr~+7ft (AU+(«>), 

où X et α ne contiennent d'autre dénominateur que la quantité 

KQ'-iFPQ + GP2; 

AV désigne, conformément aux notations de M. Darboux, le quotient 
de cette même expression EC)2 — 2FPQ -t- GPa par KG — F2; I

v a la 
valeur 

, __ «i»(g. — F) 1 'v~ KG-F1" 

1 itg4-.).si»g4-TPi ι I ~ KG-F4 ( KG — F4 )4 
(8) 

1 itg4-.).si»g4-TPi ι I ~ KG-F4 ( KG — F4 )4 Ι I \q du 2 de de / v\ de de 2 de 2 du / 

I +PQ»(V<^-t-l4G_i(;i|!:- ÎF^?V+Q«CiE^+ -EÎYI. 

Cette quantité s'exprime également à l'aide des paramètres différen-
tiels de M. Beltrami. En nous conformant toujours aux notations de 

(») T. Ill, Liv. VII, Clmp. 1. 
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M. Darboux, nous trouvons successivement 

;A(V^V)»(
Kr

!rp55[(GP-PQ),n+9(GP-FQ)(EQ-EI*)S+(EQ-KP)»T 

+ ;(Ci'-«3)(35Q
,
-^i'Q + fi

M
) 

+ i(EQ - Fl»)(£Q" - ̂  l'Q H- § 1»)' 

AVA(V,EG-FM 

a(EG — F1) 

a<V, a, v) = EQV
E
S;,Gp,[(iH -

 2
fs + ET + i>(£ - *) 

+<
K£- -S-^v'K<i -«■")]. 

et, par conséquent, 

(H) l, = AVA
a
V-|A(V,iV). 

7. Faisons d'abord V = U : il viendra 

<»> FF =4U + —ru— + Λ <λ" + I4'· >· 

Considérons un maximum de U. Nous devrons avoir dV dt = 0. 

d2 U dt2 ^o : comme AU est essentiellement positif, il en résulte 

(»o) l„<o, 

l'égalité ne pouvant avoir lieu que pour AU = o, c'est-à-dire «MI une 
position d'équilibre. 

Iléciproquement, étant donné un point quelconque situé dans la 
région IL< o, il existe une trajectoire passant en ce point et y admet-
tant un maximum de la fonction 1J. Car on peut prendre u' et C pro-
proportionncls à Q et — P, ce qui rend la fonction Φ(Μ', C") négative, 
puis donner à ces quantités c'des valeurs assez grandes pour que 
ce terme Φ(Μ

/,<,/) surpasse en valeur absolue ALJ. 

Si nous divisons la surface donnée en deux régions, Γ une où l
t
 est 
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positif, l'autre où il est négatif, une trajectoire quelconque passera, en 
général, une infinité de fois dans la seconde de ces deux régions, à 
laquelle on peut, en conséquence, donner le nom de région attractive, 
pendant que la première, dans laquelle le point mobile ne peut rester 
constamment, est en quelque sorte une région répulsive. 

Ainsi que l'a remarque M. Kneser dans le cas où la surface donnée 
est un plan ('), le maximum de U ne peut avoir lieu que là 011 les 
lignes de niveau ont leur courbure geodésique tournée dans le sens 
des U croissants. Ce résultat est équivalent à celui qui précède, 
comme on le voit en introduisant l'expression de cette courbure geo-
désique (a), expression dont le numérateur est précisément lv. 

La ligne de séparation des régions attractive et répulsive est consti-
tuée par le lieu des inflexions géodésiques des courbes de niveau, c'est-
à-dire, d'une part, par les points où la courbe de niveau est tangente à 
une direction asymptotique (3) ; d'autre part, par les points où son plan 
oscillateur est normal à la surface. Par exemple, dans le cas de la 
pesanteur, cette ligne de séparation se compose du contour apparent 
horizontal et du lieu des points où une direction asymptotique est 
horizontale. 

8. 11 est intéressant de comparer le résultat précédent avec celui 
que Ton rencontre dans le cas d'un paramètre, par exemple dans le 
mouvement d'un point sur une courbe sous l'influence d'une force 
fonction de la position du point. On sait qu'alors le mobile, s'il ne 
s'éloigne pas indéfiniment dans un sens déterminé, oseille périodique-
ment dans un certain intervalle et que cet intervalle comprend néces-
sairement une position d'équilibre stable. Dans le cas de deux para-
mètres, c'est la région attractive qui remplace, à cet égard, la position 
d'équilibre stable (4). 

(') Loc. cil. 
(5) DARBOIX, loc. cit., t. Ill, p. 203, formule (19). 
(3) Celte propriété caractéristique des lignes asymptotiques que les courbes 

qui leur sont tangentes avec un plan osculateur quelconque ont leur courbure 
géodésique nulle, est en relation évidente avec le rôle que jouent ces lignes dans 
la théorie de la déformation, 

(*) La question, plusieurs fois discutée (voir, en particulier, JORDAN, Comptes 
Journ. de Math. (5· série), lome lit. — Fasc. IV, 1897. 44 
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0. Nous avons supposé que la fonction U avait des maxima en 
nombre infini. Nous devons maintenant examiner le cas où, à partir 
d'une certaine valeur de /, U varierait constamment dans le même 
sens. Pour voir ce qui peut se passer dans ces conditions, nous ferons, 
comme précédemment, certaines hypothèses. Nous admettrons : 

i° Que U est, sur toute la surface, fini et inférieur en valeur abso-
lue à une limite déterminée, ainsi que ses dérivées partielles jusqu'au 
troisième ordre inclusivement; 

2° Que E, F, G restent également partout finis et inférieurs en va-
leur absolue à une limite déterminée ainsi que leurs dérivées jusqu'au 
second ordre inclusivement; 

3° Que EG — F2 est partout différent de zéro et supérieur à une 
limite déterminée. 

Sous la forme ou nous venons de les énoncer, ces hypothèses sont 
trop restrictives et ne seraient pas réalisées en général. Ainsi, pour 
prendre le cas le plus simple, une sphère rapportée aux coordonnées 
astronomiques ordinaires ne satisferait pas aux conditions précédentes, 
EG - F2 étant nul aux deux poles. Nous ferons abstraction de ces 
singularités apparentes, en supposant qu'on ait défini un certain 
nombre de régions empiétant les unes sur les autres, de manière que : 
i° tout point de la surface soit intérieur à l'une au moins de ces ré-
gions; 2" dans chacune d'elles on puisse faire choix d'un système de 
coordonnées tel que les conditions précédentes soient vérifiées. Si ces 
résultats ne peuvent être atteints qu'après séparation d'une ou plu-
sieurs portions de la surface donnée, celles-ci seront véritablement 
singulières et nous les exclurons du raisonnement, en ne considérant 
que les trajccloires qui n'y passent point. C'est ce qui arrivera, par 
exemple s'il y a des nappes infinies. 

Dans ces conditions, nous sommes assurés tout d'abord que u' cl c' 
restent finis. Les singularités signalées par M. Painlcvé (') sont donc 

rendus de l'Académie des Sciences, t. LXXIV, LXXV ; BOUSSINESQ, ibid.), des 
lignes de faile el des thalwegs trouverait peut-être sa solution dans des considéra-
tions analogues aux précédentes : les lignes de faîte étant en quelque sorte les 
lignes répulsives par excellence et les thalwegs les lignes attractives par excellence. 

Ο Comptes rendus, 26 octobre 1896. 
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exclues et il y a lieu de faire varier l jusqu'à -h x. De plus, et 

d2 U dt3restent finies et, par conséquent, d'après le lemme précédemment 

démontré, si U tend vers une limite, ̂  et tendent vers zéro. Si 

nous envisageons alors la formule (9), nous voyons que si AU n'est 
pas très petit, λ et jx sont finis, de sorte que le dernier terme du second 
membre est infiniment petit. Dès lors, ou bien il existe des valeurs 
de l aussi grandes que l'on veut pour lesquelles I

L
.< ο et alors nous 

n'avons pas à modifier les conclusions des numéros précédents; ou 
bien AU tend vers zéro. Or les identités 

EAU - * 1», UAU - SSfcÇÏ H- Q· 

montrent que AU 11c peut tendre vers zéro s'il n'en est pas de même de 
Ρ et de Q. Si donc, comme c'est le cas général, la surface ne renferme 
qu'un nombre fini de positions d'équilibre, le mobile devra tendre 
vers une de ces positions. Dès lors la vitesse tend vers zéro, ainsi que 
l'a démontré M. Painlevé ('); c'est d'ailleurs ce qui résulte de notre 
lemme, appliqué aux coordonnées u et ν considérées comme fonctions 
de Λ 

Kn un mot, lorsque, sur une surface régulière et où U se com-
porte partout régulièrement, il n'y a qu'un nombre fini de posi-
tions d'équilibre, toute trajectoire qui ne passe pas une infinité de 
fois dans la région attractive tend asymplotiquement vers une de 
ces positions. 

10. Si l'on considérait, non seulement les valeurs de t supérieures 
à t

01
 mais l'ensemble des valeurs de / de — χ à H- x, on peut affirmer 

sans restriction que, pour une au moins de ces valeurs, le mobile pas-
sera dans la région attractive. Car le contraire ne pourrait avoir lieu 
que si la trajectoire tendait asymplotiquement vers une position 

(') Bulletin de la Société mathématique de France et Leçons sur l'intégra-
tion des équations de la Dynamique. 
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d'équilibre tant pour l infini positif que pour t infini négatif. Mais, 
dans ce cas, les valeurs de U correspondant à ces deux positions 
limites seraient les mêmes et seraient atteintes par valeurs décrois-
santes (puisque la force vive tendrait vers zéro). Donc, dans l'inter-
valle, M passerait nécessairement par un maximum. 

Une position d'équilibre ainsi atteinte asymptotiquement est néces-
sairement instable. Car on peut donner à t une valeur /

0 assez grande 
pour que le mobile prenne une position aussi voisine qu'on veut de 
l'équilibre avec une vitesse (wj,, v'

9
) aussi petite qu'on veut; on sait, 

d'autre part, que, dans un mouvement quelconque compatible avec la 
loi de forces donnée, on peut changer t en t0 — / : le mouvement ainsi 
transformé est évidemment en contradiction avec l'hypothèse de la 
stabilité. 

11. Si les positions d'équilibre, au lieu d'être en nombre fini, for-
maient sur la surface une ou plusieurs lignes, la conclusion précédente 
ne subsisterait pas nécessairement. La trajectoire pourrait être asvm-
ptotique à une ligne d'équilibre sans que la vitesse tende vers zéro ; mais 
un pareil fait est loin de pouvoir se produire pour une ligne d'équilibre 
quelconque. Soit, en effet,/(H, v) = o l'équation de la ligne d'équi-
libre, f étant une fonction dont les dérivées partielles ρ et <j ne sont 
pas nulles toutes deux en un point quelconque de cette ligne. [ Par 
exemple, sur le tore à axe vertical représenté en coordonnées semi-
polaires /·, 0, ζ par l'équation z2 ■+■ (/·— a)- = A-, si la force agissante 
est la pesanteur, on pourra prendre/·— a.] 

~ et —·£ tendront vers zéro d'après notre lemnic dun°4, et comme il 

en est de même de Δ(ϋ,/), si la vitesse ne tend pas vers zéro, il eu 
résulte lim I/ = o, ce qui exige que 1^ soit nulle sur la courbe d'équi-
libre. Δ/ étant différent de zéro, cette ligue doit être une gëodèsique 
de la surface

}
 d'après l'expression précédemment rappelée de la 

courbure géodésique. 

12. Notre théorème n'apprend quelque chose que si la région 
répulsive existe. 11 est aisé de voir qu'il en est ainsi en général. Suppo-
sons, en effet, U partout fini sur la surface : il aura un maximum 
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(position d'équilibre stable) et un minimum. Si ce maximum et ce 
minimum sont isolés, le premier sera intérieur à la région attractive, 
le second à la région répulsive; car, autour d'un point w

0
, v

0
 où il est 

minimum, U aura un développement de la forme 

a(u— u
o
y4- 2b(u — u

0
)(v -v

0
)-hc(v — P„)3-K.. 

avec 
b3 — ac < o, a > o. 

Si l'on forme l'expression lu, on voit que la partie 

KQa - 2 SPQ -h TPa = aQ* — 2I1VQ -h cPa -κ.. 

est du second degré et essentiellement positive autour du point («„, ty) 
pendant que la partie restante est de degré supérieur au second. Quant 
à ce point lui-même, il fait partie, comme point isolé, de la courbe 
lL = o, mais on peut le considérer comme appartenant à la région 
répulsive, puisque toute trajectoire passant en ce point y admet un 
minimum de U. 

Là encore, les conclusions peuvent être toutes différentes s'il existe 
pour L une ligne de minima ou de maxima. Ainsi, lorsqu'un point 
mobile sur une sphère est attiré par un diamètre, il est clair que la 
concavité des lignes de niveau est partout dirigée dans le sens de la 
force; il n'y a donc pas de région répulsive. Cela tient à l'existence 
d'une ligne de minima pour U, le grand cercle perpendiculaire au 
diamètre attirant. 

15. Ο11 remarquera que si l'on change tJ en — U, c'est-à-dire si 
bon passe du mouvement primitif à son conjugué, It, est changé en 
— lu, de sorte que les régions attractive et répulsive se permutent 
filtre elles. 

14. Si nous connaissons une limite supérieure de la constante des 
forces vives, nous pouvons restreindre la région attractive, car, 
moyennant l'inégalité hf.h0, notre formule (9) donne, en un inaxi-
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mum de U, 

(π) AU + °<υ+υ
Λ')Ιυ<0, 

qui, «ivec I) 4- h^o, déiinit une région de la surface, région manifes-
tement comprise dans la première. 

De même, si nous connaissons une limite inférieure de la constante 
des forces vives, nous connaîtrons par là même une région où devra 

se trouver le minimum de U, car les relations — = o, Jo, h lh„ 

combinées avec la formule (9), donnent 

AU + 2(U + ho) AU IU > 0, 

légion qui comprend la région répulsive et une partie de la région 
attractive, cette dernière partie diminuant indéfiniment lorsque h

0 

augmente indéfiniment. 

15. Soit maintenant V quelconque, et supposons donnée la valeur 
de la constante des forces vives; des lors, les inégalités 

(») A(U,V)+2(U

A
Y,)1v<0, 

<I3)
 A

(U,V)+2(L'+/')'V>O 

correspondent à une division de la surface en deux régions telles que 
tout maximum de Y est nécessairement situé dans l'une, tout mini-
mum dans l'autre. 

Quant à la discussion du cas où V n'a pas une infinité de maxima 
et de minima, elle se fait d'après les principes invoqués précédemment. 
K11 supposant encore que V reste fini ainsi que ses dérivées partielles 
jusqu'au troisième ordre, il faudra que la trajectoire tende vers une 

certaine courbe limite Y = a. De plus, la condition que — etd2V dt2 

soient infiniment petits nous montre, d'après la formule (7), que 

A(U, Y) 4- V
ers zéro, à moins que ΔΥ et, par suite, 
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dV dV du dvne soient eux-mêmes infiniment petits. Mais si cette dernière 

circonstance se produisait, il arriverait ou bien que et ne seraient 

nuls qu'en des points isolés de la courbe V = a, et alors le mobile 
devrait s'approcher indéfiniment d'un de ces points, qui devrait être 
une position d'équilibre instable (·), ou bien que les égalités 

dV du·= — = ο auraient lieu sur toute la courbe limite, auquel cas nous 

remplacerions V par une autre fonction s'annulant sur la courbe 
V = a sans que ses dérivées partielles soient nulles toutes deux. Reste 

l'hypothèse que A(U, V) H- tende vers zéro sur la trajec-

toire et, par suite, soit nul sur la courbe limile : alors celle-ci sera une 

trajectoire possiblepuisque les conditions V = a, =0 entraînent 

d2V dt2 = 0). 

Ainsi, toute trajectoire sur laquelle V et ses dérivées partielles 
restent finies passera une infinité de fois dans chacune des deux 
régions (12) et (i3) et traversera, par conséquent, une inlinité de 
fois leur ligne de séparation, à moins quelle ne tende asymptotique-
ment vers une position d'équilibre instable ou vers une trajectoire 

fc rmée représentée par une équation de la forme V = a. 

16. On peut déduire du résultat précédent un autre qui soit indé-
pendant de la valeur de la constante des forces vives, car l'équation 

A(U, V) -f- a^ ̂ ^
ÏV =

 °» combinée avec l'inégalité U H- // > o, 

donne 
A(U, V)l

v
< o, 

inégalité qui doit être vérifiée une inlinité de fois sur toute trajectoire 
non exceptionnelle. 

17. Prenons le cas des géodésiques. En faisant U = o, nous voyons 
que, sur une géodésique, le maximum de V a lieu nécessairement 

(*) Voir PAIS LEVÉ, toc. cit. 
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dans la région Iv<o, le minimum dans la région Iv>o: toute géo-
désique passera une infinité de fois dans chacune de ces deux régions, 
à moins qu'elle ne soit asymptotique à une géodésique fermée ayant 
pour équation V = a. 

Ce résultat est en accord avec celui que nous avons établi en pre-
mier lieu (n° 7), car on sait que les géodésiques peuvent être consi-
dérées comme les trajectoires limites d'un mobile qui se meut sous 
l'influence de forces dérivées d'un potentiel quelconque ± Y. 

On peut, d'ailleurs, déduire tous les résultats précédents les uns des 
autres en partant des résultats que fournit le principe de la moindre 
action. Ce principe montre, en effet, que les géodésiques de l'élément 
linéaire ¥,du2+2V dudç-\-Gdv* sont identiques aux trajectoires 
d'un mobile parcourant la surface d'élément linéaire 

V.du*-\- a F dudv -+- Gdv* 
V 

sous l'action des forces dérivées du potentiel V. De mémo, on no 
change pas les trajectoires en remplaçant simultanément l'élément 

linéaire Ε du? -h 2 F dudv -h Gdv* par (E du2
 4- 2 F dudv ■+■ G eh'·) y 

et la fonction de forces U par V. Cette transformation permet do 
passer des résultats du n° 7 à ceux du n° Jii. 

18. Si, en particulier, V = ο est l'équation d'une géodésique fer-
mée L, la quantité Iv est nulle tout le long de celte ligne. Si elle n'est 
pas nulle ailleurs, la ligne L devra être coupée une infinité de fois par 
toute autre géodésique. 

Nous allons appliquer cette remarque en prenant pour V la distance 
géodésique d'un point de la surface à la ligne L et supposant que la 
courbure de la surface donnée garde un signe invariable. 

Prenons pour coordonnées l'arc ç de L, compte à partir d'une 
origine fixe jusqu'au pied d'une géodésique normale à la première, cl 
l'are u de cette dernière géodésique, compté à partir de son pied. 
L'élément linéaire sera ds'2= du2-+- C*dv* et, pour u = o, l'on aura 

C = 1, ~ = o. Si nous prenons pour V la quantité u elle-même, la 

formule (8) donnera Ï
H
 = lequel est bien nul sur L. 
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Supposons maintenant que la surface donnée soit a courbure par-
tout positive. Comme cette courbure a pour expression (') 

_L — 1 d2C HIV " C ' 

la quantité qui est nulle avec u et croissante quand u décroît, a 

un signe contraire à celui de u. La valeur absolue de u ne peut donc 
avoir de minimum autre que zéro, et par conséquent, sur une surface 
à courbure partout positive, toute géodésique fermée est coupée 
une infinité de fois par toute autre géodésique. 

19. Toutefois, la démonstration ainsi présentée est loin d'être irré-
prochable, car nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que la 
fonction V était univoque et avait ses deux premières dérivées déter-
minées et continues, et il est clair que ces propriétés n'appartiennent 
pas à la quantité u dont il vient d'être question. Non seulement, lors-
qu'un point M' se déplace sur une ligne L', la géodésique le long de 
laquelle est comptée la distance minima de ce point à une ligne 
fermée L ne varie pas toujours continûment; mais il peut même 
arriver qu'il soit impossible de considérer comme variant continû-
ment une géodésique, menée parle point M'normalement àL. Si, par 
exemple, on prend sur l'équatcur d'une sphère un arc AB plus petit 
qu'une dcmi-circonfércncc et qu'on remplace le reste de la circonfé-
rence par une ligne ayant avec celle-ci, en A et B, un conlact d'ordre 
aussi élevé qu'on voudra mais située tout entière dans l'hémisphère 
supérieur, on fournira ainsi une ligne fermée L; lorsqu'un point M , 
variable sur une ligne L', passe au pole supérieur, le pied de la géodé-
sique normale à L, menée par ce point, passe brusquement de A en B. 

Nous ne serons donc en droit d'affirmer la proposition précédente 
qu'après avoir examiné les objections auxquelles donnent lieu de telles 
singularités. 

20. Nous admettrons, comme nous sommes en droit de le faire, 

(') Darbolx, Leçons, t. H, p. 4i6, formule (24)· 
Journ. de Math, ( j* série), tome III. — Faso. IV, 1897. 45 
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d'après les principes établis dans les Leçons de M. Darboux, qu'entre 
deux points quelconques de la surface existe un chemin minimum. La 
longueur de ce chemin sera évidemment une fonction continue de la 
situation de chacun des deux points. Nous admettrons, en outre, que 
pour toute géodésique déterminée par un de ses points (de coordon-
nées curvilignes α, β) et par l'angle ω, qui définit sa direction en ce 
point, les coordonnées (soit curvilignes, soit cartésiennes) de l'extré-
mité d'un arc compté à partir du point (α, β), sont des fonctions 
de a, β, ω, s continues et admettant des dérivées partielles jusqu'à un 
ordre suffisamment élevé; c'est ce qui a lieu, moyennant des hypo-
thèses très simples sur la nature de la surface, d'après les travaux de 
MM. Poincaré et Picard. 

Dans ces conditions, la distance géodésique minima d'un point 
déterminé quelconque M' de la surface à un point variable M de la 
ligne fermée L, variant continûment avec M, aura une valeur 
minima. A ce moment, la géodésique MM' sera normale à L. Cela est 
hors de contestation dans le cas général où, en remplaçant cette géo-
désique MM' par une autre de même longueur, mais faisant avec la 
première, au point M', un angle infiniment petit, la position du 
point M est altérée d'un infiniment petit du même ordre; niais le con-
traire peut se présenter : c'est ainsi que, sur une sphère, on peut 
mener une infinité d'arcs de grands cercles différents et ayant pour 
extrémité commune le point diamétralement opposé au premier. 

Pour montrer, dans tous les cas, que MM' est normale à L, il suffit 

l'iii. t. 

. M' 

Ρ 

M 
M M1 

de prendre sur MM' un point Ρ suffisamment rapproché de M pour 
qu'une géodésique issue de P, et infiniment voisine de MM', ne puisse 
couper celle-ci sur l'arc PM ni dans le voisinage de M. Alors la singu-
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larité qui pouvait se produire pour les géodésiques issues de M' ne 
peut avoir lieu pour les géodésiques issues de Ρ : si donc PM n'était 
pas normale à L (fig> 1), il y aurait nécessairement, dans le voisinage 
de M', sur le segment de L qui fait avec MM' un angle aigu, un 
point M, tel que sa distance a Ρ soit plus petite que PM. Le che-
min M'PM, serait donc, contrairement à l'hypothèse, plus court 
que M'M. 

21. M'M étant la plus courte distance géodésique du point M' à la 
ligne L, on pourra en général trouver, de part et d'autre du point M, 
deux points Ν, N, tels que les distances M'N, M'N, soient plus 
grandes que M'M. Si donc nous considérons un point M', suffisam-
ment voisin de M, les longueurs géodésiques Μ',Ν, Μ',Ν, seront plus 
grandes que M', M, et la distance de M', à un point variable de L aura 
un minimum Μ',Μ, (qui pourra 11'ôtrc qu'un minimum relatif) en un 
point M, situé entre Ν et N,. Par le point M', passera donc une géo-
désique normale à L et voisine de M'M. On voit que cette conclusion 
n'est en défaut que si au point M est attenant un certain segment de L 
dont tous les points sont à la inémc distance du point M'. C'est d'ail-
leurs ce qui peut arriver, comme nous l'avons vu tout à l'heure par 
l'exemple de la sphère. 

Ces géodésiques, normales à L et voisines de MM', ne couperont 
d'ailleurs pas l'arc MM'; car, si les arcs géodésiques MM', Μ',Μ, se 

Fij. a. 
"il 

* 

coupaient en I (fig. 2), la distance M|M' serait plus petite que MM' 
ou la distance MM', plus petite que M,M',, suivant qu'on aurait 
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1Μ,<ΙΜ ou ΙΜ<1Μ,. De môme, ces géodésiques ne se couperont pas 
entre elles dans leurs segments voisins de MM'. 

22. Soit maintenant M' un point situe sur une ligne L' et dont la 
distance à L est minima par rapport aux points voisins de L'. Nous 
verrons, comme tout à l'heure, que MM' est normale à L'. Il en 
résulte tout d'abord qu'il ne peut exister une infinité de géodésiques 
égales à MM' et allant du point M à la ligne L, car l'une au moins de 
ces lignes ne serait pas normale à L'. Donc, chaque point de l'entou-
rage de M' pourra être joint à L par une géodésique normale voisine 
de M'M. Reprenons alors le système de coordonnées précédemment 
considérées, tel que a soit la distance du point (w, r) à la ligne L. 
L'élément linéaire de la surface sera du1 -h Cadv% ou, d'après nos 
hypothèses, la fonction C admettra, au voisinage du point M', des 
dérivées jusqu'à un ordre déterminé. 

Supposons C différent de zéro en M'. Alors la courbe A, lieu des 
extrémités d'arcs M,Ρ égaux à MM' et portés à partir de L sur les 
géodésiques normales à L, autrement dit la courbe parallèle à L pas-
sant par M', sera une ligne normale à MM' et à laquelle les formules 
connues (') assigneront une courbure finie, ainsi que sa dérivée par 
rapport à l'arc ; et, par conséquent, la distance d'un point quelconque 
de L' à cette ligne (c'est-à-dire u — MM ) aura une dérivée et une 
dérivée seconde en M'. Notre raisonnement est dès lors applicable 
sans objection. 

Quant à l'hypothèse C = ο (au point M'), elle est incompatible avec 
la propriété de minimum supposée à MM'. En effet, la courbe Λ doit, 
d'une part, être située du même coté de L' que le segment M'M et, 
d'autre part, être normale à ce dernier, ainsi qu'on le verrait comme 
précédemment. Si C était nul en M', une géodésique normale à L en 
un point M, {fig* 3), distant de M d'un infiniment petit du premier 
ordre, et égale à MM', aurait pour extrémité un point Ρ distant de M' 
d'un infiniment petit du second ordre (au moins). En supposant que 
la géodésique M, est abaissée d'un point M', de L', nous voyons que 
les distances PM', et, par suite, M'M',, seraient également du second 

(') Darbdvx, Leçons, Uv. V, Cliap. II, Tableaux II et IV. 
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ordre. Je dis que la ligne M'M', fait avec la li^ne L/, prise dans le 
sens M'a? qui s'éloigne de M', un angle aigu. 

Fig. 3. 

M1 M 

Ln effet, tout d'abord, nous savons que la ligne M',M, ne coupe 

pas MM'. Joignons M'M,. L'angle M/SrM est infiniment petit du 

premier ordre, et Tangle Μ'Μ,Μ', du second ou, du moins, s'il n'en 
est pas ainsi, on pourra trouver sur M, M, un point Ν tel que l'angle 

M1 NM'soit du second ordre. Il en sera, par suite, de même de la 

différence entre les angles liiVTa; et Le premier de ces angles 
différant de l'angle droit d'un infiniment petit du premier ordre, le 
second est bien aigu. Dès lors, la distance du point M', à la ligne L 
devrait être décroissante quand ce point s'éloigne de M', ce qui est 
impossible. 

L'hypothèse C = ο doit donc être écartée et la validité de notre rai-
sonnement est assurée. 

Nous avons toutefois à nous demander si une géodésique de la sur-
face ne pourrait pas être asymptotique à L. La théorie générale des 
solutions asymptotiques montrerait qu'il n'en peut être ainsi ; mais 
c'est ce qui résulte également des notions précédentes, car si u devait 

tendre vers zéro par valeurs positives, par exemple, ̂  devrait tendre 

vers zéro par valeurs négatives et, par conséquent, ̂  devrait être 

positif pour des valeurs très grandes de t : ce qui ne peut avoir lieu, 
ainsi que nous venons de le montrer. 
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Il est donc é.tabli que la ligne L est coupée une infinité de fois par 

toute autre géodéeique. En particulier, une surface à courbure partout 
positive ne peut avoir deux géodésiques fermées qui ne se rencontrent 
pas. 

25. Ce dernier résultat, au moins s'il s'agit de géodésiques sans 
points doubles, est susceptible d'une autre démonstration très simple. 
Si, en ciîet, nous admettons que la surface est simplement connexe, 
deux géodésiques fermées ne se rencontrant pas devraient comprendre 
entre elles une aire à laquelle la relation de Bonnet (1) assignerait une 
courbure totale nulle, ce qui ne se peut. 

Or une surface à deux côtés et sans points singuliers, à courbure 
partout positive (la valeur zéro et les valeurs infiniment petites étant 
exclues) est toujours simplement connexe. 

Pour le démontrer, nous considérerons la représentation sphérique. 
La surface étant à deux côtés, à chacun de ses points correspond une 
représentation sphérique bien déterminée. Si la surface est d'ailleurs 
quelconque, cette représentation sphérique pourra être à plusieurs 
feuillets. Ces feuillets pourront se raccorder les uns aux autres de 
diverses façons : par exemple, ils pourront se joindre par un bord 
commun, de manière à former par leur ensemble un pli : c'est ainsi 
qu'une surface de révolution dont la méridienne présente une inflexion 
aura une représentation sphérique pliée en deux, suivant le cercle qui 
correspond au parallèle d'inflexion. Dans ce cas, le sens des aires 
sphériques et, par suite, le signe de la courbure totale change évidem-
ment quand on passe d'un feuillet à l'autre. 

Si, d'autre part, la courbure s'annule, même sans changer de signe, 
la représentation sphérique peut présenter certains points singuliers 
influant sur le mode de raccordement des feuillets. Mais lorsque, con-
formément à nos hypothèses actuelles, on suppose la courbure tou-
jours supérieure à un nombre positif déterminé, il n'en peut être 
ainsi. Si M est un point quelconque de la surface et m sa représenta-
tion sphérique, une petite région de la surface entourant le point M 
est représentée par une petite région de sphère recouvrant une seule 

(') ûarboux, Leçons, t. ΠΙ, p. 126. 
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fois l'entourage du point m, et le rapport des étendues de ces deux 
régions varie entre deux limites finies. De plus, tout point de la sphère 
sert de représentation sphérique à un point de la surface : autrement 
dit, la représentation sphérique n'a pas de bord, car, puisque le rap-
port des aires correspondantes reste fini, un pareil bord devrait cor-
respondre à un bord de la surface. 

Il est aisé d'en conclure que la représentation sphérique se compose 
d'un seul feuillet. Si, en effet, m et m' étaient deux points superposés 
de cette représentation sphérique, correspondant à deux points dis-
tincts M et M' de la surface, à une ligne L, joignant ces derniers, cor-
respondrait une ligne /, joignant les deux représentations sphériques, 
et, en l'absence de toute singularité, cette ligne pourrait être déformée 
jusqu'à être infiniment petite, ce qui est absurde. 

La représentation sphérique recouvre donc simplement la sphère 
entière et est, par suite, simplement connexe; il en est de même de la 
surface donnée qui lui équivaut au point de vue de la géométrie de 
situation. 

L'étude des surfaces à courbures opposées, relativement auxquelles 
on obtient des résultats beaucoup plus complets que les précédents, 
fera l'objet d'un travail ultérieur. 

24. On peut, dans certains cas, restreindre la région attractive en 
appliquant le théorème à une trajectoire déterminée, issue d'un point 
donné. En ce point, la fonction V, supposée croissante pour fixer les 
idées, a une certaine valeur V

0 et le premier maximum de V devra 
être au moins égal à V

0
. Nous pourrons donc affirmer que la trajec-

toire (toujours sauf le cas d'asymptotisme ou celui de Y infini) passe 
non seulement dans la région donnée par l'inégalité (12), mais dans 
la partie de cette région où V est supérieur à V„. 

Cette remarque se distingue, comme on le voit, des précédentes en 
ce qu'elle donne des conclusions différentes pour les différentes trajec-
toires compatibles avec la même loi de force, et cela indépendamment 
de toute intégrale connue. 

Elle peut d'ailleurs être appliquée à plusieurs reprises par l'intro-
duction de deux fonctions Y et V,. La considération du maximum 
de V permet de délimiter une région R où toute trajectoire doit passer 
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une infinité de fois. Dans cette région, V, a un maximum M, ; dés 
lors toute trajectoire doit passer dans la fonction R, de la région 

A(u,v,)+*(y'r-<o, 

où V, est supérieur a M,. Dans cette nouvelle région R,, la fonction V 
a un maximum M' et toute trajectoire devra passer une infinité de fois 
dans la portion R' de la région R où V est supérieur à M', etc. 

25. Il est à remarquer qu'on peut aussi obtenir des renseignements 

sur le signe de sans faire intervenir la condition = o. Le rap-

port ^ u'%>* + Gv'*
 resle

>
 en c

^
cl

> *orsc[ueu cl v* varient, compris 

entre deux limites fixes λ. et λ
2

. Si donc les sommes -+- λ, et 

^ ^ 4- λ2 sont de même signe, ce signe sera celui de ^-· 

Il est clair que celle circonstance se présentera, en particulier, en 
tout point de la surface où V est maximum ou minimum absolu, et 
par conséquent, en général, aux environs d'un tel point; et, en effet, 
la forme Φ(ί/', c ) est alors définie et l'on a, de plus, Δ(Γ, V) = ο. 

26. L'expression t<<i(liQ (,/8
 par suile, les quantités λ,. 

λ
2
 sont, d'ailleurs, susceptibles d'une expression géométrique très 

simple. Si, en effet, on suppose U = ο, l étant alors l'arc s d'une géo-

désique, on voit que le rapport en question représente la dérivée-^-» 

prise sur la géodésique de direction (u'
9
v'). Si, d'ailleurs, on décom-

pose le dénominateur en carrés, de manière à avoir 

K//'2 4- Ί F //' v' -h Ci ν- = ξ2 4- y,2, 

moyennant quoi la forme Φ(«', ν') peut s'écrire 

Φ(«',ρ') = φ(ξ,η), 

ξ et η représenteront des coordonnées rectangulaires dans le plan tan-
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gcnt à la surface, et l'équation 

?(ξ,η) = ι 

sera celle d'une conique, lieu de l'extrémité d'une longueur 1 + Vd2V ds2 

portée sur la tangente à la géodésique. Les nombres λ, etA
2
 sont les 

inverses des carrés des axes de celte conique. 
L'équation qui détermine λ,, λ

2
, exprimée à l'aide des paramétres 

de Beltrami, est 

h2 - ha2 V + 2A(V AV A2 V - AAV 4 AV = 0, 

on voit, en particulier, que la somme des valeurs desur deux 

géodesiques rectangulaires quelconques est constante et égale 
à A

a
V. 

27. Notre proposition fondamentale peut être considérée connue 
fournissant un moyen de transformation des expressions différentielles 
qui interviennent dans la théorie des géodesiques. Par exemple, nos 
calculs donnent une démonstration de ce fait, utilisé précédemment, 
que l'équation ï

v
 = o, vériliéc sur la ligne V = «, exprime la condi-

tion pour que celte ligne soit une géodésique; puisque, moyennant 

celte condition, les relations V = a, ̂  — ο entraînent (sur la géode-

si(jue)= ο. On en déduirait même sans difficulté l'expression 

de la courbure géodésique d'une ligne quelconque V = a, puisque 

celle-ci dépend de la dérivée ο désignant la distance à cette ligne 

d'un point de la ligne géodésique tangente, distance sensiblement 

égale à V - a dV du 

28. Nous pourrons encore former aisément la quantité Iv lorsque 
la surface est donnée par son équation cartésienne 

(i-'l) /(·**»/» v) = o, 
Joum. de Math. (">· série), tome III. — Fasc. IV. 1897. 46 
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V étant alors une fonction des coordonnées x, y, z. 11 nous suflira 
pour cela de reprendre, dans cette nouvelle hypothèse, nos calculs 
primitifs en écrivant tout d'abord les équations du mouvement d'un 
point sur la surface. Nous supposerons la masse du point opale à ι, et 
nous aurons 

d*x dlJ . ùf dt* dx dt ' 

d*y __ du ,0/ dt* ~ dy dy' 

d* z dlJ -df 7F-"5J"+"Aj=' 

d'où (.x·', y', z' désignant les composantes de la vitesse) 

/ d*V _ OS dU dV du d\ dL ί dt* dx dx dy dv dz dz 

(15) I +\(V<w,df0V d2<)\\ I +7wx +~ôy>y 5?5 

; + 2 dfuiy: + 2 Miz + 2 M», * y ' 

et λ est déterminé par la condition 

„_ */ __ a dû , df du , df du dy ,a , dy , dy a dt* dx ÙJC dy dy dz dz d.r*' dyy dz* * 

+» £j,y'' * * & =
v
 " £Lx' y' 

-»[(£ΗΙΜ0Ί· 
Nous trouvons donc bien l'expression de^· eoinnie se eoiuposunt 

de deux tenues 

( A(",V) = ^^ + gg + 

(16) 1 (,)f du Çf du df «MJ\ (ùf_ JV ,)/ !» <v JV\ ! ηΜΗΜΪ^Γ' " 
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indépendant des vitesses, l'autre 

ψ (*"./. S') 
I =φ(«', .■■> 

! ~ 7hc>x + ^ + + "'ÔTjP' 1 :i Jïàï Z -c + '2My''J' 

('7) ' [7Ur„_ 'ILv.. + *21-h,21L./+, jy_.. r.^.,_*/_,,...Π Ι I Ur' + <y, ' V + <>;' " +3φ-ί)Ρ * + *<):<).ι·~ + Mr } ) *(iLÎL + y.*L + U*L\ ! rn^mw" ' 

quadratique par rapport a ces vitesses. 
Nous aurons enfin ïv

 en supposant 

dX dX , âX , ùX , di - '5xx +T*y + T;z -T 

d'où 
x' y z' Of (A ^OfOX ~~ 0f0\' _0f OX ~ Of OX ^~dfOX ày Oz Oz Oy Oz dx Ox OZ dx Oy dy Ô.r 

et 

ψ( j·', y\ Z') \0y Oz Oz Oy ' Oz àx Ox Oz ' Ox Oy Oy OJC) c" - /0/ àx _ of dv\\ (MOX___oi dvy μ / ο/ <)x _ of οχ y' \ dy dz Oz dy J \0z dx Ox Oz / \dx Oy Oy O.r) 

le dénominateur du premier membre représente la force vive, celui 

du second membre est égal à + (|j£) (g?) ] d'après la 

formule (iti). On a donc finalement 

ψ (U. - dl ÉX, dl άΣ _ iL il _ ϋ âï\ ^ u x | Oz Oz Oy ' Oz dx àx Oz ' Ox dy dy ~ôx) 

résultat qu'on déduirait également, bien entendu, des formules de 
Beltrami ('). 

(') Darbolx, Leçons, n° 679, t. III. 
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La fonction / étant donnée, la fonction Iv = ο est l'équation aux 
dérivées partielles des surfaces qui coupent les surfaces/= const, 
suivant des lignes géodésiques. 

Si, par exemple, la surface considérée est l'ellipsoïde 

x2 a3 + y2 b2 + z2 c2 = 1, 

l'axe des -étant supposé vertical descendant, les formules deviennent, 
pour V = λ.£ -h [A/ -h ντ, 

(|J>) Φ(ΐί»=ψ(χ',(> + V + —7>— <r h' <·' 

(20) f2„\ ι — y ι (ti — iiX ν ''' \7>+'τ- + e>) 

La ligne L=o se réduit à la section principale horizontale qui, 
nous le savions déjà, doit être coupée par loutc géodésique, en sa 
qualité de géodésique fermée. De plus, un point pesant mobile sur la 
surface passera toujours dans l'hémisphère inférieur (sauf le cas 
d'asymptotisme à la position d'équilibre instable). 

Plus généralement, loutc géodésique coupe toute section diamé-
trale, celle-ci pouvant toujours être considérée comme cou loin· 
apparent de la surface relativement à une direction convenablement 
choisie. 

Quant aux trajectoires des mobiles pesants, obtenues eu prenant 
U -ι- A = g(z π- A), elles passent dans la région attractive déiinic par 
l'inégalité (11), soit 

/*' y-V 9.(z + k)z(ci-z9-)< ab b4 a2 b2 c4 

De plus, si nous prenons V = λ.χ· -ι- μ,γ, nous voyons que toute 
trajectoire devra couper la courbe Δ(1), V)AV4- 2(U -f-//.)l

v
 = o, 
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soit ici 

(5+ï)l ?[<»■+!*·> M1#-?)'] 
+ 2(I-hAr)[(p + ^)? +

7'{T? ~ if) ]| = 0· 

Soient α > β > γ les axes de l'ellipsoïde rangés par ordre de gran-

deur. Si les (juantités ~ -f- — et 3 ^ ^ ^ s011·· (h' même 

signe pour : + Λ·>ο, ca—-a>o, ce qui arrivera lorsque k sera 

négatif ou, au contraire, supérieur à c -h — > le facteur entre crochets 

dans le premier membre de l'équation ci-dessus ne pourra s'annuler 
et, par conséquent, pour les valeurs correspondantes de la constante 
des forces vives, la trajectoire coupera tout vertical de la surface. 

Sur l'hyperboloïdc à une nappe, la ligne I)
>iC+

^^vs = ο ne se com-
posera pas toujours uniquement du contour apparent relatif à la direc-
tion (λ, ρ, v), mais comprendra également les sections par les plans 
tangents de mêmes cosinus directeurs, puisque ces sections sont des 
lignes asymplotiques de la surface. 

29. Notons encore que nos résultats subsistent, dans une certaine 
mesure, lorsqu'il y a frottement ou résistance passive quelconque. En 
eliet, une telle résistance agit suivant la tangente à la trajectoire, et la 
région attractive est définie par une propriété de la composante nor-
mala de Ja force agissante (celle-ci devant être de même sens (pie la 
courbure géodésique). il est donc encore démontre qu'un maximum 
de la fonction U ne peut exister en dehors de la région que nous avons 
appelée altractiw. C'est d'ailleurs ce qui résulte de nos formules, car 

la résistance langcntiellc ajoute aux valeurs de tirées des 

équations de Lagrange, des termes proportionnels à auxquels 

correspond, dans l'expression de^!> un ensemble nul avec Celte 

même démonstration s'applique au cas d'une fonction quelconque V. 
Seulement il n'est pas certain que les fonctions 11 ou V aient un 
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maximum si elles ne varient pas toujours dans le môme sens, puisque 
le mouvement peut s'arrêter au bout d'un temps fini. 

30. Nous allons arriver à des résultats analogues, quoique moins 
complets, dans le cas de plus de deux variables. 

Soit, par exempte, un point matériel libre dans l'espace, sollicité par 
des forces données et soit U la fonction de forces. Considérons un 
maximum de IJ sur la trajectoire. Au point où ce maximum aura 
lieu, la trajectoire sera tangente à la surface de niveau et la normale 
principale sera, en direction et sens, la ligne d'action de la force, 
c'est-à-dire la normale à la surface de niveau dirigée dans le sens 
(les U croissants. Mais, d'autre part, puisqu'il s'agit d'un maximum, 
la trajectoire doit être, par rapport à la surface, du coté des U décrois-
sants. Il y a contradiction manifeste si la concavité de la surface de 
niveau est tournée dans le sens opposé à la force. 

Ainsi les points où les surfaces de niveau tournent leur convexité 
dans le sens de la force forment une région qu'on peut appeler répul-
sive cl où aucune trajectoire ne peut demeurer indéfiniment, à moins 
que U ne varie constamment dans le môme sens. Mais, au lieu que 
nous avons pu diviser une surface en deux régions, suivant le sens de 
la courbure des lignes de niveau, ici trois hypothèses peuvent se pré-
senter : ou bien les surfaces de niveau tournent leur convexité dans le 
sens de la force, ou bien dans le sens contraire, ou bien elles sont à 
courbures opposées. Un maximum de U pourra être soit dans l'une 
soit dans l'autre des régions correspondant aux deux dernières hypo-
thèses. Il en résulte que les régions répulsives relatives, l'une à un 
mouvement déterminé quelconque, l'autre à son conjugué, ne rem-
plissent pas à elles deux tout l'espace, ainsi qu'il arrivait dans le cas 
de deux degrés de liberté. 

51. Il est aisé de traduire analytiquement ces résultats. Soient, en 
général, x

n
 x.

2
, ..., x

a
 les η paramètres ou coordonnées dont dépend 

la position d'un système matériel, U la fonction des forces, la force 
vive étant 

(,al) aT = 2xi =/(>',, x\, .... ai), 
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les équations de Lagrange donneront encore les valeurs de la quantité 

x] (i = I, 2, 3, u) 

par une somme de deux termes, Tun homogène et du second degré 
par rapport aux x\ l'autre indépendant de ces quantités et égal à 

Σ .Aik dU dxK = 1 A dF d (dU dxi) 

A étant le discriminant de la forme /, \
ik un de ses mineurs, F la 

forme adjointe dcf. On aura donc 

d*\ ' d\ <)F A/ » · \w d dU dxi 

Φ étant une certaine forme quadratique eux·',, x[
2

, ..., ,r'
lt

. 

Dans le cas of. V = U, le terme £ g ~^L· = F (gj ) «si m* 

liellemenl positif. Par conséquent, si l'on considère un maximum 
de l , c'est-à-dire un point où l'on a 

υ χ (a3) ^ = 0, 

(ai)
 w

<<>, 

ces conditions enlralncront 

(·>..*>) Φ(.Γ') _o. 

Or, moyennant l'égalité(23), la forme Φ devient une forme à // — 1 va-
riables et l'inégalité ne pourra avoir lieu si la forme ainsi exprimée 
est définie positive. U y a donc lieu de considérer comme formant une 
région répulsive, dans laquelle la trajectoire ne reste pas, en général, 
constamment comprise, l'ensemble des points pour lesquels cette eir-
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constance se présente; les points où la forme Φ (considérée comme 
forme ù // — ι variables) contient 1,2, 3, ..., η — ι carrés négatifs 
constituant une région non répulsive. 

Lorsque V sera quelconque, on fera usage de l'équation des forces 
vives 2 Τ = 1.1-μ Λ. Moyennant l'égalité (a3), ln forme f est, elle 
aussi, une forme (définie positive) k 11. — 1 variables et le rapport des 
formes Φ et 2T restera supérieur à un certain minimum λ0 (la plus 
petite racine de l'équation en λ relative au faisceau Φ — 2λΤ à 
11 — 1 variables) et le maximum de V aura lieu dans la région où la 
quantité 

^2(j) A Σ A», /dû \ -+" h) 1 dw,) 

est negative. 

Le rapport - ^ n'est d'ailleurs autre que la valeur decomptée 

sur la géodésique de la forme Τ tangente à la trajectoire; il est clair 

que cette valeur est, au facteur —- prés, la courbure normale de la 

surface V = const., correspondant à la direction de cette trajectoire 
dans l'espace d'élément linéaire 2 Τde sorte que λ„ est, au même 
facteur prés, l'une des courbures principales de cel le surface. 

D'une façon générale, 011 aura des limites de en remplaçant, 

dans l'expression (2(3), λ<, par les limites extrêmes entre lesquelles 

varie lorsque x\
9
 x[,f ..., x'

H prennent toutes les valeurs possibles. 

52. La discussion des trajectoires exceptionnelles le long desquelles 
la fonction considérée varie toujours dans le même sens est tout à fait 
analogue à celle qui a été présentée plus haut. Si l'on exclut : i° les 
cas où cette fonction, ou bien l'une de ses dérivées jusqu'au troisième 
ordre, augmenterait indéfiniment avec/; 2" les cas où il en serait ainsi 
de l'un des coefficients aik ou d'une de leurs dérivées jusqu'au second 
ordre inclusivement; 3e les cas où l'un des axes de la quadrique, 
représentée par l'équation 

/(*, » ' · · · j **> ) — ' 1 
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augmenterait indéfiniment, on voit, comme précédemment, que·^ et 

d2V dt2 tendent vers zéro. 

Prenons le cas de V = U : si le mobile reste indéfiniment dans la 
région répulsive, il pourra arriver qu'il s'éloigne indéfiniment. Sinon, 

dâT' âàT' '"'dx len"ronl vcrs zeroi en cilct, si par exemple, 

était une infinité de fois supérieur à un nombre déterminé «, on pour-
rait tirer x\ de l'identité 

(<") -Έ="άϊ\χ' + ά*χ*+···+ΰζ;·ί''' 

pour reporter cette valeur dans l'expression Φ, moyennant quoi il 
viendrait 

^ = + xn) + dU dt Q. 

()
y
 ne contenant en dénominateur que resterait fini dans les con-

ditions où nous nous plaçons et, par conséquent, puisque Ψ est, dans 

la région répulsive, une forme définie positive, F devrait tendre 

vers zéro, ce qui est impossible si les dérivées de Γ ne sont pas toutes 
infiniment petites. 

Si donc, les positions d'équilibre sont isolées, toute trajectoire 
devra quitter la région répulsive, sauf celles qui se rapprochent asym-
ptoliquernent d'une position d'équilibre instable, ou qui passent dans 
des régions singulières, ou qui s'éloignent indéfiniment. 

55. Comme dans le cas de deux paramètres, nous sommes assurés 
en général de l'existence d'une région répulsive par la considération 
du minimum de U, la forme Φ étant définie positive dans le voisinage 
de ce point, puisqu'elle se réduit à ̂  Ou-dlr

 Xfi

'
 m

^'
me

 remarque 
s'applique pour une fonction quelconque V, puisque le terme 

Σ<)ν dV ,. A . . , ·«τ ' "U) 

Journ. de Math. (5* série), lome III. — Kasc. IV, 1897. 47 
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Un cas particulier intéressant est celui ou la région répulsive rem-
plit tout l'espace. On sait, par exemple, qu'un mobile soumis à une 
répulsion émanée d'un point fixe et fonction de la seule distance ne 
décrit jamais de trajectoires restant à distance finie, sauf le cas, 
exceptionnel d'ailleurs, où, la force s'annulant avec la distance, la 
trajectoire s'approche indéfiniment du point fixe. Les considérations 
précédentes nous montrent que cette propriété appartient à toute une 
catégorie de forces, que l'on peut appeler forces répulsives et caracté-
risées par cette condition que la force est partout dirigée vers la con-
vexité des surfaces de niveau. Toute trajectoire s'éloigne alors à 
l'infini ou tend asymptotiquement vers une position d'équilibre in-
stable (s'il n'y a pas de points singuliers pour les composantes de la 
force). 

34. Κ tant donnée une position quelconque du système, laquelle ne 
soit pas une position d'équilibre, 011 peut choisir la fonction Y de ma-
nière que la quantité (26) soit positive dans le voisinage de cette posi-
tion pour toutes les valeurs des j?', puisqu'on peut disposer arbitraire-
ment des dérivées de V. On a ainsi un moyen de construire, d'une 
infinité de façons, un domaine entourant la position considérée et d'où 
toute trajectoire doit sortir. 

33. Nous pouvons répéter, dans le cas général, ce que nous avons 
dit précédemment relativement au frottement. Il est clair, en effet, 
que, lorsqu'un point qui se meut dans l'espace sous l'action de forces 
données est soumis à des résistances passives agissant suivant la tan-
gente à la trajectoire, le maximum de U sur celle-ci aura encore lieu 
dans la région non répulsive. La même conclusion subsiste dans le cas 
des systèmes si les composantes du frottement sont proportionnelles 
aux composantes du déplacement réel. 

36. Les considérations ci-dessus développées permettent de démon-
trer la réciproque du théorème de Dirichlet sur la stabilité de l'équi-
libre, autrement dit le théorème suivant : 

Une position d'équilibre où la fonction des forces n'est pas 
maxima est instable. 
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C'est, en effet, nous l'avons dit, par la considération du minimum 

de U sur la trajectoire que M. Kneser est parvenu à la démonstration 
dans le cas particulier où la fonction des forces est minima. Quant au 
cas général, il a été traité par M. Liapounoff en 1892 dans un Mémoire 
malheureusement écrit en langue russe, mais dont un extrait a été 
inséré au journal de M. Jordan en 1897 (*), et dont j'ignorais l'exis-
tence lorsque j'ai communiqué à l'Académie des Sciences les remarques 
qui précèdent et la démonstration qui s'y rattache étroitement. Comme 
cette démonstration est analogue, mais non identique à celle de 
M. Liapounoff, je crois utile de la reproduire ici. 

On peut, en premier lieu, arriver au résultat en étudiant une fonc-
tion convenablement choisie des coordonnées. Supposons, comme 
d'habitude, que, par un changement de variables convenable, on ait 
amené la force vive à la forme 

(21= =2^·+···)χΤ 
(28) 

( +2(>+· · ·);Γ* +2(«+· · ·)*?+·■· 

et la fonction des forces à la forme 

2
U =2^7-2^-1-..., 

i k 

les termes représentés par des points étant de degrés supérieurs à ceux 
qui sont écrits et les variables étant partagées en trois groupes (a?,·), 
(.r*), (a*/), suivant qu'elles sont représentées dans la partie quadra-
tique de U par des carrés positifs, négatifs ou nuls. Nous admettons 

. que l'absence du maximum se reconnaît à l'inspection des termes qua-
dratiques et, par conséquent, qu'il existe au moins une variable xim 

Nous considérerons la fonction 

(29) 2V=("+ a) E x2x1 + E x2k - B E x21, 
i k i 

(') 5e série, t. Ill, fasc. 1, p. 8Î 
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ou oc et β sont deux nombres positifs tels que i-t- α > β. Nous aurons 

^ =2tai(i■+■«)+· · ·]*?-2(
fc
*
+

· · ·)**+$<>i > 4» · · ·· ·'«)-
i * 

Φ(#',, *;,)= 2("+«+· · ·»' 
i 

+2(' +.. .)χ'ϊ-2(? + · · .)χ'* + ·· ·' 
k I 

de sorte que, si l'on désigne, comme précédemment, par λ
0
 la plus 

petite (algébriquement) des valeurs que peut prendre le rapport ̂  
lorsque x„ varient, on a 

λ
0
> — (β -+- ε) 

et 
Φ(Χ,.r'a, a(P + c)(U -t-/<), 

£ étant un nombre positif aussi petit qu'on le veut. 
Bornons-nous aux trajectoires pour lesquelles la constante h dos 

forces vives est nulle ou négative et qui partent d'un point vérifiant 
l'inégalité Y > ο ; on aura alors 

^>Σ(«+α+···)βί**-Σ(|+···)^«ΐ-(?+«>" 
i k 

Σ(«+α+···)βί**-Σ(|+···)^«ΐ-(?+«>" 
i k 

Moyennant les inégalités U > ο, Y > o, le dernier membre est né-
cessairement positif. 2U est, en effet, égal à la différence des deux 
quantités 

P = E a1 x2 i, 
i 

Q=^b
k
xl + ... 

k 
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cl (Γι des termes d'ordre supérieur prés) le dernier membre en question 
est égal à(i-ha—(3 — ε)Ρ—(ι — β — e)Q.A cause de l'inégali té Ρ >Q, 
cette dernière quantité est positive et dans un rapport non infiniment 
petit avec Ρ Q, par conséquent aussi (à cause de V > o) avec 

2+2^χΛ
*

: 

il dépasse donc en valeur absolue l'ensemble des termes d'ordre supé-
rieur, lequel est très petit par rapport à 

Ex2i + Ex2k + Ex2 i. 

Si donc on a initialement V > ο, ̂  > ο, V devra croître constam-

ment et indéfiniment, à moins qu'on ait, à un moment déterminé, 

U>o, 

\ >0, 

E(1-+-*—?—2(r - ?—+···<°· 
i k 

Or, ainsi que nous venons de le voir, la région définie, dans Γ espace 
lieu du point x, , ..., x

a
, par cette triple inégalité n'est pas attenante 

à l'origine. 
Le théorème est donc démontré. 

57. L ne méthode qui se présenterait assez naturellement à l'esprit, 
pour établir la proposition précédente, est celle qui reposerait sur 
l'étude des petits mouvements : il est aisé de voir que l'on peut donner 
à ce mode de raisonnement une forme analogue à la précédente : on 
retombe en effet, sur cette méthode, en prenant V = x* (où la lettre jci 

a la même signification que tout à l'heure). D'ailleurs on se heurterait, 
en suivant cette voie, à des objections que la marche suivie tout à 
l'heure a permis d'éviter. 

Toutefois l'étude des petits mouvements fait entrevoir un fait inté-
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rossant : c'est (dans le cas où la fonction de forces n'est pas minima) 
l'existence de trajectoires particulières sur lesquelles l'instabilité ne se 
manifeste pas. La méthode précédente ne permet pas de discuter com-
plètement quelles peuvent être ces trajectoires, puisque nous avons dù 
nous borner aux cas où la constante des forces vives est nulle ou néga-
tive. Une seconde démonstration, analogue à celle de M. LiapounoiT 
et fondée, comme elle, sur la considération d'une expression qui con-
tient les vitesses, permet de combler cette lacune. 

58. Soient encore 

2T=2(' · ')
x

'
2

 -'■Σ/
1
 "^· · ·)

χ
*+· · ·> 

k 

2
 Υ = ^ +· · · » 

i k 

les variables xt étant, celte fois, celles qui fournissent à la partie qua-
dratique de U des carrés positifs, les xh

 celles qui fournissent des car-
rés négatifs ou nuls; de sorte que tous les a( sont positifs, tous les b

k 

positifs ou nuls et que, comme précédemment, il γ a au moins une 
variable x(. Nous prendrons 

( 3o) 2 V =2
α
^· ~ Σ ft**- Σ

Β
*** ' 

ι k i k 

les nombres α,·, Λ,·, H* étant positifs. 
Les équations du mouvement donneront 

(31) j Ç = Σ(α,α, + Α,α'Κ - MÏKÎ Ι Aiadx?Mxk +■···> 

ou encore, ρ étant un nombre positif, 

(3i') ^ = apV-t-F(a?,x') + 
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(32) I Fù,./;')= ^[α,(«,-ρ) -t-Λ,α,"]Λ:,· + ]£[ £»(6* -ι- ρ) - Β. | ·'·. +2K + A,(«,- ? )]*/ +2[B.<At+ Ρ) - ?ΛΚ· 

Si les nombres α, β, Λ, Β, ρ satisfont aux conditions, évidemment 
compatibles, 

(33) ρ <ah 

('*<> ù-i<k<b>+^ 

la forme F sera définie positive; son rapport à la somme 

So = E(x2 + x'2) 

restera supérieur à un nombre fixe et, par conséquent, lorsque les χ et 
les jï seront tous suffisamment petits, F surpassera en valeur absolue 
l'ensemble des termes non explicitement écrits de l'équation (3i). 

Donc, dans les mêmes conditions, l'inégalité Y > ο entraînera 

sî>0· 

Si donc la trajectoire considérée est telle que, à l'instant initial V 

soit positif et qu'on la suive dans un sens tel que > o, la quantité Y 

ne cessera de croître jusqu'au moment où l'on aura à la fois Y > o, 

d2V liF'0· 

Nous venons de voir que ces deux inégalités ne sont pas compatibles 
au voisinage de la position d'équilibre. 

L'instabilité est donc démontrée. 

39. Notre démonstration ne laisse de coté que des trajectoires 
exceptionnelles. En effet, l'unique restriction que nous avons dii 
apporter au choix de la trajectoire est l'inégalité Y >o. Or on peut, 
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sans que la double inégalité (34) cesse d'être vérifiée, prendre les 
nombres BA et aussi petits qu'on le veut et, par conséquent, si l'on 
se donne la condition que le rapport de la plus grande des quanti-
tés |a?A|, \x'k \ à la plus petite des quantités \ x\ | ne surpasse pas 
un nombre déterminé Ν aussi grand qu'on le veut d'ailleurs, on pourra 
choisir les nombres I3A, βΑ de manière à vérifier l'inégalité en question. 
Le théorème n'est donc en défaut que relativement «aux écarts ini-
tiaux très petits pour lesquels le nombre Ν est infiniment grand. Tou-
tefois, bien entendu, le domaine dont la trajectoire sort nécessairement 
se resserre à mesure que Ν augmente. 

Il reste encore à voir ce qui se passe lorsque, parlant d'un inouve-

mont initial tel que V > o, on le suit dans un sens tel que soit né-

gatif. Si à un instant ultérieur les conditions V > ο, ~ ^o sont véri-

fiées, nous sommes ramenés au cas général. Si l'inégalité V > ο conli-

nue à être vérifiée, mais que ne change plus de signe, Y tend vers 

une limite non négative et, d'après le raisonnement du n° 4, ^ etd2V dt2 

tendent vers zéro. La limite de V ne peut être que zéro, à cause de la 

formule (3i'). Puisque V etsont infiniment petits, il en est de 

même de la forme F(a?, a?')ct, comme cette forme est définie, il en 
résulte que la trajectoire tend asymptotiquement vers la position 
d'équilibre. 

Ce cas écarté, il faut admettre que la trajectoire entre dans la ré-
gion V < o. Si elle en ressort à un moment quelconque, V sera crois-
sant à ce moment et nous sommes encore ramenés au cas générc il. Il 
faut donc supposer que l'inégalité V < o ne cesse plus d'être vérifiée. 
La trajectoire ne repassera donc pas dans le voisinage d'une position 
déjà occupée. Or dans ce cas, d'ailleurs exceptionnel, il existe (') une 
ou plusieurs trajectoires Τ desquelles la trajectoire considérée s'ap-
proche indéfiniment pour des valeurs infiniment grandes de /, et qui 
peuvent d'ailleurs se réduire à un point, à savoir une position d'équi-

(!) Voir plus loin, n° 5V. 
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libre. Une trajectoire Τ ne passera jamais dans la region V > o, sans 
quoi la trajectoire considérée y passerait une infinité de fois, supposi-
tion que nous venons d'exclure. 

Ainsi un mobile abandonné dans le voisinage d'une position d'équi-
libre où la fonction des forces n'est pas maxima s'en écarte d'une 
quantité finie. Il ne peut y avoir d'exception que : i° pour les trajec-
toires telles que les écarts et les vitesses des paramètres par rapport 
auxquels il y a instabilité soient et restent très petits relativement aux 
écarts et aux vitesses des autres paramètres ; 2° pour les trajectoires 
asymptotiques aux précédentes ; 3° en particulier pour les trajectoires 
qui tendent asymptotiquement vers la position d'équilibre considérée 
ou une position d'équilibre très voisine, s'il en existe. 

On trouve une vérification des conclusions que nous venons d'énon-
cer dans le mouvement d'un point sur le paruboloïde hyperbolique à 
axe vertical, tel qu'il a été étudié par M. de Saint-Germain ('). Le 
sommet de la surface est une position d'équilibre instable et le plan 
langent en ce point partage la surface en deux parties, l'une au-dessus 
de ce plan (région répulsive), l'autre au-dessous. Il est à peu près 
évident a priori que le mobile abandonné sans vitesse initiale dans la 
seconde de ces régions s'éloignera indéfiniment vers le bas. Mais on 
pourrait être tenté de croire que d'un point quelconque situé au-des-
sus du plan tangent et voisin du sommet, part une trajectoire stable. Il 
n'en est rien, ainsi que nous venons de le voir et c'est ce que montre 
la discussion de M. de Saint-Germain; les seules trajectoires qui ne 
s'écartent pas du sommet sont, soit des arcs de la parabole principale 
à concavité supérieure, soit des courbes asymptotiques à ces arcs. 

Dans le cas où il n'y a que deux degrés de liberté et où la fonction 
de force est minima, M. Kncser a pu, par une méthode simple et élé-
gante, constater la présence de trajectoires asymptotiques à la position 
d'équilibre. Il est clair que dans le cas général une discussion analogue 
serait beaucoup plus compliquée. Par exemple, il ne passe pas par nu 
point quelconque du paraboloïde hyperbolique une trajectoire tendant 
asymptotiquement vers le sommet : la seule trajectoire présentant ce 
caractère est la parabole principale à concavité inférieure. 

(') Ce journal, 3P série, t. Ill, ρ, 4oi et suiv,; 1877. 

Journ. de Math. (*>· série), tume HI. — Fasc. IV, 1S97. /,8 
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40. Revenons au mouvement d'un point sur une surface. Dans le 
cas des surfaces de révolution, notre proposition fondamentale corres-
pond exactement à Tune des propriétés qur nous avons reconnues en 
commençant, la région attractive que nous avons définie au n° 7 étant 

précisément celle où est négatif. On a, en eiïet, 

h- E«HVf//· ) 

(en désignant par Edr2 -h ιΛ c/03 l'élément linéaire de la surface). 
Mais cette propriété est loin d'etre la plus importante de celles que 

nous avons rappelées en cet endroit. Kl le n'est qu'un cas particulier 
de la relation d'inégalité qui doit exister entre les deux parallèles 
limites de la trajectoire. Par exemple, dans le mouvement du point 
pesant sur la sphère, le théorème de la région attractive montre seule-
ment que le mobile passe dans l'hémisphère inférieur. Or nous savons 
que, lorsqu'il a passé en un point déterminé A de l'hémisphère supé-
rieur, non seulement il doit traverser l'hémisphère inférieur, mais 
encore il doit passer au-dessous du parallèle symétrique, par rapport 
à l'équateur, de celui qui contient le point A. Notre théorie ne nous 
donne pas l'équivalent de ce fait Nous avons appris, il est vrai, à 
restreindre la région attractive suivant les valeurs prises par la con-
stante des forces vives. C'est ainsi qu'un point pesant mobile sur l'el-
lipsoïde (n" 28) passe nécessairement à l'intérieur d'une courbe C 
entourant le point le plus bas et d'autant plus resserrée autour de ce 
point que la constante des forces vives est plus petite. Mais il est clair 
(juc ce résultat n'est pas celui que nous cherchons. Si, par exemple, 
nous supposons le mobile abandonné sans vitesse initiale en un point A 
de la moitié supérieure de la surface, la courbe C sera d'autant moins 
resserrée que le point A aura été pris plus élevé, et c'est le contraire 
qui devrait avoir lieu, le mobile descendant d'autant plus bas qu'il esl 
monté plus haut. 

Malheureusement un pareil résultat parait très difficile à établir. Il 
se dislingue, en effet, des précédents par ce caractère qu'il différencie 
les unes des autres les diverses trajectoires, et cela indépendamment 
de l'intégrale des forces vives. La remarque faite au n° 24 présente 
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seule ce caractère; elle ne répond pas néanmoins au desideratum 
actuel. 

On pourra, quoique d'une manière très incomplète, combler celle 
lacune en employant la remarque du n® 2n. Nous avons vu, en effet, 

à ce moment que la fraction —avnit, lorsque tï et v' variaient, 

un certain minimum λ, et que l'on avait 

( 35) > A(L,\ )H- aX,((j H- Λ). 

Considérons une ligne V = const. Sur cette ligne, ou du moins sur 
la partie de cette ligne où U -h h est positif, le second membre aura 
un certain minimum 31L qui sera fonction de Y et Ton pourra écrire 

d2V dt2 > M(V). 

Considérons une portion de trajectoire comprise entre un minimum 
de V et le maximum suivant, tx et ν étant ces valeurs maxima et mi-

nima de Y. Nous pourrons multiplier l'inégalité précédente par dl 

et intégrer. ~ s'annule aux limites d'intégration, et il vient 

f 3ll-</Y<o. 

Si la fonction 3Π est positive pour Y = u, on aura ainsi une limite 
inférieure de v. Or c'est ce qui arrive dans le voisinage du minimum 
de V, le second membre de l'inégalité (35) étant essentiellement po-
sitif. 

Pour fixer les idées, admettons que an soit positif jusqu'à une cer-
taine valeur de Y, puis devienne ensuite négatif. La courbe qui a pour 
abscisse V et pour ordonnée on (Y) sera formée d'une branche ascen-
dante x'S et d'une branche descendante S.r. Soit [x une valeur de Y 
correspondant à un point de la branche ascendante : la branche descen-
dante comprendra un point de même ordonnée cl d'abscisse ν (celte 
dernière étant d'ailleurs d'autant plus grande que la première était 
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plus petite), et telle que, sur toute trajectoire qui |mrl de la ligne \ — p, 
et s'en éloigne de manière que V croisse, la valeur maxima suivante 
de V soi t plus grande que v. 

11 y aura souvent avantage à prendre V = U, de manière à taire 
figurer dans OIL le terme essentiellement positif AlJ. 

Par exemple, dans le mouvement du point pesant sur l'ellipsoïde à 
axe vertical on obtient aisément ainsi (à l'aide des formules du n°28) 
une limite de la hauteur à laquelle était descendu le mobile dans la 
moitié inférieure de la surface en fonction de la hauteur à laquelle il 
est monté dans la moitié supérieure. 

41. Toutefois la valeur de Oit ainsi calculée est trop élevée el, pur 
conséquent, la valeur de ν trop petite. On peut, théoriquement du 
moins, trouver une limite plus approchée en utilisant l'identité 

dX _ 0X_ , dX ; dt àu U t)e S ' 

et prenant pour λ, la plus petite des deux valeurs du rapport ~ qui 

correspondent aux valeurs de m', v' satisfaisant à cette identité et à 

l'équation des forces vives, λ, sera alors une fonction de «, e, Lais-

sant cette dernière quantité invariable, on fera varier le point (h»4'.) 
sur la ligne V = const. La valeur ainsi calculée du second membre de 

l'inégalité (35) aura un minimum d\l qui sera une fonction de \ ,dV dt 

et l'on sera conduit à intégrer l'équation différentielle 

(36) d2V dt2 = M. 

Mais il est clair que ce procédé ne sera pas, en général, applicable à 
cause des difficultés que présente l'intégration de cette équation. 

42. 11 est pourtant un cas où celle-ci prend une forme très simple, 

c'est celui où les trois formes quadratiques Φ, » (S)
 sont en 
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involulion, <lc sorte que Ton a 

O = A(ds dt)2 ° B(dV dt)2. 

Dans ces conditions, Tequalion (30) devient linéaire et du premier 

ordre par rapport à (^7) considérée comme fonction de V. Or, si 

nous écrivons le déterminant des coefficients des trois formes quadra-
tiques, nous trouvons une expression qui, à une puissance près 
de K(i — Fa, se réduit a 0(V, AV). Celte expression, égalée à zéro, 
exprime que AV est une fonction de V, c'est-à-dire, comme on sait, 
«pic les courbes V = const, forment une famille de courbes parallèles. 

Supposons donc qu'on connaisse une famille de courbes parallèles 
fermées et qu'on rapporte la surface à ces courbes et aux géodésiqnes 
<|ni leur sont orthogonales. Si 

fis- = du2 4- (? c/c-

il ésig ne l'élément linéaire, en dirigeant le calcul comme il vient 
d'être dit, nous voyons que l'équation différentielle des géodésiques 
prend la forme particulièrement simple 

(•*7) J = -C^' 

1 — (s)
 ust

 ̂
11

'
 au Cttrr

^' eosinus de l'angle α que fail la géo-

désique considérée avec la ligne u = const. ; quant à la quantité 

E = - 1 C dC du,e^c est îl cour^llre totale par l'équation 

(ft _ 1 d'C 1 Jû *· ~~~ C dû* RÏV 

Supposons que la surface ait sa courbure partout positive et com-
prise entre deux limites A3 et A*'a. Prenons pour la ligne u = ο une 
géodésique. L'équation précédente donne 

**<**-*<**> 
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et, par conséquent (puisque ξ s'annule avec //), 

| k tang ku | < ξ | < k' tang k'u |. 

Tant que west inférieur à ξ est fini, C différent de zéro (ce qui se 

déduit d'ailleurs, bien entendu, des recherches connues de Bonnet); 
par conséquent, dans la hande ainsi définie, u et ν sont des fonctions 
bien déterminées de la position du point. Prenons alors l'équation (.V) 
ou 

(38) //logeosa = Zrftf. 

Cette équation nous donnera 

i — //logcosAw | < I //log cos α | < | - //logcosA"'//,,;. 

Si α désigne l'angle fait par un arc de géodésique quelconque avec 
la géodésique u = o, le maximum //,, de tt sur cet are sera compris 

entre ρ et puisqu'on aura cos/i//
0
> cosa > cos////. 

Kn particulier, si α < ρ ce maximuui sera plus petit que -'j
:
, et, 

par conséquent, u et c seront uniformes sur cet arc. Celui-ci coupera 
à nouveau la géodésique u = ο sous un angle β, tel que le rapport 

—r soit compris entre le rapport —— et son inverse. 

Knfin, on aura une relation d'inégalité entre deux écarts maxima 
consécutifs de part et d'autre de la ligne u = ο : il est clair que le 

rapport de ces deux écarts est compris entre ρ et —· 

Lorsque le mobile est soumis à une force accélératrice, on trouve, 
en utilisant l'équation des forces vives, 

"Si5 = «ST C 5« r \ (S/ J' 

laquelle, si U est fonction de u seul, prend la forme, tout à fait ana-
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lojcuc à (37), 

d du log [2(U + h) - (du dt)2 

= ®·Ή5("+*)['-(ϊ)>-Ε^· 

d'où Γοη pourrait déduire un certain nombre de conséquences ana-
logues aux précédentes. 

45. line autre notion que Γ011 peut considérer comme correspon-
dant à celle des parallèles limites sur une surface de révolution esl 
celle de ce qu'on pourrait appeler le domaine d'une ligne géodésique 
ou d'une trajectoire de Dynamique, et qui est analogue aux ensembles 
introduits par M. Poincsirc dans son Mémoire sur les courbes définies 
par les équations différentielles ('). 

Soit une géodésique d'une surface de révolution (ou une trajectoire 
de Dynamique sur cette surface) qui oscille entre deux parallèles 
limites. 

Lorsqu'un point mobile, parcourant cette courbe dans un sens dé-
terminé, passe de l'un à l'autre de ces deux parallèles, le plan méridien 
qui le contient tourne autour de l'axe de révolution d'un certain angle 
constant. Si cet angle est commensurable avec TC, la géodésique est 
fermée. Mais, dans le cas contraire, on sait que cette géodésique passe 
aussi près qu'on le veut de n'importe quel point situé dans la bande 
de surface comprise.1 entre les deux parallèles extrêmes. Si l'on traçait 
la courbe en noir, en la continuant indéfiniment, on noircirait toute la 
bandeen question, et cela quelque petite que soit l'épaisseur du trait. 
Nous pourrons dire que notre géodésique remplit cette bande ou (pie 
cette bande constitue son domaine. 

Lorsque l'élément linéaire, au lieu d'être de révolution, a la forme 
de Liouville (L — V){du1 de'2), le domaine est une bande limitée 
par deux lignes u = const, ou c = const, (ou des branches de ces 
lignes), etc. 

( ') Troisième Partie, ce journal, 4' série, t. 1, p. ι·:ύ et suiv. ; i885. 
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44. u et ν étant les coordonnées curvilignes sur notre surface, 
posons, comme d'ordinaire, 

p = dT duy = 2T = AaM'9-h CVa H- 2ACcosa u'v\ 

Τ étant la demi-force vive; de sorte que w, ι>, ρ, q seront,, dans 
l'espace E, à quatre dimensions, les coordonnées d'un point qui repré-
sentera la position du mobile et sa vitesse. D'ailleurs, au lieu des 

coordonnées ρ et q, on peut introduire ~ = s' et l'angle ω que fait la 

tangente à la trajectoire avec l'axe des χ d'un trièdre attaché à la sur-
face, quantités liées aux premières par les formules (1 ) 

(3q) ρ = As' cos(<u — ///), q = C.ç' cos(/î — co). 

Bornons-nous au cas des géodésiques et faisons s' = 1. L'état de 
mouvement du point mobile M sera alors représenté, clans un espace 
à trois dimensions E3, par un point V de coordonnées //, c, ω; autre-
ment dit, la position de ce dernier définira un élément de ligne sur la 
surface donnée. Bien entendu, on ne devra pas considérer connue 
distinctes deux valeurs de ω différant d'un multiple de 2z, de sorte 
qu'on pourra considérer celte quantité comme toujours comprise 
entre — π et H- ζ. D'ailleurs, la même remarque s'appliquera le plus 
souvent aux coordonnées u et e. Si, par exemple, la surface est une 
sphère et que w, e soient la longitude et la latitude, u variera do ο à 

«•κ, e de — ~ flc sorte que la multiplicité lieu du point Ρ sera 

un parallélépipède où l'on devra supposer : 1" que les points corres-
pondants de deux faces opposées quelconques sont confondus; 20 que 

les faces r = ± - sont contractées de manière à se réduire chacune a 
3 

une diagonale (a). 

(' ) T. 11, Liv. Y, Gimp. 11, Tableau 111. La signification des lettres ρ el q est 
seule changée. 

(-) Les relations topologiques des courbes entre elles peuvent évidemment 
cire assez, différentes sur la surface primitive el sur In multiplicité Iv, lieu du 
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Lorsque le poinl M décrira une géodésique, le point Ρ décrira une 

courbe <lonnéc par les équations différentielles 

(40) \ du = rfr = d/~X~"'\ ( (Ιω — — rdu — /·, th. 

t, qui représente la longueur de Tare décrit par le point M, sera dit 
aussi, pour abréger, la longueur de Tare décrit par P. 

iiL Ecrivons, dans ce système de notations, les invariants intégraux 
<le M. Poincaré et, en particulier, le voluiw 

I j'Jj duthdpdq. 

Si, dans cette intégrale quadruple, on opère le changement de 
variables (3p), elle devient 

Jjj J diidiil/xlf/ = ffdudrjj'ÏMfâddd* 

= j j J J* Us' dudrdtods', 

11 = ACsina. 

point l\ C'est ainsi f|ue les courbes, dont les projections stéréographiques sont 
représentées Jig. \ cl 5, sont réductibles l'une à l'autre par déformation continue 
sur la sphère, mais qu'il n'en est pas de même des courbes qui leur correspon-

dis. i· ''•s· '>· 

dent dans la multiplicité E3. Cela lient à ce que le passage de la ligne à In 
ligne 5 ne peut avoir lieu sans qu'il se produise à un certain moment un point 
tie rebroussement, entraînant nue discontinuité dans la direction de la tan-
gente. 

Journ. de Math. (.V série), tome III. — Kasc. IV, ιS*,7. 49 
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Etendons celle intégrale au cylindre à quatre dimensions qui a pour 
base un volume quelconque de l'espace E., et pour hauteur le segment 
α (α et β étant deux nombres positifs quelconques); elle se 
décomposera en facteurs 

I j j j* Ils' ds' dudvdiù = f s'ds' Jj J H dudv d(a. 

Le second facteur étant constant, il en est de même du premier. 
\ous aurons ainsi, dans l'espace E,, Tin variant intégral que Γ011 peul 
appeler volume 

J = jjj 11 dudvdoi. 

1«. I înc application simple s'obtient en considérant toutes les géo-
désiques qui partent des diiTércnts points d'une aire déterminée n. 
L'intégrale J, étendue aux éléments initiaux de toutes ces géodésiques, 
est évidemment égale à •izrj. On devra donc retrouver la même valeur 
«*ii portant sur chacune d'elles un arc déterminé L Or on obtient ainsi 
Ions les points d'une certaine portion de surlace S, lieu des centres 
des cercles géodésiques (·) de rayon / cl coupant l'aire primitive1o. 
Sur chacun de ces cercles, celle aire découpera un are qui sera vu du 
rentre du cercle sous un certain angle V et l'existence de l'invariant 

intégral nous montre que l'expression j"j V étendue à l'aire S, 
est égale à ίτ*?. 

47. Si la surface est fermée, l'invariant étendu à l'ensemble des 
positions du point Ρ sera iini et égal à ι>où s est l'aire totale de la 
surface. 

48. De cette intégrale triple, on déduit une intégrale double inva-
riante en étendant, ainsi que l'indique M. l'oincaré, l'intégrale triple 

(*) Nous appelons ici cercle géodêsique le lieu des points géodésiquement 
équidislants d'un point déterminé. 
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à un tube de trajectoires issues d'une portion de surface Σ quel-
conque (pourvu qu'elle ne soit pas elle-même un lieu de trajectoires). 
Soient ξ, η des coordonnées curvilignes sur la surface Σ, de sorte que 
tt

y
 r, ω sont sur cette surface fonctions de ξ, η. On pourra rapporter 

les points du tube de trajectoires que nous considérons aux coordon-
nées ξ, yj, £ et l'intégrale deviendra 

I = SSS II Q(u v w) dE dn dt= S I dt, 

C|i) I = j*j*II(u'dvdta -4- ν'άωάιι + ta'dudv), 

011 Ton doit remplacer les dérivées par rapporta l par leurs valeurs 
tirées des équations (4°)· L'intégrale I, étendue à la portion de sur-
face Σ, ne changera pas, non seulement si l'on remplace chaque point 
de celte surface par son conséquent, c'est-à-dire par la position qu'il 
vient occuper au bout d'un temps déterminé τ, mais encore si l'on 
remplace Σ par une portion de n'importe quelle autre surface limitée 
par le même tube de trajectoires. 

49. Enfin l'intégrale I peut être considérée comme déduite d'une 
intégrale simple par l'emploi du théorème de Stokes. Elle est, en vertu 
de ce théorème, identique à l'intégrale 

I = Jρ du ·+■ qdv, 

prise le long du contour de Σ. 
L'intégrale I, étendue à 1111 contour fermé quelconque, étant inva-

riante, cette même intégrale prise le long d'un chemin ouvert sera 
invariante à une quantité près qui ne dépend que des extrémités. 

Nous ramenons ainsi les propriétés des invariants intégraux à ce fait 
bien connu que si un arc de géodésique varie de manière (pie son 
origine décrive une ligne A Β et son extrémité une ligne A'B', on a 

BB — AA'= ( (pdu-\-qdv)— f (pdu -h qdv). 
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50. Pour définir le domaine d'une trajectoire déterminée, prenons 
dans l'espace E, une portion de surface Σ qui soit traversée une infi-
nité de fois par cette trajectoire. Les points d'intersection seront tous 
distincts les uns des autres si la trajectoire n'est pas fermée. Un tel 
ensemble de points admettra au moins un point limite P

0
. La trajec-

toire passera une infinité de fois dans le voisinage de ce point, et cela 
pour des valeurs indéfiniment croissantes de car il est clair que 
deux points voisins qui ne sont pas sur le même segment infiniment 
petit de trajectoire ne peuvent être reliés que par un segment de tra-
jectoire à la longueur duquel on peut assigner une limite inférieure 
déterminée. 

Un déplaçant de toutes les manières possibles la surface Σ, il esl 
évident que nous aurons, dans l'espace E„ un ensemble de points Ρ 
tels que la trajectoire passe infiniment près de chacun d'eux pour des 
valeurs infiniment grandes de t. 

A cette dernière restriction près, la définition de cet ensemble esl, 
comme on le voit, identique à celle de Vensemble dérivé de M. Cantor. 
11 partage avec ce dernier la propriété d'être fermé, c'est-à-dire de 
contenir son propre dérive. 

C'est l'ensemble ainsi défini qu'on peut appeler le domaine de la 
trajectoire dans l'espace Ε

β
. Λ la projection de ce domaine sur le 

plan des uv correspond, sur la surface s, l'ensemble des points M près 
desquels la trajectoire passe une infinité de fois, autrement dit le 

domaine tel que nous l'avons introduit précédemment. 

51. Le domaine d'une trajectoire peut être considéré coin nie connu 
si l'on donne les points P

0
 de ce domaine situés sur une portion de 

surface Σ qui rencontre toutes les trajectoires (nous savons, d'après 
ce qui précède, former de telles surfaces). 

Si, à partir d'un point quelconque de Σ, nous portons sur la tra-
jectoire issue de ce point une longueur déterminée /(positive ou néga-
tive), la position du nouveau point ainsi obtenu variera continûment 
avec celle du premier. Si donc notre trajectoire passe line infinité de 
fois aux environs de l'un, elle passera une infinité de fois aux environs 
de l'autre. 

L'ensemble des points 1* se composera donc de l'ensemble des Ira-
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jcctoircs menées par les différents points P
0

; c'est l'ensemble des 
points P„ qu'il suffit d'étudier. 

52.Si le point Ρ appartient au domaine du point M(') et le 
point Q au domaine du point P, le point Q appartient au domaine 
de M. 

En effet, par hypothèse, on peut prendre sur la trajectoire du 
point Ρ un arc ΡΡ' = λ tel que le point P' soit aussi voisin que l'on 
veut du point Q. D'autre part, puisque le point P fait partie du 
domaine du point M, il existe sur la trajectoire issue de ce dernier dos 
points M' aussi voisins qu'on le veut de P et, en particulier, assez 
voisins de P pour qu'en prenant l'arc M'P"= λ, la distance P'P" soil 
plus petite qu'une quantité quelconque donnée. 

i$t>. Si la trajectoire repasse une infinité de fois près d'un quel-
conque de ses points, cet ensemble des P

0
 sera non seulement fermé, 

mais encore condensé en soi; ce sera ce que M. Cantor appelle un 
ensemble parfait. 

On sait, depuis les travaux de M. Poincaré, que les trajectoires 
pour lesquelles il n'en est pas ainsi sont exceptionnelles (du moins en 
supposant le volume total fini), en ce sens que les points d'une région 
déterminée qui servent d'origines à de pareilles trajectoires peuvent 
être enfermés dans un volume total aussi petit qu'on le veut. M. Poin-
caré montre seulement, il est vrai, que les trajectoires qui ne passent 
(pie h fois (A étant un nombre quelconque) dans une région determi-
née r de volume ν aussi petit qu'on le veut, peuvent être enfermées 

dans un volume plus petit que ~ (V étant le volume total de la multi-

plicité K
3
). Mais il est aisé de compléter à cet égard sa démonstration. 

Comme le fait M. Poincaré, appelons conséquent d'un point quel-
conque, la nouvelle position que vient occuper ce point au bout d'un 
certain temps τ choisi une fois pour toutes, \klue conséquent du même 
point la position qu'il vient occuper au bout du temps λ τ et prenons 
pour la région r un tube formé par les trajectoires issues des différents 

(') C'est-à-dire au domaine de la trajectoire de ce point. 
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points d'une portion de surface et ayant pour longueur commune τ. 
Soient maintenant nt% jN,· deux suites d'entiers augmentant indéfini-

ment et se correspondant deux à deux. Nous divisons la surface Σ 
en /?,· portions, ce qui divisera la région r en nt régions partielles rh 
et cela de manière que, lorsque Λ,· augmente indéfiniment, chacune 
des portions de Σ devienne infiniment petite dans toutes ses dimen-
sions. Les points de l'une des régions /7, origines de trajectoires qui, 
pendant le temps N/T, ne passeront qu'une fois dans cetle région, 

occuperont un volume total inférieur à La somme de ces volumes 

pour les Λ/ portions sera donc moindre que Or puisque nous sup-

posons les nombres nt et N, indéfiniment croissants et les dimensions 
de chacune des parties de Σ indéfiniment décroissantes, l'origine de 
toute trajectoire qui ne passe pas infiniment près d'un quelconque de 
ses points sera comprise dans le volume <7 pour quelque valeur de i. 
On pourra donc enfermer tous ces points dans un volume total aussi 
petit qu'on le voudra, car il est clair qu'on peut déterminer la suite 

des N/, de manière que la série ̂  jSf
 s0

'
1 convergente et ail une somme 

aussi petite qu'on veut. 
Ce raisonnement fournit même des renseignements sur la loi suivant 

laquelle les trajectoires non exceptionnelles se rapprochent d'une po-
sition déjà occupée. Car une dimension quelconque δ d'une des por-

tions de Σ diminue comme et, d'autre part, il suffit, pour la vali-

dite du raisonnement précédent, de supposer que ~ tende vers zéro 

(car on peut toujours, s'il en est ainsi, donner à i une série de valeurs 

telles que la somme des valeurs correspondantes de ̂  donne une série 

convergente et de somme aussi petite qu'on veut). Donc la distance 
minima δ entre un point et les points de la trajectoire correspondante 
non consécutifs, mais séparés du premier par un arc moindre que Ν,τ, 
diminue (si cette trajectoire n'est pas exceptionnelle) de telle façon 
que le produit δyN, reste fini ou augmente indéfiniment aussi lente-
ment qu'on veut. 
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54. Une trajectoire qui ne passe pas infiniment près d'un de ses 
points peut d'ailleurs être considérée en un certain sens comme une 
trajectoire asymptotique. Il existe, en effet, au inoins une trajectoire 
de chaque point de laquelle la première s'approche indéfiniment pour 
des valeurs infiniment grandes de t. 

55. Dans tous les problèmes de Dynamique que l'on sait traiter 
jusqu'au bout, les points P

e
 correspondant à une trajectoire qui n'est 

ni fermée, ni asymptotique forment sur Σ une ligne, de sorte que le 
domaine est une certaine surface, dont la projection sur le plan des uv 
donnera la portion S de 8 remplie par la géodésique, et le contour 
apparent relatif à ce plan donnant les lignes qui limitent cette portion. 
Kn chaque point de ces lignes limites passeront une ou plusieurs géo-
désiques qui appartiennent tout entières à S, et qui leur seront, en 
général, tangentes. Les lignes limites auront donc en chaque point 
une tangente déterminée ou deux tangentes formant un angle rentrant. 

Si, au lieu d'une géodésique, l'on a à considérer une trajectoire de 
dynamique, le domaine S pourra, au contraire, présenter des angles 
sortants, en des points où U H- h s'annule (h étant la valeur de la con-
stante des forces vives sur la tra jectoire considérée) ; c'est ce qui arrive, 
par exemple, comme on sait, dans le plan, pour 

(ί-i) υ = ϊ(α·ιΛ-ι-1>γ'1), 

a et b étant incommensurables entre eux : le domaine est alors un rec-
tangle. La valeur précédente de la fonction de forces est celle qui con-
vient aux petits mouvements d'un point autour d'une position d'équi-
libre stable. Il n'en résulte pas, bien entendu, que la conclusion que 
nous venons d'obtenir relativement à la forme du domaine subsiste 
pour ces sortes de mouvements, puisque la fonction de forces corres-
pondante n'est représentée que d'une façon approchée par l'expres-
sion (4·*)5 cependant cette conclusion est exacte pour le mouvement 
sur le paraboloïde elliptique à concavité supérieure, d'après les résultats 
de M. de Saint-Germain : le domaine est (lorsque la courbe n'est pas 
fermée) limité par quatre lignes de courbure formant une sorte de rec-
tangle à quatre angles saillants. 
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56. En continuant à supposer que le domaine d'une trajectoire 
quelconque non exceptionnelle soit une surface de l'espace E

3
, nous 

pourrons ajouter à la propriété énoncée au n° 52 la suivante : 

Si un point Ρ fait partie du domaine d'un point M, réciproque-
ment celui-ci appartient au domaine du premier. 

Nous savons, en effet, que le domaine du point M contient celui du 
point P. Or, ici, ces deux domaines sont des lignes ou des segments 
de ligne. Il en résulte évidemment que le domaine du point Ρ contient 
nu point de la trajectoire issue de M et, par conséquent (51), M lui-
niérnc. 

57. Le domaine du point Ρ contenant à son tour le domaine du 
point M, ces deux domaines coïncident. Ainsi, en se plaçant toujours 
dans l'hypothèse adoptée aux deux numéros précédents, il existe une 
simple infinite de géodésiques qui ont mémo domaine : autrement dit, 
les domaines ne dépendent que d'un paramètre. 

Seulement il est permis de se demander jusqu'à quel point celte 
hypothèse est légitime. Elle est, comme nous l'avons remarqué, réali-
sée dans tous les exemples où il est possible d'intégrer. 

Mais, dans tous ces exemples, l'inlégrabililé est due à l'existence 
d'une intégrale uniforme, laquelle entraîne évidemment ce fait que les 
domaines sont des surfaces. 

Or on peut supposer que, inversement, ce fait ne se rencontre 
qu'avec une intégrale uniforme. En effet, les domaines ne dépendant 
que d'un paramètre, ce paramètre aura, pour chaque trajectoire, une 
valeur déterminée; ce sera une fonction univoque des coordonnées 
d'un point de E.

n
 laquelle restera constante sur une trajectoire quel-

conque. 
Nous n'avons d'ailleurs pas démontré que celte fonction soit analy-

tique, ni même ait des dérivées; nous sommes donc bien loin des 
conditions dans lesquelles s'applique le théorème connu de M. Poin-
caré; néanmoins ce théorème rend l'existence d'une pareille fonction 
très invraisemblable et, par conséquent, il est très probable que l'hy-
pothèse dont nous sommes partis n'est pas vérifiée, en général. 
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58. Le domaine dont nous avons parle jusqu'ici peut être appelé le 
domaine propre de la trajectoire considérée, par opposition avec ce 
que l'on peut nommer le domaine étendu de la même trajectoire et 
qui est son domaine propre, joint au domaine propre des trajectoires 
infiniment voisines. Autrement dit, un point de l'espace E, sera dit 
appartenir au domaine étendu d'une trajectoire donnée si, 1 étant une 
quantité aussi petite qu'on le veut et £ un temps aussi grand qu'on le 
vcul, il existe des trajectoires passant à une distance moindre que ε 
d'un [joint déterminé quelconque de la trajectoire donnée et passant 
également à une distance moindre que ε du point considéré, le second 
fait ayant lieu après le premier et au bout d'un temps supérieur à c. 

Ce domaine étendu ne coïncide pas toujours avec le domaine propre. 
Par exemple, sur une surface de révolution dont toutes les géodésiques 
11e sont pas fermées, le domaine propre d'une géodésique fermée se 
réduit à cette ligne elle-même, tandis que le domaine étendu comprend, 
comme celui d'une géodésique non fermée, toute la bande de surface 
comprise entre deux parallèles. Il y aurait lieu, cependant, de recher-
cher si les trajectoires pour lesquelles cette coïncidence n'a pas lieu ne 
sont pas exceptionnelles. 

59. Le domaine étendu possède, en toute hypothèse, la propriété 
dont il est question au n° 56. 

Supposons, en effet, que le point Ρ appartienne au domaine étendu 
du point M. Soient s et s'les sphères de rayon C ayant pour centres 
respectifs les points M et Ρ : il existera, par hypothèse, des points 
de S dont les trajectoires iront passer, au bout d'un temps supérieur 
à ε, dans s'. Ces points formeront dans s une région rt. Il existera des 
trajectoires traversant une infinité de fois la région r, : ces trajectoires 
traverseront donc la région 8 après avoir traversé la région 8 et cela 
au bout d'un temps aussi grand qu'on le voudra. C'est ce que nous 
voulions démontrer. 
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