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Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique (');

Pax M. HADAMARD.

I.’¢tude des équalions différentielles se poursuit actuellement dans
deux directions différentes. On peut avoir en vue la nature analytique
des fonctions cherchées, ct les considérer dans tout le champ des va-
leurs réelles ou complexes de la variable indépendante. Mais on peut
aussi, en restant dans le domaine réel, suivre la voie tracée par les
travaux de Sturm et par ceux de MM. Poincaré et Picard, ot I'on se
propose simplement de discuter le sens dans lequel varient les incon-
nucs, ct ot les relations d'inégalité jouent un role prépondérant

Clest & ce dernier point de vue que je me placerai exclusivement,
dans ce qui va suivre, pour ¢tendre aux cas généraux cerlaines
remarques simples qui s'offrent dans I'étude des problémes les plus
¢lémentaires de la Dynamique.

1. Considérons, parexemple, une surface de révolution, rapportée
aux coordonnées semi-polaires 7, 0, 3 et définic par une équation entre

(') Les principaux résultats contenus dans le présent travail ont été présentés
a PAcadémie des Sciences dans un Mémoire couronné en 1896 (prix Bordin).
Ce Mémoire contenait, en outre, un résultat relatif aux surfaces a courbures
opposées et qui sera développé plus tard.

Jowrn. de Math. (5 série), tome III. — Fasc. l'\', 1897, /|3



33> HADAMARD,

r et 3, et le mouvement (sans frottement) d'un point sur cette surface,
sous I'influence de forces dérivant d’une fonction de forces U indépen-
dante de 0. Une discussion hien connue montre que la trajectoire
reste, en général, comprise entre deux paralléles de la surface. Ces
pavalléles peuvent, par un choix convenable des constantes d'intégra-
tion, étre choisis arbitrairement, mais sous la condition que la plus
plus petite des deux valeurs de 7 corresponde & la plus grande des deux
valeurs de U : ils comprennent, par conséquent, entre eux une région
de la surface on 7 et U varient en sens contraire (*). il s’agit d'unc
géodésique, cette derniére conclusion subsiste en général, les deax
paralléles limites devant, cette fois, avoir le méme rayon.

(C’est ainsi qu’un point pesant mobile sans frottement sur une sphére
passe, en général, & quelque instant de son mouvement, dans 'hémi-
sphere inféricur.

2. La circonstance que nous venons de rappeler n'est que Fappli-
cation aux surfaces de révolution d'un principe général : comme nous
allons le voir, dans le mouvement d'un point sur une surface quel-
concue, on peut toujours assigner une région R que la trajectoire doit
(sauf dans un cas exceptionnel ) traverser une infinité de fois.

Ce principe est d'ailleurs celui qui a ¢té invoqué par M. Kneser
dans son Mémoire intitulé : Studien dber die Bewegungsvorginge
in der Ungebung instabiler Gleichgewichislagen (*). Toulefois ce
géométre ne I'a appliqué qu’a I'étude du mouvement dans le voisinage
'une position d’équilibre instable, au licu qu'en réalité la portée en
est plus géncrale. Cela tienta ce que la végion R indiquée par I'autear,
du moins dans la forme algébrique de son raisonnement, est inoins
restreinte que celle que nous formerons (*).

3. Considérons, d'une mani¢re géncrale, un systtme d'équations

(') Sauf dans le cas exceptionnel ot et U ont leur maximum ou leur mini-
mum en méme temps.

() Journal de Crelle, t. 115, p. 300 el suiv.

(*) La région introduite par M. Kneser est celle a laquelle on serait conduit
cn partant de la remarque que nous donnons au n° 23.
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différenticlles du premicer ordre,

([) dw, . [l-l', _ d«l',, :‘_dl’

XN TX, T,

ou les X; sont des fonctions données de z,, x,, ..., £, Ces dernicres
(quantités étant considérées comme les coordonnées d'un point M dans
Pespace E, & n dimensions, le systéme (1) définit un faisceau de tra-
jectoires de ce point : si, comme nous le supposcrons, les fonctions \
sont univoques, il passe une trajectoire et une scule par un point pris
au hasard.

Soit V(x,,#,, ...,,) une fonction univoque quelconque. Lorsque
le point M déerira (¢ variant de ¢, & + =) sa trajectoire, cette fonc-
tion aura, cn général, une infinité de maxima ¢t de minima successifs.

Or ces maxima ¢t minima ne peuvent évidemment étre situés en des
points arbitraires. Si 'on désigne par X(f) le symbole

- v O - df
\N(f)= ‘\‘d?. +~--+~\;:(')f,;"
toul point oft V est maximum ou minium devra satisfaire a I'équa-
tion

(2) X(V)=o,

laquelle représente, dans 'espace E,, unc multiplicité & # — 1 dimen-
sions. De plus, suivant qu’il y a maximum ou minimum, on devra
avoir I'unc ou 'autre des deux inégalités

(3) X[X(V)]<o,
() X[X(V)]20,

lesquelles définissent chacune une portion de la surface (2). la pre-
miére de ces portions étant constituée par les points oi la trajectoire
passe de la région X(V)> o a la région X(V)< o, la seconde par les
points ol a lieu le passage inverse; la limite de ces deux portions, qui
est unc multiplicit¢ & n — 2 dimensions, se composc des points ot la
trajectoire cst tangente & la surfuce (2).
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Ainsi une trajecloire quelconque tracersera, en général, une
infinitd de fois la surface (2) et cela, successivement, dans chacune
eles deur régions de celle surface déterminédes respecticement par

Irs indgalités (3), (3).

4. Pour que la conclusion précidente tombe en défaut, il faut que,
& partiv d’une certaine valeur de ¢, la fonction V varic conslamment
dans le méme sens; aille, par exemple, toujours en croissant.

Or, dans ces conditions, il arrivera, soil que cetle quantité augmente
indéliniment avee ¢, soit u’clle tende vers une limite.

Nous écarterons la premicre hypotheése, soit que V reste néeessaire-
ment fini dans le domaine des valeurs «que peuvent prendee .y,
Mgy ooy Lpy $0IL que nous fassions abstraction des trajectoirves le long
desquelles il devient infini. Nous admettrons done que V tend vers une
limite et nous nous servirons du lemme suivant :

Si, lorsque la variable t augmente indéfiniment, la fonction N
de cette variable tend vers une limite et que ses n + 1 premicres
déricées existent el restent fluies, les n premicres d'entre elles ten-
dant vers séro.

Bornons-nous, pour simplificr, i la dérivée premicre. Nous avons i
faire voir que cette dérivée est, pour £ suffisamment grand, plus petite
en valeur absolue qu’un nombre quelconque domné e,

Soit, a cet cffet, { un nombre choisi arbitrairement. Dans la suite
des valeurs de 7, il ne peut exister une infinit¢ d'intervalles ayanl

’ ' . \ .’IV . :
chacun unc étendue supéricare a / et ol 77 | Soit plus grand que =

car, dans un pareil intervalle, V varierait de plus de =5 ce qui ne peut
s¢ produire indéfiniment puisque V tend vers une limite. A partir du

1 : (1\,
moment ou cos intervalles cesseront de se rencontrer, le module de -

scra manifestement plus petit que € si nous avons pris pour / un nombre

. R .. ' 2V « o e
((ui, multiplié par la limitc supéricure de (‘17 !, donne un produit infé-

. . €
rieur a ~-
2
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l.e méme raisonnement s'étendant aux dérivées suivantes, notre
lemme est démontre,

5. Appliquons ce lemme a la quantité V considérée aux numéros
précédents, en admettant que cette fonction ct ses dérivées partielles
jusqulau troisitme ordre, ainsi que les fonctions X; et leurs dérivées
particlles du premicr et dusecond ordre, restent finies lorsque le point

. .y e yup e . . d\
mobile s'éloigne indéliniment sur cette trajectoire. Dans ce cas, -
LA Y/ AAY - dN . darv v
s = 0l ——- PeSLEe s. D = —==X\] de
g0 et restent finis. Done = - =X (V) et —3 = X[X(V)] tendent
vers ziro,

\ous arrivonus, par conséquent, i la conclusion suivante :

Lorsque la fouction NV ot ses dérivées jusqu’au troisicme ordre.
los fonctions \; el leurs déricées jusqu’au second ordre restent fi-
nies pour U infini, la trajectoire traverse une infinité de fois cha-
cune des régions de la surface (2) définies respecticement par les
inégalités (3), (3); ou sinon, elle est asymptotique a la multi-
plicité @ n — 2 dimensions qui sert de limite commune @ ces dewr
regions.

Co dernier cas doit d’ailleurs étre regardé comme exceptionnel ().

6. Quoique les équations de la Dynamique soient du second ordre
¢l ne puissent étre ramencées au premier que par l'introduction des vi-
tesses comme inconnues auxiliaires, elles vont nous fournir des résul-
tats trés analogues aux précédents, surtout dans le cas le plus simple
et dont nous allons nous occuper tout d’abord, celui ot il n'y a que
denx degrés de liberté.

Considérons un systéme dont la position ne dépend que de deux pa-
ramélres «, o, par exemple un point matéricl, de masse égale & 1, mo-
hile sans frottement sur une surface ot u, ¢ sont les coordonnées cur-
vilignes. U ¢tant la fonction des forces et Eu? + 2Fu'v' 4+ G2 la

() Voir plus loin, n° §3.



336 HADAMARD,

force vive, les équations du mouvement donneront

(FG ~F) 5t = GIY ~FOU 4y (B0 _ 1G98 1pdt

de ou d¢ du ! o 2 dv
JG JE
+u'o (F -G T)
(1G9 L 190 _ OF
e (ZG()M l do ('4)c')

(BG = )58 = P + B+ w2 (SES + ¥ — E0)

dv 2 Ju u
et (O 190)

ou
- dF 1 ,.0G 1 120G
] —_——  — = -
+e (l v 2 2 dv ’I du)

Soit V une fonction de u, v dont nous désignerons, pour abréger,
les dérivées partielles du premicer et du second ordre par I, Q, R,
S, T : il viendra

A}

(4) @ =Pu+ Qv
d‘\ (’ u (P‘ ” ~ [\ RE
- =P dt’ + Qs + R+ 2500+ To?
~ ‘ 1 T
(3) , EQ Y —F(l’dL +Qfﬁ)+0p‘l'i
Sdv oy du du + @, v
_ = G =T — - Wy,
i . (or__.‘gl_,'_lﬂgl_
()= R+ P Foe =30 V%
~JE ﬂ)l, 2 dl -
+Q3RE+ PG -5 )|l

~ 0"
’S+IG F"P(l du r)(’)
+Q(F"_L-1«:E)ng

| ! 1 120G oF
+?T+EG—-F'[P( Gdu [o.' 6o

(6)<
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d’ \'
Le terme indépendant de «', ¢', dans I'expression de —3» n’est autre

«que linvariant désigné, dans les Legons sur la l/wome (lv.s- surfaces
de M. Darboux ('), par la notation A(U, V).

Faisons usage de I'équation des forces vives

Eu?+ 2Fwe +Get=a(U + k),

la différence
b (u',e') +(Q, —P)
Eu'*+alu' ¢ +Gvt EQ*—aFPQ + GP*

contenant en facteur P’ + Q¢', nous pouvons écrire

(1) T =AUV R GO ),

A |

oft ket wne contiennent d’autre dénominateur que la quantité

()2 a2 1P ( P2,

EQ? — oFPQ + (P2,
AV désigne, conformément anx notations de M. Darboux, le quotient
de cette méme expression EQ? — 2FPQ + GP? par EG — F*; 1 ala

valeur

(O, — )

h= o=
l{()*->5|’()+ll" 1
8) = —" G — +(|“G——"*)’
) /
’ lln( ,()G ll“’G ,dl) l”()(l“)F ‘()L__l_l‘l()_(_r_é
You T AT ov 2 dr 2
ﬂ)l‘ . JE 3 . JE ~JE 120K oF
)2 4_____ - 3 -
l“(l l'()u ('()ll 2bd) ()( Ld'+oll)u -E5

Cette quantité s'exprime ¢galement & I'aide des parametres différen-
tiels de M. Beltrami. En nous conformant toujours aux notations de

(') T. 111, Liv. VII, Chap. L.

Jdu

+dG

du

)

)|
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M. Darhoux, nous trouvons successivement

A(V,4,V) = ¢ ..-.).[<GP FQ)*R+2(GP--FQ)(EQ— l'l’)%+(EQ-l*l')*'l‘

A 2()[’
+§(GP——IQ>(3—& <7 T)TP u l):)

- < JE ¥ G
(e g s )]

oo
K\ A(V,EG-—F’).
2(EG — I'%)

- : EQ*— aFP Gp? O G F
AY,8,V) = S PRt G l{—zl‘b+lzT+l’(f’.))Tl-%;)

JE JF I P .
((h du) EA(\’I“""I")]’

ct, par conséquent,
(8) Iy=AVA,V —1A(V,AV).

7. Yaisons d’abord V = U : il viendra

dﬁU - Q(U‘i‘ll)ll ’ll} ’ g

A\l . 1] . T \s 3 l"
Considérons un maximum de U. Nous devrons avoir (_/]f =0,
[

dtU ciep . .
< <01 comme AU est essentiellement positif, il en résulte
(10) 1,50,

I'égalité ne pouvant avoir licu que pour AU = o, ¢est-i-dire en une
position d’équilibre.

Réciproquement, étant donné un point (ueleconque situé dans la
région I, < o, il existe une trajectoive passant en ce point et v admet-
tant un maximum de la fonction U. Car on peut prendre o/ et ¢ pro-
proportionnels & Q et — P, ce ui rend la fonction ® (', ¢') négative,
puis donner & ces quantités «', ¢’ des valeurs assez grandes pour (ue
ce terme @ (o, ¢ ) surpasse en valeur absolue AU,

Si nous divisons la surface donnée en deux régions, I'une ot I, est
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positif, 'autre o il est négatif, unc trajectoire quelconque passera, en
général, unc infinité de fois dans la seconde de ces deux régions, i
laquelle on peut, en conséquence, donner le nom de région attractive,
pendant que la premiére, dans laquelle le point mobile ne peut rester
constamment, est en quclque sorte une région répulsive.

Ainsi que I'a remarqué M. Kneser dans le cas ot la surface donnée
est un plan ('), le maximum de U ne peut avoir licu que la ou les
lignes de niveau ont leur courbure géodésique tournce dans le sens
des U croissants. Ce résultat est équivalent a cclui qui préceéde,
comme on lc voit en introduisant I’expression de cette courbure géo-
désique (*), expression dont le numérateur est précisément I,

La ligne de séparation des régions attractive et répulsive cst consti-
tuce par le licu des inflexions géodésiques des courbes de niveau, c'est-
a-dire, d'une part, par les points ol la courbe de niveau est tangente &
une directlion asymptoticue (*); d’autre part, par les points ot son plan
osculateur est normal & la surfacc. Par exemple, dans le cas de la
pesanteur, cette ligne de séparation se compose du contour apparent
horizontal ct du licu des points ot une direction asymptotique est
horizontale.

8. 1l cst intéressant de comparer le résultat précédent avece celui
que l'on rencontre dans le cas d’un paramétre, par exemple dans le
mouvement d’un point sur une courbe sous P'influence d'une force
fonction de la position du point. On sait qu'alors le mobile, s’il ne
s'¢loigne pas indéfiniment dans un sens déterminé, oscille périodique-
ment dans un certain intervalle et que cet intervalle comprend néces-
sairement unc position d’¢quilibre stable. Dans le cas de deux para-
métres, c’est la région attractive qui remplace, a cet égard, la position
d'¢quilibre stable (*).

(") Loc. cit.

(2) Darsory, loc. cit,, t. 1II, p. 203, formule (19).

(?) Cette propriété caractéristique des lignes asymptotiques que les courbes
qui leur sont tangentes avec un plan osculateur quelconque ont leur courbure

géodésique nulle, est en relation évidente avec le role que jouent ces lignes dans
la théorie de la déformation,

(*) La question, plusieurs fois discutée (voir, en particulier, Jornax, Comptes
Journ. de Math. (3 séric), tome IIl. — Fasc. 1V, 18¢s. 44
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9. Nous avons suppos¢ que la fonction U avait des maxima en
nombre infini. Nous devons maintenant examiner le cas ou, & partir
d’une certaine valeur de ¢, U varierait constamment dans le méme
sens. Pour voir ce qui peut se passer dans ces condilions, nous ferons,
comme précédemment, cerlaines hypothéses. Nous admettrons :

1° Que U est, sur toute la surface, fini ct inférieur en valeur abso-
lue 4 une limite déterminée, ainsi que scs dérivées partielles jusqu’au
troisi¢me ordre inclusivement

2° Que K, ¥, G restent également partout finis ct inféricurs cn va-
leur absoluc 4 une limite déterminée ainsi que leurs dérivées jusqu’au
second ordre inclusivement;

3° Que EG — I™* cst partout différent de zéro et supéricur & unc
limite déterminée.

Sous la forme ot nous venons de les énoncer, ccs hypothéses sont
trop restrictives et ne seraicnt pas réalisées en général. Ainsi, pour
prendre le cas le plus simple, une sphére rapportée aux coordonnées
astronomiques ordinaires ne satisferait pas aux conditions précédentes,
EG — I'* étant nul aux deux poles. Nous ferons abstraction de ces
singularités apparentes, en supposant qu'on ait défini un certain
nombre de régions empiétant les unes sur les autres, de maniére que :
1° tout point de la surface soit intéricur & 'une au moins de ces ré-
gions; 2” dans chacune d'elles on puisse faire choix d'un systétme de
coordonnées tel que les conditions précédentes soient veérifices, Si ces
résultats ne peuvent étre atteints qu'apres séparation d'une ou plu-
sieurs portions de la surface donnée, celles-ci seront véritablement
singuli¢res et nous les exclurons dua raisonnement, en ne considérant
que les trajectoires qui n'y passent point. C'esl ce qui arrivera, par
exemple s'il y a des nappes infinies.

Dans ces conditions, nous sommes assurcs toul d’abord que o' et v’
restent finis. Les singularilés signalées par M. Painlevé (*) sont done

rendus de U’ Académie des Sciences, \. LXXIV, LXXV; Boussisgsq, (bid.), des

lignes de faite el des thalwegs trouverait peut-¢tre sa solution dans des considéra-

tions analogues aux précédentes : les lignes de faite étant en quelque sorte les

lignes répulsives par excellence et les thalwegs les lignes attractives par excellence.
(') Comptes rendus, 26 octobre 1896.
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. . . . . . dU d*U
exclues et il y a licu de faire varier ¢ jusqu'd +- 2. De plus, —=» — et
U Lestent finics ct ’ t, d’apreés le lemme précédemment
— restent finics et, par conséquent, d'apré P

’ [ . . . d2 [] *
démontré, si U tend vers une limite, gdg et —J},J— tendent vers zéro. Si

nous envisageons alors la formule (9), nous voyons que si AU n'est
pas trés petit, A et @ sont finis, de sorte que le dernier terme du second
membre est infiniment petit. Dés lors, ou bien il existe des valeurs
de ¢ aussi grandes que 'on veut pour lesquelles [;< o et alors nous
n’avons pas & modificr les conclusions des numéros précédents; ou
bien AU tend vers zéro. Or les identités

montrent que AU ne peut tendre vers zéro s'il n'en est pas de méme de
P et de Q. Si donc, comme c’cst le cas général, la surface ne renferme
(u'un nombre fini de positions d'équilibre, le mobile devra tendre
vers une de ces positions. Dés lors la vitesse tend vers zéro, ainsi que
I'a démontré M. Painlevé (*); c'est d'ailleurs ce qui résulte de notre
lemme, appliqué aux coordonnées u et ¢ considérées comme fonctions
de .

En un mot, lorsque, sur une surface réguliére et ot U se com-
porle partout réguliérement, il v’y a qu’un nombre fini de posi-
tions d’cquilibre, toule trajectoire qui ne passe pas une infinité de
Sois dans la région aliractive tend asymplotiquement vers une de
ces posilions.

10. Si I'on considérait, non seulement les valeurs de ¢ supérieures
i t,, mais 'ensemble des valeurs de ¢ de — = &t + %, on peut affirmer
sans restriction que, pour unc au moins de ces valeurs, le mobile pas-
sera dans la région attractive. Car le contraire ne pourrait avoir lieu
que si la trajectoire tendait asymploliquement vers une position

(') Bulletin de la Société mathématique de France et Lecons sur Uintégra-
tion des équations de la Dynamique.
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d’¢quilibre tant pour ¢ infini positif que pour ¢ infini négatif. Mais,
dans cc cas, les valeurs de U correspondant & ces deux positions
limites scraicnt les mémes et scraient atteintes par valeurs décrois-
santes (puisque la force vive tendrait vers zéro). Donc, dans l'inter-
valle, M passerait nécessairement par un maximum.

Une position d’équilibre ainsi atteinte asymptotiquement est néces-
sairement instable. Car on peut donner a ¢ une valeur ¢, assez grande
pour que le mobile prenne une position aussi voisine qu’on veut de
Iéquilibre avee une vitesse (u;, v,) aussi petite qu'on veut; on sait,
d’autre part, que, dans un mouvement quelconque compatible avec la
loi de forces donnée, on peut changer ¢ cn ¢, — {: le mouvement ainsi
transform¢ cst ¢videmment en contradiction avec I'hypothése de la
stabilité.

11. Si les positions d’¢quilibre, au licu d’étrc en nombre fini, for-
maicnt sur la surface une ou plusicurs lignes, la conclusion précédente
ne subsisterait pas nécessairement. La trajectoire pourrait ¢ire asym-
ptoticue & unc ligne d’¢quilibre sans que la vitesse tende vers zéro 5 mais
un parcil fait cst loin de pouvoir se produire pour une ligne d*¢quilibre
(uelconque. Soit, en effet, f(u, ¢) = o I'¢quation de la ligne d'équi-
libre, f étant une fonction dont les dérivées partielles p el ¢ ne sont
pas nulles toutes deux en un point quelconque de cette ligne. | Par
exemple, sur le tore & axe vertical représenté en coordonnées semi-
polaires r, 0, 5 par I'équation 5* + (r — a)* = L?, si la force agissante:
est la pesanteur, on pourra prendre f = r — a.|

d d*

@
en est de méme de A(U, f), si la vilesse ne tend pas vers zérvo, il en
résulte lim I, = o, ce qui exige que I soit nulle sur la courbe d’équi-
libre. Af ¢étant différent de zéro, cette ligne doil étre une géodésique
de la surface, d’aprés expression précédemment rappelée de la
courbure géodésique.

tendront vers zéro d’aprés notre lemme dun® 4, ct comme il

12. Notre théoréme n'apprend quelque chose que si la région
répulsive existe. 11 est aisé de voir qu'il en est ainsi en général, Suppo-
sons, cn cilet, U partout fini sur la surface : il aura un maximum
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(position d’¢quilibre stable) et un minimum. Si ce maximum ct ce
minimum sont isol¢s, le premier sera intéricur & la région attractive,
le sccond & la région répulsive; car, autour d'un point u,, ¢, ol il est
minimum, U aura un développement de la forme

a(u—u,)*+ 3b(u —u,) (v —v) + (v =0, )* +...

avee

b —ac<Lo,a>o.
Si I'on forme l'expression Iy, on voit que la partie
RQ? — aSPQ + TP?*=aQ? — 20PQ + cP* +...

est du second degré et essenticllement positive autour du point (u,, +,)
pendant que la partie restante est de degré supéricur au second. Quant
a ce point lui-méme, il fait partic, comme point isol¢, de la courbe
I, =0, mais on peut le considérer comme appartenant & la région
répulsive, puisque toute trajectoirc passant en ce point y admet un
minimum de U.

La encore, les conclusions peuvenl étre toutes différentes s'il existe
pour U une ligne de minima ou de maxima. Ainsi, lorsqu'un point
mobile sur une sphire est attiré par un diamétre, il est clair que la
concavité des lignes de niveau est partout dirigée dans le sens de la
force; il n'y a donc pas de région répulsive. Cela tient & P'existence
d'une ligne de minima pour U, le grand cercle perpendiculaire au
diamétre attirant.

13. On remarquera que si 'on change U en — U, c'est-a-dive s/
Uon passe du mouvement primitif a son conjugudé, I, est changé en
— I, de sorte que les régions attractive et répulsive se permuient
cntre elles.

14. Si nous connaissons une limite supcricure de la constante des
forces vives, nous pouvons restreindre la région attractive, car.
moyennant I'inégalit¢ <A, notre formule (9) donne, en un mai-
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mum de U,

U+ )l
(11) AU+?—(—{;JA)—"§0,

qui, avec U + /2,2 0, définit une région de la surface, région manifes-
tement comprise dans la premicre.

De méme, si nous connaissons une limite inférieure de la constante
des forces vives, nous connaitrons par i méme une région ot devra
se trouver le minimum de U, car les relations ‘—f}: = o, %t—? 2o, hZh,,
combinées avec la formule (g), donnent

1 3(U+ho)l|!>
AU + 2%

région qui comprend la région répulsive et une partie de la région
altractive, cette dernitre partic diminuant indéfiniment lorsque 4,
augmente indéfiniment.

15. Soit maintecnant V quelconque, ct supposons donnée la valeur
de la constante des forces vives; dés lors, les inégalités

(12) AU, V) + 2 o,
_ . U4 M)y
(13) AU, V) 2D,

correspondent & unc division de la surface en deux régions telles que
tout maximum de V est nécessairement situ¢ dans 'une, tout mini-
mum dans l'autre.

Quant & la discussion du cas ol V n’a pas une infinit¢ de maxima
ctde minima, clle se fait d’aprés les principes invoqués précédemment.
In supposant encore que 'V reste fini ainsi que ses dérivées particlles
jusquiau troisitme ordre, il faudra que la trajectoire tende vers unc
dv ot da*v
de " det

. . o . Y \
soient infiniment petits nous montre, d’apres la formule (7), que

, a(U -+ )y
A(L,V)_,.ﬁ(_i*‘v_)_\

certaine courbe limite V = a. De plus, la condition que

tend vers zéro, & moins que AV ct, par suite,
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37‘:’ %¥ ne soient cux-mémes infiniment petits, Mais si cette derniére

. T . . . ay  dVv .
circonstance se produisait, il arriverait ou bien que - et 5= ne seraient

nuls qu'en des points isolés de la courbe V = a, ct alors le mobile
devrait s'approcher indéfiniment d’un de ces points, qui devrait étre
une position d’¢quilibre instable ('), ou bien que les c¢galités
av _ oV . . . .

3 = g, = o auraicnt lieu sur toute la courbe limite, auquel cas nous
remplacerions V par une autre fonction s’annulant sur la courbe

V = a sans quc ses dérivées particlles soient nulles Loutes deux. Reste

Phypothése que A(U, V) + Q—(IJ-{\—(-’LI" tende vers zéro sur la trajec-

toire ct, par suite, soit nul sur la courbe limite : alors celle-ci sera une

I4
trajcctoire possible (puisquc les conditions V = a, 4V _ o cntrainent

dt
d*V
—JIT = ())~

Ainsi, toute trajectoire sur laquelle V et ses dérivées partielles
restent finies passera une infinité de fois dans chacune des deux
régions (12) et (13) ct traversera, par conséquent, une infinit¢ de
fois leur ligne de s¢paration, @ moins qu’elle ne tende asymplotique-
ment vers une position d’équilibre instable ou vers une trajectoire
Sfermée représentée par une équation de la forme V = a.

16. On pcut déduire du résultat précédent un autre qui soit inde-
P P A 1 :
pendant de la valeur de la constante des forces vives, car I'équation
- Xt 2 1 ., . . .
AU, V)+ "1_(_9,:‘:._‘1_" =0, combinée avee l'inégalité U + /4 > o,
AY ’ °
donne

AU, V)i <o,

inégalité qui doit étre vérifiée unc infinité de fois sur toute trajectoire
non exceptionnelle.

17. Prenons le cas des géodésiques. En faisant U = o, nous voyons
que, sur unc géodésique, le maximum de V a lieu nécessairement

(*) Voir Paixieve, loc. cit.
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dans la région Iy < o, le minimum dans la région Iy > o: toute géo-
désique passera une infinité de fois dans chacune de ces deux régions,
a moins qu'elle ne soit asymptotique & unc géodésique fermée ayant
pour équation V = a.

Ce résultat est en accord avec celui (que nous avons établi en pre-
micr licu (n® 7), car on sait que les géodésiques peuvent étre consi-
dérées comme les trajectoires limiles d'un mobile qui se meut sous
I'influence de forces dérivées d'un potenticl quelconque = V.

On peut, d'ailleurs, déduire tous les résultats précédents les uns des
autres en partant des résultats que fournit le principe de la moindre
action, Ce principe montre, ¢n effet, que les géodésiques de I'élément
linéaire Edu?+ 2V dudp + G dv* sont identiques aux trajectoires
d’un mobile parcourant la surface d’¢lément linéaire

Edu?+ aF dudy + Gde?
v

sous l'action des forces dérivées du potentiel V. De méme, on ne
change pas les trajectoires en remplagant simultanément I'élément

lincaire Edu®+ 2Fdude + Gdv? par (Edu® + 2 Fdude + G clc'-’)-l\},

et la fonction de forces U par V. Cette transformation permet de
passer des résultats du n® 7 a ceux du n® 4.

18. Si, en particulier, V = o est I'équation d’une géodésique fer-
mcée L, la quantité I, est nulle tout le long de cette ligne. Si elle n’est
pas nulle ailleurs, la ligne L devra étre coupée unc infinité de fois par
toute autre géodésique.

Nous allons appliquer cette remarque cn prenant pour V la distance
géodésique d'un point de la surface & la ligne L ct supposant que la
courbure de la surface donnée garde un signe invariable.

Prenons pour coordonnées I'arc ¢ de L, compté a partir d’unc
origine fixe jusqu’au pied d’une géodésique normale i la premicre, et
Parc u de cette derniére géodésique, compté a partir de son pied.
L’¢lément linéaire sera ds* = du®*+ C*ds? ct, pour 4 = o, I'on aura
C=1, %% = 0. Si nous prenons pour V la quantité « clle-méme, la

formule (8) donnera I, = g—f—j » lequel est bien nul sur L.
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Supposons maintenant que la surface donndée soit & courbure par-
tout positive. Comme cette courbure a pour expression (')

110G
RR— — C o’

la quantit¢ 3—2, qui est nulle avee u et croissante quand u décrolt, a

un signe contraire & celui de «. La valcur absolue de « ne peut done
avoir de minimum autre que zéro, ct par conséquent, sur une surface
a courbure partout positive, toute géodésique fermée est coupée
une infinité de fois par toute auire géodésigue.

19. Toutcfois, la démonstration ainsi présentée est loin d'étre irré-
prochable, car nous avons supposé, dans tout ce qui précéde, que la
fonction V était univoque ct avait ses deux premiéres dérivées déter-
mincées et continues, et il est clair que ces propriétés n’apparticnnent
pas & la quantit¢ « dont il vient d’étre question. Non seulement, lors-
(qu'un point M’ se déplace sur une ligne L/, la géodésique le long de
laquelle est comptée la distance minima de ce point & une ligne
fermée L ne varic pas toujours contindment; mais il peut méme
arriver qu'il soit impossible de considérer comme variant contindi-
ment une géodésique, mencée par le point M’ normalement a L. Si, par
exemple, on prend sur I'équateur d’une sphére un arc AB plus petit
(qu'une demi-circonférence ct qu’on remplace le reste de la circonfé-
rence par une ligne ayant avee celle-ci, en A et B, un contact d’ordre
aussi ¢levé qu’on voudra mais située tout enti¢re dans U'hémisphére
supéricur, on fournira ainsi unc ligne fermée L; lorsqu’un point M,
variable sur unc ligne L, passe au pdle supéricur, le pied de la géode-
sique normale & L, menée par ce point, passe brusquement de A en B.

Nous ne scrons donc en droit d’affirmer la proposition précédente
(u’apres avoir examing les objections auxquelles donnent licu de telles
singularités.

20. Nous admettrons, commc nous sommes en droit de le faire,

(') Darsocx, Legons, t. 1, p. 416, formule (24).
Journ. de Math. (5 série), tome IIl. — Fasc, IV, 18q7. 45



318 HADAMARD,

d’aprés les principes établis dans les Legons de M. Darboux, qu’entre
deux points quelconques de la surface existe un chemin minimum. La
longueur de ce chemin sera évidemment une fonction continue de la
situation de chacun des deux points. Nous admettrons, en outre, que
pour toute géodésique déterminée par un de ses points (de coordon-
nées curvilignes «, ) ct par I'angle ©, qui définit sa direction en ce
point, les coordonnées (soit curvilignes, soit cartésiennes) de 1’extré-
mité d’un arc s, compté a partir du point (e, B), sont des fonctions
de &, B, @, s continues et admettant des dérivées particlles jusqu’a un
ordre suffisamment élevé; c’est ce qui a lien, moyennant des hypo-
theses tres simples sur la nature de la surface, d’aprés les travaunx de
MM. Poincar¢ ct Picard.

Dans ces conditions, la distance géodésique minima d’un point
déterminé quelconque M’ de la surface & un point variable M de la
ligne fermée L, variant continiment avec M, aura une valeur
minima. A cc moment, la géodésique MM’ sera normale & L. Cela est
hors de contestation dans le cas général o, en remplacant cette géo-
désique MM’ par une autre de méme longueur, mais faisant avee la
premiére, an point M’, un angle infiniment petit, la position du
point M est altérée d'un infiniment petit du méme ordre; mais le con-
traire peut se présenter : c’est ainsi que, sur unc sphére, on peul
mener une infinité d’arcs de grands cercles différents ct ayant pour
extrémité commune le point diamétralement opposé au premier.

Pour montrer, dans tous les cas, que MM’ est normale a L, il suffit

Fig, 1.

de prendre sur MM’ un point P suffisamment rapproché¢ de M pour
qu'une géodésique issue de P, et infiniment voisine de MM', ne puisse
couper celle-ci sur 'arc PM ni dans le voisinage de M. Alors la singu-
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larité qui pouvait se produire pour les géodésiques issues de M’ ne
peut avoir lieu pour les géodésiques issues de P : si donc PM n’était
pas normale a L ( fig. 1), il y aurait nécessairement, dans le voisinage
de M, sur le segment de L qui fait avee MM’ un angle aigu, un
point M, tel que sa distance a P soit plus petite que PM. Le che-

min M’'P’M, scrait donc, contraircment 4 I'hypothése, plus court
que M’'M.

21. M'M étant la plus courte distance géodésique du point M’ & la
ligne L, on pourra en général trouver, de part et d’autre du point M,
deux points N, N, tels que les distances M'N, M'N, soient plus
grandes que M’M. Si donc nous considérons un point M, suffisam-
ment voisin de M, les longucurs géodésiques M, N, M| N, seront plus
grandes que M) M, et la distance de M| & un point variable de L aura
un minimum M, M, (qui pourra n’étre qu'un minimum relatif) en un
point M, situé entre N et N,. Par lc point M/, passcra donc une géo-
désique normale 4 L et voisine de M'M. On voit que cette conclusion
n'est en défaut ¢ue si au point M est attenant un certain segment de L.
dont tous les points sont & la méme distance du point M'. C'est d’ail-
leurs ce qui peut arriver, comme nous I’avons vu tout a I'heure par
I'exemple de la sphere.

Ces gcodésiques, normales & L et voisines de MM', ne couperont
d’ailleurs pas 'arc MM’; car, si les arcs géodésiques MM', M; M, se

Fig. 2.

.
M.,

4
]
"
]
i
\

E
o\

coupaient en I (fig. 2), la distance M, M’ serait plus petite que MM’
ou la distance MM plus petite que M,M’, suivant qu’on aurait
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IM,SIM ou IMZIM,. De méme, ces géodésiques ne se couperont pas
entre elles dans lcurs segments voisins de MM'.

22. Soit maintenant M’ un point situé¢ sur une ligne L’ ct dont la
distance & L est minima par rapport aux points voisins de L'. Nous
verrons, comme tout & I'heure, que MM’ cst normale a L’. Il en
résulte tout d’abord qu’il ne peut exister une infinit¢ de géodésiques
¢gales i MM’ et allant du point M a la ligne L, car I'unc au moins de
ces lignes ne scrait pas normale a L’. Done, chaque point de I'entou-
rage de M’ pourra étre joint & L par une géodésique normale voisine
de M'M. Reprenons alors le systtme de coordonnées précédemment
considérées, tel que « soit la distance du point (u, ) & la ligne L.
L’élément linéaire de la surface sera du*+ C*dv* ou, d’aprés nos
hypotheses, la fonction C admettra, au voisinage du point M’, des
dérivées jusqu’a un ordre déterming.

Supposons C différent de zéro en M'. Alors la courbe A\, licu des
extrémités d’arcs M, égaux 8 MM’ ct portés & partir de L sur les
géoddésiques normales & L, autrement dit la courbe parallele a 1. pas-
sant par M’, scra unc ligne normale & MM’ et & laquelle les formules
connues (') assigneronl unc courbure finic, ainsi que sa dérivée par
rapport & 'are; et, par conséquent, la distance d'un point quelconque
de L’ & cctte ligne (c’est-d-dire & — MM’) aura une dérivée et une
dérivée scconde en M'. Notre raisonnement est dés lors applicable
sans objection.

Quant a 'hypothése C = o (au point M), clle est incompatible avec
la propriét¢ de minimum supposée & MM'. En effet, la courbe A doit,
’unc part, étre situce du méme edé de L/ que le segment M'M e,
d'autre part, étre normale i ce dernier, ainsi (qu'on le verrait comme
précédemment. Si C était nul en M, une géodésique normale & 1. en
un point M, (fig. 3), distant de M d’un infiniment petit du premier
ordre, et ¢gale & MM, aurait pour extrémité un point P distant de M’
d’un infiniment petit du sccond ordre (au moins). En supposant que
la géodésique M, est abaiss¢e d'un point M, de L', nous voyons que
les distances PM; et, par suite, M’M|, seraient également du sccond

(') Darsoux, Legoas, Liv. V, Chap, 11, Tubleaux [T et 1V,
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ordre. Je dis que la ligne M'M; fait avec la ligne L', prise dans le
sens M’z qui s'¢loigne de M’, un angle aigu.

Fig. 3.

En cffet, tout d’abord, nous savons que la ligne M, M, ne coupe
pas MM'. Joignons M'M,. L’angle l\ﬁl\’M est infiniment petit du

N . .
premier ordre, et 'angle M'M, M/ du second ou, du moins, s'il n’en
¢st pas ainsi, on pourra trouver sur M, M; un point N tel que I'angle

;\ml’ soit du sccond ordre. Il en scra, par suite, de méme de la

différence entre les angles m ct NM| z. Le premicr de ces angles
differant de P'angle droit d’un infiniment petit du premier ordre, le
second est bien aigu. Des lors, la distance du point M| & la ligne L
devrait étre décroissante quand ce point s’éloigne de M, ce qui est
impossible.

L’hypothése C = o doit donc étre écartée et la validité de notre rai-
sonncment cst assurée.

Nous avons toutefois 4 nous demander si une géodésique de la sur-
face ne pourrait pas étre asymptotique & L. La théorie générale des
solutions asymptotiques montrerait qu’il n'en peut ¢tre ainsi; mais
c'est ce qui résulte également des notions précédentes, car si « devait

. - du .
tendre vers zéro par valeurs posilives, par exemple, — devrait tendre

, . . , d*u v
vers zéro par valeurs négatives et, par conséquent, an devrait étre

positif pour des valeurs trés grandes de ¢: ce qui ne peut avoir liecu,
ainsi que nous venons de le montrer.
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Il est donc établi que la ligne L est coupée une infinité de fois par
toute autre géodésique. En particulier, une surface & courbure partout
positive ne peut avoir deux géodésiques fermées qui ne se rencontrent
pas.

23. Ce dernier résultat, au moins &'il s'agit de géodésiques sans
points doubles, est susceptible d'une autre démonstration trés simple.
Si, en effet, nous admettons que la surface est simplement connexe,
deux géodésiques fermées ne se rencontrant pas devraient comprendre
entre elles une aire a laquelle la relation de Bonnet () assignerait une
courbure totale nulle, ce qui ne se peut.

Or une surface & deux cdtés et sans points singulicrs, & courbure
partout positive (la valeur zéro et les valeurs infiniment petites étant
exclues) est toujours simplement connexe.

Pour le démontrer, nous considérerons la représentation sphérique.
La surface étant a deux cdtés, a chacun de ses points correspond une
représentation sphérique bien déterminée. Si la surface est d'ailleurs
(uclconque, cette représentation sphérique pourra étre a plusicurs
feuillets. Ces feuillets pourront sc raccorder les uns aux autres de
diverses facons : par exemple, ils pourront sc¢ joindre par un bord
commun, de maniére a former par leur ensemble un pli: c’est ainsi
qu’une surface de révolution dont la méridienne présente unc inflexion
aura une représentation sphérique pliée en deux, suivant le cercle qui
correspond au paralléle d’'inflexion. Dans ce cas, le sens des aires
sphériques et, par suite, le signe de la courbure totale change ¢videm-
ment quand on passe d’un feuillet a autre.

Si, d’autre part, la courbure s’annule, méme sans changer dc signe,
la représentation sphérique peut présenter certains points singuliers
influant sur le mode de raccordement des feuillets. Mais lorsque, con-
formément & nos hypothéses actuelles, on suppose la courbure tou-
jours supérieure & un nombre positif délerminé, il n'en peut étre
ainsi. Si M est un point quelconque de la surface et m sa représenta-
tion sphérique, une petite région de la surface entourant le point M
est représentée par une petite région de sphére recouvrant unc seule

(') Darsoux, Legons, t. 111, p. 126,
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fois I’entourage du point m, et le rapport des ¢tendues de ces deux
régions varie entre dcux limites finies. De plus, tout point de la sphére
sert de représentation sphérique & un point de la surface : autrement
dit, la représentation sphérique n’a pas de bord, car, puisque le rap-
port des aires correspondantes reste fini, un parcil bord devrait cor-
respondre & un bord de la surface.

11 est aisé d’en conclure que la représentation sphérique se composc
d’un scul feuillet. Si, en effet, m et m’ étaient deux points superposés
de cette représentation sphérique, correspondant a deux points dis-
tincts M et M’ de la surface, & une ligne L, joignant ces derniers, cor-
respondrait unc ligne /, joignant les deux représentations sphériques,
ct, en I'absence de toute singularité, cette ligne pourrait étre déformde
jusqu’a étre infiniment petite, ce qui est absurde.

La représentation sphérique recouvre donc simplement la sphere,
cnticre et est, par suite, simplement connexe; il en est de méme de la
surface donnée (ui lui équivaut au point de vue de la géométrie de
situation.

L’¢tude des surfaces & courbures opposées, relativement auxquelles
on obtient des résultats heaucoup plus complets que les précédents,
fera Pobjet d"un travail ultérieur.

24. On peut, dans certains cas, restreindre la région attractive en
appliquant le théoréme & une trajecloire déterminée, issue d’un point
donné. En ce point, la fonction V, supposée croissante pour fixer les
idées, a une certaine valeur V, et le premier maximum de V devra
¢tre au moins égal a V. Nous pourrons donc affirmer que la trajec-
toire (toujours sauf le cas d’asymptotisme ou celui de V infini) passe
non sculement dans la région donnée par I'inégalité (12), mais dans
la partic de cette région ou V est supérieur & V,.

Cette remarque se distingue, comme on le voit, des précédentes en
ce qu'elle donne des conclusions différentes pour les différentes trajec-
toircs compatibles avec la méme loi de force, et cela indépendamment
de toute intégrale connue.

Ule peut d'ailleurs étre appliquée & plusieurs reprises par I'intro-
duction de deux fonctions V et V,. La considération du maximum
de V permet de délimiter une région R oii toute trajectoire doit passer
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une infinité de fois. Dans cette région, V, a un maximum M,; dés
lors toute trajectoire doit passer dans la fonction R, de la région

ACU,V,)+ 1(_9{;’_")&&,
1
ot V, est supéricur & M,. Dans cette nouvelle région R,, la fonction V
a un maximum M’ et toute trajectoire devra passer une infinité¢ de fois
dans la portion R’ de la région R ou V est supérieur & M/, cte.

25. 11 est a remarquer qu'on peut aussi obtenir des renseignements
. arv o . .. dV
sur le signe de —— sans faire intervenir la condition - = Le rap-
b(u'yv)
Eu+2Fu'v' + Gy

port - reste, en eflet, lorsque &' et ¢’ varient, compris

‘entre deux limites fixes A, et A;. Si donc les sommes AU, V) + A, el

U+ h
AL, V)
U+ b
Il est clair que celle circonstance se présentera, en particulier, en
tout point de la surface ot V est maximum ou minimum absolu, el
par conséquent, cn géncéral, aux environs d'un tel point; et, en cffet,
la forme @ (u',¢') est alors délinie ct 'on a, de plus, A(1%, V) = o.

N . . . aryv
+ A, sont de méme signe, ce signe sera celui de T

b(a', 0"
La+aFu'v' 4+ G
A, sont, d'ailleurs, susceptibles d’une expression géométrique trés
simple. Si, en effet, on suppose U = o, ¢ ¢tant alors I'arc s d'unc géo-

26. L’expression ct, par suile, les quantités 2,

dési it le 1 A e question représente la dérivee S
ésique, on voil que le rapport en question représente la dérivée =

prise sur la géodésique de direction (¢, ¢*). Si, d'ailleurs, on décom-
pose le dénominateur en carrés, de manidére & avoir

Lu? 4 oFu'v + Go* =5 4 2,
moyennant quoi la forme ®@(u’, ¢') peut s’éerire

O(u'y¢') = 9(& )

£ et m représenteront des coordonnées rectangulaires dans le plan tan-
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gent & la surface, ot 'équation
v
#(am) =1
3 . . [}

sera celle d'une conique, licu de Pextrémité d’une longucur — =

ds?
portée sur la tangente & la géodésique. Les nombres A, et A, sont les
inverses des carrés des axes de celte eonique.

L'équation qui détermine A, A,, exprimée 4 P'aide des paramétres
de Beltrami, est

.. aa(V.AV)4,V .-V

d’\
on voit, en particulier, que la somme des valeurs de — sur deu.

géoddsiques rectangulaires quelconques  est constanle et égale
ad,V.

27. Notre proposition fondamentale peut étre considérée comme
fournissant un moyen de transformation des expressions différentielles
(qui interviennent dans la théorie des gioddésiques. Par exemple, nos
caleuls donnent une démonstration de ce fait, utilis¢ précédemment,
que Péquation Iy = o, vériliée sur la ligne V= a, exprinie la condi-
tion pour que cette ligne soit une géodésique; puisque, moyennant

cette condition, les relations V = a, li: == 0 entrainent (sur la géodé-
sique’ —{l =0. On en déduirait méme sans difficulté Texpression
de Ta courhure géodésique d'une ligne (uelconque V = a, puisque
celle=ci dépend de la dérivée (j +» ¢ désignant la distance 4 cette ligne
d'un point de la ligne géodésique tangente, distance sensiblement

V-
cgale a —55—-

dn
28. Nous pourrons encore former aisément la quantité Iy lorsque
la surface cst donnée par son ¢quation cartésienne

(14) S(x,y,3) =0,

Journ. de Math. (5* sévic), tome 1}, — Fasc. 1V, 184, fsﬁ
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V éant alors une fonction des coordonnées z, y, s. Il nous suftira
pour ccla de reprendre, dans cette nouvelle hypothése, nos caleuls
primitifs en écrivant tout d’abord les équations du mouvement dun
point sur la surface. Nous supposerons la masse du point égalei 1, et

nous aurons
dz _ U 5 f

FA rRbT

dv __ JU J
a8~ gy +7k;)_)f-’
dts U . Jf

aE T 0 T s
d'ou (', ¥, 3" désignant les composantes de la vitesse )
BV VU VU VoL
det — drdr T dy dy ' ds 43

A AR ]
(ch or " dy dy + 0..)

SEV AY L 0N
OV iy O -2
Famt Ry g
v Ny Vs AN oy
! -2 dyds 2Y'E RIP T “dxdy’ Yo

ct A est déterminé par la condition

@ U Af U U L, L,
=GF “oazdr "oy oy VTasos Tart T s

!/‘ 1/' o d_ij_'
ih"dyd'y +"()..d.v Rk oo dy Ly

(5~ (&) (&) ]

o \
Nous trouvons donc bien U'expression (l(- < Lomme se composanl

de deux termes

oV oU JdVIU gV ol

o vy 9V U VU gV U
A(U’\)""dr or +<)_y dy MRERE
. ) oU  af oU _ Of U\ (df OV o N df :L\_)
(16) 5 (:)r()x +5;7l._;7+0‘. d..)((). Jr T Jy dy * 25 9z

]

- @~
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indépendant des vitesses, 'autre

(e, 3)

=®(u, )
_OV N RV, 0 A L
=0t 4)1‘)/ s T “0yds ;Y's +)d sdxr 3 2oz 0)"“)
(17) Bf o O i O a0 O
(,).px’ MR = ’*“oyaﬂ Yasae s U azar Y )
(Q!.i’_‘_+£["". 9[!’_‘1)
B dede "oy oy T:05)

N R

«uadratique par rapport & ces vitesses.
Nous aurons enfin Iy en supposant

d\ OV OV, oV

=2 0,

d’ol
2 1,I 5
O O _df oV T GFdV_df oV  9f oV _df O\
dy 05 9sdy d3dr drds  drdy dy o
et
WD AN YNNG N
W'y, 3 dy 95 930y Jds 0r dr 93 dwdy dy dr

PNl = Af OV df oV + (()f dvV  If d\) (()/ A} t)f d\) )
(0» s 03 ()y) Js dr dx ds5 dr dy  dy Jr
le dénominateur du premicr membre représente la force vive, celui
¢ ost & 4 "
du second membre cst égal & [() ) -+ («))) + (d ]A\ dapres la
formule (16). On a donc finalement

q‘(z)f aV  of oV dfdV  df OV Jdf OV If 0\)

—_— e e——y = e e et ey o e e e

dy 0z 03 dy Jd:dx 0r 03 dxr dy  dy dx
af Jf
(&) + ()~ ()
résultat qu'on déduirait également, bien entendu, des formules de
Beltrami (').

(18) L=

(') Darsoux, Legons, n® 679, t. 111,
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La fonction f étant donnée, la fonction I, = o cst I'équation aux
dérivées particlles des surfaces qui coupent les surfaces f = const.
suivant des lignes géodésiques.

Si, par exemple, la surface considérée est Iellipsoide

P’axc des 5 étant supposé vertical descendant, les formules deviennent,
pour V=1%hr + wy + vs,

()l‘ wy 93
‘oo ya 't oyt g\ \at T BT '.’z'>
(19) q’(u,(’):{;(w,y,:)_—;_(_g’_ + +'¢'-?) e :, ’

- + .
at i + ¢

A py  vs
Y Eta

] yi Sive
— +'._. -
(5+5+35)

La ligne I, = o se réduit & la section principale horizontale qui,
nous le savions déja, doit étre coupée par loute géoddsique, en sa
qqualité de géodésique fermce. De plus, un point pesant mobile sur la
surface passera toujours dans I'hémisphére inféricur (sauf le cas
d’asymptotisme a la position d’¢quilibre instable).

Plus généralement, toute géodésique coupe loute section diameé-
trale, eelle-ci pouvant toujours étre considérée comme contour
apparent de la surface relativement & une direction convenablement
choisie.

Quant aux trajectoires des mobiles pesants, obtenues en prenant
U+ h = g(s+ k), clles passent dans la région attractive délinie par
Fincgalit¢ (11), soit

(20) l,,.=__2(_:_’((t_; “%)2

J_ <
;IT -+ b; a? b!c5 =0

(w‘-’ y‘-‘)’__ 2(s 4+ K)s(ct—3?)

De plus, si nous prenons V= Ar + wy, nous voyons que toule
trajectoire devra couper la courbe A(U, VYAV + 2(U + h)ly=o,
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soit ici

(o + ) a3+ (5 - 5]
+2(:+k)[(%’;+£);+£,(%—%ﬁ)J2—0~

Soient & > 8 > v les axes de I'cllipsoide rangés par ordre de gran-

2(s +A) (s +l.)

deur. Si les quantltus + ———"et -Li, sont de méme

signe pour :.'-|-/r>o, c’——:-'>o, cc (ui arrivera lorsque £ sera
] . . [ . a’
négatif ou, au contraire, supéricur & ¢ + — le facteur entre crochets

dans le premicr membre de I'équation ci-dessus ne pourra s’annuler
cL, par conséquent, pour les valeurs correspondantes de la constante
des forces vives, la trajectoire coupera tout vertical de la surface,

Sur hyperboloide i une nappe, la ligne I,;,yy.v: = 0 ne se com-
poscra pas toujours uniquement du contour apparent relatifa la direc-
tion (A, @, v), mais comprendra également les sections par les plans
langents de mémes cosinus dirccteurs, puisque ces sections sont des
lignes asymptotiques de la surface,

29. Notons encore que nos résultats subsistent, dans une certaine
mesure, lorsqu'il y a frottement ou résistance passive quelconque. En
elfet, unc telle résistance agit suivant la tangente a la trajectoire, ct la
région altractive est définie par une propriété de la composante nor-
male de la force agissante (celle-ci devant étre de méme sens (que la
courbure géodésique). 11 est donc encore démontré qu'un maximum
de la fonction U ne peut exister en dehors de la région que nous avons
appelée attractice, Cest d'ailleurs ce qui résulte dc nos formules, car
dte

la résistance langenticlle ajoule aux valecurs de ¢ el
det’ det

» tirces des

¢quations de Lagrange, des termes proportionnels du deux s
(I 48T OC’ (W) bp p onne dd"dl)(IUX([llLb

. U dU
correspond, dans I'expression dc%ﬁ?, un enscmble nul avec —=- Cette

méme démonstration s’applique au cas d’unc fonction (uelconque V.
Sculement il n'est pas certain que les fonctions U ou V aient un
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maximum si clles ne varient pas toujours dans le méme sens, puisque
l¢ mouvement peut s'arréter au hout d'un temps fini.

30. Nous allons arriver & des résultats analogues, quoique moins
complets, dans le cas de plus de deux variables.

Soit, par exemple, un point matériel libre dans1'espace, sollicité par
des forces données et soit U la fonction de forces. Considérons un
maximum de U sur la trajectoire. Au point oit ce maximum aura
licu, la trajcctoire sera tangente a la surface de niveau et la normale
principale sera, en direction ct sens, la ligne d’action de la force,
c'est-i-dire la normale & la surface de niveau dirigée dans le sens
des U croissants. Mais, d’autre part, puisqu’il s’agit d’'un maximum,
la trajectoire doit étre, par rapport & la surface, du cdté des U décrois-
sants. Il y a contradiction manifeste si la concavité de la surface de
niveau est tournce dans le sens opposé & la force.

Ainsi les points ou les surfaces de niveaun tournent leur convexité
dans le sens de la force forment une région qu'on peut appeler répul-
sive ¢l ol aucune trajecloire ne peut demeurer indéfiniment, i moins
«que U ne varie constamment dans le méme sens. Mais, au lieu que
nous avons pu diviser une surface en deux régions, suivant le sens de
la courbure des lignes de niveau, ici trois hypothéses peuvent se pré-
senter : ou bien les surfaces de niveau tournent leur convexité dans le
sens de la force, ou bien dans le sens contraire, ou bien clles sont i
courbures opposées. Un maximum de U pourra étre soit dans l'une
soit dans I'autre des régions correspondant aux deux dernicres hypo-
thises. Il en résulte que les régions répulsives relatives, I'une & un
mouvement déterminé quelconque, I'autre & son conjugué, ne rem-
plissent pas & elles deux tout 'espace, ainsi qqu’il arrivait dans le cas
dc deux degrés de liberté.

31. Il est ais¢ de traduire analytiquement ces résullats. Soient, e
général, x, x,, ..., &, les n paramétres ou coordonnées dont dépend
la position d’un systéme matériel, U la fonction des forces, la force
vive étant

(21) 2T-_—_2a,«,,.z';w',,=f(x'.,.t;,...,1;,),
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les ¢équations de Lagrange donneront encore les valeurs de la quantite
£ (i=1,2,3,..,u)

par une somme de deux termes, 'un homogene et du second degré
par rapport aux z’, 'autre indépendant de ces quantités et égal a

1 JoU 1 JdF
A 2, =R 00y
J
g

A étant le discriminant de la forme f, Ay un de ses mincurs, I la
forme adjointe de /. On aura donc

V. oV adF

”2) qE =R ,,d<au>
()1‘1

+@(u, 2y o 0,),

¢ étant une certaine forme quadratique en wy, 27, ..., 2,
Dans le cas ot V = U, le terme 2 Iy (dl )osl essen-
dx; P ( roU ) o
Jdx;
ticllement positif. Par conséquent, si Pon considére un maximum
de L, ¢’est-a-dire un point ot I'on a

(23) %‘; = o0,
(21 % Lo,
ces conditions entraineront

(29) d(r)zo

Or,moycnnant I'égalité (23), la forme @ devient une forme d v — 1 va-
riables et I'in¢galité ne pourra avoir licu si la forme ainsi exprimée
est définie positive. 11y a donc licu de considérer comme formant une
région répulsive, dans laquelle la trajectoire ne reste pas, en général,
constamment comprise, U'ensemble des points pour lesquels cetle cir-
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conslance se présenle; les points ou la forme @ (considérée comme
forme & n — 1 varmbles) conlicnt 1, 2 2, 3, ..., n—1 carrés négatifs
constituant une région non répulsive.

Lorsque V sera quelconque, on fera usage de I'tquation des forces
vives aT =U + A. Moyennant I'égalité (23), la forme f est, elle
aussi, une forme (définie positive) &4 # — 1 variables et le rapport des
formes @ ct 2T restera supérieur a un certain minimum A, (la plus
petite racine de l’équation en A relative au faisccau @ —2AT &
n — 1 variables) et le maximum de V aura licu dans la région ot la
quantité

(20) X 2:)):, d(«)FU) +2,(U +h)
dx;

v
Le rapport,—,l-. n’est d’ailleurs autre que la valeur dc = complée

est négative.

sur la géoddésique de la forme T tangente & la traJcclmrc; il est clair
dav .,
que cette valeur est, au facteur - prés, la courbure normale de la

surface V = const., correspondant a la dirceetion de cette trajectoire
dans I'espace d’¢lément linéaire 2T dr?, de sorte que A, est, au méme
facteur pres, 'une des courbures principales de cette surface.

. . . . a:v
D'une facon générale, on aura des limites de —E en remplacant,
dans Fexpression (26), A, par les limiles extrémes entre lesquelles

. P ' ' ’ .
varie — lorsque @, Z,, ..., , prennent toutes les valeurs possibles.

52. La discussion des trajectoires exceptionnelles le long desquelles
la fonclion considérée varie toujours dans le méme sens est tout i fait
analogue & celle qui a é1é présentée plus haut. Si P'on exelut @ 1° les
cas ot cette fonction, ou bien 'unc de ses dérivées jusqu’au troisicme
ordre, augmenterait ind¢finiment avee 75 2° les eas ot il en serait ainsi
de l'un des cocfficients a;; ou d'unc de leurs dérivées jusqu’au second
ordre inclusivement; 3¢ les cas ou I'un des axes de la quadrique,
représentée par I'équation

./(‘”;9 'L';’ oeey Jf'll,) =1,
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e e qap s . " d\
augmenterait indéfiniment, on voit, comme précédemment, que — et
%’T:' tendent vers zéro.

Prenons le cas de V = U : si le mobile reste indéfiniment dans la
région répulsive, il pourra arriver qu'il s'¢loigne indéfiniment. Sinon,
dU Jou U
o T
ctant une infinité de fois supéricur & un nombre detcrmme «, on pour-
rait tirer x, de l'identité

dU
tendront vers zéro; en cflet, si 3 oz, bar exemple,

dU __9u .  JdU , Ju ,
(27) T = o Tt gttt G

pour reporter cette valeur dans I'expression ®, moyennant quoi il
viendrait

dU

d*U oU
Ly ( CQ.

e = Jr )+1F(‘T" Lyy ""'l’n)+

-

' . JuU . .
(2, ne contenant en dénominateur que 5> resterait fini dans les con-
1
ditions ol nous nous plagons ct, par conséquent, puisque ¥ cst, dans

la région répulsive, unc forme définie positive, I’ <g-g
vers zéro, ce qui est impossible si les dérivées de 1 ne sont pas toutes
infiniment petites.

Si done, les positions d'équilibre sont isolées, toute trajectoire
devra quitter la région répulsive, sauf celles qui se rapprochent asym-
ptoliquement d'une position d’équilibre instable, ou qui passent dans
des régions singulicres, ou qui s’¢loignent ind¢finiment.

) devrait tendre

93. Comme dans le cas de deux paramétres, nous sommes assurés
en général de Pexistence d'une région répulsive par la considération
du minimum de U, la forme @ ¢tant définie positive dans le voisinage

; . . Y . oy d! [I ' A
de ce point, puisqu’elle se réduit & 2 v dr L La méme remarque
s'applique pour unc fonction quelconque V, puisque le terme

. 2 9V —-%l—u— disparait en un minimum de V.

0.1'1
(57

Journ. de Math. (5' série), tome III. — Fasc. 1V, 189, /47
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Un cas particulier intéressant est celui ol la région répulsive rem-
plit tout l'espace. On sait, par exemple, qu’un mobile soumis i une
répulsion ¢émanée d'un point fixe et fonction de la seule distance ne
décrit jamais de trajectoires restant a distance finie, sauf le cas,
exceptionnel d’ailleurs, ou, la force s'annulant avec la distance, la
trajectoire s'approche indéfiniment du point fixe. Les considérations
précédentes nous montrent que cette propriété appartient & toute une
catégoric de forces, que I'on peut appeler forces répulsices et caracté-
risées par cette condition que la force cst partout dirigée vers la con-
vexit¢ des surfaces de niveau. Toute trajectoire s'¢loigne alors a
I'infini ou tend asymptotiquement vers une position d'équilibre in-
stable (s'iln'y a pas de points singulicrs pour les composantes de la
force).

34. Etant donnée une position quelconque du systéme, laquelle ne
soit pas une position d'¢quilibre, on peut choisir la fonction V de ma-
niére que la quantité (26) soit positive dans le voisinage de cette posi-
tion pour toutes les valeurs des &', puisqu’on peut disposer arbitraire-
ment des dérivées de V. On a ainsi un moyen de construire, d'une
infinité de fagons, un domaine cntourant la position considérée ct d'ot
toute trajectoire doit sortir.

38. Nous pouvons répéter, dans le cas géncéral, ce que nous avons
dit précédemment relativement an frotiement. 11 est clair, en effet,
que, lorsqu’un point qui se meut dans I'espace sous I'action de forces
données est soumis & des résistances passives agissant suivant la tan-
gente & la trajectoire, le maximum de U sur celle-ci aura encore licu
dans la région non répulsive. La méme conclusion subsiste dans le cas
des systémes si les composantes du frottement sont proportionneliles
aux composanles du déplacement réel.

36. Les considérations ci-dessus développées permettent de démon-
trer la réciproque du théoréme de Dirichlet sur la stabilité de I'équi-
libre, autrement dit le théoréme suivant :

Une position d’équilibre ot la fonction des forces r’est pas
mazxima est instable.
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Cest, en effet, nous I'avons dit, par la considération du minimum
de U sur la trajectoire que M. Kneser est parvenu 4 la démonstration
dans le cas particulier oti la fonction des forces est minima. Quant au
cas général, il a ¢té traité par M. Liapounoff en 1892 dans un Mémoire
malheurcusement écrit en langue russe, mais dont un cxtrait a été
inséré au journal de M. Jordan en 18g75 ('), ct dont j'ignorais 'exis-
tence lorsque j’ai communiqué 4 I’Académic des Sciences les remarques
(ui précedent et la démonstration quis’y rattache ¢troitement. Comme
cctte démonstration est analogue, mais non identique a celle de
M. LiapounofF, je crois utile de la reproduire ici.

On peut, cn premicr lieu, arriver au résultat en étudiant une fonc-
lion convenablement choisie des coordonnées. Supposons, comme
d’habitude, que, par un changement de variables convenable, on ait
amen¢ la force vive & la forme

2T= FN(+..)z?=F(+...)z]
+2(l -+ ..).'L",?-*-Z(l-}-. T A

(28)

et la fonction des forces & la forme
2U =2a,~wi’ —Ebk.r',f+...,
i k

les termes représentés par des points élant de degrés supéricurs a ceux
(ui sont éerits ct les variables étant partagées en trois groupes (z;),
(tx)y (®;), suivant (u’clles sont représentées dans la partie quadra-
tique de U par des carrés positifs, négatifs ou nuls. Nous admettons
.que I'absence du maximum se reconnait a I'inspection des termes qua-
dratiques ct, par conséquent, qu'il existe au moins une variable x;.
Nous considérerons la fonction

(29) 2V =(l+a)2wf+2wi—-ﬁzw,

(1) 5¢ série, t. 111, fasc. 1, p. 81
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ol a et 8 sont deux nombres positifs tels que 1+ « > B. Nous aurons

d’v ! 1 !
Ty =Dla1+a)+.. Joi = Sbu+ .. )zh+ B(), &5y o0 7)),
i k

V() 2)y .y dy)= P +a+.. )z

i
+ ()= B e+
k 4

de sorte que, si I'on désigne, comme précédemment, par A, la plus

. - @
petite (algébriquement) des valeurs que peut prendre le rapport ¢
lorsque ', «;, ..., x, varient, on a

7\o>"(3""£)

cl

Bz, 2y, ) >—2(B+&)(U+h),

¢ étant un nombre positif aussi petit qu’on le veut.

Bornons-nous aux trajectoires pour lesquelles la constanle / des
forces vives est nulle ou négative et qui partent d’un point vérifiant
inégalit¢ V > o; on aura alors

(—%\.{‘ >Z(I + & +...)ax! -—Z(l +. )bt —(B+e)U

>Y(+a—f—e)axi—N0—f—o)bri+....

Moyennant les inégalités U > 0, ¥V > o, le dernier membre est né-
cessairement positif. 2U est, en effet, ¢gal a la différence des deux

quantités
“ o
I) = z a,(lf",
i

Q:Zbsz+...
A
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ct (i des termes d’ordre supéricur prés)le dernier membre en question
estégala (1+a—B—e)P—(1—B —¢)Q. A cause de l'inégalité P >Q,
cette dernicre quantité cst positive ct dans un rapport non infiniment
petit avee I’ + (Q, par conséquent aussi (4 cause de V > o) avec

Yot + P i+ N

il dépasse done en valeur absoluc 'ensemble des termes d’ordre supé-
ricur, lequel est trés petit par rapport a

2.@,’+2x§+2x}

.. © e dv
Si donc on a initialement V> o, 70 V devra croitre constam-
ment ct indéfiniment, i moins qu'on ait, & un moment déterminé,

U>o,

V>o,

2(1 +a—f —s)a;.cf—z(l —B—e)hri+.. . <o,
k

4

Or, ainsi que nous venons de le voir, la région définie, dans l'espace
licu du point &, &y, ..., x,, par cette triple inégalité n’est pas attenanle
a l'origine.

L.e théoreme est donc démontré.

37. Unc méthode ui se présenterait assez naturellement & I'esprit,
pour établir la proposition précédente, est celle qui reposerait sur
I'étude des petits mouvements : il est aisé de voir que I'on peut donner
a cc mode de raisonnement une forme analogue & la précédente : on
retombe en effet, sur cctte méthode, en prenant V. =z} (ot la lettre «;
a la méme signification que touti 'heure). D’aillcurs on s¢ heurterait,
en suivant cette voie, a des objections que la marche suivie tout &
I'hcure a pertnis d’éviter.

Toutefois I'étude des petits mouvements fait entrevoir un fait inté-
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vessant : c'est (dans le cas ol la fonction de forces n'est pas minima)
Iexistence de trajectoires particuli¢res sur lesquelles I'instabilité ne se
manifeste pas. La méthode précédente ne permet pas de discuter com-
pletement quelles peuvent étre ces trajectoires, puisque nous avons di
nous borner aux cas ot la constante des forces vives est nulle ou néga-
live. Unc seconde démonstration, analoguc & celle de M. meounoﬁ
el fondée, comme elle, sur la considération d’une expression qui con-
tient les vitesses, permet de combler eette lacune,

38. Soient encore
aT =2(1 +...)J:}’+2(l +o)al
.
=2a,~wf —Zb,,wf +.eey
i k

les variables ; étant, cette fois, celles (qui fournissent & la partic qua-

.dratique de U des carrés posilifs, les x; celles qui fournissent des car-
rés négatifs ou nuls; de sorte que tous les a; sont positifs, tous les by
positifs ou nuls et que, comme précédemment, il y a au moins une
variable ;. Nous prendrons

( 3()) 2\r =2a,x;’ —z“kl': +2A‘a€:1 —-ZBAJJ?,
1 k i k

les nombres «;, 85, A;, B, étant positifs.
Les équations du mouvement donneront

(2 = 2(a,a,+A a?)a? +2(B,,bk— Byb?).c?

N
( ) +2(“,+A at)wlz""‘Z(Bk,’k 3&)‘LA teey

ou encore, ¢ élant un nombre positif,

(31) %¥=29V+F(z,w’)+...,
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F(ey2' )= z[a,(a,-—p)-i-A,-a,’];c;' +2[ Ba(by+5)— B, b})x}
k

(32) : .
+Dlai+ A, o))" + DBu(bi+£) — Balof

Si les nombres 2, 8, A, B, 5 satisfont aux conditions, évidemment
compatibles,

(33) pga,-,
(34) o< B,
k

b+

la forme F sera définic positive; son rapport a la somme

S":E(J;z + J.:z)

restera supéricur & un nombre fixe et, par conséquent, lorsque les x ¢t

les &’ scront tous suffisamnment petits, I surpassera en valeur absolue

I'ensemble des termes non explicitement éerits de 'équation (31).
Donc, dans les mémes conditions, P'inégalité V > o entrainera

2V
—(F > 0.

Si done la trajectoire considérée est telle que, a I'instant initial V

. . . dv .
soil positif ct qu'on la suive dans un sens tel que 2 o, la quantité V
ne cessera de croftre jusqu'au moment ou I'onaura & lafois ¥ > o,
2V < o.
dtt =

Nous venons de voir que ces deux inégalités ne sont pas compatibles
au voisinage de la position d’équilibre.

[instabilité est donc démontrée.

39. Notre démonstration ne laisse de coté que des trajectoires
cxceptionnelles. En cffet, 'unique restriction que nous avons dit
apporter au choix de la trajectoire est I'inégalité V > o. Or on peut,
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sans que la double inégalité (34) cesse d’étre vérifiée, prendre les
nombres B, et 8, aussi petits qu'on le veut et, par conséquent, si 'on
sc donne la condition que le rapport de la plus grande des quanti-
lés || & la plus petite des quantités |x;|, |« | nc surpasse pas
un nombre déterminé N aussi grand qu’on le veut d'aillcurs, on pourra
choisir les nombres By, 8, de maniére & vérifier I'inégalité en question.
I.e théoréme n’est donc en défaut que relativement aux écarts ini-
liaux trés petits pour lesquels le nomnbre N est infiniment grand. Tou-
tefois, bien entendu, le domaine dont la trajectoire sort nécessairement
sc resserre 4 mesure que N augmente.

Il reste encore & voir ce qui se passe lorsque, partant d’un mouve-

ment initial tel que V> o, on le suit dans un sens tel que % soit né-

gatif. Si a4 un instant ultérieur les conditions V > o, dl:

fices, nous sommes ramends au cas général. Si l'inégalit¢ V> o conli-

o sont veri-

LA . ] . dv . r
nue a &tre vérifice, mais que — ne change plus de signe, V' tend vers

dav ld’_\_
Y de det

tendent vers zéro. La limite de V ne peut &tre que zéro, a cause de la

unc limite non négative ct, d’aprés le raisonnement du n° 4

V
formule (317). Puisque V et —~ sont infiniment petits, il en est de

méme de la forme F(z, ") ct, comme cette forme est définie, il en
résulte que la trajectoire tend asymptotiquement vers la position
d’équilibre.

Ce cas écarté, il faut admettre que la trajectoire entre dans la reé-
gion V < o. Si clle en ressort 4 un moment quelconque, V sera crois-
sant 4 ce moment ct nous sommes encore ramends au cas géncéral. 11
faut donc supposer que I'inégalité V < o ne cesse plus d’étre vérifice.
La trajectoire nc repassera donc pas dans le voisinage d’une position
déja occupée. Or dans ce cas, d’ailleurs exceptionnel, il existe (*) une
ou plusicurs trajectoires T desquelles la trajectoire considérée s’ap-
proche indéfiniment pour des valeurs infiniment grandes de ¢, ct qui
peuvent d’ailleurs se réduire & un point, & savoir une position d'équi-

() Voir plus loin, n° 54.
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libre. Une trajectoire T nc passera jamais dans la région V > o, sans
(uoi la trajectoire considérée y passcrait unc infinité de fois, supposi-
tion que nous venons d’exclure.

Ainsi un mobile abandonné dans le voisinage d’une position d’équi-
libre ot la fonction des forces n’est pas maxima s’en écarte d'une
(uantité finic. Il ne pcut y avoir d’exception que : 1° pour les trajec-
toires telles que les écarts ct les vitesses des paramétres par rapport
auxquels il y a instabilité soient ct restent trés petits relativement aux
dcarts ct aux vitesses des autres paramétres; 2° pour les trajectoires
asymptotiques aux précédentes; 3° en particulier pour les trajectoires
«ui tendent asymptotiquement vers la position d'équilibre considérée
ou une position d’équilibre trés voisine, s'il en existe.

On trouve une vérification des conclusions (ue nous venons d'énon-
cer dans le mouvement d’un point sur le paraboloide hyperbolique &
axe vertical, tel qu'il a ¢té ¢tudié par M. de Saint-Germain ('). Le
sommet de la surface est une position d’équilibre instable ct le plan
tangent en ce point partage la surface en deux parties, 'une au-dessus
de ce plan (région répulsive), lautre au-dessous. Il est & peu prés
évident @ priori que le mobile abandonné sans vitesse initiale dans la
seconde de ces régions s'éloignera indéfiniment vers le bas. Mais on
pourrait étre tenté de croire que d’un point (uelconcue situé au-des-
sus du plan tangent et voisin du sommet, part une trajectoire stable. 1l
n'en est rien, ainst que nous venons de le voir et ¢’est ec (que montre
la discussion de M. de Saint-Germain; les seules trajectoires qui ne
s'écartent pas du sommet sont, soil des ares de la parabole principale
i concavité supéricure, soit des courbes asymptoticues a ces arcs.

Dans le cas ol il n'y a que deux degrés de liberté et ot la fonction
de force est minima, M. Kneser a pu, par une méthode simple et élé-
gante, constater la présence de trajectoires asymptotiques i la position
d’équilibre. I est elair ue dans le cas général une discussion analogue
serait heaucoup plus compliquée. Par exemple, il ne passe pas par un
point quelconque du paraboloide hyperbolique une trajectoive tendant
asymptotiquement vers le sommet : la scule trajectoire présentant ee
cavactére est la parabole principale & concavité inféricure.

(') Ce journal, 3¢ série, t. III, p, 4o1 et suiv.; 1877,
Journ. de Math. (5 séric), tome I1I. ~ Fasc. IV, 18g7. /48
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40. Revenons au mouvement d'un point sur une surface. Dans le
cas des surfaces de révolution, notre proposition fondamentale corres-
pond exactement & 'une des propriétés gur nous avons reconnues en
commencant, la région attractive que nous avons définic au n° 7 étant

précis¢ment celle o ‘;—? est négatif. On a, cn effet,

(en désignant par Edr? + r? d0? I'élément lincaire de la surface).

Mais cette propriété est loin d'étre la plus importante de celles que
nous avons rappelées en cet endroit. Elle n'est qu'un cas particulier
de la relation d'inégalité qui doit exister entre les deux paraliéles
limites de la trajectoire. Par exemple, dans le mouvement du point
pesant sur la sphére, le théoréme de la région attractive montre seule-
ment que le mobile passe dans 'hémisphére inféricur. Or nous savons
que, lorsqu’il a passé en un point déterminé A de Phémisphére supe-
ricur, non sculement il doit traverser Phémisphére inférieur, mais
encore il doit passer au-dessous du paralléle symétrique, par rapport
a I'équateur, de celui qui contient le point A. Notre théorie ne nous
donne pas Péquivalent de ce fait. Nous avons appris, il est vrai, i
restreindre la région attractive suivant les valeurs prises par la con-
stante des forces vives, Clest ainsi qu’un point pesanl mobile sur [el-
lipsoide (n* 28) passc nécessairement a Pintérieur d’une courbe €
entourant le point le plus has et d'autant plus resserrée autour de ce
point que la constante des forees vives est plus petite. Mais il est claiv
(que ce résultat n’est pas celui que nous cherchons. Si, par exemple,
nous supposons le mobile abandonné sans vitesse initiale en un point A
de la moitié supéricure de la surface, la courbe C sera d’autant moins
resserrée que le point A aura été pris plus élevé, ct c’est le contraire
qui devrait avoir licu, le mobile descendant d’autant plus bas qu'il est
mont¢ plus haut.

Malhcurcusement un pareil résultat parait teés difficile a ¢tablir. 11
s¢ distingue, en effel, des précédents par ce caractére qu'il différencie
les unes des autres les diverses trajectoires, et cela indépendamment
de lintégrale des forees vives, La remavque faite au n® 24 présente
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scule ce caractére; elle ne répond pas néanmoins au désidératum
actuel,

On pourra, quoique d'unc maniére trés incompléte, combler cette
lacunc en employant la remarque du n® 25. Nous avons vu, cn cffet,
a ce moment ue la fraction ‘—IL(L:%’.Q avait, lorsque o et ¢ variaient,
un certain minimum A, et que 'on avait

() O > AU,V )+ 2k (U + h).

Considérons une ligne V = const. Sur cette ligne, ou du moins sur
la partie de cette ligne ot U + /i est positif, le sccond membre aura
nn certain minimum 9 qui sera fonction de V et 'on pourra éerire

av . ;

Considérons une portion de trajectoire comprise entre un minimum
de Vet le maximum suivant, w et v étant ces valeurs maxima ct ni-

a\

nima de V. Nous pourrons multiplier Iinégalité précédente par —

- av . - < . R
el intégrer. — s'annule aux limites d'intégration, ct il vient

f" am d\V < o.

vu

Si la fonction o1 est positive pour V = u, on aura ainsi une limite
inféricure de v. Or c’est ce qui arrive dans le voisinage du minimum
de V, le sccond membre de Uincgalité (35) ¢tant essenticllement po-
sitif.

Pour fixer les idées, admettons que o soit posilif juscu'a unc cer-
taine valeur de 'V, puis devienne ensuite négatif. La courbe qui a pour
abscisse V et pour ordonnée on (V) sera formée d'une branche ascen-
dante 'S et d'une branche descendante S, Soit w une valeur de V
corrcspondant a un point de la branche ascendante : la hranche descen-
dante comprendra un point de méme ordonnée ct d'abscisse v (cette
derniére ¢tant d'ailleurs d’autant plus grande que la premiére était
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plus petite), et telle que, sur toute trajectoire qui part de laligne V == ¢
¢t s’en ¢loigne de manitre que V croisse, la valeur maxima suivante
de V soit plus grande (ue v.

1l y aura souvent avantage & prendre V = U, de maniére i faire
ligurer dans 9% le terme essentiellement positif AT,

Par exemple, dans le mouvement du point pesant sur Uellipsoide &
axe vertical on obtient aisément ainsi (4 'aide des formules du n® 28)
une limite de la hauteur & laquelle était descendu le mobile dans la
moiti¢ inféricure de la surface en fonction de la hauteur & laguelle il
cst monté dans la moitié¢ supéricure.

£1. Toutefois la valeur de v ainsi calculée est trop élevée et par
conséquent, la valeur de v trop petite. On peut, théoriquement du
moins, trouver une limite plus approchée en utilisant lidentité

dy _ JV

dy _ JV IV
di ~ du

r
{ -1
t+0v y

. L
et prenant pour A, la plus petite des deux valeurs du rapport — qui

correspondent aux valeurs de «', ¢ satisfaisanl & celte identité et a

-

. . . . d\
I'équation des forces vives. A, scra alors une fonction de , v, 7 Lais-

sant cette derniére quantité invariable, on fera varier le point (u,+)

sur la ligne V = const. La valeur ainsi calculée du second membre de
dv

I'inégalité (35) aura un minimum 9 qui sera une fonction de V, —-

ctl'onsera conduit & intégrer Péquation différenticlle

o 2V
(3()) (d—t;- =M.

Mais il est clair que ce procédé ne sera pas, en général, applicable &
cause des difficultés que présente I'intégration de cette équation,

42. 11 est pourtant un cas oi celle-ci prend unce forme trés simple,

. - ’ ; ’
c’est celui ol les trois formes quadratiques @, (g-‘:) , (%) sont en
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involution, de sorte que I'on a

O = A (g) n(‘(’,‘j)

Dans ces conditions, I'équation (36) devient linc¢aire ¢t du premicr
v [(AV\?
ordre par rapport i (77?) considérée comme fonction de V. Or, si

nous ¢erivons le déterminant des coefficients des trois formes quadra-
liques, nous trouvons une expression (ui, & unec puissance pres
de EG —F2, se véduit d ©(V,AV). Celte expression, égalée a zéro,
exprime que AV est une fonction de V, ¢'est-d-dire, comme on sait,
(que les courbes V = const. forment une famille de courhes paralléles.

Supposons donc qu’on connaisse une famille de courbes paralitles
fermées el qu’on vapporte la surface & ces courbes et aux géodésiques
(ui leur sont orthogonales. Si

ds* = du? + C*de?
DO LA ¢« 9 . . e . .
désigne I'élément linéaire, cn dirigeant le calcul comme il vient

d’étre dit, nous voyons que I'équation différentielle des géodésiqques
prend la forme particulicrement simple

du\*] __ 3()(2.
ds — 7 Con

- du
— (‘d—i:) est ¢gal au carré du cosinus de 'angle a que fait la géo-

(37) oy

du

désique considérée avec la ligne w = const.; quant a la quantité
1 JC

i=— 5> clle est lice it la courbure totale par 'équation
Bo_p 100
de > C o RR'

Supposons que la surface ait sa courbure partout positive et com-
prise entre deux limites A* et A’. Prenons pour la ligne u = o une
géodésique. L'équation précédente donne

kz ~ 3; :.z< k'a
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et, par conséquent (puisque % s'annule avee «),

thtanghu| < 5| < K ang k' al.

. ) ) k4 . Al . ’ ) .
Tant que « estinféricur i 7 £ est fini, C différent de zéro (ce qui se

déduit d’ailleurs, bien entendu, des recherches connues de Bonnet);
par conséquent, dans la bande ainsi définie, « ct ¢ sont des fonctions
bicn déterminées de la position du point. Prenons alors 'équation (37)
ou

(38) llog cosa = Zdu.
Cette équation nous donnera
| — dlogcosku| <|dlogcosa| < |~ dlogcosk u,’.

Si a désigne I'angle fait par un are de géodésique quelconeque avee
la géodésique © = o, le maximum w, de « sur eet arc seva compris

x @ 3
entre 7 et 2o puisqu’on aura cosk u, > cosa > cosh’u.

n particulier, si a<—/';1-:- ce maximum sera plus pelit que =, ot
4 p( 9 O /‘.,21 g « $ (p .l( .(l (.;'/‘:,(,

par conséquent, w« ct ¢ seront uniformes sur cet arc. Celui-ci coupera
4 nouveau la géodésique & = o sous un angle 3, tel que le rapport

cosx . . cosh i, .
— soll compris entre le rapport —-—-—= ct son inverse.
cos 3 cos ' u,

Infin, on aura une relation d'inégalité entre deux ¢earls maxima
conséeutifs de part et d’autre de la ligne w =o : il est clair que le
. . kN
rapport de ces deux écarts est compris entre 7 et -
Lorsque le mobile est soumis & une force accélératrice, on trouve,

en utilisant I’équation des forces vives,
d*u U 1 0C - du\*
i 07—&-(—;%[2([14—/:)——(%) ]

laquelle, si U est fonction de u seul, prend la forme, tout i fait ana-
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logue & (37),

o820+~ ()]
= g+ b (%)) = -2 %

d'ott Ton pourrait déduire un certain nombre de conséquences ana-
logues aux précédentes.

43. Une autre notion que 'on peut considérer comme correspon-
dant & celle des paralléles limites sur une surface de révolution est
celle de ce qu’on pourrait appeler le domaine d'une ligne géodésique
ou d'une trajectoire de Dynamique, et qui est analoguc aux ensembles
introduits par M. Poincaré dans son Mémoire sur les courbes définies
par les équations différenticlles (*).

Soit une géodésique d'une surface de révolution (ou une trajectoire
de Dynamique sur cette surface) qui oscille entre deux paralléles
limites,

Lorsqu’un point mobile, parcourant cette courbe dans un sens d¢-
lerming, passe de 'un a Pautre de ces deux paralléles, e plan méridien
(qui le contient tourne autour de P'axe de révolution d’un certain angle
constant. Si cet angle est commensurable avee =, la géodésique est
fermée. Mais, dans le cas contraire, on sait que cette géodésique passe
aussi prés quion le veut de n'importe quel point situé dans la hande
de surface comprise entre les deux paralléles extrémes. Si Fon tracait
la courbe en noir, en la continuant indé¢finiment, on noireirait toute la
bande en question, et cela quelque petite que soit I'épaisscur du trait.
Nous pourrons dire ue notre géodésique remplit cette hande ou que
cette bande constitue son domaine.

Lorsque P'élément lincaire, au licu d’étre de révolution, a la forme
de Liouville (U — V) (du* + dv*), le domaine est une bande limitée
par deux lignes « = const. ou ¢ ==const. (ou des branches de ces
lignes), cte.

(") Troisieme Partie, ce journal, 4 série, L. I, p. 225 el suiv,; 1883,



3,8 HADAMARD.

44. u et o étant les coordonnées curvilignes sur notre surface,
posons, comme d’ordinaire,

p=-3‘%, q=%§,, 2T = A?u*+ C?*¢'? + 2ACcosa u'v',

T étant la demi-force vive; de sorte que w, ¢, p, ¢ scront, dans
Iespace E, & quatre dimensions, les coordonnées d'un point qui repré-
sentera la position du mobile et sa vitesse. D'ailleurs, au lien des

. . . ds .
coordonnées p ct ¢, on peut introduire o = 5" et Pangle o que fait la
tangente & la trajectoire avec 'axe des i d’un triédre attaché a la sur-
face, quantités liées aux premiéres par les formules (')

(39) p=As'cos(w —m), ¢g=Cscos(n— w).

Bornons-nous au cas des géodésiques et faisons s'=1. L'¢tat de
mouvement du point mobile M sera alors représenté, dans un espace
a trois dimensions Ey, par un point I’ de coordonnées u, ¢, w3 aulre-
ment dit, la position de ce dernicr définira un élément de ligne sur la
surface donnce. Bien entendu, on ne devra pas considérer comme
distinctes deux valeurs de o différant d'un multiple de 2%, de sorte
(qu’on pourra considérer celte (uantité comme loujours comprise
entre — = et + =, Dailleurs, la méme remarque s’appliquera le plas
sonvent aux coordonncées u ct ¢. Si, par exemple, la surface est une
sphére et que u, ¢ soient la longitude ct la latitude, « variera de o i

™ T R I .
2%, v de — ~d + - de sorte que la multiplicité lien du point I sera

un parallélépipéde ot Fon devra supposer : 10 que les points corres-
pondants de deux faces opposces quelcondues sont confondus ; 2° que

les faces v = = -; sont contractées de maniere i se réduire chacune a

une diagonale (?).

(") 1. 11, Liv. ¥, Chap. 11, Tableau 1L La signification des lettres p et g est
seule changée.

(*) Les relations topologiques des courbes entre elles peuvent évidemment
élre assez dillérentes sur la surface primitive et sur la multiplicité E; licu du
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Lorsiue le point M décrira une géodésiqac, le point I’ déeriva une
courhe donnée par les éuations différenticlles
sin n—u sin (0w —m
| du=d B 0) = @2,
(f0) T Asina Gsinz
dw == — rdu — r,de.

1, qui représente la longueur de Pare déerit par le point M, sera dit
aussi, pour abréger, la longuear de P'are décrit par .

£3. Icrivons, dans cc systeme de notations, les invariants intégraux
de M. Poincaré ety en p.u'tlculler, le volume

./'fff'du dedpdy.

Si, dans cette intégrale quadruple, on opére le changement de
variables (39), clle devient

’1/:[4111(1‘*(/[)(!(1.—: fdud jf (ggp’q)tls'dw
:p [ j f Hs' dudvdeds,

Il = ACsinz.

point P, C'est ainsi que les courbes, dont les projections stéréographiques sont
représentées fig. 4 et 3, sont réductibles I'une & I'autre par diformation continue
sue la sphére, mais qu'il n'en est pas de méme des courbes qui leur correspon-

O (g

dent dans la multiplicité E;. Cela ticut & ce que le pascage de la ligne J i la
ligne 3 ne peut avoir lieu sans qu'il se produise & un certain moment un point
de rebroussement, entrainant une discontinuit¢ dans la dirvection de la tan-
uenle,

Journ. de Math. (3¢ séric), tome UL — Fasc. 1V, 1847, 49
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Etendons celle intégrale au cylindre & quatre dimensions qui a pour
base un volume quelconque de P'espace E, et pour hauteur le segment
2 < 8'< B (actB étant deux nombres positifs quelconques); elle se
décomposera en facteurs

/]i/fl[s’ds'dudcdm: fss'ds'fjfﬂdu(lvdw.
. J,

Le sccond facleur étant constant, il en est de méme du premier.
Nous aurons ainsi, dans I'espace E,, I'invariant intégral que I'on peut

appeler volume
= [ [ Ndudedo.

£6. Une application simple s'oblient en considérant toutes les géo-
désiques qui partent des différents points d’'une aire déterminée s,
L'intégrale J, ¢lenduce aux ¢léments initiaux de toutes ces géodésiques,
est ¢videmment égale & 25 6. On devra done retrouver la ménme valeur
en portant sur chacune d'elles un arc déterminé £ Or on obtient ainsi
tous les points d'une certaine portion de surface ¥, licu des centres
des cercles géodésiques (*) de rayon £ ¢t coupant I'aire primilive 3.
Sur chacun de ces cercles, cette aire découpera un arc qai sera vu du
centre du cercle sous un certain angle V et Pexistence de Finvariant

intégral nous montre (ue I'expression [ / VdZ, étendue i Paire X,

est égale & 2ws.

47. Si la surface cst fermée, 'invariant étendu & ensemble des
positions du point I’ sera fini et égal & 278, o s est Paire lotale de la
surface.

£8. De cette intégrale triple, on déduil une intégrale double inva-
rianle en ¢lendant, ainsi que 'indique M. Poincaré, I'intégrale triple

(*) Nous appelons ici cercle géodésique le lieu des points géodésiquement
¢quidistants d'un point déterminé,
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4 un tube de trajectoires issucs d’unc portion de surface X quel-
conque (pourvu qu'elle ne soit pas elle-méme un licu de trajectoires).
Soient &, v des coordonnées curvilignes sur la surface X, de sorte que
i, vy w sont sur cette surface fonctions de &, n. On pourra rapporter
les points du tube de trajectoires que nous considérons aux coordon-
nées 5w, £et Uintégrale deviendra

fffll(oo((':’ ‘“:"))d’;'(l'th=fl(ll,

(4) I= ffll(u’dwlw + ¢Vdwdu + w'dudy),

oit I'on doit remplacer les dérivées par rapport a £ par leurs valeurs
tirces des équations (40). L’intégrale I, étendue & la portion de sur-
face X, ne changera pas, non sculement si I'on remplace chaque point
de cette surface par son consijuent, c'est-a-dire par la position qu'il
vient occuper au boul d’un temps déterminé 7, mais encore si I'on
remplace Z par une portion de n’'importe quelle autre surface limitée
par le méme tube de trajectoires.

49. Enfin I'intégrale I peut éire considérée comme déduite d'une
intégrale simple par I'emploi du théoréme de Stokes. Elle est, en vertu
de ce théoréme, identique a intégrale

1 =fpdu-+ qdo,

prise le long du contour de .

L'intégrale I, étendue ft un contour fermé quelconque, étant inva-
riante, cette méme intégrale prise le long d'un chemin ouvert sera
invariante & une quantit¢ prés qui ne dépend que des extrémites.

Nous ramcnons ainsi les propri¢tés des invariants intégraux a ce fait
hien connu que si un arc de géodésique varie de maniére (ue son
origine décrive une ligne AB ct son extrémité une ligne A’B’, on a

BB — AA'= L[‘;B'(pdu + qde) — f;n(pdu + qdv).
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80. Pour définir lIc domaine d’une trajectoire détermminée, prenons
dans I'espace E, une portion de surface X qui soit traversée une infi-
nité de fois par cetie trajectoire. Les points d'intersection seront tous
distincts les uns des autres si la trajectoire n'est pas fermée. Un tel
ensemble de points adinctira au moins un point limite I,. La trajec-
loire passera une infinit¢ de fois dans lc voisinage de ce point, ct cela
pour des valeurs ind¢finiment croissantes de ¢; car il est clair que
deux points voisins qui ne sont pas sur le méme segment infiniment
petit de trajectoire ne peuvent étre reliés que par un segment de tra-
jectoire a la longueur duquel on peul assigner une limite inféricure
détermince.

in déplacant de toutes les mani¢res possibles la surface X, il est
¢vident que nous aurons, dans 'espace E,, un ensemble de points I°
tels que la trajectoire passe infiniment prés de chacun d’eux pour des
valeurs infiniment grandes de ¢.

A cette dernitre restriction prés, la définition de cet ensemble est,
comme on le voit, identique & celle de Yensemble dérivé de M. Cantor.
11 partage avee ce dernicr la propri¢té d'étre fermé, c'est-a-dirve de
contenir son propre dérivé.

C'est I'ensemble ainsi défini qu'on peut appeler le domaine de la
trajectoire dans Uespace L,. A la projeclion de ce domaine sur le
plan des ¢ correspond, sur la surface s, Pensemble des points M pris
desquels la trajectoire passe unc infinit¢ de fois, autrement dit le
domaine tel que nous I'avons introduit précedemment.

84. Le domaine d'unc trajectoire peut étre considéré comme connu
st 'on donne les points I’ de ce domaine situcs sur une portion de
surface = qui rencontre toutes les trajectoires (nous savons, dapres
ce (qui précede, former de telles surfaces).

Si, & partir d’un point quelconque de I, nous portons suv la tra-
jectoire issue de ce poinl une longueur déterminée £(positive ou néga-
tive), la position du nouveau point ainsi oblenu variera contimument
avec celle du premier. Si donc notre trajecloire passe une infinité de
fois aux environs de I'un, clle passcra une infinité de fois aux environs
de l'autre.

L’ensemble des points I* se composera done de 'ensemble des tra-
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jectoires menées par les différents points Iy; cest I'ensemble des
points P, qu’il suffit d’étudicr.

82. S¢ le point P appartient au domaine du point M (') et le
point Q au domaine du point P, le point Q apparticnt au domaine
de M.

‘n cllet, par hypoth¢se, on peut prendre sur la trajectoire du
point P un arc PI” =X tel que le point I soit aussi voisin (ue 'on
veut du point Q. D’autre part, puisque le point P fait partic du
domainc du point M, il existe sur la trajectoire issue de ce dernier des
points M’ aussi voisins qu'on’ le veut de P et, en particulier, assez
voisins de I’ pour qu’en prenant I'arc M'P” =4, la distance I’ 1" soit
plus petite qu’une quantité quelconque donnée.

$3. Si la trajectoire repassc unc infinité de fois prés d’un quel-
conque de ses points, cet ensemble des P, sera non sculement ferme:,
mais encore condens¢ en soi; ce sera ce que M. Cantor appelle un
ensemble parfait.

On sait, depuis les travaux de M. Poincaré, que les trajectoirves
pour lesquelles il n’en est pas ainsi sont exceptionnelles (du moins cn
sapposant le volume total fini), en ce sens que les points d'une région
déterminée qui servent d'origines & de pareilles trajectoires peavent
étre enfermdés dans un volume total aussi petit quon le veut. M. Poin-
caré montre sculement, il est vrai, que les trajectoires qui ne passent
(ue k fois (k étant un nombre quelconque) dans une région détermi-
née 1 de volume ¢ aussi petit qu'on le veut, peuvent étre enfermées

. \' 13 .
dans un volume plus petit que 7— (V étant le volume total de la multi-

A

plicité ;). Mais il est ais¢ de compléter & cet ¢gard sa démonstration.,

Comme lc fait M. Poincaré¢, appelons conséquent d’un point quel-
conque, la nouvelle position que vient occuper ce point au bout d'un
certain Lemps < choisi une fois pour toutes, N“®¢ conséquent du méme
point la position qu'il vient occuper au bout du temps N = ct prenons
pour la région 7-un tube formé par les trajectoires issues des diflérents

(") Cest-d-dire an domaine de la trajectoire de ce point,
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points d'unc portion de surface ct ayant pour longueur commune .

Soient maintenant n;, N; deux suites d’entiers augmentant indéfini-
ment et se correspondant deux & deux. Nous divisons la surface X
en #; portions, ce qui divisera la région r en n; régions particlles 7,
¢t cela de manicre que, lorsque »; anugmente indéfiniment, chacune
des portions de I devienne infiniment petite dans toules ses dimen-
sions. Les points de 'unc des régions 7, origines de trajectoires qui,
pendant Je temps N;<, nc passcront qu'unc fois dans cetle région,

- ‘ . 1 v
occuperont un volume total inférieur & 5-- La somme de ces volumes

. . Vn,~ .
pour les a; portions sera donc moindre que - Or puisquc nous sup-

posons les nombres »; et N; ind¢finiment croissants et les dimensions
de chacunc des parties de X indéfiniment décroissantes, l'origine de
toute trajectoire qui ne passe pas infiniment prés d'un quelconque de
ses points sera comprisc dans le volume ¢; pour quelque valeur de /.
On pourra donc enfermer tous ces points dans un volume total aussi
petit qu’on le voudra, car il est clair qu'on peut déterminer la suite

. - ) . n; . .

des N;, de maniére que la séric 2 R—’ soit convergenle et ail une somme
i

aussi petite qu’on veut.

Cec raisonnement fournit méme des renseignements sur la loi suivant
lacquelle les trajectoires non exceplionnelles se rapprochent d’une po-
sition dé¢ja occupée. Car une dimension quelconque ¢ d'une des por-

. . . 1 . .
tions de £ diminue comme - et, d’autre part, il suffit, pour la vali-

Ve

oy . v g n .
dité du raisonnement précédent, de supposer que & tende vers zéro
i

(car on peut toujours, s'il en cst ainsi, donner & ¢ une séric de valeurs

n; ' e
telles que la somme des valeurs correspondantes de & donne une série
i
convergente ct de somme aussi petite qu'on veut). Done la distance
minima ¢ entre un point et les points de la trajectoire correspondante
non consécutifs, mais séparés du premier par un arc moindre que N;7,
diminue (si cette trajectoire n'est pas exceptionnelle) de telle facon
que le produit ¢y'N; reste fini ou augmente indéfiniment aussi lente-
ment (u’on veut.
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4. Une trajectoire (qui ne passc pas infiniment prés d’un de ses
points peut d’ailleurs étre considérée cn un certain sens comme une
trajectoire asymptotique. Il existe, en effct, au moins unc trajectoire
de chaque point de laquelle la premiére s'approche indéfiniment pour
des valeurs infiniment grandes de ¢.

53. Dans tous les problémes de Dynamique que I'on sait traiter
jusqu’au bout, les points P, correspondant & une trajectoire (ui n’est
ni fermée, ni asymptotique forment sur £ unc ligne, de sorte que le
domaine cst une certaine surface, dont la projection sur le plan des uv
donnera la portion § de 8 remplic par la géodésique, ct le contour
apparent relatif a ce plan donnant les lignes qqui limilent cette portion.
in chaque point de ces lignes limites passeront une ou plusicurs géo-
désiques qui apparticnnent tout entiéres & S, ct qui leur scront, cn
général, langentes. Les lignes limites auront donc en chaque point
une tangente détermindée ou deux tangentes formant un angle rentrant.

Si, au lieu d’une géodésique, I'on a i considérer une trajectoire de
dynamique, le domaine S pourra, au contraire, présenter des angles
sorlants, en des points ot U + £ s’annule (% étant la valeur de la con-
stante des forces vives sur la trajectoire considérée); c'est ce qui arrive,
par exemple, comme on sait, dans le plan, pour

(12) U= (axs*+by?),

a ct b ¢lant incommensurables entre cux : le domaine est alors un ree-
tangle. La valeur précédente de la fonction de forees est celle qui con-
vient aux petits mouvements d'un point autour d'unc position d’équi-
libre stable. Il n’en résulte pas, bien entendu, que la conclusion que
nous venons d’obtenir relativement i la forme du domaine subsiste
pour ces sortes de mouvements, puisque la fonction de forces corres-
pondante n’est représentée que d’une facon approchée par Iexpres-
sion (42)3 cependant cette conclusion est exacte pour le mouvement
sur le paraboloide elliptique & concavité supéricure, d’aprés les résaltats
de M. de Saint-Germain : le domaine est (lorsque la courbe n'est pas
fermée) limité par quatre lignes de courbure formant une sorte de rec-
tangle & quatre angles saillants.
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56. En continuant & supposer que le domaine d'une trajectoire
(uelconque non exceptionnelle soil une surface de l'espace L, nous
pourrons ajouter & la propriélé énoncée au n° $2 la suivante :

Si un point 1’ fait partie du domaine d’un point M, réciproque-
ment celui-ci appartient av domaine du premier.

Nous savons, cn cffet, que le domaine du point M contient ceiui du
point P, Or, ici, ces deux domaines sont des lignes ou des segments
de ligne. 11 en résulte évidemment que le domaine du point I contient
un point de la trajectoire issue de M et, par conséquent (81), M lui-
méme.

57. Le domaine du point P contcnant & son tour le domaine du
point M, ces deux domaines coincident. Ainsi, en se placant toujours
dans 'hypothése adoptée aux deux numdros précédents, il existe une
simple infinité de géodésiques qui ont méme domaine : autrement dit,
les domaines ne dépendent que d’un paramétre.

Sculement il est permis de se demander jusqu’a quel point cetle
hypothése est légitime. Elle est, comme nous I'avons remarqué, réali-
sée dans tous les exemples ot il est possible d'intégrer,

Mais, dans tous ces exemples, Iintégrabilité est due i Pexistence
d'unc intégrale uniforme, laquelle entraine évidemment ce fait que les
domaines sont des surfaces.

Or on peut supposer que, inversement, ce fait ne se rencontre
quiavee une intégrale uniforme. En cffet, les domaines ne dépendant
que "un paramétre, ce paramétre aura, pour chaque trajectoire, une
valeur déterminée; ce sera une fonction univoque des coordonnées
d"un point de E,, laquelle restera constante sur une trajectoire quel-
conque.

Nous n'avons d'ailleurs pas démontré que cette fonction soit analy-
lique, ni méme ait des dérivées; nous sommes done bien loin des
conditions dans lesquelles s’applique le théoréme connu de M. Poin-
rarés néanmoins ce théoréme rend Pexistence d'une pareille fonction
trés invraisemblable et, par conséquent, il est trés probable que [hy-
pothése dont nous sommes partis n'est pas vérilice, en général.
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58. Lc domaine dont nous avons parlé jusqu'ici peut étre appelé le
domaine propre de la trajectoire considérée, par opposition avec ce
que l'on peut nommer le domaine étendu de la méme trajectoire ct
qui est son domaine propre, joint au domaine propre des trajectoires
infiniment voisines. Autrement dit, un point de l'espace E; sera dit
appartenir au domaine étendu d’une trajectoire donnée si, ¢« étant unc
quantité aussi petite qu’on le veut et & un temps aussi grand qu’on le
veul, il existe des trajectoires passant & une distance moindre que ¢
d'un point déterminé quelconque de la trajectoire donnée et passant
¢galement & une distance moindre que ¢ du point considéré, le second
fait ayant licu aprés le premier ct au bout d’un temps supérieur a .

Ce domaine ¢tendune coincide pas toujours avec le domaine propre.
Par exemple, sur une surface de révolution dont toutes les géodésiques
ne sont pas fermées, le domaine propre d’une géodésique fermée se
réduil a cetle ligne elle-méme, tandis que le domaine étendu comprend,
comme celui d’unc géodésique non fermée, toute la bande de surface
comprisc entre deux paralléles. Il y aurait licu, cependant, de recher-
cher si les trajectoires pour lesquelles cette coincidence n’a pas lieu ne
sont pas exceptionnelles.

#9. Le domaine ¢tendu posside, cn toute hypothése, la propriété
dont il est question au n°® 56.

Supposons, en effet, que le point P apparticnne au domaine étendu
du point M. Soicent 8 ct 8’ les sphéres de rayon ¢ ayant pour centres
respectifs les points M et I : il cxistera, par hypothése, des points
de s dont les trajecloires iront passer, au bout d'un temps supéricur
a &, dans 8'. Ces points formeront dans 8 une région r,. Il existera des
trajectoires traversant unc infinité de fois la région r, : ces trajectoires
traverseront donc la région 8 aprés avoir traversé la région 8 et cela
au bout d’un temps aussi grand qu’on le voudra. Clest ce que nous
voulions d¢montrer.
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