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SUR LES POINTS SINGULIERS D'UNE SÉRIE DE Tj UYLOR. 3 17 

Sur les points singuliers d'une série de Taylor; 

PAR M. Eugène FABRY. 

1. Une série, ordonnée suivant les puissances en tières de la variable, 
définit une fonction analytique pour les points intérieurs à la circon-
férence de convergence. La définition s'étend aux points extérieurs au 
moyen de nouvelles séries déduites de la première, pourvu que la 
circonférence de convergence renferme des points non singuliers. 
M. Hadamard a donné ( Journal de Liouville, If série, t. VIII) une 
méthode pour la recherche des points singuliers situés sur la circonfé-
rence de convergence. J'ai publié deux Mémoires {Annalesde VÉcole, 
normale, 3e série, t. XIII ; Acta malhemalica, t. XXII) où, par une 
généralisation de cette méthode, j'ai obtenu de nouveaux résultats, 
particulièrement sur les séries dont le prolongement analytique est 
impossible. Je me propose ici d'étudier les points singuliers par une 
nouvelle méthode, qui repose sur le calcul des différences des coeffi-
cients et dont j'ai indiqué le principe (Comptes rendus, 20 dé-
cembre 1897). Quand on connaît l'ordre de grandeur des différences 
d'ordre infini, on pourra déterminer des régions ne contenant aucun 
point singulier, et Ton connaîtra les points singuliers situés sur la 
limite de ces régions, qui peuvent s'étendre au delà du cercle de con-
vergence et dans bien des cas jusqu'à l'infini. On peut en déduire des 
cas assez généraux où les coefficients étant des fonctions continues, 
qui remplissent certaines conditions de grandeur, la circonférence de 
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convergence ne contient qu'un seul point singulier. Cela peut expli-
quer pourquoi, comme Ta fait remarquer M. Picard dans la Revue 
générale des Sciences, l'on a eu autrefois tant de peine à former des 
séries ne pouvant pas se prolonger analytiquement, alors que ce fait 
se présente dans les cas les plus généraux, ainsi que Ta montré 
M. Borel (Comptes rendus, i4 décembre 1B96). 

2. Soit une série/(-) = Σα,,υ", dont le rayon de convergence est II. 
ε étant fixe, mais aussi petit que l'on voudra, pourvu que η soit assez 
grand, on a 

Ι«·Ι<(κ + ν ' 

Soit λ une quantité imaginaire et l son module. Posons 

X = λ'Χ-ν— -t -j-1-λ1 y I v_1 v(v_1) _..+ (- v_2 An y = 

on en déduit 

X + + Χ + ...+Χ = λ· a,,., 

et 

fn(z) = Z an+z v=o an+v = (n+1)! v!= (1-z Y )-n1 E v=o Any (n+y) x! (z Y-z)y 

Pourvu que η soil assez grand, on a 

K'l<(f, + i) (i +
 ÏÏ

 + /î)· 
11 en résulte que la série précédente est convergente toutes les fois 

que < t^TjT Mais il suffit qu'elle soit convergente pour qu'elle 

représente /"(z). 

Soit 0 une quantité positive. Représentons par ^ la limite supé-

rieure, pour η = χ, de yj| AJ | 011 v
 P

cut prendre toutes 
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les valeurs, de ο η χ, pour chaque valeur de η. Cette limite supérieure 
étant supposée finie, si η est assez grand, on aura quel que soit ν 

Ι«Ι^'<(ιγπ)'· 

Si 0 < >
 cn choisissant ε < j ̂  on îl 

A n y = (n+y)! r! ()v < i R +e n I + l R + le ) v(n+1)! n!v! 

<(5*·)'21ΐπτ(,-ή-'·)"'' V=0 

~{k + Î) [' - 0(' + π +'ε)] · 

Il en résulte 

A= R < I R-O (R+l) 

et, quel que soit 0, on aura 

A + 0(H + /)-R>O; 

d'autre part, cn supposant ν = o, on voit que A < R. 

Si ζ a une valeur telle que λ m

 | < 0, on a 

fn (z) n! | Y Y-z n+1 (1 A - e n E r y= z (Y-z)ci 
V = 

= Y Y_z n (1 A _e)n Y |Y-z| - zO ; 

la limite supérieure, pour η = χ, de tV |^-τ^ est alors au plus égale 
I λ 

à ^ γ~ζ * ^ n y a donc aucun point singulier à l'intérieur du cercle 

de centre ζ et de rayon A ι — J |. 
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Ρ osons = te/ < 0. Il n'y a aucun point singulier intérieur 

an cercle de centre z= Yt l+e-zi et de rayon A |l+ e-ex|. Un point 

ζ = pew', où p>R, sera intérieur à Tun de ces cercles, si Ton peut 
trouver deux arcs α et β tels que 

pewi = Yl + A(eBi l+ e-zo où A' < A, l<0, 

car cc point est sur la circonférence de centre -—et de rayon 
A' 

| /
 + e

-%i |- ' W ^aul ^onc quc 

lρ t,t0< ·+. ρ <*·-·" = λ f H- A'rP' ; 

on pourra déterminer α et β si la circonférence de centre tpe"" et de 
rayon ρ coupe, ou touche, celle de centre \t et de rayon A', c'est-
à-dire si 

p_ A'</jA — pc"|<p-hA\ 

Pourvu que ρ — A <0 |λ — pctoti1, on peut choisir l et A' de façon 
à vérifier ces inégalités. 11 suffit de choisir A' tel que 

A > A' > ρ — 01 λ — ρew' |, 
puis t de façon que 

/<0 et ρ — A'</1λ — pew/1 < ρ -h A'; 

on est ainsi conduit au théorème suivant : 

Soient 

Λ" — λνα^
ν
— λν~' -h v(v

t u

 0 λν ΟΧ, 

où λ est une quantité donnée, réelle ou imaginaire, el 0 «/ie» quan-

tité positive. Si n |An v (n+v)! a, n=o, quel que soit v, une 

limite supérieure finieil n'y a aucun point singulier ζ vérifiant 
V inégalité 

|5| — 0|λ - -|<A. 



SUR LES POINTS SINGULIERS D'UNE SÉRIE DE TAYLOR. 321 

«>. Supposons | ζ | = R. Si U — θ | λ — Re^l < Λ, le poinl de la 
circonférence de convergence, Rc'w, n'est pas singulier. 

Soit λ = lc^, cela a lieu si 

4/lUin'ÛIp > (/- H)'. 

On a vu que l'on a toujours 11 — A 5 0( Il -f- /), par suite 

(R_A o)2- (l-R)2 < 4lR; 

d'autre part, (' ^ \ — (/ — R)' ne peut pas être négatif, car autre-

ment on aurait, quel que soit ω, 

Il — A < 0 | / — ll|< 01 λ — lie""' |; 

aucun des points Ile*·' ne serait singulier, et le rayon de convergence 
serait supérieur à R. On a donc, dans tous les cas, 

0(11 + /)>11_ Α>θ|/-11|. 
Posons 

4/Rsin1 j = (^-j—)'— ('— R)*i o<Q <*, 

cet arc Ω est toujours réel, et il n'y a aucun point singulier, sur la 
circonférence de convergence, entre les points d'argument γ -h Ω et 
2τ -f- γ — Ω. 

Kn particulier, si R — Λ = 0 | / — R |, on a 

Q = o; 

le point s= R<?Y' est le seul point singulier de la circonférence de 
convergence. 

Si / = R , ces expressions se simplifient; on a 

aRÛ>R —A>o, sin - = ** Λ. 

Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fate. Ill, 1898. ίτ 
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4. Supposons λ reel et positif, c'est-à-dire γ = ο, ce qui est tou-
jours possible par un changement de variable. Considérons la courbe 
limite définie par l'équation 

ρ — Λ = 01 λ — pewl |, 

re qui suppose ρ î A. Cette courbe divise le plan en deux régions. Pour 
ζ = -h 11, on a 

Κ-Λ20|λ- 11;; 
pour ; = - R, on a 

11 — Λ ;0(λ -h 11). 

Il n'y a donc aucun point singulier dans celle de ces deux régions 
qui comprend le point — R et ne comprend pas -h 11. Cela suflit pour 
la définir, car cette courbe limite ne passe jamais par ces deux points. 

L'équation de la courbe, en coordonnées polaires, sera 

p'-'( ι — Ο2) — 2 p(A — Λ 0* cos ω) -f- Λ* -- λ202 = ο, οΐι ρ > Λ. 

Si 0 < ι, ρ a une racine plus petite que A, et l'on a la branche 

^ Λ — /cos ο· -h s'i h — λ
cos ω

 )' — (
1
 — ft* ) ( λ*- λ

2
0

2
 ) 

_ λ'Ο* —_Α« 

λ θ*cos ω — Λ \/( Λ. — λ O'cos ω)2 — ( ι — Ο1 ) ( Α2 - >.*02 ) ' 

la quantité sous le radical est égale à 

031 ( A — λ cos ω)3 -+■ λ9 ( ι — Ο3) sin2 to | ο ; 

ces deux formes de ρ montrent que, si ω croit de ο à τ:, ρ croit con-
stamment. On a une courbe fermée, à l'intérieur de laquelle ne peut 
se trouver aucun point singulier. 

Si Λ = R — 0( λ -h R), ce qui suppose 0 < } la courbe passe 

par le point ζ = — 11 et est tout entière intérieure à la circonférence 
de convergence. 
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Si 0 = ι, on a la courbe limite 

2
(
5(Xcosc»j — A) = Xa — A% où ρ^Α, 

on a 
Λ < H — | X — H | < λ. 

Pour que ρ soit positif, il faut que Xcosio — A > o, ce qui donne 
la branche d'hyperbole 

p= Y2-A2 2(Ycosw _ A) ' cosw > A Z; 

Si 0 > ι, on a 
Λ £ Κ — 01 λ — H ! 5 λ. 

Pour que ρ soit réel, il faut 

| O'X cos to — Λ j > y ( 0* — \) ( λ2 02 — Λ* κ 

Mais, si 0aXcoso> — A <ο, les deux valeurs de ρ sont négatives. 
On a donc la branche de courbe : 

p= O2Y cosw-- A -+ (O2w_A)2 _ (O2 1 (YO2 A) 

O'Xcosto > A -h v'(®* — i)(Xa"(P — A3); 

lors(jue ω croit depuis zéro, la plus petite valeur de ρ croit, l'autre di-
minue, et l'on a une courbe fermée, à l'extérieur de laquelle il n'y a 
aucun point singulier à distance finie. 

Dans ce cas, ζ = oo est un pôle ou un point ordinaire. En efl'el, si η 
est assez grand, la série 

i«^(râ)'= ('-ϊγ><=> 
v=o 

est convergente tant que <0; le point 3=», ̂ = - i, 

n'est pas. singulier pour zn+* fn{z) et ne peut être, pour/(5), qu'un 
point ordinaire ou un pôle d'ordre η au plus. 
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Quel que soit 0, si Λ = H — 0 |λ — tt|, ζ = -f- 11 est le seul point 
singulier de la circonférence de convergence. 

Si 0 < ι, la courbe passe alors par le point ζ = -+- H. 
Si ι et λ > II, on a A = H — 0(λ — H) et la courbe limite passe 

encore par : = + II. 
Si 0 > ι, λ < U, on a 

Λ = Κ-0(η-λ)<λ. 

Alors, pourvu que ρ > R, on a 

ρ — A < 0 (ρ — λ) < 01 λ — pcw'|, 

et lorsque ρ = H, si ω^ο, 

H - - A = 0 ( Il - Λ) < 01 λ - Ile"»' |. 

Le point ζ = ■+■ II est alors le seul point singulier à distance finie, 
ζ = χ pouvant être un pôle ou un point ordinaire. 

Enfin, si 0 = i, A<R et Λ=λ, l'hyperbole limite se réduit à 
cos ω = ι, il n1y a aucun point singulier en dehors de la partie posi-
tive de Taxe OX. 

ÎS. Pour démontrer la réciproque du théorème fondamental, po-
sons 

Qn(z) = EA n y (n+y)! n! v! (z Y_z)v, 
v=o 

λ pouvant être réel ou imaginaire, cl t étant supposé tel 

que la série précédente soit convergente, quel que soit α. X étant un 
nombre entier, on a 

N-1 v=o _ wQn (Yl l+e -2R iv N )= 1/N n µ ! n!µ! N-1 v=o vµ_de 

m 

= Z b h+1 h (n+h+kN)! n!(h+kN)! 
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Supposons que la fonction f(z) η ait aucun point singulier véri-
fiant l'inégalité 

| ζ | — 01 λ — ζ I < Λ, 
ou 

01 / — ΗI Η — Λ j (l(/-+- Il), / = ! λ I. 

La premiere de ces inégalités est toujours vérifiée, car, autrement, 
le rayon de convergence serait supérieur à H, A et 0 étant supposés 
positifs. La seconde inégalité est vérifiée si Λ est choisi de façon que 
la courbe, qui limite la région considérée, ne soit pas tout entière in-
térieure à la circonférence de convergence, et lui soit au moins tan-
gente. 

Dans le cas où OS i, supposons en outre que le point ζ = χ soit ιιιι 
pôle ou un point ordinaire. 

En posant . on a 

*·■>-*(<-ίΓκι-ν&πΡ"* νο 

cette fonction n'a aucun point singulier vérifiant l'inégalité 

/ — Ο<Λ|—
x
—J. 

sauf le*' = — ι. 
Si 0< i, cette inégalité est vérifiée, quel que soit a, pourvu que 

/ < yyy » valeur comprise entre 0 et i. 

Si 0 > i, l'inégalité est toujours vérifiée lorsque l < y£y-> valeur 
supérieure à 0; et, si η est assez grand, ζ = oc est un point ordinaire 
pour 5·Μ/Λ(5) et φ

Λ
(5). 

Enfin, si 0 = i, pourvu que η soit assez grand, ζ = * sera un point 
ordinaire pour 9,(5); on peut alors trouver une quantité 11 telle qu'il 
n'y ail aucun point singulier vérifiant rincgalilé 

|z| < B ou |I+lexi Y | < l B; 
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D'autre part, il n'y a aucun point singulier tel ψιο 

|I+texi Y| > l_I V 

Si ^ quel que soil α, Tune de ces inégalités sera vérifiée. 

Il n'y a donc aucun point singulier tel que t < ^ · 

Ainsi, dans tous les cas, le rayon de convergence de la série eu /, 
qui représente y

n
(z) est plus grand que 0. Et, si \T augmente indéli-

uiment, la somme 

E A n h AN () h kN (n+h +kN n! (h+hN)! 

tend vers zéro. 

Considérons une circonférence de centre z = r.-——*/ °t de ravon (I e-%t 
A ρ- j—|· Un poinl de celle circonférence sera représenté par 

p wi = Y0+ AeBi O+c_xi, 

d'où l'on déduil 

ο | λ — ρ Cw/| = | ρ c — Λ c* | > ρ — Λ, 

et aucun poinl intérieur a celle circonférence n'est singulier pour 
*
 w

 / /"(v) /"(s). Il en résulte que iY , a, pour η = χ, une limite supé-

rieure au plus égale à 10 -l· e~*' | = ^ | ·el celle de \ | 9„( ζ) | 

est au plus égale à -· Pourvu (juc η soit assez grand, 011 a donc, 

quoi que soit oc, 

|Qn (0 0+ e-xi) | < I A-i); 

et 

|An h| Oh (n+h)! n!h! < 1 N Qn (0Y 0+e ein)| + Z k=1 nk (n+h+kN)! n!(h+kNmd) 
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le premier lerme est plus petit que ( γίτ;) '
 sccont

^
 est auss

* petit 
que Ton voudra et tend vers ο lorsque Ν augmente indéfiniment. Il 

en résulte que | (>sl
 P^

us
 P

ct
'

1
 <l

uc
 \ — î '

 cl a
' P

0,,r 

η = χ, une limite supérieure au plus égale à ce qui conduit à la 
réciproque du théorème fondamental : 

Sif(z) ri a aucun point singulier vérifiant Vinégalité 

| w | — 01 λ — r | < Λ, 

où A et 0 sont positifs, et si, lorsque OJi, le point ζ = x est un 
pôle ou un point ordinaire, fa limite supérieure, pour η = χ, de 

n |A n v (n+v)! n!v!()v 

est au plus égale à ^*· 

β. ^ représentant toujours la limite supérieure, supposée finie, de 

Δ" |(lv, pour // = x, si 0^ 1, il ν a au inoins un point sin-

gulier sur la courbe limite 

| 3 ! — 01 λ — r | = Λ ; 

autrement, quel que soit a, il n'y aurait aucun point singulier, non 
seulement à l'intérieur, mais sur la circonférence de centre 

).0 
v — 0 4_ e-*t 

et de rayon 
\ 

j 0 -h <?-«' | ■ 

On pourrait alors trouver une quantité positive /·, telle qu'il n'y ail 
aucun point singulier intérieur à chacun des cercles de centre ζ et de 
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rayon 

A |0+e-xi| + P > A+r |0-1| |0+e-xi| 

il n'y aurait donc aucun point singulier vérifiant l'inégalité 

| s | — 01X — js | < A -t- /· 10 — 11 

et la limite supérieure de y/| Δ" | ~r~r~ ' P
our n = x

> serait au 
plus égale à 

I A + r|O-I| < I A; 

De même, lorsque 0 = ι, si ζ = χ est un pôle ou un point ordinaire, 
il y a au moins un point singulier sur la courbe limite 

| -1 __ 0 |λ — r | = A. 

On peut, en effet, trouver une quantité positive 11, telle qu'il n'y 
ait aucun point singulier dont le module soit supérieur à 11, sauf le 
pôle ζ = x>. Si aucun point de la branche d'hyperbole 

|^| — 0|A — w| = A 

n'était singulier, on pourrait trouver une quantité /'telle qu'il n'y ait 

aucun point singulier à l'intérieur de chaque cercle de centre —j—τα, 

et de rayon A |I+e_xi + r= A+ wrcose_2 |I+e-xi| où_r<x<ty. Considérons 

une circonférence de centre Y I+e_xi et de rayon A' |I+e_xi| où A' > A. 

KUe est tangente à la branche d'hyperbole | z \ — | A — r | = A', et le 
point de contact, peWi, est déterminé par les relations 

|pewi _Y| = p -'; pewi _ Y= A'eBi _ pew_die 

d'où l'on déduit 

3 = ω — α, Iλ I = I ρe*'·+- ρ — A'|, 

4cos2 a_x= l2_A'c p(p-A') 
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Si 4 cos2 x 2 < l2-A'2 B(B-A'), on a 

P>B, 

**t Ic point dc contact ne peut pas être singulier. 

SÎ4cos1si.!'ir-V)'oria 

2rcos exi> r l2 _ A'2 B(B_A'), 

et aucun de ces points de contact ne sera singulier, si A' est choisi dc 
façon (juc 

^ 'VB(B — A ) > ^ > A' 

Si A' est la plus petite racine positive de l'équation 

(Λ' - À)a(A' — B)B = /*a(A'2 - P), 

racine qui est comprise entre A et /, il n'y a aucun point singulier tel 
(J1IC 

|e| _ |Y_z| < A' 

el la limite supérieure de \^\ Δ" | ^ '
 scr{

dt
 au

 plus égale à qui 

est plus petit (juc -^· 

luette démonstration suppose A < /, pour que /> A' > A. Mais si 
A = /, le point ζ = 4- H est singulier et se trouve sur la courbe limite, 
qui se réduit à w = o. 

On peut dire que, dans tous les cas, pourvu que A >o, il y a un 
point singulier sur la courbe limite |-| — 01λ — τ| = Α; mais, si 
0 - ι, ce point peut être ζ — ao, qui alors n'est pas un pôle. 

7. λ étant supposé fixe, à chaque valeur de 0 correspond une valeur 

de A, qui devient nulle lorsque ^ = oo. Si 0 augmente, A ne croit 

Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. Ill, 1898. (\'± 
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jamais. Si Λ > ο il n'y a aucun point singulier, tel que 

1^1 — 0|λ — - |<A. 

Si ζ est un point singulier, on aura 

Λ = ο 

pour toute valeur de 0 J
 z ' De môme, si ζ = χ n'est pas un pole 

ou un point ordinaire, lorsque 0 > ι, on a 

A = o. 

Si - = λ est le seul point singulier de /(-), ce qui suppose | A | = 11, 
ζ = oc pouvant être un pôle, on aura 

A = R, 

quel que soit 0. Mais, s'il y a au moins un point singulier autre que 

ζ = λ, il existera line valeur de 0 au delà de laquelle A = o. Soil 0 
cette valeur telle que A > o lorsque 0 < 0', cl Λ = o lorsque 0 > 0'. 
Il ne peut y avoir aucun point singulier tel que 

|s | — 0'|λ — s | <o, 

car autrement, à la valeur 0 = j—-; <! 0' correspondrait Λ = o. Si 

0'> ι, ζ = χ est lin point ordinaire ou un pôle. 
Il y a au moins un point singulier tel que 

μ| = 0'|Λ-ί|. 

En effet, si O J ι et si aucun de ces points η était singulier, on pour-
rait trouver une quantité r telle qu'il n'y ait aucun point singulier 

λ0' 
intérieur aux cercles de centre ζ = Q e

_
a
, et de rayon r. Si 0 — 0' est 

assez petit, il n'y aura aucun point singulier intérieur aux cercles de 
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< vnl™ î= (ÏT^57 et do rayon ;·- | suppose 

positif, car ces cercles sont intérieurs aux précédents. Quel que soit a, 
ce rayon est au moins égal à 

Iο + e~"| (rlQ-'l-|xyrr|); 

il n'y aura donc aucun point singulier, tel que 

|*|~β|λ-ΐ|<Γ|0-ι|-|λ^|, 

pourvu que 
;·|0-ι||0'-ι|>|λ||θ-0'|, 

ce qui a lieu si r(0' — ι) < /, 

0' < 0 < lO' _ r(0' _l l_r (0' _1), 

cl l'on pourrait trouver une valeur 0 > 0', telle que 

A > o. 

Si 0 = i, le point ζ = x peut être considéré comme situé sur la 
droite \z | = |λ — ζ |. Si ζ = χ est un pôle, et si aucun point de cette 
droite n'est singulier, on pourra trouver deux quantités Β et /·, telles 
qu'il n'y ait aucun point singulier vérifiant l'une des inégalités 

ρ 2 pcos(a> — γ) où λ = M'. 

Si l'on prend 

I < 0 < B B2 _2rl et A= B_0 B2 _2rl >o; 

il n'y a aucun point singulier tel que 

\z\ — 0|λ — w | A j 



332 EUGÈNE FADnV. 

car, si | ζ | < B, on en déduit 

2pcos(w_y) < l2 +B2(B-A)2 l = l+2r. 

On aurait donc 
Λ > o, 

pour une valeur 0 > ι. 
Il y a donc, dans tous les cas, au moins un point singulier sur la 

courbe limite |j| = 0'|X — s|. Mais, si 0 = ι, ce point peut être 
w — OC· 

8. Tant que 0< ι, A varie d'une façon continue avec 0. Soient, en 
cflet, deux valeurs 0

2
>0

n
 auxquelles correspondent A, et Λ,, 

A, J A
2
 > o. Les deux courbes c, cl c.. 

I * | 0, | λ ~ ζ | — A j j | s | — 0
a
 j Λ — ζ j — A

2
, 

se coupent toujours en deux points réels, symétriques par rapport au 
rayon qui passe par le point Λ, qui ne peuvent être intérieurs à la cir-
conférence de convergence; car autrement celle de ces courbes qui 
coupe la circonférence de convergence le plus prés du point ν = — ι 
ne contiendrait aucun point singulier. On a, pour ces points com-
muns. 

p1 = A1U2_ A201 02-01 

cl il faut 
p. ï U. 

Si 0, < ι, le module ρ d'un point de la première courbe augmente 

jusqu'à la valeur cl il faut p,^ · On en déduit les deux 

conditions 

(
η_Α,)^<Λ,-Λ

2
ί(Λ, + /)!^. 

Si 0, > ι, on obtient de même la condition 

o1 <= lo1 A,O1 _i 
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et 

(Il - A,)^ < A, - A,<(ί - A,)
9
^· 

Donc, si 0, J i, A, — Aa
 tend vers zéro avec 0, — 0,, cl A varie d'une 

façon continue. 
Soit ζ = pc** un point de la courbe c,, on a 

ρ — 0, |λ — = A, et ρ-0,|λ-3| = ΑΛ~^Ι'-<'>. 

qui diminue quand ρ augmente. Donc sur la courbe c, il n'y a aucun 
point singulier tel que ρ > ρ, et il y en a au moins un tel que ρ2ρι· 

De même, sur la courbe c
a
, il n'y a aucun point singulier tel que 

Ρ <! Ρ ι» il y en a au moins un tel que pîp
t

. 
Soit une nouvelle valeur 03 > 0

a
, pour laquelle on a 

A3><>, 
el soil 

p2= A202 -A2O01 O0_O2 

Sur la courbe c
a
 il n'y a aucun point singulier tel que ρ > p

a
; ou a 

donc 
pi ί pa» 

d'où l'on déduit 

Fi —Aî<r?> —A, 
0» = 0

3
 ' 

ο, A, I 
0a

 A
a

 ι 
03

 A, ι 
io. 

Si pi = pa» l'un des deux points communs aux trois courbes est sin-
gulier, et la courbe c

a
 ne contient pas d'autres points singuliers que 

ces deux points symétriques, définis par les équations 

p=p |Y-z| = A1 - A2 O2 _O2; 

La circonférence de convergence peut remplacer la première des 
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courbes c, et si 
AiQf— A

>
0

I
 |j 

Ρ·— o,—e, — 

Tun des deux points Rc(Y*Q)< est singulier, û étant donné par la rela-
tion 

4lR sin2 Q 2 = (R_A1) 02 _ (l-R)22: 

θ ayant une valeur donnée, s'il y a un point singulier tel que 

|*|-0|λ —s|<o, 
on aura 

A = o. 

Si non, A sera égal à la plus petite des valeurs de | ζ \ — 01 λ — ζ |, 
où ζ est l'un quelconque des points singuliers de f(z). 11 ne peut y 
avoir d'exception à cette règle que pour 0 = ι, si ζ = χ est un point 
singulier; dans ce cas, l'hyperbole |s| — |λ — ί| = Λ passe par 
ζ = χ quel que soit A, et cela n'indique rien sur la valeur de A. 

9. Pour simplifier la discussion, supposons λ réel, ce qui revient à 
changer de variable de façon à augmenter ω de γ. 

Si ζ = — R est un point singulier, pourvu que ρ J R et 0 < ι, ou a 

ρ — θ | / — pcw/ | ί ρ — 0(/ -+- p)>R — 0(/ -f- R), 
alors 

A = R — 0(/ -b R), 

H,si0>
r

5
1

, 
A — o. 

Dans ce cas, toutes les courbes c sont intérieures à la circonférence 
de convergence. 

ζ étant un point singulier quelconque de/(-), posons 

| ζ | = ρ, I ί — ζ | = Μ. 

Soit s
e
=Re±w·1 le point singulier de la circonférence de couver-
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pence le plus rapproché de ζ = — R, que nous supposons non singu-
lier. Posons, pour plus de symétrie dans les formules, 

Il — p
0

, \l v
ft

| — \I
0

. 

Si tous les points singuliers sont tels que pourvu que 

0 <£, on a Mo 
? — OMÏp, — 0M„; 

car si M > M
0
, on a 

p_OM (po Mo _) > po _ OMo; 

si M 5 M#, comme p J p0, on a encore 

p-OM>p.-OM.. 
Il en résulte que 

A = f„ —0VI„, 

.4,«0>£. 
A = o. 

S'il y a des points singuliers tels que ^ supposons d'abord 

qu'ils soient tous isolés, et représentons-les par des points de coordon-
nées ρ, M, par rapport à deux axes rectangulaires. Considérons une 
droite issue du point ρ

0
Μ„ parallèle à l'axe des M dans le sens positif, 

et faisons-la tourner autour de ce point, vers l'axe des p, jusqu'à ce 
qu'elle rencontre un point singulier ρ, M,. Si plusieurs points sont sur 
cette première droite, on choisira la plus grande valeur de p,. On fera 
ensuite tourner cette droite autour du point p,M, jusqu'à ce qu'elle 

passe par un autre point singulier paMa, et ainsi de suite tant que ^ va 
en croissant. On forme ainsi un polygone convexe de sommets 

pl»^0> pl^M ···> 
tels que 

Mo po < M1 p1 .. < Mk1 pk, po < p1..pk, Mo < M1 < ..Mk; 
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Si p
v
_,Mv«, et p

v
\l

v
 sont deux sommets consécutifs, ρ M un point 

singulier quelconque, on a 

pv Mv ι 

pv—ι M
v
_| ι 

ρ M ι 

·> M < \h 
- ' Ρ ~ H 

Soit 

O1 = p1= po M1_Mo, 02= p2-p1 M1-M2; ..; Ok =pk pkl -1 Mk ; On+1 pk Mk 

on a 
o<0

4
<0,<...<0*<0ft+<. 

Soit 
0v<0<0

v+l
. 

Si, par le point p
v
M

v
, on mène une droite parallèle à la direction 

ρ = MO, tous les points singuliers (ρ, M) sont situés du même côté «le 
cette droite, celui de ρ = 4- χ, et l'on a 

ρ — M0>p
v
 — M

v
0. 

Donc, si ο < OJ 0
n

 on a 

A = p
tt

— M„0; 
en général, si û

v
< 0 < 0

V
^,, 

Λ = p
v

— M
v
0, 

et, siO^OÂ+), 
À = o. 

Si les points singuliers de/(-) ne sont pas tous isolés, le polygone 
convexe que nous avons forme sera remplacé, en totalité ou en partie, 
par une courbe convexe, lieu d'une suite de points (ρ, M). A un 

point de cette courbe correspond la valeur 0 = pour laquelle 
A = ρ —MO. 

Si 0a_h > ι, A varie d'une façon continue, même pour les valeurs 
voisines de 0 = ι. 11 en est de même si 0A+, = ι, pA étant fini, car alors, 
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si 0 tend vers 1, A tend vers zéro, et A = ο lorsque 1. Mais, si tous 

les points singuliers sont tels que ^ > ι, ζ =x étant singulier, le der-

nier côté du polygone sera une droite passant par le point (ρ*_,,ΜΑ_,) 
et parallèle k la direction ρ = M. Alors, si 0*_, < 0 < 1, 

Asp^-OMn, 

lorsque 0 tend vers 1, A tend vers p*_
4
 — Μ*_, > ο ; si 0 > 1, 

A = o; 

et pour 0 = i, A peut avoir Tune quelconque des valeurs comprises 
entre zéro et p*_, — M*_,. Il en est de môme si le polygone devient 
une courbe convexe asymptote à la droite ρ — M = A'> o, car A tend 
vers A' lorsque 0 tend vers 1. Si A' = ο, A reste continu pour 0 = 1. 

Inversement, si Ton connaît la valeur A qui correspond k chaque 
valeur 0, on aura une série de courbes c, 

ρ — 0M = A. 

Deux courbes infiniment voisines se coupent en deux points symé-
triques déterminés par les valeurs 

M= -dA dO; p=A _OdA dw; 

L'un de ces deux points est singulier. Ces points peuvent former une 
suite continue, ou une série de points isolés. Dans ce dernier cas, on 
réunira deux points consécutifs par la courbe ρ — 0M = A qui passe 
par ces points. La dernière courbe ainsi obtenue sera ρ = 0'M. On 
obtient ainsi une courbe, ou une suite de courbes, qui limite une 
région du plan dans laquelle la fonction ne peut avoir aucun poinl 
singulier. 

10. Cherchons, en particulier, les points singuliers de la circon-
férence de convergence. On a vu que R ~ A ne décroît jamais, quand 0 
croît. Supposons que 0 tende vers zéro. 

Journ. de Math. (5* *éne), tome IV. — Fasc. III, 1898. 43 
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Si, pour deux valeurs 0, et 0a, 

Π - Λ, _ Π -A, 
θ, - - ο, ' 

It — A —^— reste constant entre ο et 03, cl l'un des deux points tels que 

| s | = H, ] λ — ζ I = —est singulier. 
Soit λ = If*', 

4Rlsin2Q/2 = (R_A1)2 O1_(l-R)2; 

il n'y a aucun point singulier sur la circonférence de eon\crgencr 
entre les points d'argument γ-t-Ω et nr. ■+■ γ — Ω. Il n'y a même 
aucun point singulier intérieur à la courbe | ζ | — 0

a
 j λ — ζ | = A

u
. Au 

point où cette courbe coupe la circonférence do eon vergence, l'angle V 
des deux tangentes est donné parla relation 

tangV= dp pdw = o2lsinu sdw |l_Rewr| + O2 (l+lcos _R): 

si Ω > ο, Y > ο. 
Si H — /, on a 

0 cos — 
tang Y = - el Y>o, 

ι — 0 si ri -

pourvu que 0 > o. 
Si H — / J ο et Ω = ο, on a 

A= R-o| R-l| et O< R|R-l| 

la courbe |s| —Θ|λ — r| = A est tangente à la circonférence de 
convergence au point j = R/A'. Son rayon de courbure en cepoini 
est 

ΙΛ | li — /1 
r — | H — /1 —· O it ' 

Si —ΤΓ~''
 une c

'
rcon

^
rcncc tangente à la circonférence de 



sut LUS POINTS SINGULIERS d'L'NE SÉRIE DE TAYLOR. 3?9 

convergence au point Κ*?γ/ aura les parties voisines de ce point com-
prises entre la courbe et la circonférence de convergence, pourvu cpie 
son rayon soit plus polit que r. Cela a même lieu pour toute celle 
circonférence si son rayon est assez petit. 

Lorsque 0 tend vers zéro, si ne reste jamais constant, cette 

quantité décroît constamment et a line limite L. On a alors 

/|R/siii'® = L'-(/-R)». 

L'un des points Rc'**0-1' est singulier et n'est pas isolé; il y a des 
points singuliers infiniment voisins entre la circonférence et toute 
droite, non tangente, issue de ce point, du côté du point lleT'. 

Si L = I/ — Kl, on a 
Ω — o, 

II·*1 est le seul point singulier de la circonférence de convergence. 
Κ — Λ Si —υ— no devient égal à L qu'à la limite, ce point singulier n'est 

pas isolé. Si l = II, il y a des points singuliers infiniment voisins 
entre la circonférence de convergence et deux droites symétriques non 
tangentes issues de ce point. Si /< II, il y a inêine des points singuliers 
infiniment voisins entre la circonférence de convergence et toute cir-
conférence de rayon plus grand, tangente en ce point singulier. 

Réciproquement, pour exprimer que la circonférence de conver-
gence ne contient aucun point singulier entre ceux d'argument α et 
α -h β, l'un de ces deux points étant singulier, on choisira 

Y=le (x+B/2 _r)i: 

il est alors nécessaire et suffisant que — ait, pour 0 = o, une limite 
égale à 

(/_R)=
 +

 4R/cos'|· 

Pour que la circonférence de convergence ne contienne que le point 
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singulier RcT', il faut et il suffit que —-q— aitpourlimitc|/ - R|,pour 

0 = o, lorsque λ = / Λ On a môme 

R_A ___o = |l-R|, 

pourvu que 0 soit assez petit, sans être nul, lorsque ce point singulier 
est isolé dans une région comprise entre la circonférence de conver-
gence et une circonférence tangente, si /JR. Si /= II, 11 — Λ de-
vient égal à zéro, sans que 0 soit nul, pourvu que HeY' soil un point 
singulier isolé entre la circonférence de convergence et deux directions 
non tangentes. 

11. Pour montrer comment on peut appliquer ces résultats, consi-
dérons le cas où an est une fonction rationnelle de /«. 

Soit la série 

E zn n+a n=B 
ο 

α pouvant être réel ou imaginaire. 
Le terme z~" étant supprime dans le cas où α esl entier négatif. 

On a, en prenant λ = ι : 

An1 = -1 (n_a)(,+a+1):; 

A2"= An+1= 2 (n+a) (n+a+1) (n+a2) 

et, en général, 

Any = (-1)y v! (n+a)(n+a+1) ..(n+a+v): 

Si | α | = α, 

|Anv |n+v)! n!v! ov < n! (n_x) (n+1)(n+1_x)..(n+v+x)()v; (n+1): 

Si Ο < ι et η > pmjp cette expression diminue quand ν augmente ; 
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on a donc 
A = 1. 

Si la partie réelle de a est positive, 

6n+1 n+v+a| <I, 

ΐ Λ" | *'*
t
T

v
V' diminue quand ν augmente, et A = 1 pour 0 = 1. 

Si la partie réelle de a est négative, 

|n+v n+v+a| > I, 

pourvu que η dépasse un nombre déterminé fixe, | Δ? | ^ /f \ * ' aug-

mente indéfiniment avec ν et A = ο pour ft = 1. 
De même, si 0 > 1, A = o, quel que soit a. 
La fonction ne peut avoir aucun point singulier en dehors de la 

partie positive de Taxe OX; car si ζ = pewi est singulier, lorsque 

■ > ® > (τΞτί 'ona 

A ρ —- ft I 1 — -1 < ι. 

r = ι est le seul point singulier de la circonférence de convergence, 
c = oc est aussi singulier; autrement on pourrait trouver une valeur 
ft > 1 pour laquelle A ne serait pas nul. 

Il est du reste facile de vérifier que ces deux points singuliers sont 
les seuls de la fonction, car elle vérifie l'équation différentielle 

zdv dz + ay = 1 I_z; 

Soit la série 

zn (n+a)p; 

où ρ est entier. En formant les différences successives, on a 

n= (_I v'iv)v! i 
v (rt + a)(rt-ffl + i)...(n + « + v)^ η,.λ,. ' 
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οίι n
n

 n.
iy
 ..., ri^y représentent ρ — ι des ν 4-1 quantités ri + ct, 

/z + fl + i, ..., η ■+· a 4- ν, et Σ la somme de toutes ces expressions, 
deux ou plusieurs de ces quantités nn n.„ ... pouvant être égales dans 
1111 même terme, α étant le module de a, on a 

|An y ! (n+v) n! v! ()v (n+v)ov n!(n-x)..(n_x+v)v! (p_i! (p_1) ! (n_x) p_1 (p+v _1)! 

Si 0 < î et ν > "ZfJ- ~+-
£

> cette expression diminue quand ν aug-

mente, pourvu que η soit assez grand. Il en résulte que Λ — ι. 
Si 0 > ι, en posant a = ac^, on a 

ι η ;A +· %C -l·' 
η -h a -h μ (ft -+- μ )sH- «a4- 2*(n μ) cosp' 

dont l'argument w < x n+% _x, car tang w= n+µ+xcosB _sinB. Chacun 

des termes ■ ' ---— a donc un argument plus petit en valeur abso-

me que x(p_1) n_x et un module plus grand que 1 (v+n+x)n ; il en ré_ 

suite que -
 /#

 ' a un module [dus grand que 

(p+v_1)! v! (p-1)! (1+n +x)p_1 cosx(p_1) n-x! 

et 
«(/>—i) 

I y, , (» + '')I Λν (/* + *)! °v (/> ·+- ν -r ): η » ι 
! v' /i I ν ! «!(/ί + α)...(// + » + ν) v!(/>— i)î (v + «-1-*)/' 1 ' 

expression qui augmente indéfiniment avec v. Donc A = ο. Il en r«'·-
suite que la fonction n'a aucun point singulier en dehors de l'axe < >\, 
cl que les deux points s = ι et χ sont singuliers. 

Si a,, est une fraction rationnelle de n
y que l'on décompose en frac-

tions simples, A? est la somme des dilïérciiccs de ces fractions; il en 
résulte que A = ι lorsque 0 < ι, cl qu'il n'y a aucun point singulier 
en dehors de la partie positive de 0\; ζ = ι est singulier. 

Cet exemple permet d'expliquer pourquoi le calcul des différences 
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iTindiquc rien sur la nature des points situés sur OX entre les deux 
m 

points singuliers z=1 et +q; La fontion E n+a vérifie l'équation 
0 

différentielle 
dy 1 

Ziï + ay=T—:' 

dont la solution générale est 

y= E zn n+a + Cz_u 

Si s peut varier arbitrairement, lorsqu'on aura fait le tour du point 
5 ==■+■ 1, la fonction change de nature, le terme cz~a s'ajoutent à la 
série, et ζ — ο devient un point singulier. Les résultats que nous avons 
obtenus ne s'appliquent donc à la fonction qu'à condition de consi-
dérer l'axe OX, entre -h 1 et -h oc, comme une coupure. Si non, la 
fonction ne serait même pas développable en série. 

Par exemple, si a — l-> on a 

E n=o zn n+1/2 = 1 L 1+ce 1-z,: 

où, pour 3 = 0, 
L1 = ο ; 

lorsque la variable s fait le tour du point ζ = ι dans le sens positif, 

la fonction est augmentée de —2—- et ζ = ο devient un point singu-

lier. 

12 Pour chercher la limite supérieure de nous 

avons supposé que ν prenait toutes les valeurs positives pour chaque 

valeur de n. Cela peut être évité lorsque 0 < Dans ce cas, en 
effet, si η est assez grand, on a 

!·*";< (π + ε) [
ι +

 τ\
 + ι

*) 
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et 

|A n y | (n_v)! n!v! ()v < (I R + e) (n+v)! n!v! () (1+l/R+lE)e 

expression qui augmente avec v, tant que 4- ^ -+- h 
)> '' 

puis elle diminue. 
Kn remarquant que est un des termes du développe-

ment de (n -h v)""v, on a 

(n+v)! n!< (n+v)n+v nnvv 

Si Ton ne donne à ν que des valeurs telles que 

1 n <= o r R+l R_o (R+l): 

n+v vo (I+ lR ) reste supérieur à I; et l'on a 

|Anu |n+v)! n!v! o! < 1 R+e )n (I+k)n [i+k k o(1+lR +le)|kn: 

et la limite supérieure, pour n=x, de yj\ Jkjfl ν ^ Av/, 
sera au plus égale à 

l+k R (I+k R() R+l k)k, 

De même, si ^ J/r > 0 ^ ^ » on peut supposer ε assez petit 

pour que θ (ι ·+■ ^ -+■ ItJ reste plus petit que ι. On a alors 

K|
<^iV<(.

 +
 ,)■(,

+kr

 [i+i
e

(,
 +

<
 + /ε)

ρ, 

et si ν ne prend que des valeurs telles que v^/γλ, la limite supérieure 
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de y/|Δ?| ^
η

"τ
ν
γ

 !
· θ

ν
 sera au plus égale à 

l+k R (i+k R() R+l k )k, 

Posons 

(1+k R)1+k (R+l k)k =1/A': 

ou 
n-0|/-H|>A'-U-0(/4-U). 

L'expression (n-AQL-L—· 4- /rLO·!—^ a pour dérivée par rap-

port à k 

Lo'+Rk +l rk; 

«jui est positif lorsque h < j^-—^^7^· 

Quand k croît de zéro à cette valeur, ^ pp ^ croît de 

Π il
 |{ — 0('lt -4- /) ' ^ continue à croître, elle décroît et tend vers zéro 

pour A = x. Elle prend donc la valeur ^7 pour deux valeurs k' et A", 

l'une inférieure, l'autre supérieure à 0 jpr^jppTj" Lorsque ν ne 

prend que des valeurs non comprises entre k'n et k"n, γ/| AJ | ■ eint. e#}[|#ç 

a une limite supérieure au plus égale à ^7· Donc si, lorsque ν reste 

compris entre k'n et k"n, on trouve une limite supérieure égale à ^7» 

ou plus grande, elle restera la même quel que soit v, 

En particulier, l'équation (pp) (®"T")
 =

 H 01'/~ ÎT|
 rt 

deux racines positives k' et A"; dans tous les cas, pourvu que 6 < ]pr/' 
il suffit, pour calculer Λ, de donner à ν des valeurs comprises entre 
k'n et k"η. Il faut seulement remarquer que, si l'on trouvait ainsi une 

Jeurn. de Math. (5· série), tome IV. — Fuse. Ill, jfyS. 44 
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valeur plus grande que R — 01 / — R |, on devrait prendre 

A = R-0|/-R| 

lorsque ν est arbitraire, car A ne peut pas dépasser celte valeur. 
Si / = R, cette équation devient 

(| + AΤ*(τ)'=«. 

λ' = ο et k" ne dépend que de 0 et croît avec 0. 11 suffit alors de faire 

varier ν entre ο et kn, en prenant 05- j, valeur qui est plus 
2(1 4- A), + ï 

pronde que
 τι(

^η
Γ)

· 

15. Nous allons appliquer les théories précédentes à un cas assez 
général où la série n'a qu'un point singulier sur la circonférence de 
convergence. 

Supposons le rayon de convergence égal à i. aura pour 

limite supérieure zéro, pour η = x. Supposons, en outre, que tt„ soil 
une fonction analytique F (Λ), n'ayant aucun point singulier, autre 
que η = », dans un espace limité par deux droites symétriques issues 
de O, qui forment avec OX des angles aigus, et extérieur à une cir-
conférence de rayon fini. C'est-à-dire que le point tt = pr"u ne sera 
jamais singulier pour F (η) si ρ > R et | ω|<α, où sin α = /·< ι, / el 
R étant fixes. Enfin, la fonction F est supposée telle quedl 

? 
ait pour limite supérieure zéro, pour ρ = oc, ω prenant toutes les 
valeurs comprises entre — α et 4- a. 

Pourvu que η soit assez grand, et que^</·, a
n
^

y
 pourra se déve-

lopper sous la forme 

tf/ι+ν— A
0

-f- A, - -H. . .4- Ak
 4-..., 

où les coefficients A ne dépendent que de n. Représentons par Dj ce 
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(|uc devient quand on y remplace αΛ+ν
 par v*, en supposant λ = 1, 

Dj = W- j(h - 1 )k+H'\~x\h -2 y-...+ (— ι)
4
-' \ i\ 

d ou l'on déduit 
dî = /*(DÎ- + D::!), 

Ό^ = ο si Λ > 1, D^/^DJ+D^^o si Λ > 2, 

el, en général, 

Dj = o si h > A, DJ = /IDJ:; = A! 

Knlin, en laissant /r — h fixe, on obtient la relation 

dj = Λ ! [1 +■ K**' + ±
t
 D;-'- + D^-+...+ D;-] 

el 
> ο siA>/*. 

Soit M le maximum du module de F(n -+- nreω/), où ω est arbi-
traire. Dans le développement de α

Λ+ν
, on a 

| A
A

 | r* < M. 

Si h < /'n, on peut remplacer a„
+v

 par son développement dans Δ/ί, 
el Ton a 

Ank= A Dny + Ah+1 h+1 Dh-ok+...; 

|Anr| < M ek=h I (nr)k Dk n=M (hnr)k _çhi=h_i (h-i)nrk= +..+,; jhdoçk 

-Μ Γ '< h Α-ι Λ(Α-ι) h-ι ,yt-iÎ_J 1 
nr _ h i nr_h+1 1.2 nr-h+2 nr_1 
= M -

(«/· — Ι ) (ΛΓ — a)... (Λ/· — Λ) 

Prenons θ 5 ,· Pour calculer A, il suffit de donner à ν des 
2( ι + r) * '' 
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valeurs comprises entre ο et rn — ι, et 

|Anv | (n+v)! n!v! Ov<Mo (n+1) (n+2 )..(n+v) (nr-1) (nr-2) ..(nrv):: 

/· — fj « 
expression qui diminue, si ν augmente, lorsque ν < Λγ-^φ» Ρ1"8 au£-
mente avec ν ; et qui sera maximum pour ν = ο, ou lorsque 

nv — i^v^/ir — 2. 

Dans ce dernier cas, on a 

|Any |(n+v)! n!v! Ov<= Mo (n_v)! n!v! < Mo(n+v) n+1 nn vvù 

< Μ(ι
+ r

Y (b" *,
n

^j
 t

 2

y~' < M(i -t- >·)' Γ
 a

.j "
r J

<
V|

. 

pourvu que η soit assez grand. 

Comme ^L|F(pew)| a pour limite supérieure ο, a aussi pour 

limite supérieure o, pour η = χ, et A = 1. La série Σζ"F(n ) n'a donc 
aucun point singulier, tel que 

|z| -O |1-z| < i; o= r z(1+r)e+1/2: 

et ζ = -+- 1 est le seul point singulier de la circonférence de conver-
gence. 

14. Ces conditions sont remplies si a
n
 est une fonction algébrique 

continue ; c'est-à-dire si, à partir d'un rang fini, il existe entre η et a
u 

une relation algébrique entière, a
n
 représentant toujours la même 

branche de cette fonction où η croît d'une façon continue par des 
valeurs réelles. 

Considérons encore la série 

«0 

E n=1 zn en(n-1+cos(ln)z: où ο<α<ι, 
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(Ln)a représentant la valeur réelle et positive. α

Λ
 est une fonction 

de η qui n'a que les points singuliers ο, 1, 00. Si η = ^ 

est la partie réelle de 

Λ*'[— 1 -h cos(Lp -h ιω)β], 
ou de 

cosa>[— 1 -h cos(Lρ)*] — 2&*1sinp ίω^*—sin^L? + (M . 

Lorsque ρ devient infini, ω restant fini, 

(Lp+iw)é_(Mpl=)= (1+iw Lp )e (I Lp) e-1: 

tend vers zéro. 
n u 4 λ » · (Lp + i«)*-h(Lp)« Il en resuite que son sinus tend vers ο et sin —[ £ i—Li. 

reste fini. La limite supérieure de-L|F(pew,)| pour ρ = oc est donc 

la même que celle de COSG>[— I -+- cos(Lp)*]<o si |ω| < y 

La série précédente n'a donc que le point singulier ζ = ι sur la cir-
conférence de convergence. Soit une suite de termes tels que 

e(ekr+g)1/2 =n <c(lneo+2ir):! 

ε étant fixe et k augmentant indéfiniment. Pour ces termes, on a 

L^ I — — ι cos(Ln)"< — 1 -+- cose. 

La série qui ne contiendrait que ces termes, les autres étant nuls, 
aurait un rayon de convergence égal à 

e-cosi >I:; 

Si l'on supprime tous ces termes, en ne conservant que ceux tels 
que 

e(2knr-en< n < e(ekr+g)rj/2 
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on ne change pas les points singuliers de la circonférence de rayon ι. 
Si η et ri sont deux termes de deux groupes consécutifs, on a 

n' n > enr2+2ri-dn+21pô,d< e2_çàd> e2ri +z -21 

qui augmente indéfiniment avec k. 
Quand on forme À", pour calculer A, il suffit de prendre ν <«/*, 

si θ est assez petit; et les termes de deux groupes différents n'entre-
ront jamais dans la même différence. Si l'on supprime un nombre 
quelconque de ces groupes de termes, on a donc encore une série qui 
n'a que le point singulier s = ι sur la circonférence de rayon ι. Dans 
cette série, a„ = o, sauf pour des suites de termes consécutifs tels que 

2kr. — ε < (L/i)4< 2kt: h- ε, 

ou k prend une suite de valeurs entières, en nombre infini. 
On arrive au même résultat en partant de la série plus générale 

«e 

2 snF(n)c"i~l^uitLn"1 , 
n=i 

où F(/i) remplit les conditions posées au n° 15, et peut être une fonc-
tion rationnelle ou algébrique. 

15. Ce dernier résultat peut être présenté sous une forme un peu 
générale. Soit la série 

Σa
n

b
n

z 
Soit 

D" — — - λ' α
Λ4ν

., ι y α„, 

cl" — λ"νΰη+ν~ - λ"ν 1 /w. ι y bn, 
et 

Δν — λ ^η+ν^η-ι-ν | Α ΛΛ+.ν—ι 4 Η- · · « ~f~ ( l) 

où λ = λ'λ", λ' cl λ" pouvant être arbitraires. En remplaçant les b en 
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l'onction de leurs differences, on a 

Any = YnD0n+1dny + v I +Y (+yp) D1 -1 dnt-v 
^ ̂ )Vv.aD;+v-^+ (. -+- DX;. 

Si y/1 D? 1 ̂ T
v
? ^

 4 a
 P

our lîniitc supérieure ^7» pour η = χ, 

étant celle de y^j \d"\ —■ 0"% pourvu que η soit assez grand, on 

aura 

|D,ny| < n!v! (n+v!) (1/2) v -I A'-s)n ; dunv < n!v;: (n)l() (jonvod)n 

cl 
V 

l<l<2iiT(^ixTID;-WI 
μ=ο 

< n: (n+v)! (A')n(A"-zn)ni(1o1) Ezon|Y' O' o"(A'-c) 

Si ι λ j 0 < A'Q", et si ε est assez petit, on aura 

|Any |(n+v)! n!v! ov< I (A' A"- [1+{Y'ondin O'no=! 

|Aa y| (n+v)! n!v! y/O a alors une limite supérieure au plus égale à 

cle sorte que A> A' A" pour 0 = 0'. 
Supposons | λ' | et | λ" | égaux aux rayons de convergence H', R" des 

deux séries Zanzn, Lbazn. Si la seconde série n'a, sur sa circonférence 
de convergence, qu'un point singulier s = λ", supposé isolé, on aura 

A" = R", 

pourvu que Θ" soit assez petit. Si ζ = — λ' n'est pas un point singulier 
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de la première série, on a 

A'> R'(i — aO), 

pourvu que 0' soit assez petit. On peut supposer 0"> | _ ^ et 0 = 0'; 

alors A> A'A"> R'R"(i — 20#), et le point ζ = — λ'λ" n'est pas un 
point singulier pour la série Za

n
b
n
zn. 

On a toujours R> R'R", et s'il y a des valeurs de η telles que '{/\a
n

\ 

et y | b
n

 | tendent en même temps vers et R = R'R". Si la série 

Σά
α

ζ* n'a que le point singulier ζ = ι sur la circonférence de conver-
gence de rayon R" = i, un point ζ = R V" non singulier pour la série 
Σα„ζη ne peut pas être singulier \mirXa

a
b

n
zn. Mais un point singulier 

de là première série peut n'être pas singulier pour la seconde. Si les 

deux séries ^b
n
zn et ̂ n'ont que le point singulier ζ = ι sur 

leurs circonférences de convergence, les deux séries Σα
η

ζ", Σα
η

!)„ζ" 
auront les mêmes points singuliers sur leurs circonférences de con-
vergence. 

Si les deux séries Σα
α
ζη

ί Σb
n

z" n'ont chacune qu'un point singu-
lier, λ', λ", sur leurs circonférences de convergence, la série Σα'Ί)

η
ζ" 

ne peut avoir que le point singulier λ'λ" sur la circonférence de rayon 
ICR"; et, si R = R'R", ce point est singulier. 

16. Supposons R=i, et λ = «γ\ Si A = i, z = cV est le seul 
point singulier de la circonférence de convergence. Si A = ι — «0, 
ζ = est singulier; si A > ι — aO, ce point n'est pas singulier. 

Supposons maintenant que yj/1 Δ" 1 ^ ' 0* ail pour limite supé-

rieure i, pour η ~ oc, lorsque η prend une suite illimitée de valeurs 
particulières, ν prenant toutes les valeurs entières pour chacune de 
ces valeurs de n. On a, pour ces valeurs, 

|Anv | (n+v)! n! v! < (I +e),n 

où ε est aussi petit que l'on voudra, pourvu que η soit assez grand. 
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Soil λreprésentons par i
v
(e1f/'), οιιΔ^, ce que devient S", 

quand λ y est remplacé par λ'. On a 

λνν
 v
 = Δ£ H- jS" h- -

(
-γ—Δ" -f-... -4- Δ;, 

Δ; = λ'Χ,
ν
- jl"-'a„+v-,+... + (-1 )*«„ 

d'où l'on déduit 

λνΔ; = Δϊ(λ' - λ)ν -ι- γΔΪλ'(λ' - λ)*"· 

+
 ν(1^^ Λ;1 λ" (λ' - λ)*"' -κ. · + Λ"λ'ν. 

Si, η étant fixe et ν arbitraire, on suppose que 

I^^ÎKr0,«, + t)". 
il en résulte 

μ; I "'< (I+ £
)"

 v

 "
 λ

 ̂  |t=0 
<(ι ·+· e)"[i 4- θ I λ'—λ|]Λ+ν. 

Soit 0' = ,
 + 0|°λ/_λ| où 0 < Ο, ; en ne donnant à η que la suite de 

valeurs que nous avons considérées, y/|Δν 1 ^ aura, pour 

η = χ, une limite supérieure au plus égale à 

ι + 0|λ' λ|— ,_0,jλ'__λj < - -
1 

si α — π < γ' — γ < π — α. 

Donnons maintenant à γ' les valeurs 2 k ̂ ; on a 

Z k=o e-kh 2ri N ( m=N (1)µ v! µ! )µ anlfoj= 

Journ. de Math. (5' série), toroc IV. — Fasc. Ill, 1898. 45 
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où (A ne prend que les valeurs de la forme h -h kN comprises entre 

octv. SiN>^ ν — Ν < h < N, on a 

N-1 1/N = e hk 2uyt (e= (I-1) v-j) v! h! (v-h)! an+h: 

Supposons que le point s = cr' ne soit pas singulier. On peut 
trouver une quantité positive β, assez petite pour qu'il n'y ait aucun 
point singulier tel que | s | — θ | — s|< ι — 2O -ι- β ; car, si β est 
assez petit, ceux de ces points qui sont hors du cercle de convergence 
seront aussi voisins que Ton voudra de s = e*'. On peut même trouver 
un arc %, tel qu'il n'y ait aucun point singulier vérifiant l'inégalité 

| ζ | — 01 e*1— ζ| < ι — 2Ù ■+· β 

s i -I- α > γ* ~ γ — π > — oc ; alors, la limite supérieure de 

n |A'y| (n+1) () n,;! 

sera au plus égale à
 a

'ft + ^i et, si γ' n'est pas compris entre 

r+y+-+ f ne prenant que les valeurs considérées, vn |A'v (n+v)! n+v+()ne 

«aura une limite supérieure au plus égale à -> où 0' peut Aire 
1 — a 0' cos -2 

fixe, pourvu que · Alors, quel que soit λ', )^\X\
 r

^" 
aura, pour ces valeurs de /1, une limite supérieure plus petite que 

I I-20, de même que n an +h n! +bv)! n!(v-h)! Oie 

<"#·■ étant le plus grand terme du développement dc 

(Λ ·+· v)"+v, on a 
(ztH-v)! ^ 1 (η -Η ν)*+·ν 

n! v! n+v+1 nnvv 
(n+v)n+v (n+v)v! I (n+v) n+v 
«"ΑΑ(Ν— Λ)ν_/'^ Λ! ν! Α! (Ν — A)! ̂ (/J + V + I)(V + I) Λ"ΑΛ(ν — Λ)ν-/4 
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Supposons que ν et h varient avec n
9
 de façon que ^ ait pour limite 

7^1?'' ;lcndant vere ; V^«! i" ëC—A>t°
v aura

 P°
ur limitc τ=τ*' 

et y/| a
n
+h | aura une limite supérieure plus petite que ι. Pour que 

0'< il suffit que ^ ait une limite positive égale à = 0«· 

Donc, si "*\l\ a
n
+h | a pour limite supérieure r, lorsque η ne prend 

que les valeurs particulières considérées, et ηε<Λ</ι0,, où ε est 
fixe, le point ζ = eest singulier. 

Supposons maintenant que, à chaque valeur de Λ, corresponde un 
arc γ; on forme Δ?, où ν est arbitraire, λ = e*' variant avec Λ, qui 
prend toutes les valeurs entières. Supposons que, dans ces conditions, 

y/l^v 1 (/l,
t
T;

!
)! 0V ait pour limite supérieure i, pour n = oc. Si un 

arc ω est tel que, pourvu que η soit assez grand, aucun des arcs γ ne 
soit compris entre ω — * et ω -h oc, en prenant λ = λ' = <?<***)', et 6' 

assez petit, on voit que la limite supérieure de y\X, l
irnr6',csl 

au plus égale à - <£ et ζ = n'est pas singulier. 
ι — ad' coe -

2 

Les seuls points de la circonférence de convergence, qui peuvent être 
singuliers, sont ceux dont les arguments sont les limites de γ. Tous 
ces points limites sont singuliers, si α

Λ
 | tend vers ι, pour une suite 

de valeurs n
t}
 «

a
, n

k
, ... telles que "*"*"'~~nk reste plus petit 

qu'une quantité inférieure à 0. Dans tous les cas, un point β"* est 
singulier si l'on peut trouver une suite de valeurs de η telles que γ 
tende vers ω, pourn = oo, "^|a

rt+v
| ayant pour limite supérieure i, 

pour ces valeurs infinies de n, lorsque λ ε < ν < On. 

17. Soit la série Σoù ç(n)est réel lorsque η est entier; 
φ (s) étant une fonction analytique qui n'a aucun point singulier, à 
distance finie, ζ = p&al tel que ρ > β, |ω | < «. Supposons en outre 
que ργ(ρέ") tende vers zéro lorsque ρ devient infini, pourvu que 
| ω | < a. 
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Pour chaque valeur de n, prenons > = c*'?(w). Alors |Δ"| aura la 
même valeur que lorsque an^ est remplacé par a'

n
^

v
 = ei'n+¥il^f,+S)~9W\ 

avec λ = ι. On peut alors développer α'
η
+

Ί
 suivant les puissances 

do -> comme au n° 15, si - /·= sin a. Soit 
η η 

F(n+v)= e(in+v)(p(n+v)-q(n)]; 

si η ·+■ ν = - </·, L —— < | y(n 4- v) — o{n)\ qui tond n ? · 
vers o, ainsi que ρφ'(ρ«ω/). Les points singuliers de la série situés sur 
la circonférence de convergence ont alors pour arguments les limites 
do — y(n). 

Par exemple, si φ (Λ) = *( I-. w)°, on a 

qq' (pcwi)= xo ewi (Lp +iw)i-0; 

cjui tend vers zéro si Ο <[ ι. Comme γ(η) augmente indéliiiiuieiil 
avec n, tous les points de la circonférence sont singuliers. 

Si φ (η) = α sin(L/i)9, où ο < 0 < ι, tous les points compris entre 
les arcs — α et ■+- α sont singuliers. Si α<π, les autres points do la 
circonférence de convergence ne sont pas singuliers. 

On arrive au même résultat pour la série Σα
η
ζ" 4,h*,ή si les deux 

séries £a
a

z", 2^T
sl n onl f

I
uc

 ^ P
0,nl singulier z = i sur leur 

circonférence de convergence; ou encore si a
n
 est une fonction analy-

tique remplissant les conditions indiquées au n" 15. 

18. Dans la série/(-) = 2 °»P
osons

 - .1 χ
 = x

-

(I-z Y) f(z) =- Ean n=o an(Yx)n (x-1)-n-1 

= 2Λ:"(βο- 7λβ.+ "
(
".a ''λ'α,-κ.■-+-(- ι)"α„λ") 

= Σ(-^)"δ*· 
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Représentons par A!," les différences des coefficients île celle fonction 

«le a\ pour λ = ι. On a 

£,'■ = (- T)-[iL.,+ -t-Λ,φ 

or 
λΛ.Γ'=Λ;+^„ 

el l'on en déduit 

Y* Anv = An y+ µAn v+1 µ (µ-1 L2 +..+ An¨kid: 

• ■I 
X,"=(-i)""avA;,. 

Appliquons à la fonction — ~^jf(z), développée suivant les 

puissances de J;, les théorèmes précédemment démontrés, χ = χ cor-
respond a s = λ, χ = ι à ζ = χ. La condition | s | — 01 λ — 51< A 
est équivalente à |.r| — 11 — or|<0. En permutant η et v, on 

obtient les résultats suivants : 

Si y/\X\(»;;>· A", où η est arbitraire, a, pour ν = χ, une limite 

supérieure finie η» il n'y a aucun point singulier tel que 

i-j — ο ! χ — s;< A, 

• t il y en a au moins un tel que \ z\ — 01 λ — ζ | = Λ. 
Si | λ | = Η, cl si 0 > ο pour Λ > Κ, le point ζ = λ est un pole ; il 

ιΓy a aucun autre point singulier sur la circonférence de convergence, 
cl même dans un cercle de rayon —» si 0 < ι. Si 0 = ι, il ne peut 

\ avoir aucun point singulier autre que ζ = χ, et le pôle s = λ. 

19. Si | λ | = Il = ι, 0 < et si la limite supérieure, pour η = χ, 

de I Αν | ̂ cst
 1° P°^nt z = — λ est singulier. 

Supposons ν pair, soit ν = a p. et η -h ρ = ηι. Dans A", le plus grand 
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coefficient est celui du terme moyen ~j|j · Prenons λ = — ι, et met-

tons ce coefficient maximum en facteur, en posant 

if m —* ft m ,
λ

 ^
 t

 (ftm+l ft m- \ ) 

+ (JJL + ,')(,* + a) (a"+* + am-t) *+* · · · ■+■ ^ ,^Ι (0«Μ-μ+ *«-μ)ι 
oil a 

Δ? β iîfiHe (μ!)β Τ*' 
Or, 

(«-ha μ.)"-*-*!* . (« + 3μ)! .. ι (« -h a \ι)"·+*ν· 
«"(μ)*!* ^ «!μ!μ! ^ (« -h a μ Η- ι )(a μ -h ι) «Λ μ1!*· * 

et, si µ varie avec n; de façon que µ n tende vers O I-2O; ou % m vers O I-O; 

n (n+2u ! o n!µ!µ Ou a pour limite I I-2O^. 

Si, pour une suite de valeurs de m, V|?w| a Ροι1Γ limite supé-

rieure i, >l\y
m

\ aura la même limite supérieure, et y/X'^
/t
T

v
V ^ 

aura pour limite supérieure ~7V cl ccla (IIIC s°il cal< 

Λ > ι — 2 0. Comme 0 est arbitraire, on voit que, dans φ
/ί4

, μ est un 

nombre entier arbitraire, qui varie avec m, pourvu que ~ ne tende 

pas vers o. Si alors ν' | φ
Μ

| a pour limite supérieure ι, le point ζ = r 
est singulier. 

Cette fonction y
m

 peut remplacer celle que j'avais introduite dans 
les deux Mémoires déjà cites, et permet de retrouver tous les résultats 
auxquels j'ai été conduit précédemment. 


