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DETERMINATION I»V GROUPE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 2θΓ> 

Sur la détermination du groupa des équations numériques ; 

PAR AI. EDMOND AIA1LLET. 

I. 

\ous nous proposons ici : 
1" Do déterminer toute* 11110 série d'équations numériques de degré 

premier dont le groupe osl symétrique 011 alterné; 
2° De montrer que l'équation x2?± q.r ± q — <», où 2 s—1 el q 

sont premiers, a son groupe deu\ fois transitif quand q est supérieur 
à une certaine limite fonction de 5. 1 

II 

THÉORÈME I. — Soil l'équation algébrique irréductible 

( 1 ) /(./.·) = .W -h q Λ,"* -Κ .. f/λρ. , x ±. q = ο 

{pel q nombres premiers différents ou non, ρ impair, A,, .... 
A/;_, en tiers). On peut toujours déterminer une infinité de systèmes 
de. valeurs des coefficients An ..., A,.., de( 1), de façon que l'équa-
tion (1) ait au moins 2/4-1 racines réelles et deux racines imagi-
naires, el, par suite, que son groupe contienne le groupe alterné si 
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/ = ι quand ρ - » cl si ρ — ι— 2/< ρ), ο(/») d/an/ une fonc-
tion u de ρ, /cf/e que (1 ) 

p =( 't 4- ί/Λ u Ιη'Α-Λ/4 

quand ρ^>0' 
En cfTct, on sait (a) que l'équation (i) est irréductible et que son 

groupe G est primitif. Si celte équation a 2λ -+-1 racines réelles, avec 
2λ 4-1 <ρ, elle aura ρ — 2 λ —· ι = 2 (χ racines imaginaires χ,, χ,, ..., 

χ
2μ

, et si χ3/·_, et xa/ sont conjuguées (/<jx), G contiendra la 
substitution (*) 

U = ( J'
t
 X 5 ) · ' · ( X t ·''if) 1 

en sorte que la classe de G est < 2 [X : d'après un théorème connu (i ), 
la classe de G étant ̂ o(p), si G ne contient pas le groupe alterné de 
ρ éléments, G contiendra ce groupe alterné si 1 < 2jx < ?(/;)· 

Cherchons à déterminer A,, Λ
3

, ..., A^,, de façon que atx soit 
< cl(p)en remarquant que ?(/?)> 2, quand p^> 5. La méthode à 
employer pour ρ — 5 sera la même, on fera / = μ, = ι. 

Soient 

(•1) α,, a,, .... a3/ avec /> —ι -?(/»)< 2/ />- > 

des nombres entiers réels donnés φ ο, avec 

*»< «:»<·· ·<*,./· 
Si 

Ο) β» β„ ·■■· β,/ 

(') JORDAN, Journalfiir Math., p. 248; 187Γ). 
(*) SERRET, Algèbre supérieure, T. I, P. «44Î »885. 

(') Voir notre Note des Mémoires du Congrès de Saint- Étien ne. 1897 (.isso-
cialion française pour l'avancement des Sciences, p. 196). 

(V) JORDAN, loc. cil. 
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sont dos η ombres entiers réels > o, posons : 

Ci) /(a,; = -4-?, /(«»> = — /(*«/) = -?3/. 

les seconds membres étant alternativement positifs et négatifs. 
Si les rjuanlilés A,, ..., A^, sont déterminées de façon à être des 

entiers satisfaisant à (i), l'équation (i) aura au moins 2/4-1 racines 
réelles, puisque ρ est impair. 

Or les équations (4) s'écrivent 

, a; -w/A.af·· q\p-\ «ι ± y =4- β,, 

/Cv 5 aî -^yA,af",-+-...H-7A
/
,_,*

a
±y = -?

a

, 

aj, -+- q A, H-... -+- y Α,_, a
a/

 =fc y - — £
a/

. 

Mlles perincltronl, en principe, de déterminer 3l des quantités A 
A,,.., en fonction des ρ — ι — 2/^2 autres. Si l'on choisit ces dernières 
de façon que (1) ait ap. racines imaginaires ( u > o) et que A,, ..., 
Ap„, soient entiers, on aura 2

t
u fp — 2/ — i<C ?(/0» <?l f* contiendra 

le groupe alterné. 
Proposons-nous, par exemple, de déterminer les il premiers coeffi-

cients en fonction des autres : la méthode à employer dans les autres 
cas sera la même. 

( >)donne 

j q A, α'' 1 -h... 4- q A
a/

af — M, 4- , ♦ 
(6) 

( y A, aJ71 -h -.. 4- y A
t/

a^ 'l — M
a/

 — %
t

. 

Le déterminant de ces équations est 

Α
/'-Ι „P * YP-2T 

Δ — q2i 2 ' 2 ' 2 ·-= ^a/(*,aa..x2t) p-2l A2 

ap-12l, ap-2 a-p 
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OÙ 

af \ af Λ ..., ι 

A.,= ' *2 ' ' 

a•it ' *2/ 1 ··*»1 

A
a
 étant un déterminant de Vandermonde formé du produit dos quan-

tités α/ — olj, avec / > /, i = ι, 12, ..., 2/, et / — 1, 2, ..., 2 / — 1, csl 
^ u. Donc Λ φ ο. 

Les équations (()) donnent alors 

( 7 ) A, — - [( VI, -+- β,)Δ, — ( M
2
— ?2,) Ai "*"··■ Ι-

οί dos expressions analogues pour Α., ..., Λ,, Al, ... étant dos 
déterminants mineurs de A. 

On peut d'ailleurs, toujours, A,/_,, ..., Ay,_, étant des entiers arbi-
Irairenient choisis, déterminer les quantités positives β,, (C, —B2, 
d une infinité de manières, de façon ipie l'on ail 

(8) Μ,-|-Β
(

: M.J, — Ο (ΙΙΙΟ(ΪΑ). 

moyennant (pioi les équations (7/ donneront ]x»ur A,, .... Α., ( 1 <?s 
valeurs entières. A deux systèmes distincts des valeurs β B21 
correspondront pour 1111 même système de valeurs des quantités α, — 
α2θ Α

2Λμ
, A,,,, des équations (1) distinctes. 

Ceci posé, il restera à déterminer les entiers arbitraires Aa^,, .. .. 
Ay_n

 en nombre ρ — ι — 2/^2, de façon que (1) ait au moins deux 
racines imaginaires, moyennant quoi (i eon tiendra le groupe alterné 
de/i éléments. 

Pour eilèctuer celte détermination de la manière la plus générale. 
011 pourra recourir au théorème de Sturm. Aous nous contenterons ('; 

(') Voir, par exemple, NIF.WE.NULOWSKI, Algrbrc. t. II. a1'édition, p. .$83-385, 
et p. 4'o. 



DÉTERMINÂT ION DU GROUPE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. AOÇ) 

de remarquer que, d'après des théorèmes connus, l'équation (i) aura 
des racines imaginaires : 

ι" Si le polynonie 

(<)) A.
lt

j;p H- Λ 2/-t « xp~ll ' -h.. .4- A7,_,./; rfc ι 

esl tel (juc la somme du nombre des variations que lui et son trans-
formé en — présenlent (théorème de Descaries) soit <[ ρ — it\ 

2° Si dans le premier membre de (r>) il manque un terme entre 
deux termes de même signe, ou plus d'un terme entre deux termes de 
sialic quelconque (théorème des lacunes) ; 

3° Si le polynome (p) a au inoins trois coefficients consécutifs, 
dont le premier ne fait pas partie, et qui sont en progression géomé-
trique ; 

4° Si le polynonie (q) a au moins quatre coefficients consécutifs, 
dont le premier ne fait pas partie, et qui sont en progression arithmé-
tique. 

Et ainsi de suite. 
Dans tous ces cas, ( i) jouit, en effet, des mêmes propriétés, et (ί 

contient le groupe alterné. 

III. 

LKMMK I. — Soil Y une fonction symétrique entière ci coefficients 
entiers des racines d'une équation algébrique 

Y. = ,ru -+- 05, xn ' -t-... -+- , ./■ ■+■ an
 — ο, 

dont les coefficients, sauf le premier qui est égal à i, sont des 
entiers tous divisibles par le nombre premier q. Si V ne contient 
aucun terme indépendant de ,r, ..., x,

n
 on a 

λ . ο (mod q). 

En effet, appliquons, pour le calcul de V en fonction des coeffi-
cients α,, ..., a

n
 la méthode de Waring. On aura, en conservant les 

Journ.de Math. (5* série), tome V. — Fuse. II, iSQtj. 2? 
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notations rie Serret ('), 

< V = V, H- Λ ( — ι α\~~Ί... a'
n
 = V, -+- Ρ. 

\ V,= Va-4-P,, 

I ^ μ-ι = ^'μ + IV η 

ηίι Υμ est indépendant de x
t

, ..., Λ·
μ

. 
Le terme qui occupe le premier rang dans V est \x*x\... x1';, et, 

d'après l'hypothèse faite sur V, α -+- β -κ . .H- λ > o. Donc 

V — \,i=o (mod q). 

De plus, V — V, ne contenant aucun terme indépendant de .... 
xn,V, n'en contiendra également aucun. 

Kn continuant le raisonnement, on voit qu'il en est de même de 
V2,···, νμ

_
(
, el (jue IV, l*;,, ... sont ο (niod</). Donc Υ

μ
=ο. 

Y sera donc une fonction entière à coefficients entiers des coeffi-
cient a.,, ..., a„ ne contenant aucun terme indépendant de ces coef-
ficients, et, par suite, sera === ο (mod <7). 

LKMMK II. — Soit 

X — jc" -H (l, x" 1 —|— (ln~ | X H- Cl
n 

un polynôme de de pre quelconque dont les coefficients, sauf le 
premier qui est égal à 1, sont des entiers divisibles par q (q étant 
premier), et où a

n
 — ± ι). X a pour facteurs irréductibles 

des polynômes entiers à coefficients entiers où le terme de de^ré le 
plus élevé en χ a pour coefficient l'unité, et où le terme indépendant 
de χ est ± q%, avec α > ο. 

X a au plus [A facteurs irréductibles. 

(') SERRET, Algèbre supérieure, t. 1, p. 385 et suiv. ; 1885. 
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Nous nous contenions d'énoncer ce lemrne qui généralise un le m nie 
connu et s'établit comme lui (' ). 

THÉORÈME II. — Vequation irréductible! 

( 10) x2P ±z qx ±7 = 0 (7 premier) 

a son groupe Ci d'ordre (/== ο [mod 2 ρ ( 2 ρ — i)J, sauf peul-êlre 
pour des valeurs de 7 limitées en fonction de p. Si 2p — 1 est pre-
mier, Ci est deux fois transitif, sauf peut-être pour les mêmes va-
leurs de 7. 

Soient l'équation 

in) /( X ) = xM -f- <7„_, x H- a
n
 — o, 

avec η = 2p, = dt 7, = ± 7, 

(12) .//,, .fc'
a

, . ., x
n

 j 

ses racines. Considérons l'équation 

(>3) ?(-) = <>, 

de degré ν = C2 = —— ayant pour racines les G,2, quantités 

zij = xi-hxj(if= y). Les deux, équations (1 i)et(i3)sont équivalentes. 
L11 eflét, lu résolution de (11) entraîne évidemment celle de Ci3); 

réciproquement, les égalités 

./.'.J -f- ,1. 2, ï ? X \ "t- X'i I , 2 1 X' I "t- X':t -Ί , 3 ' · · · 1 X* I ~t~ X' H | ,11 

(') SERBET, Algèbre supérieure, t. I, p. 1880. 

Une démonstration semblable moutrera encore que si 

\ ~ ./·" -1- Al.r"~l -+-... it r/\i( μ > ο) 

est tel que Aj = ο ( mod 7 ) quand j > ι, X n'a de diviseur rationnel .rv 4-... ±: 1 
que si v<î. Si, par exemple, 1 = 1, il faudra v = i ; alors si X n'a pas la racine 
± 1, c'est-à-dire a fortiori si A, 1 -f- nq, X est irréductible. 

Co m p. NETTO, Math. Ann., I. XLM11, 1896, p. 82 et suiv. 
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permettant do déterminer les racines (12) en fonction linéaire ration-
nelle des z,j, la résolution de (id) entraîne celle de (11). 

Ceci posé, je dis que Γ011 a 

I ?(5) = ■+■· · -h. . .± 7P, 
( ι I ) j 

( avec A*™ ο (mod 7), quand ο </·< v. 

En eliot, l'équation (i3) est le résultat de l'élimination (') deu: 
entre les équations (1 1) et 

',r.) Φ(.,·,s) =/(*) + /»(.,·,= 0. 

Si l'on pose 

(,!()) |Ψ(;)|5=Φ(.Ι·,, ;)Φ(χ·
Ι
,ι). ..Φ(χ„, s), 

on pourra prendre 

(,
7

) 6(s) = V(s). 

Alors, pour prouver que {1 '[) a lieu, je dis qu'il sul'lil de montrer 
que 

( | T( 3 )|3 = 5
av
 +. . . 4- HA3

av
"*' H-... -H q't, 

l 1S ) 
( avec 13*' :o (mod q ), quand ο < k < >. v. 

En ellél, 011 aura 

. [Τ (;)P = Î3V + 2 A, 11 + (Λ; -t- 2Λ,)s»-» +... 

(I|)) < H- (A; H- 2 A,· , A,v, H-. . .-h 2Λ5/) c2v"-' 

f -h (2A,·A/
+

, -+- 2A/_| A
/+a

 -h...4- 2/V
î
/
h
);jv":"~i + A; 

et 

^1 ( -î ) = Jy -f- A , Zv 1 -+- ... -h A
 v

. 

(1 ) S ERR ET, Algèbre supérieure, t. I, p. 208; 1885. 
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D'abord Λ,, .A
v
 sont entiers, d'après un lemme connu ('), 

puisque H,, ILV , «ont. Identifiant (18) et (ip), on obtient 

Ι 2Λ, — B, Ξ=Ο (niod^), 

(<)(^ ) A;-h2A
a

=-=B
a
==aA

a
 (mod9), 

l Λ; — y2?, 

c'est-à-dire que (»4) a lieu si q > 2. 
Ktablissons donc (18). 
D'après (i(>), le coefficient de la plus haute puissance de ζ 

dans (18) est — '· Les coefficients des ternies de (rM), autres 

que le premier, sont une somme de termes provenant du terme 
(ζ — a./;, . .(s — 2x

u
)"~,

1 ou des autres termes du produit (i(i). 
Les seuls qui ne contiennent aucune des racines x

n
 sont, en 

remarquant que 

~j j- = j\ ["(" ~ ' ).·.(/* ->-h 1 ) x"~J -4-y ! a
ni

 |, 

avec a» = 1, «„_y = 0, si // > j > 1, 

des produits de quantités ««_,·, dont une; au moins est telle que y //, 
el, par suite, sont divisibles par y. Ces coefficients sont donc de la 
forme V -t- multiple de q, Y étant une fonction symétrique entière à 
coefficients entiers des racines .c,, . ne contenant aucun ternie 
indépendant de x

n
 ..., x„\ d'après le lcmmc I, V est divisible par q, 

et, par suite, ces coefficients sont divisibles par q. 
Knlin, le terme Λ* indépendant de ζ dans ( 18 ) est 

A;=n<v=n<[/ve- -Î/'VV>+...- /"<*,) · 

avec 

Ni = an-1+ 202»c:-i-...H-(-iy ■ a" -c;;j. 

(') SEKRET, Algèbre supérieure, t. I, p. 243; i885. 
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Or 

(ι - 2)"= r — 2(;; + 23CJ—i)"2"c;;=(- n" — I, 

puisque η est pair : il en résulte de suite que le coefficient de χ"tlans 
Y, est nul et 

Κ2 — ci" = //aL 

puisque α
Λ
_, = ± q. 

Les équations (i/|) et (18) sont ainsi établies. 
Appliquons le loin me II à l'équation (1 \) : 9Î- ) a σ facteurs irré-

ductibles o
n

 φ
2
,..de degrés respectifs , d

t
,..., avec σ < ρ ; 

les termes indépendants de ζ clans ces facteurs sont respectivement 
qb

x
 qb*,..qb« et tous > 1 ; l'on a 

i <l
{
 + d-j+ tl

v
— 2p i)j 

(21) 
( b

x
 -l· Ao -+-...b

v
 = p. 

Considérons les équations irréductibles 

(22) 9, = <>, 9a = «» ··■, 9σ= <>■ 

Soient F
n
 F

a
, F

c
 leurs groupes de substitutions, d'ordres 

respectifs J,, J
2
,..., ,7

σ
, divisibles par d

x
, il.,,..., d

a
 respectivement ( ·), 

G le groupe de (10), d'ordre (/. 
La résolution de l'équation (10) réduit le groupe de 9, = ο à l'unité, 

puisqu'elle entraine la résolution de (i3), par suite celle des équa-
tions (22). Il en résulte (2) que la résolution de 9, = ο réduit le 

groupe de (i3) à un groupe d'ordre · Donc i,' est divisible par par 

suite par d(. La connaissance des quantités d
t
 peut donc donner des 

indications sur la valeur de ij. 

(') JORDAN, Traité des subst., Liv. Ill, Chap. I, lli. 11. 
(«) Id., lli. XIII. 
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.le dis que l'on a les inégalités 

( 23 ) (Jb> < 'ld> ( I -h " ') . 

I*'u elï'et, soit α line liinile supérieure du module des racines de (10); 
on aura, en désignant par |0| le module d'une quantité quelconque 0 

•'/.y — ·''i J'ji 

I *i,j! = |a:/l + U'yUaa: 

or ql,< est le produit des d
(
 racines de ο,·= ο et, par suite, 

(>i) qbi<\'iz)u<\ 

il reste à determiner α. 
(Ίο1) donne 

r'?| = I«/.-. Λ'ί + | 1 J>'iI -+- 7, 

et toute limite supérieure fi des racines réelles positives de 

y-P — y y q — i\ 

est telle que |.r, j en sorte qu'on peut prendre fi = a. 
! 

(llioisissons fi —- 1 -t- <f '· (^ί) entraînera ( 2.'}). 
Ceci posé, les inégalités (, 2d) 11e seront toutes possibles, quand q est 

suflisainnient grand, ρ étant donné, que si l'on a 

t d
(
 (2p — 1 )bi (/ = 1,2,..., σ). 

Supposons qu'il en soit ainsi ; on ne pourra avoir, pour une valeur 
particulière τ de 1, 

//
τ
>( 2,5 — |)//,, 

sans quoi les inégalités (20) additionnées membre à membre, eu 
tenant compte de celte dernière, donneraient 

d1 +... +(ί
σ

=ζ ρ('Λρ — I ) > ( 2 ρ — ΐ)(Λ,Η-...4- //„) — ρ ('2 ρ — I ), 
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ci· (jai <*st absurde. Donc (2!*) entraîne 

^=(2ρ-ι)//, (i= 1, 2, ..σ) 
et 

df·.-ο(mod up — ι). 
ϋιι en conclut 

<ί ~ = mod 2ρ — ι). 

Le théorème proposé résulte alors immédiatement do ce que : 
i" <1 n(nuHl'Ap) puisque (10) est irréductible et fi transitif; 

■a" quand 2ρ — 1 est premier, (1 contient une substitution circulaire 
d'ordre a ρ - ι et est deux fois transitif. c. (*. r. u. 


