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SUR LES SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 331

Sur les systemes d’équations aua dérivées partielles analogues

) ’ . * 3 ° .
anx systemes d’ équations dr premier ordre en involution

Par M. Jures BEUDON,

Professeur au lycée d’Alger.

L'objct de cc Travail cst I'étude des systémes S d'¢quations aux
dérivées particlles d’ordre quelconque définissant une fonction s des
variables x,, @, ..., @, et dontla solution générale dépend d'une
fonction arbitrairc de ¢ arguments et de constantes arbitraires en
nombre fini.

Je démontre tout d’abord qu’on peut donner aux équations qui défi-
nissent les systémes S une forme normale mettant en évidence I'exis-
tence de multiplicités caractéristiques dépendant d’un nombre fini de
paramctres.

Findique ensuite les opérations i effectuer pour arriver i l'inté-
gration compléte.

Je considére enfin les systémes lincaires et du second ordre, ct
j’¢tudic les conditions d'intégrabilité; je n’cnvisage que les résultats
pouvant étre énoncés simplement.

1. A causc dc la définition du systéme S d’ordre p, les équations
qui le composent permettent d’¢valuer toutes les dérivées d'ordre p ot
les dérivations ont été faites par rapport 4 quelques-unes des lettres
Tguyy + - 1 & cn fonction de celles ot 'on n’a fait varier que z, @, . ...,
g, ¢t des dérivées d’ordre inférieur & p.

Si I'on envisage, d'autre part, toutes les dérivées d’ordre p—1 de 3,
et si I'on ajoute successivement dans toutes ces dérivées I'unité aux
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indices relatifs aux x4 (k=p +1, ..., n), on oblient toutes les
dérivées d’ordre p, ou l'on a fait varier quelques-uncs des letires
Lgiry oo oy Ly

On peut donc mettre les équations du systéme S sous la forme

ZL, .. a+1...s,= fonction des dérivées d’ordre p prises par rapport it
(h>p)zyy ..., x, ct des dérivées d’ordre inférieur.

En différentiant une fois toutes les équations du systéme S par rap-
port aux variables indépendantes, on est conduit 4 un nouveau systéme
répondant & la méme définition, mais dont les équations sont linéaives
par rapport aux dérivées d’ordre le plus élevé; je ne m’occuperai donc
quc des systémes linéaires.

2. On a tout d’abord lc théoréme suivant (') :

i un éme alions aux dérivées partielles nissan
Si un syst d’équat ux dérivées partielles définissant
une fonction 3 de n variables x,, . . ., x,, @ une solution générale
épendant d’une fonction arbitraire de s ar ents, et st Uona
d dant d’ tion arbitraire de g arguments, et st I’
pris soin de le rendre linéaire par une différenciation, les équa-
tions qui le définissent peuvent étre mises sous la forme suivante :

R J ] hgp
Za’:......ap....,a,,H,...,u,.—‘ aqza,+l....,a,.+ asza,.dg+l...-,an+ s
h7p h
oL, aprant Dy

(“l+"' +an=p'—l)’
ott lon a posé
L
Zkh” A () -

AT Qurde, L, D

Considérons, cn premicr licu, les équations

. o’z
(l) dx:'—l dxk_"‘ s

s HjZes k>p;
(2) Pr A Fatll

(') Comptes rendus, 31 janvier 1898,
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en différentiant la premiére p — 1 fois par rapport & 2, et la seconde
p — 1 fois par rapport i x,, on aura deux expressions de

drr-ts

dxl Ll day

(qui devront ¢étre identiques.

Par suite, I'équation (1) ne doit contenir que des dérivées d'ordre p
oit Iindice relalif & «; est au moins égal & p — 15 de méme, V'équa-
tion (2) ne contiendra que des dérivées d'ordre p ot I'indice relatit
.y est au moins ¢gal & p — 15 on a donc

_drs ok s 4 iy Jrs +
l).l"-' ) ‘)"'l;' - ™ ‘)'l"l ()'1“/’ 3 P()l'p ()l,‘ ] v
()l' 5 K 0rs & s
=at T e dh T e
ol y oy, Y, 0t ! 2 durg 0xf !

en achevanl Iidentification, on voit de suite que
Kk ok bk
A=,  ay=%y, ..., ==,
ct, en opérant de proche en proche, on obtient

J’3 = orz -t a ars +
I)I“,.. ,()lp,().l/l '0.1“'“ . ,().1:' e ()1‘{‘,...,()1’l s

Supposons la proposition établie pour toutes les dquations on T
SOMINE %y + ..« + &, osl inféricure ou ¢gale & un nombre N, nous
allons moutrer qu’clie est vraie pour

19h|+-.-+a,,=x+l.

D'abord, étant donnée une derivée d'ordre p, on peut Pexprimer
linéairement en fonction des dérivées d'ordre p oit la somme

Uppy 4+ oo e 2

“est inféricure & la valeur correspondante de la dérivée choisie,

Journ. de Math. (5 séric), tome V. — Fuse, I, t8yq. 4.)



"“ IA . - gt $
34 JULES REUDON.

Considérons alors les deux ¢qualions

B P . hrpp X/ r
(‘3 ) /‘z.A..‘.z? ,,,,, Aoy T (Z' /‘iu oo %, + .+ ap/‘x......z:, .-|...‘.z..+ vty

2+ o+, =N -1

0

ot

() 28 v meras,.., == fonction des dérivies d'ordre p,

o %+ .o+ 2, N — 0

Pour écrire les conditions d'intégrabilité, il faut différenticr 1'équa-
tion (3) par tapport i x; el 'équation (4) par rapport i ;5 or I'équa~
tion (3) donne, pour les dérivées d’ordre p + 1, Pexpression

hogp Iy p .
”c‘z. [ T TRTSY T P I o “pl‘a.....,z? e X %Y

done 'équation ( 4) est nécessairement de la forme

'/,v . h7r ,
L T P S TS S PRI S Tl R P T O S TRTURY- TR S SUUURE St

hpp
+ ap/‘:,....,a,—l.....xw- | PRI TR TN PPN X.,+ M

et la proposition est établie.
Remarque. — 1.équation qui donne la valeur de la dévivée
TP
o,
peut, en général, prendre n — p formes diffévenles, car on peut écrive
celte dérivée
[4{:.....)‘?....,:7‘;.—|4-|-....,‘».,.v

h=g+1,...,n;

mais toutes ces formes sont équivalentes uand on exprime toutes les
dérivies en fonction de celles ot x, . . ., ., sculement ont varid,

3. Lesysiéme S étant mis sous la forme normale, on peul grouper
«quclques-unes de ses ¢quations de maniére i metire en évidenee des
multiplicités caractéristiques & une dimension.
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Cousidérons, en eflet, I'équation

)
('.)) ‘ /Q W Rpeee B L == Lz.u ;.....:l,,+ e
‘ /
| + @A e D

et toutes celles qque Pon obtient en faisant varier les indices de maniére
l'llﬂ
A+ Ry=p — 1,

Envisagcons, dautre part, une multiplicité intégrale i # dimensions
du systéme S; les équations différentielles suivantes :

! e e, dr, /
=, H=-—d, ..., FH=-d,
d.r, ! day, dry, 3
) { .
(() ’ (I.l'l.__“ /‘>|G’
dry, k % h

définissent sur cette multiplicit® une famille de courbes; on a de plus,
le long de ces courbes,

. l/y-‘f,.....),, hogh vy hfho
(7) ST T = (l' A+ ¥ (l /‘7:
Mo+ =hp—1,

et les équations (5) donnent

( 3) '”AQ...'...;, . A/'

d"'/: - Ky Xyt

I'ensemble des ¢quations (6), (7), (8) définit une orientation
d’¢léments unis d’ordre p —1 le long d'une famille de courbes, el cela
indépendamment de la multiplicité intégrale choisie. D’autre part, i
ause du degré de généralite des intégrales du systéme S, on pourra
loujours en faire passer une par un élément d'ordre p -- 1 arbitrai-
rement choisij les équations précédentes définissent une famille de
‘ll‘lCl,L‘l‘lSll(]ll(‘S 4 une dimension ; en faisant varier A de ¢ + 1 & n, on
oblient ainsi n — ¢ familles de caractéristiques & une dimension: et en
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les associant & la maniére des caractéristiques des équations du premier
ordre ('), on obtiendra des caractéristiques & n — ¢ dimensions.

Nous pouvons donc ¢noncer le théoréme suivant :

Sile systeme S est complétement intégrable, le systéme

ar; o LY ., \A
or, 2l Joxn, 2 I
I b hg ke
T, TG T e TGl
(= 1,2y ...58 h=¢+1,...,n

I'est aussi ot définit les caractéristiques dordre p— v el a n — ¢
dimensions du systéme S.

4. Avant d'aller plus loin, comptons le nombre des ¢quations dis-
linctes du systéme S. Si le premier membre d'une équation est une
dérivée d'ordre p telle que lasomme des indices des lettres gy, ooy 1,
est p — I, la somme des indices des lettres x,, ..., z, cst o3 pour
obtenir tous les premiers membres, il faudra, d’aprés la définition,
prendre toutes les dérivées d’ordre p-—h de = parvapport v, .y ..., .z,
et les difféventier 2 fois par rapport i i, ..., iy, ce qui donne I'Y 417
cquations, ct faire varier 2 de o & p — 1, ce qui donne en tout

P, + T, 4+ TL T+ T T
cgualions,

Le degre de généralité du systéme S est représenté par une fonction
arbitraire de z arguments; d’une facon plus précise, si 'on se donne
e multiplicité ponctuelle i p dimensions, il y a une infinité d’inté-
erales contenant cetie multiplicité, dont I'ensemble dépend dlun
nombre fini de paramétres.

On peut délinir cette multiplicité ponctuelle & p dimensions en se
donnant 3, £, ..., z, cn fonction de &y, ..., 2,; il s'agit de déter-

(') Yoir aussi J. Bevvon, Sur les systémes d’équations aux dérivées par-
tielles, etc. (Annales de UEcole Normale, Supplément 1896, p. 44).
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miner sur cette multiplicité une orientation Q’éléments d’ordre p unix
viriliant les équations du systéme S,
On aura

{?{:-*_ 2 Z/,H dry, /‘ku .
p) Py Il ) ().L‘ ot
h=p--1
1220y 2y 000y 2y k-—-oy1,2y..,p—1, A4+ Az b

Ces équations permettent de caleuler les Z5+', ... en fonction des

o ot €L des dérivies des Z%. .., ot Vindice /v est inféricur
ak -+ i.

Si on remplace dans les équations du systéme S, il ne restera plus
Jue
1* Les

29 |Les

30 Les
2L %5 3, ctleurs dérivées du 1% et 2® ordre,

(fr--1)° Les

702 o et leurs dérivées du ¢, 28, ..., ¢ ovdre,
0. ..y ,).,(H‘ by L) L) ]

e e e o
e Les

Z.:,.u-".?-?,....‘.).,, et leurs dérivées du 17, 28, ..., p — 1% ordre.

Le nombre de Pensemble des dérivées d’ordre supéricur de chacune
des fonctions inconnues (avecl'ordre ui lui est attaché) est égal i

Bl ‘ -1,

M+ T T+ .+ T, T

il est précisément égal au nombre des équations du sysiéme S ; on peut

donc obtenir ces fonctions inconnues par 'intégration d’équations

différenticlles ordinaires.
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L'intégration donnera des formules de la forme

(735000 = fonction de 2", . . ., £y Cpy Cyy oo

D'autre part, en intégrant les équations des caractéristiques, on
anra '

s==fonctiondery, ooy gy oy 3 (S ey e
— . . 'ﬂ Rl -l -lt
= fonctiondex,. , ...,y )y ooy )y 3 o (35 ey ooy

U P P N 2

o, en remplacant

s =fonctiondew,. \y oouyryyary, oo, wyy Gy Gy iesy

ri==fonctiondex, .\, ..oy, iy, L ) 2o oy oy ooy

[=1,2,...,%.

En éliminant «y, ..., 2 entre ces ¢ + 1 équations, on a Pensenible
des multiplicités mtwrt!cs (qui pacscnt par la multiplicité ponctuelle
choisie.

pourrail donner du résultat quu pr ¢eede une démonstration
purcnient analytiques; je ne le ferai pas ici, pour éviter des longucurs,
el je me contenterai de dire que lamarche & suivee a ¢ indiguée dans
ma Thise pour des systémes analogues ().

5. Nous allons étudier maintenant les svstémes lincaires et o
deuxieme ovdre. Les équations d'un tel systéme peuvent étre imises
sous la forme

P @i+ i pa 4+ a, Pie+ Niny

4 v
N 4 A Y (0, I h
P = Z ;i pi + Z (i ai + il Y pij+ Ny

ezl if- 1

[== 1,2y 000y 80 hy k> ¢,

(') Loc cit., p. 23.
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et provenant de la forme normale ol I'on a exprimé les seconds mem-
bres en fonction des dérivées prises par rapport a i, ..., ;.

Pour écrire les conditions d'intégrabilité, il faut diflérentier ces
¢qualions ct identifier les dérivées du troisicme ordre obtenues.

Nousavons vu déja que, dans les seconds membres, les parties con-
tenant les dérivées du troisi¢me ordre étaient identiques; il n'y a plus
qu'd identifier les expressions renfermant des dériviées du deuxitmie
ctdu premier ordre.

Nous ne ferons le calcul que pour les expressions quadratiques par
apport aux dérivees du second ordre; dans toul ce qui suil, nous
négligerons les termes pouvant fournir des expressions de degré o ou o
par rapport & ces dérivées; nous pouvons donc faire en partlcnlwr fes A
nuls.

Soit une fonction @ de p,, ..., p,, ona

? " 5 5
do  N\p 0P AL n
g = X it X (6,7,;2“« Psi )
. LF5y | h=64+1 \ =1
St nNous pOS()nS

— ”ﬂ 1)/ o )
A / 4)/;,, 2‘ ')/'l, f: -o-——l,)‘“_"r“

hz-5+1
Hnous aurons

]
I N\
(9) 9 Z L 2
a =1

e méme

"

P
b N o
Gin = 2y Pir 2 g Pan

y . . J=1 X R
c’est-a-dire
o ¢ :
Jb N LR
pr (J,T,Z.“f Pf«')
j=b N\ F=—1
n )d p 9
oP "' /4 Kk - A
—+ j;);; Za,.’a,.p,-,-+ Z(a, a;+ atal )p,, ;,
=g+t i=1 if=1 .

ou enfin
p (4 4 .
(10) —'—~ 2 ( A G)Za,,p,n.) = 2 A,,d)Zafp,,,).
1 t=0q T
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‘nvisageons les deux équations

P
— Va4
Pin= 2 % Pais
g==1
?

h
Pjrn= 2 Uz Prjs

T=1

eles donnent deus expressions identiques de P55 on devea done avoir,
en particulicr, en tenant comple de (g) et (10)

b p 2 0
2[[’61’2]"‘/1\“(0{; ] :‘-‘2[1)‘/'2])'7!"\!1(”/;,)]’
5=1 Tzl T=t G-t

ce qui exige que

(11) Ar(al) = A (al),

Ty T T hy 25000y By /1::{:—{-[,...,/1.

Prenons de méme les deux équations

¢ p
no b ok ok ok
Pun= 2“{ @ pii+ Z(“i aj+ ;) Pij

i=1 if=1

4
_ k
= D4 Py

=1
olles donnent

‘o v - ¢
Z l/),ll Za;'p,j/\,-(a,'l)J =2 [a zl))pz\p(a") +al me/\u(a )J Pii
| i =3 i=1 I}

'

\ Zp;yx\“(a )+ o ZI);FAP.((I J
p=1 b=

4
+ X P! o

ij=1 h
’ +af ¥ puAu(af) +af Zl’m"\u(“;)\
=1 '3 i
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en identifiant les coefficients de pj, on obtient
a{A;,(af) = a{‘A;(a{) + af A;(a{f},

A;(a«’;) =0,

c'ost-d-dire

car nous supposons tous les a différents de zéro.
Kn tenant compte de ce résultat dans I'identification des coefficients
de p3,, il vient
ay A (ap) = agAy(a)) + ayAy(ah),

c'est-i-dire, 4 cause des relations (11),
o, k
hH Ay(ai)=o0 (Mp=1,2,..,8 h=c+1,...,n).

6. Le¢ nombre des fonctions a qui figurent dans le systéme linéaire
est ¢gal g(n —g); considérons n—p fonctions particuli¢res, par
exemple,

a*, i ..., a,

el une autre fonction af, différente des précédentes. On a

A(a™') =0,

Al(@2*) = o,

...............

ces ¢qualions constituent n — p + 1 relations lin¢aires entre les lettres
ai*', al*?, ..., ay; le déterminant des coefficients est donc nul, et
F'on a

D(ad, af*t a2l L at)

D(pq, Po+1y Ppvay +« oy Pu)

=0,

I'indice ¢ pouvant varier de 1 & p; par suite, @f considéré comme fonc-
tion des lettres p,, p,, ..., p, est une fonction de af*', ..., a}. Donc

Les cxpressions a(p,, ..., p.) sont des fonctions de n— p d’entre
Journ. de Math. (5¢ série), tome V. — Fasc. 111, 18gg. 46
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elles, et Uon a
A= Dog (£, «..yityy 5, a2%", al* ..., a)).
1l ne reste plus qu'a étudier les équations
(12) A(af*')y =0, ..., Ayl&')=o0 (s=1,2,..,2)
Supposons qu'il existe une fonction

M -~ +? n
U(a®™', a? ooy @y Puy Pay ooy Pr)

telle que, si Fon remplace les a par un systéme d'intégrales des ¢qua-
tions (11), les quantités p,, p,, ..., p, disparaissent.
On devra avoir

: S U ot aU
3 g T o = =1,2,...,8),
(3) 2 lc)a"' dpaq + dps o (3=1,2,...,¢)

h=p+
” JU ool o
| dat dps o ,<= s q e .
(1 1) "Elr)a/{ dp -+ Er o0 ( k=41 o

Laissons ¢ fixe, multiplions I'équation (14) par a3, faisons varier &
de g +1 @ n, ct ajoutons; nous aurons, en tenant compte des rela-
tions (1) (p. 361),

aU \~ o,

Upe T Gp e
k=p+l

(1d)

= 0,

ce qui montre que la fonction U est donnée par un systéme complet.
Réciproquement, considérons n — g intégrales indépendantes du
svsteme (15) Uy, U,, ..., U,_; et écrivons les équations

Uy (@& @y piyPas ooy pu) = consl.,

P I A A A AT R SN DI T Y et e e “es

: 1 » .
U,p(@™'y i a@ly oy Pas ooy pu) = consl.,

nous allons montrer que les valeurs des a tirées de ces équations con-
stituent un systéme d’intégrales des équations (12).
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On a en effet, en différentiant ces équations,

l)L[ ()a" ()U
()a" ()Pa ‘)I’c

= 0,
h:pd-
1 ()l' ()a',‘ dU,’

dt Ipa T ope =

h=p+
et, si I'on effectue la méme combinaison que plus haut, il vient

:)U, da’ ,‘ Ja"
da (:)p., + % dpx ) =0
bzt F =p+1

et comme, par hypothése, les équations proposées sont indépendantes,

D(U,, Uy, ...,
D(a?“, . n) #0’

et, par suite,

n
o't da
day + 2 als htad Y
()/)q- A
k=p+1

C. Q. F. D.
Le systéme (14) s'intégre immédiatement et donne

& k K .
Pi— @ p,— a,pyy —...— & p,= const.;
nous arrivons au théoréme suivant :

Si le systéme

k k

Pik -_—‘“'.‘Pn + QP+ Gy Py + Ak,
k k k

Pk == @ Phy + @y Pan oo+ Gy Prg + Apy

st complétement intégrable, les p(n — p) coefficicnts a sont des

(*) 11 y a exception pour les systémes provenant de la différentiation d’un sys.
teme du premier ordre en involution.
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Jounctions de n — p d’entre eux, de la fonction inconnue s et des
variables indépendantes (V), et ’on a en outre les relations

A K . e
Pr— &P~ . —agpo="4s(, ..., £, 3).

7. l.es équations
Asf =0 (F=1,2,....3)

conslituenl un systéme complel dont les coefficients sont tous des
solutions du systéme; les résultats précédents nous conduisent done
an théoréme :

Pour former tous les systémes complets

n

Jf h ‘)f .
drg + 2 a r, s
/l:p+l

dont les coefficients sont des intégrales du systéme lui-méme, il
suffit d’écrire les relations

Ly~ Gy, — ...~ gL, = consl.,

et de choisir (p —1) (n—p) coefficients comme fonctions arbi-
traires des n — p sutvanlts.



