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SIR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. '15 l 

ιSur les systèmes d'équations aux dérivées particiles analogues 
aux systèmes d'équations dn premier ordre en involution ; 

PAR M. JULES BEUDON, 

Professeur au lycée d'Alger. 

L'objet de ce Travail est l'étude des systèmes S d'équations aux 
dérivées partielles d'ordre quelconque définissant une fonction ζ des 
variables x

{
, xai .. x

n
, et dont la solution générale dépend d'une 

fonction arbitraire de ρ arguments et de constantes arbitraires en 
nombre fini. 

,le démontre tout d'abord qu'on peut donner aux équations qui défi-
nissent les systèmes S une forme normale mettant en évidence l'exis-
tence de multiplicités caractéristiques dépendant d'un nombre fini de 
paramétres. 

J'indique ensuite les opérations à effectuer pour arriver à l'inté-
gration complète. 

Je considère enfin les systèmes linéaires et du second ordre, et 
j'étudie les conditions d'intégrabilitè ; je n'envisage que les résultats 
pouvant être énoncés simplement. 

1. A cause de la définition du système S d'ordre ρ, les équations 
qui le composent permettent d'évaluer toutes les dérivées d'ordre ρ où 
les dérivations ont été faites par rapport à quelques-unes des lettres 
xp+1,..., xnen fonction de celles où l'on n'a fait varier que , x.t,.. 

.up, et des dérivées d'ordre inférieur à p. 
Si l'on envisage, d'autre part, toutes les dérivées d'ordre ρ — ι de 3, 

et si l'on ajoute successivement dans toutes ces dérivées l'unité aux 



35a JULES BEUDOS. 

indices relatifs aux xk(h = ρ -hi, . . η), on obtient toutes les 
dérivées d'ordre p, où l'on a fait varier quelques-unes des lettres 
Λ'ρ +-n · · · > xn· 

On peut donc mettre les équations du système S sous la forme 

Z£
 α

,
+Ι βη

= fonction des dérivées d'ordre ρ prises par rapport à 
(Λ > p)a?,, ..#p et des dérivées d'ordre inférieur. 

En différentiant une fois toutes les équations du système S par rap-
port aux variables indépendantes, on est conduit à un nouveau système 
répondant à la même définition, mais dont les équations sont linéaires 
par rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé; je ne m'occuperai donc 
que des systèmes linéaires. 

2. On a tout d'abord le théorème suivant ( ' ) : 

Si un système d'équations aux dérivées partielles définissant 
une fonction s de η variables xt, ..., x„, a une solution générale 
dépendant d'une fonction arbitraire de ρ arguments, et si l'on a 
pris soin de le rendre linéaire par une différenciation, les équa-
tions qui le définissent peuvent être mises sous la forme suivante : 

u a* « α.ι « = a?iZi£ ., - -h a\Z£ « .., - -h ... 
-h #ρΖ

βι β?+
ι α„~Ι" A#, α, an, 

(a,-h... -h α
Λ
 = ρ — ι), 

où l'on a posé 
k dkz 
λ λ"~ dé'·,.dé-

considérons, en premier lieu, les équations 

( ï di's — \ 
dé-1 à<*k . 

i, j = p, k>p ; dz 
(2)dxj ' âxk / 

(l) Comptes rendus, 3i janvier 1898. 
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en ditlerenlianl la première ρ — ι fois pur rapport à xj, et lu seconde 
ρ — ι fois par rapport à xit on aura deux expressions de 

ù*t^ ζ 
dxp dxp dxk 

qui devront être identiques. 
Par suite, l'équation (i) ne doit contenir que des dérivées d'ordre ρ 

ou Γίικίice relatif à xj est au moins égal à p — i, de mémo, l'équa-
tion (2) 11c contiendra que des dérivées d'ordre ρ où l'indice rein l it 
à r,· est au moins égal à ρ — ι; on a donc 

_ k jl1' = k 0j'_3 
ΰ.ν'Ι 1 ().r

k
 ' ίλζ·, dx'i 1 p d.Vç O.i1/ 1 r 

(J.i j axj. (JXi Ox'j ' <JXç ax)(J.i j axj. (JXi Ox'j ' <JXç ax) 

en achevant l'identification, on voit de suite que 

ci{ — oq , a., — 3c.,, . . ., — 2ijj, 

et, en opérant de proche en proche, on obtient 

()x*>, . . ., drp, ôx
k
 (1

* ûxf' * l, . .., Οχ*' + °* O.r^, ..., O.tf
1
 "

1+.. 

Supposons la proposition établie pour toutes les équations où la 
somme a^, -t-... -f- α

Η
 est inférieure ou égale à un nombre N, nous 

allons montrer qu'elle est vraie pour 

ûtp ·_ 1 -+- . · · -+* — -N + 1. 

D'abord, étant donnée une dérivée d'ordre /), 011 peut l'exprimer 
linéairement en fonction des dérivées d'ordre ρ on la somme 

αρν 1 +...·+■ α„ 

est inférieure à la valeur correspondante de la dérivée choisie. 
Journ. de Math. (5· série), tome V. — Fasc. III, iNyfj. 45 
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Considérons «lors les doux équations 

(Λ ) ^a, »
t
 α/.1 ot„ --- K> ι *» + ···-+" Λρ^*, χ·. M x„ · · · « 

«p.-h a„ = \ - ι 
Cl 

( \ )
 a

,_,
a
,,

4
.,

 ai +
 i
 a

„ =-- fonction dos dérivées d'ordre p. 

où a
p;

4- . . . -t- 3trt\ — ι. 

Pour écrire les condilions d'inlégrabililé, il fauL diliérentier l'équa-
tion (3) par rapport à xh cl l'équation ( i) par rapport à ; or l'équa-
tion (3) donne, pour les dérivées d'ordre ρ -hi, l'expression 

ah1^a, ι-1 at-*-1... χ·< '-ι Χι ι ι χ,,'ι 

donc l'équation (i) est nécessairement de la forme 

,JX, X, - I Xh ' I Χι I ι *« I Xi * I . x, — ι Xh ■ -·.*»■+■ ι Χ,,'Ύ~ ' ' ' 
+ a{,H. | a)| Χι., I %U -Γ ' ' - -

et la proposition est établie. 
Remarque. — L'équation qui donne la valeur de la dérivée 

A>„ >„ 

peut, cil général, prendre n — p formes dillërenlcs, car on peut écrire 
cette dérivée 

zpy .... I>fc— I -t 1' >.„î 

h = Ρ -h I, ..., // ; 

mais toutes ces formes sont équivalentes quand on exprime toutes les 
dérivées en fonction de celles où x

t
, . . ., .rp seulement ont varié. 

3.Le système S étant mis sous la forme normale, on peut grouper 
quelques-unes de ses équations de manière à mettre en évidence des 
multiplicités caractéristiques à line dimension. 
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Considérons, on cil cl., l'équation 

I «î */,-» I Λ„— ι *ι +■ ι *ί * · · 
(5) I «î */,-» I Λ„— ι *ι +■ ι *ί * · · 

cl loutcs celles que Ton obtient en faisanl varier les indices de manière 
(1110 

α, -μ ... -f- «« = /> — ι. 

Knvisagcons, d'aulre part, une inuUiplicilé intégrale à η dimensions 
du système S; les équations di lièrent ici les suivantes : 

| 7Â77, ~~ ' (U n ~~ ' ' '
1
 d.r

h
 ~

 a,
U 

(6) 7U'h ° j /. φ /, 

délinisscnt sur colle multiplicité line famille de courbes; on a do plus, 
le long de ces courbes, 

ω 'Μ''*., >„ J'/i' l Jl'/A Ίyn+1...y 

λ, -h . . . 4- A
rt
 — /i" — I, 

cl les equal ions (5) donnent 

( lS) ~~7ΰΓ~ - Aa· *"· 

L'ensemble des équations (6), (7), (8) définit une orienlalion 
d'éléments unis d'ordre ρ — 1 le long d'une famille de courbes, el cela 
indépendamment de la multiplicité intégrale choisie. D'autre pari, à 
cause du degré de généralité des intégrales du système S, on pourra 
toujours en l'aire passer une par un élément d'ordre ρ — ι arbitrai-
rement choisi; les équations précédentes définissent une famille do 
caractéristiques à une dimension; en faisant varier Λ de ρ -μ ι à //, ou 
obtient ainsi η — ρ familles de caractéristiques à une dimension: ol en 
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les associant à la manière des caractéristiques des équations du premier 
ordre (' ), on obtiendra des caractéristiques à η — ρ dimensions. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Si ir> syslèma S est complètement intégrable, te système 

è·1',· Λ 4 h 
ù.ru ~ " "ôx„ ~ x a"' 

~"<)χ,Γ' ~~ · '·· " *·· ΛΡ V" >·»' 

1 = 1,2, ..., ρ, // = ρ H- ι, . . ., η 

t'est aussi et définit tes caractér istiques d'ordre ρ — ι cl à η — ζ 
dimensions du système S. 

i. Avant d'aller plus loin, comptons le nombre des équations dis-
tinctes du système S. Si le premier membre d'une équation est une 
dérivée d'ordre ρ telle que la somme des indices des lettres ./p+1,,... xn 
est ρ — h, la somme des indices des lettres x

n
 ,vp est Λ; pour 

obtenir tous les premiers membres, il faudra, d'après la définition, 
prendre toutes les dérivées d'ordre ρ — // de .s par rapport à.rpM, v„ 
et les diflercnlier h fois par rapport à ..., .xp, ce qui donne Γ/,' .Jrj 
équations, et faire varier Λ de ο à ρ — ι, ce qui donne en tout 

équations. 
Le degré de généralité du système S est représenté par une fonction 

arbitraire de ρ arguments; d'une façon plus précise, si l'on se donne 
une multiplicité ponctuelle à ρ dimensions, il y a une infinité d'inté-
grales contenant cette multiplicité, dont l'ensemble dépend d'un 
nombre fini de paramètres. 

On peut définir celte multiplicité ponctuelle à ρ dimensions en se 

donnant .cpM ..., x
n
 en fonction de jc

n
 ..., #

p
; il s'agit de déter-

rçip + r; H- ... H- r>;4 rj +...+Pn-p Ppp 

(') Voir aussi J. BELDON, Sur les systèmes d'équations aux dérivées par-
tielles, etc. (Annales de VÉcole Normale, Supplément 1896, p. 44)· 
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miner sur cette multiplicité une orientation d'éléments d'ordre ρ unis 
vérifiant les équations du système S. 

On aura 

~ £ λ ·>'·Μ r",hci λ >·'-'.·· ·>·· 

/ " 1, 2, . , 0, /ι Ο, 1, 2, . . ., ρ — I, λ, Η- . . . Η- λ„ - -k. 

Ces équations permettent de calculer les Z*"4"', ... en fonction des 
7£V >.

n
 et des dérivées des ZA..., où l'indice // est inférieur 

a /ι -|— ι. 
Si l'on remplace dans les équations du système S, il ne restera plus 

que : 
i" Les 

zp0..0y. >„ ί 
Ί" L<>s 

Z£ et leurs dérivées du icr ordre, 
3" Les 

Z£
M

 cl l(,urs dérivées du IER et ie ordre, 

( h -ι- ι )° Les 

Zo' leurs dérivées du ier, 2e, ..., he ordre, 

/>° Les 

Ζ,!
 )0

), >
(i
 et leurs dérivées du IER, 2e, ..., ρ — ie ordre. 

Le nombre de l'ensemble des dérivées d'ordre supérieur de chacune 
des fonctions inconnues (avecl'ordre qui lui est attaché) est égal à 

ρ/» .ρ/' ·ρ· . . p« ρ . 

il est précisément égal au nombre des équations du système S ; on peut 
donc obtenir ces fonctions inconnues par l'intégration d'équations 
différentielles ordinaires. 
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L'intégration donnera des formules de la forme 

(Z> y, )o = fonction de r", ..., ,, 

D'autre part, en intégrant les équations des caractéristiques, on 
aura 

z =Jonction de./,p
4
,, . .., ·#.

Λ
, ·',» ..., j.

 It
, *

 5
 ..., >„)«i · · m 

xî ~ fonction dea^,,, .. ., j:
n

, , ..., ,v
u

, „ , ..., ( z
/t

 >„)«? · · ·ι 
î .1,2... ., 3, 

ou. en remplaçant 

ί —-- fonction de -tp. p
 n

, ,, .. ·, ·ϊ ,
4

« f l '.t · · 

xi— fonction de .//p.,, *. ·, · · ·, ·4*ρ, f'i, · ·ί 
/r=|,2, ...,ρ. 

Κη éliminant .r", . ..vtt

? entre ces ρ -h ι équations, on a IVnsenilde 
des multiplicités intégrales <|ui passent par la multiplicité ponctuelle 
choisie. 

On pourrait donner du résultat qui précède une démonstration 
purement analytique; je ne le ferai pas ici, pour éviter des longueurs, 
et je me contenterai de dire que la marche à suivre a été indiquée dans 
ma Thèse pour des systèmes analogues ( 1 ). 

«>. Nous allons étudier maintenant les systèmes linéaires cl du 
deuxième ordre. Les équations d'un tel système peuvent être mises 
sous la forme 

Ρ Hi a'\ Pi ( ·+- α\ Ρ i± "î- · - · H- Op p,r, -f- A,/,, 

f f' 
Pfik ~ ̂  (A a\ Pu + ̂  {(ή a'j -+- f''/ή ) Pu H- A/

d
, 

/•--1 i.j- I 

/=1,2, , p. //, /·'> p, 

(1 ) Loc cit., p. 2.Î. 
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et provenant de la forme normale où l'on a exprimé les seconds mem-
bres en fonction des dérivées prises par rapport à .r,, ...,xp 

Pour écrire les conditions d'intégrabilité, il faut différentiel· ces 
équations et identifier les dérivées du troisième ordre obtenues. 

Nousavons vu déjà que, dans les seconds membres, les parties con-
tenant les dérivées du troisième ordre étaient identiques; il n'y a pins 
qu'à identifier les expressions renfermant des dérivées du deuxième 
et du premier ordre. 

Nous ne ferons le calcul que pour les expressions quadratiques par 
rapport aux dérivées du second ordre; dans Lout cc qui suit, nous 
négligerons les termes pouvant fournir des expressions de degré ο on ι 
par rapport à ces dérivées; nous pouvons donc faire en particulier les Λ 
nuls. 

Soit une fonction Φ de />,, ..., p
lt

, 011 a 

^ = Σ τ,:, + 2. Ut; Σ p" )' 

si nous posons 

A0 f = df/dp + nJ <)ρτ i)ph ' 1 f 

nous aurons 

(9) dq/dxi = E psi A0 Q 

IJe même 

J,ι A 2d ô[>j Ρ·*Λ 2d Opt. ,l ' 

c esL-à-dire 

J,ι A 2d ô[>j Ρ·*Λ 2d Opt. ,l ' 

+ Σ | ΜΣλ^α·+Σ(«Χ+«Χ)/>,>· ί-
ou enfin 

(
'
ο

> £ = Σ (
 Λ

*
φ
 Σ «ί)=Σ (

Λ
*
φ

2Χ ̂  )· 
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Knvisageons les deux équations 

Ρ 

Ρih ~ 0>9P<ti<i 
σ — ΐ 

Ρ 

Pj* = 2aîPrJ> 
r- ι 

«•Iles clouneul deux expressions identiques de P/yA ; on devra done avoir, 
«'il particulier, en tenant compte de (9) et (10) 

Σ Γ />"Σ/^λ^4)1 -- Σ Γ /^·Σ/'*/Λα<<>1 ' 

ee qui exige que 

in) A
T
(aî) = A

c
(«î), 

Τ, 7 ~ 1, 2, . . ., ρ, Λ = ρ -+- I , . . ., //. 

Prenons de même les deux équations 

/>„(=Σ aîaf pu■+·Σ('α''α)+ ") "î ) vu i = 1 ij = I 
«Ί 

pyk = E ak u pyu 

elles donnent 

Σ ht- Σ ",P'jAi("iï Ι = Σ [""Σ/νΜ"?) + "t 

f \ 4Σ/νν(βΐ)+«ΐΣ/ν<ν(<'?)| 

+ ϊΣρ^Μ) + »1 Σ/νΜ«Ϊ)| 
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en identifiant les coefficients de on obtient 

a'iAy(aî) = αίΑ>.(α*) 4- a{ A>,(a)A), 
c'est-à-dire 

Αλ(αλ) = °» 

car nous supposons tous les a différents de zéro. 
Kn tenant compte de ce résultat dans l'identification des coefficients 

de ρ?, il vient 
a* A>(aJ) = «£Λμ(αί) ·+· Αμ(α>.), 

c'est-à-dire, à cause des relations (ι i), 

(I) Λμ(α}
Α) = ο (λ,μ==ι,2, ...,ρ, // = ρ + ι, ...,/ί). 

G. Le nombre des fonctions a qui figurent dans le système linéaire 
est égal ρ(/A — ρ) ; considérons η — ρ fonctions particulières, par 
exemple, 

„P+| „P+« an 

et une autre fonction a\, différente des précédentes. On a 

A
 σΚ + ,) = °, 

Α
β
(«;+,) = ο, 

A
 9
(a») =o, 

A
c
(al) = ο ; 

ces équations constituent η ~ ρ -+-1 relations linéaires entre les lettres 
d#4"1, le déterminant des coefficients est donc nul, et 
l'on a 

DQ g,ar'.aj·",.■·,«;) = 0 
f-Κ/'σ» Pp+-i> Pa+ii ···>/>«) ' 

l'indice σ pouvant varier de ι à p \ par suite, a% considéré comme fonc-
tion des lettres/>,, p

a
, .. est une fonction de ..., a". Donc 

Les expressions a(p
{

, . ..,p
H

) sont des fonctions de η — ρ d'entre 
Jo urn. de Math. (5* série), tooie V. — Fasc.LLL, 1899. 46 
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riles, rl Von a 

Ct'
x
 — Φ

α
β(χ,, . . ,, w, , <2·( , . . Λ, ). 

Il ne reste plus qu'à étudier les équations 

(12) Α„(αΡ+1) = ο, ..., Λ
σ
(«';) = ο (σ = ι, a,..., ρ). 

Supposons qu'il existe une fonction 

ΥΟΓΝ a*+\...ya%p„p„ .pn) 

telle que, si l'on remplace les «par un système d'intégrales des équa-
tions (u), les quantités p

n
 p

3
, ..., p

n
 disparaissent. 

On devra avoir 

<LI> 1 S? ASS
 +

 GR. =
0 <« = '.»;···.?>· 

(14) E dU/da da/dpk dU/dpk = 0('> = ? + ' «>· 

Laissons σ lixc, multiplions Γ équation (i4) par a£, faisons varier k 
de ρ ■+· ι à tiy et ajoutons; nous aurons, en tenant compte des rela-
tions (1) (p. 36i), 

(15) dU/dp0 + E dU/dpk =0 

ec qui montre que la fonction U est donnée par un système complet. 
Réciproquement, considérons η — ρ intégrales indépendantes du 

système (i5) U,, U
2

, ..U
n
_p et écrivons les équations 

l « («Γ\ ···><>PnP*, = const., 

ι
 Λ

_ρ(«Ρa"
t1

p
n

p.,, .. .,/y) = const., 

nous allons montrer que les valeurs des α. tirées de ces équations con-
stituent un système d'intégrales des équations (ia). 
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On a en cfTot, en dilTérentiant ces équations, 

Σ  /JL'/ da'l dU/ 0, 

Λ = ρ 1 

** da'l dp a dpk ~~ °' 

et, si Ton elfecluc la même combinaison que plus haut, il vient 

*à da'l \dp<, 2à * ()pk I ' 

et conimc, par hypothèse, les équations proposées sont indépendantes, 

f)(U,, L,,U
n

_p) . 

~D(e?+l a'!) ^ 3 0 
et, par suite, 

dp* ^ * dp a=0. Âsû + 1 
C. Q. F· I>. 

Le système (i4) s'intègre immédiatement et donne 

ph- ak
t
p

t
 - ak,p

3
, - —«p/>p= const.; 

nous arrivons au théorème suivant : 

Si le système 

Pik — #i Pit -+- a>xPii a
?
 p

t?
 H- A

ik
, 

Phk — a\ Pht ■+■ a\Phi -4- ... -h «P Phρ ■+· Aaa 

est complètement intégrable, les p(n — p) coefficients a sont des 

(*) 11 y a exception pour les systèmes provenant de la differentiation d'un sys-
tème du premier ordre en involution. 
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fonctions de η — ρ d'entre eux, de la fonction inconnue ζ et des 
variables indépendantes (1 ), et Von a en outre les relations 

[ht Pi · · · ®p/*p — ΨΛ(·^Ι · · ί ,Α'/π ~ )· 

7. Les équations 
A*/ = ο 1, a, ....ρ) 

consliluenl un système complet dont les coeflicients sont tous des 
solutions du système; les résultats précédents nous conduisent donc 
au théorème : 

Pour former tous les systèmes complets 

df/dx0i ·■·£-·■ 
A — p-f I 

dont les coefficients sont des intégrales du système lui-même, il 
suffit d'écrire les relations 

.vk — ak
%
 or, —... — «ρ x? = const., 

et de choisir (ρ — i) (// — p) coefficients comme, fonctions arbi-
traires des η — ρ suivants. 


