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FORMULE POUR LE CALCUIL RAPIDE D'UN CERTAIN POTENTIEL. 427

Formule pour le caleul rapide d’un certain potentiel ;

Par M. LERCH.

Dans son excellent Mémoire : Développements en séries trigono-
métriques de certaines fonctions périodigues vérifiant équation
AF = o (Journal de Mathématiques, 1886), M. Appell a obtenu
quelques formules trés élégantes permettant d’évaluer assez rapide-
ment certains potentiels. L'une d’elles, qui correspond au cas le plus
simple,

- 1 N 1 1

= TR vl L
présente cette circonstance que les coefficients de sun développement
ne sont pas exprimés sous forme finie. Il m’a semblé utile de chercher
un développement & convergence rapide, différent de celui de l'illustre
géométre, ct dont les termes scraient des fonctions ¢lémentaires cf
simples.

1y suis parvenu & l'aide de quelques invariants analyliques de
formes quadratiques, lesquels j'avais considérés & maintes reprises.
Mais les recherches correspondantes étant rédigées en tcheéque, il me
semble indispensable de présenter tous les développements sous la
forme aussi élémentaire que possible.
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Je prends pour point de départ une formule que j'avais obtenuc
autrefois (') et qui se vérifie tout de suite :
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‘n supposant 8 >1, j'y pose w = v, puis je change uen -

ct j'ajoute les résultats pour n = o, =1, =2, .... Il vient
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cela étant, échangeons les lettres @ et b, puis ¢ et w; le premier
membre reste inaltéré par cette opération et disparaitra enretranchant
les expressions obtenues de cette maniére. Il s’ensuit

——— — e — -
\/ab n=—w [u+a(v+n)=] T [ll+b(w+n)1]" 3
u+lz(1v+,,,n _mm —
= = Ecosnmou E f : g ’dz
m=1 n=—w
2 § /'n _utaw+nt _ omim ,_.£
TV ed i b TR A T i
5 cos2mwn E J e s ids.
=1 r=—w

(Y) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 111
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Dans cette équation posons s =1 + g, ¢ étant infiniment petit et

positif; il vient
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Les intégrales dans le seccond membre s’obtiennent & 'aide de la

formule el«mcn taire
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de sorte que le secopd membre devient
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il se simplifie en effectnant la sommation par rapport & 12 qui se fait &

"aide de la formule
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Journ. de Math, (i série), tone V. — Fasc. IV, 18gg.
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a-P

b-e

Up=

lMs

5
t

[ —&-(v+n)]'+p [%—1—(!"—&-/&)"‘2

!

pour ¢ = o. En employantle développement (Z\)p =I+p logg + (&%)
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Cela étant, la formule (1) fait voir que la quantité
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se réduit, pour p infiniment petit, 4 la quantité

r(e)
u)P’
€
le reste étant fini. Il s'ensuit que I'on aura
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¢’on, par conséquent,
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Pour simplifier, changeons « en au, ct posons + = (*;si 'on éerit
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Celte formule qui résout le probléme ¢noncé se simplifie en prenant
{ =1, ce qui suffit, par exemple, pour évaluer le potentiel étudié par
Ricmann dans son Mémoire Zur Theorie der Nobilischen Farben-
ringes on a

Yoy 1) — :la(w. )

COSRNTE — o 3FViwE AR
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B E \/(v—}—/l) + u cos hypl2= (v + n)*+-u) — cos2w= )

On peut obtenir une évaluation par I'intégrale définic, si 'on mul-
tiplie par dw et si 'on intégre de zéro & 1; on a pour ce but la formule
((ui s’obtient tout de suite au moyen de la définition (2)

. ' I
j P(w, )dw =log?,
0 u

et 1l s'ensuit

Yoy mlogd 4 [T oz et
_ b
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> pyu)=log= + 2 f -
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formule qui peut s’écrire d'une maniére encore plus simple, si l'on fait
Vel + u =o',

(5%) '~l¢(9,u)=logé+2f. €082 W' — =3 :Iz;

m €08 hypana — cosawr Vor— u

La formule (4) est d’'unc classe de relations qui sont assez nom-
breuses, et de laquelle je veux mentionner encore deux cxemples, i
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savoir
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el A représente une constante qui peut étre définie par la limite

A=
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+ log2 + lim{ 12 + w + logn — 2 Vv +|)

Vit

On trouvera des démonstrations, avee d’autres développements,
dans un Mémoire sur des développements & convergence rapide de
certaines limites, qui va étre présenté a 'Académie de Prague,



