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FORMULE POVIl LE CALCUL RAPIDE Il'uN CERTAIN POTENTIEL. 427 

Formule pour le calcul rapide d'un certain potentiel; 

PAR M. LERCH. 

Dans son excellent Mémoire : Développements en séries tri^ono-
métriques de certaines fondions périodiques vérifiant l'équation 
Λΐ; = ο (Journal de Mathématiques, 188G), M. Appell a obtenu 
quelques formules très élégantes permettant d'évaluer assez rapide-
ment certains potentiels. L'une d'elles, qui correspond au cas le plus 
simple, 

1 fc*-+-u LvW—sjnéfi1 | 

présente celte circonstance que les coefficients de son développement 
ne sont pas exprimés sous forme finie. Il m'a semblé utile de chercher 
un développement à convergence rapide, différent de celui de l'illustre 
géomètre, et dont les termes seraient des fonctions élémentaires el 
simples. 

J'y suis parvenu à l'aide de quelques invariants analytiques de 
formes quadratiques, lesquels j'avais considérés à maintes reprises. 
Mais les recherches correspondantes étant rédigées en tchèque, il me 
semble indispensable de présenter tous les développements sous la 
forme aussi élémentaire que possible. 



ί\2$ LEHCH. 

Je prends pour point de départ une formule que j'avais obtenue 
autrefois (') et qui se vérifie tout de suite : 

(1) \ Ad [« H-(«e-f-/«)âJ*· 

= I —ï i- -f-~ y COS2/WIVÛ / tf - z *dz. 

Kn supposant s > ι, j'y pose w = p, puis je change u en u + b^ + , 

et j'ajoute les résultats pour η = ο, ± ι, ± a, .... Il vient 

«o m 

e^mi [tf + (l((' + m),+ i(«f' + «)l]S 

«/ = — · fisr— oc 

= ^mi [tf + (l((' + m),+ i(«f' + «) 

+ ^mi [tf + (l((' + m),+ i(«f' + «)l]S^mi [tf + (l((' + m),+ i(«f' + «)l]S 

cela étant, échangeons les lettres α et h, puis ρ et pp; le premier 
membre reste inaltéré par cette opération et disparaîtra en retranchant 
les expressions obtenues de cette manière. Il s'ensuit 

a b ab 2 ''ΓΙ Γ" h·*-"__ '«'π* s 

= 2 ''ΓΙ Γ" h·*-"__ '«'π* s 

- 2/b5 

(ι) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 111. 
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Dans cette équation posons s — ι -hp, ρ étant infiniment petit et 

positif; il vient 

", +(··+«>■] [i+f"·-1-"»*] ) 

", +(··+«>■] [i+f"·-1-"»*] )", +(··+«>■] [i+f"·-1-"»*] ) 

- ", +(··+«>■] [i+f"·-1-"»*] ) 

Les intégrales dans 1«? second membre s'obtiennent à l'aide de la 
formule élémentaire 

", +(··+«>■] [i+f"·-1-"»*] ) 

de sorti· que le second membre devient 

\ - V V COS'U/il'i: -tmiz\-Vj -h»· -W/R 

- \ - V V COS'U/il'i: -tmiz\-Vj -h»· -W/R 

il se simplifie en elîcctuant la sommation par rapport à m qui se fait à 
l'aide de lu formule 

> ar cos 2Wiv- ~ > ar cos 2Wiv- -

Journ. Ue Math. (m sOric), tome V. — Faso. IV, i8«jî). 55 



43ο LERCII. 

cl l'on aura 

« =—· y/^ -+· ( tr -+- « )' cos hyp |^a r ^ y/- ■+■ («· + /<)* j — cos 2 t"n 

= « =—· y/^ -+· ( tr -+- « )' cos hyp |^a r ^ y/- ■+■ («· + /<)* j — cos 2 t"n 

- « =—· y/^ -+· ( tr -+- « )' cos hyp |^a r ^ y/- ■+■ («· + /<)* j — cos 2 t"n 

11 s'agit maintenant de la limite de l'expression 

Up = -( [2+(l,+n).y p (-( [2+(l,+n).y p ( 

pour ρ = ο. En employant le développement = n- ρ log^ -+- (pa), 

011 aura 

|j+ («-+«)']' ) |j+ («-+«)']' ) 

+/
,,

Σ
 "-;+<'·> . 

[; + (·+")']' 
Cela étant, la formule (i) fait voir que la quantité 

|j+ («-+«)']' ) |j+ («-+«)']' ) 
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se réduit, pour ρ infiniment petit, u la quantité 

r(p) 

(5)'' 
le reste étant fini. Il s'ensuit que l'on aura 

[™
U

>=ii y/5+ (* + »)· sjl
 +

 (,^
n)

'|
 + 1

°
KS

' 

d'où, par conséquent, 

E 1 [™U>=ii y/5+ (* + »)· sjl + (,^n)'| + 1°KS' 

[™U>=ii y/5+ (* + »)· sjl + (,^n)'| + 1°KS'[™U>=ii y/5+ (* + »)· sjl + (,^n)'| + 1°KS' 

1 [™U>=ii y/5+ (* + »)· sjl + (,^n)'| + 1°KS' 

"=-" \J^ ν'+ «)s cos hyp J^2 + (γ 4-«)» — cosawi: 

Pour simplifier, changeons u en a«, et posons | = P; si l'on écrit 
ensuite 

(a) ψ(ιν, «) = lim( j] - alogA 

notre résultat prend la forme 

v,u - w, t2 u 

(3) = log/- + 2 ^ν + ηγ+ι,„ — I, /= log/- + 2 ^ν + ηγ+ι,„ — I, / 

« cos hyp |27C/V/(t, + 'Oi+ «I — COS2«'TC 
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Celte formule qui résout le problème énoncé se simplifie en prenant 
/ = i, ce qui suffit, par exemple, pour évaluer le potentiel étudié par 
Niemann dans son Mémoire Zur Théorie. der Nobilischcn Farbc/i-
νιιιμο; on a 

y (v,u) - (w, u) 

I ι cosarr — e
--my,'n»-*-ni*-+u 

(4) n =8(ty ,ι )* tl cos liv|> | 2 π
 v

;( w -h // )* -+- u |— cosarr 

I I POS'AH'" — g-STt/1 f+Bi' + M 
! ' -f-«)i-f- // cos l»vp| 2ζ y/(<> -+- η)·-\- //J — cos2H'7î 

On peut obtenir une évaluation par l'intégrale définie, si l'on mul-
tiplie par dw et si l'on intègre de zéro à ι ; on a pour ce but la formule 
qui s'obtient tout de suite au moyen de la définition (2) 

Ι ψ (ιν, u 1 d\v ~ log - » 

et il s'ensuit 

" · « yd?51 -+- u cos 11 y ρ [ 21: ψ x'2 -+- ιι | — cos 2 r r. 

ou bien 

(5) (v,u) = log 4/a a J0 cos liyp \νκ y x* + wj — cos2Px y/.is-+-// 

formule qui peut s'écrire d'une manière encore plus simple, si Γ011 fail 
\/.X,A ~L· U — Χ'

 ) 

(5") ψ(ρ,u) = log--+- 2 / a J0 cos liyp \νκ y x* + wj — cos2Px y/.is-+-// 

La formule (4) est d'une classe de relations qui sont assez nom-
breuses, et de laquelle je veux mentionner encore deux exemples, à 
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savoir 

limΧ | -+- "V >a -+- » — v(*va"+~ v^a "+" w I 

ι , , — ·? e~i T- >■'+" cos ?! «»4 ζ -ι- er1 π » + "· XX I — e— ίπ , ι n't-i-"/'·-!-" cosa 4V'| 7T -f- <-J~ ,π* ' w*y'" ' 

et puis 

4 x2-t2 dx/ e2 xu= Ai*—i log !'(/), 

où l'on a posé 

,
X

"^n(—y. 

et Λ représente une constante qui peut être définie par la limite 

Λ = % H- loj*2 -+- lim( ir -+· // -+- log// — V yV *+■ 1 )· 

On trouvera des démonstrations, avec d'autres développements, 
clans un Mémoire sur des développements à convergence rapide de 
certaines limites, qui va être présenté à l'Académie de Prague. 


