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INTÉGRALES D'UNE MÊME ÉQUATION DE RICCATI. ID7 

Sur les équations algébriques dont toutes les racines 

sont des intégrales d'une même équation de Riccati; 

PAR M. LÉON AUTONNE. 

Introduction. 

Considérons une équation algébrique h
n
 de degré n*tl\ 

f(x) = xn-\- «Ao«' 4-.. .4- X„(0 = o, 

où les coefficients <k(t) sont des fonctions quelconques de la variable t. 
Prenons maintenant une équation de Riccati U 

u' —= — tlbe(i) 4~ Wilt, 4· 

et admettons que les η racines xt(i = 0, 1, ..., η — ι) de h„ soienl 
des intégrales de U. 

Cette condition entraînera, tant pour h
n que pour les irration-

nelles xh des sujétions fort étroites dont l'étude est l'objet principal 
du présent Mémoire. 

D'abord, le rapport anharmonique formé avec quatre racines sera 
constant. Je donnerai, pour rappeler cette propriété, à hn le nom 
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d'équation anharmonique. Ce Travail sera donc consacré aux anhar-
inoniques. 

En second lieu, le groupe (au sens de Galois et de M. Jordan) 
de h

n
 sera très particularisé entre les η lettres xt. 

Pour définir ce groupe G, je considérerai comme rationnelles par 
définition : 

i° Toutes les constantes; 
2° Les coefficients &(/) de 
Je dirai donc qu'une expression quelconque est rationnelle, si elle 

est le quotient de deux polynômes en Λ.,, ..., a>
h
 à coefficients 

constants. 
Sous le bénéfice de ces conventions, h„ sera supposée irréductible 

et G transitif. 
Changeons χ en 

ad-HC^O, 

ou A, B, C, D sont rationnels. h
n
 reste anharmonique et G ne change 

pas. Je ne regarderai pas comme distinctes deux li
n
 qui ne diffèrent 

que par le changement de χ en Je profiterai des quatre coefficients 
A, B, C, D pour simplifier l'expression définitive de h„. 

La théorie des anharmoniques h
n
 est fondée sur celle des groupes S 

linéaires, fractionnaires, d'ordre fini, constitués par des substitutions 

ciz + b 

Ce sont les groupes construits par MM. Jordan, Klein et Gordan. 
Rappelons quelques propriétés, d'ailleurs bien connues, de ces 
groupes S. 

S appartient à un des cinq types suivants, d'ordre Ν : 

1. CIRCULAIRE (Kreistheilungsgruppe de M. Klein), dérivé des 
Ν puissances d'une substitution unique 

| ζ Qj|, QN = ι · 
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II. PYRAMIDAL (Doppelpyramidengruppe de M. Klein), dont les 
Ν = 2m substitutions proviennent de 

e = \s o-1, ο,η^ i, 
£ rr | Ζ Z~K |, 

ε2 = ι, ε~,Θε = Θ',ΐ 

HI. TÉTRAÉDRIQUE, Ν = 12; 

IV. OcTAÉDRlQUE, Ν = 2.{ ; 

V. ICOSAÉDRIQUE, Ν = ()0. 

Pour le Tableau des trois derniers types, je renvoie au Mémoire de 
M. Jordan, inséré au tome 84 du Journal de Crelle. 

Chacun de ces cinq types possède un invariant absolu (zugehôrige 
Function de M. Klein) 

Ψ(ΐ)^4(;):φ(5), 

où ψ et ο sont des polynômes en z, à coefficients numériques; l'un au 
moins des deux a Ν pour degré, le degré de l'autre étant égal ou 
inférieur. 

Voici les propriétés de Ψ : i° c'est un invariant absolu vis-à-vis de 
toute substitution L de S, effectuée sur ζ; i° tout autre invariant 
absolu rationnel s'exprime rationnellement en Ψ. 

On trouvera au tome XII des Mathematische Annalen, p. 168, la 
liste, dressée par M. Klein, des cinq invariants absolus Ψ(ζ). 

Tout cela posé, la théorie des anharmoniques hn
 repose sur deux 

propositions fondamentales : 

THÉORÈME I. — Le groupe G de hn est isomorphe sans hémic-
drie à un groupe S. 

THÉORÈME II. — Toute h,t est de la forme 

F(*,T) = o, 

où le polynome F, à deux arguments, est à coefficients numériques 
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qui ne dépendent que de S. Τ = T(2) est rationnelle. La relation 
algébrique entre % et Τ est du genre zéro. 

Ainsi, il n'intervient dans h
a
 qu''une seule fonction T(/) de t. 

Les X sont rationnels en T, comme Τ l'est par rapport aux X. 
h

n
 n'appartient qu'à un nombre fini, et même assez restreint, de 

types dont la construction effective et explicite peut être poursuivie 
jusqu'au bout. 

Nommons 

G
0
 le sous-groupe formé par celles des substitutions de G qui laisscnl 
fixe la racine x0 ; 

S
0
 le sous-groupe correspondant de S. 

J'établis que G0 et S0 sont constitués par les ρ puissances 
d'une substitution unique (Upour G0, 11 pour S0). Ni H ni R ne 
sont puissances d'une autre substitution ayant un ordre plus élevé 
que p. 

Voici comment on réalisera la construction effective de toutes 
les hn : 

On prendra un groupe S; on choisira dans ce groupe une substitu-
tion R d'ordre p. Il viendra Ν = np. 

Posons ensuite l'équation W de degré Ν 

Ψ(Ω)=Τ ou ψ(ΰ)-Τφ(ΰ) = ο, 

où Τ est une fonction quelconque de t. Appelons Qj(J = ο, ι,..., N—-1) 
les Ν racines. 

Si η0
 est une quantité dont la valeur ne change pas par l'effet de 

la substitution R, le polynome de degré Ν = np en η 

Ψ(ι) 

Ψ(Ί») ?(*!Ο) 

sera la puissance pième exacte d'un polynome H (η) de degré qui 
sera le polynome réduit de h

n
. Soient η

;
(ι = o, f, ..., η — ι) les 

η racines de l'équation H (η) = ο. 
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Introduisons enfin l'expression suivante, où Ψ' et H' désignent les 
dérivées de Ψ et de H, 

*/v v\ _ 1 Γ 1 U'(X) "1 

laquelle possède l'invariance absolue vis-à-vis de toute substitution 
£ de S, effectuée simultanément sur X et Y. 

En vertu de cette propriété les Λ Ν expressions 

-*( Ω; >*!.·) 
/y = o,i,...,N-i\ 

\i = ο,ι,..η — ι / 

se réduisent k η distinctes, qui sont précisément les η racines Xi 
de h

H
. 

On posera donc 
Xi = -i (Ω, y]/), 

Ω étant une quelconque des Ν racines de W. 
L'irrationnelle xt est mise sous une forme telle que la constance 

du rapport enharmonique de quatre χ devient évidente. 
Soit η une racine quelconque du polynome réduit; éliminons Ω 

en tre les deux équations 

a? = i(û,Y]), Ψ(Ω) = T. (W) 

Le résultant, indépendant du choix de η, sera du degré Ν en χ, mais 
sera aussi une puissance p'ème exacte du polynome F(;r, T), du 
degré η en x, envisagé au théorème II ci-dessus. 

h
n
 se trouve ainsi complètement construite et notre problème a sa 

solution achevée. 
Les Ν racines ùj de l'équation W et les η racines η4· de H = ο ont 

la propriété suivante : elles sont toutes les transformées d'une quel-
conque d'entre elles par les substitutions £ du groupe S. 

On appelle, dans la théorie des formes algébriques, équivalents 
deux polynômes P(#) et$(y]), lorsqu'on passe de l'un à l'autre en 
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posant 
α· 3 4- Ô η II — δ 

Ρ et Φ ont leurs invariants absolus correspondants égaux. 
Je montre que le polynome réduit H (η) est équivalent au poly-

nôme /(a?), premier membre de h„. 
Il (η) est à coefficients numériques et tous les invariants absolus 

du polynome f{x) sont des constantes numériques, quoique les 
coefficients «λ,(£) def(x) dépendent de t. 

Ce résultat était à prévoir, car tous les invariants absolus d'un poly-
nome f{x) sont des fonctions rationnelles des rapports anharmo-
niques construits avec quatre racines. 

Le choix, dans un groupe S donné, de la substitution R n'est pas 
tout à fait ad libitum. 

La substitution U, qui correspond, dans G, à R, peut déplacer toutes 
les racines de h

a
 autres que x0. Les η — ι racines a?,, se 

répartissent ρ à ρ entre les cycles de H et ρ divise η — ι. Je dirai 
qu'on a affaire à la première catégorie. 

U peut laisser fixe, outre une seconde racine x
t
 ; les η — 2 ra-

cines a?2,.se répartissent ρ à ρ entre les cycles de U elp divise 
Η — 2. Je dirai que l'on a affaire à la deuxième catégorie. 

D'ailleurs, aucune substitution de G ne peut laisser fixes plus 
de deux racines. 

Voici le résultat de la discussion en ce qui concerne le choix de 11 
ou du nombre />, Ν = np. 

p = I. K = |. 

S appartient à l'un quelconque des cinq types de M. Jordan. Toutes 
les racines de h

a
 s'expriment rationnellement en fonction d'une quel-

conque d'entre elles 
p> 1. 

Dans le cas de la deuxième catégorie, η est un nombre pair, n = 2r. 
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Les 2 r racines se répartissent'en /· couples. Chaque racine d'un couple 
s'exprime rationnellement avec l'autre. h

n
 n'est pas primitive. 

Toutes les racines de h
n
 s'expriment rationnellement avec deux 

quelconques d'entre elles, pourvu toutefois que ces dernières (dans le 
cas de la deuxième catégorie) n'appartiennent pas au mcme couple. 

S n'est jamais du type circulaire. 
Si S est du type pyramidal, p = 2. G dérive d'une substitution 

circulaire 
Θ =(0, ι,2,...,« - ι), Θ"=ι, 

entre les η racines x
0>

..., et d'une substitution binaire 1. 
On a, pour η impair, 

ε=(ο)(ι, η - ι ) ( 2, il - 2). . 

pour 11 pair = 2 /·, 

ε = (ο)(/·)(ι,«- i)(. 

11 impair conduit à la première catégorie; η pair conduit à la deuxième. 
Même quand η n'est pas premier, h„ participe aux propriétés des 

équations de Galois. 
S tétraêdrique ne donne que 2 anharmoniques, savoir ( Ν = 12 = //) : 
η = 4, ρ = 3 (l'équation hs est à groupe alterné et à discriminant 

carré; première catégorie). 
η = G, ρ = 2 (deuxième catégorie). 
S oclaédrique ne donne rien à la première catégorie et trois anhar-

moniques à la deuxième catégorie (Ν = 24 = np) : 

η = 12 ρ — 2 

/<= 8 ρ 
w—6 ρ — 4 

S icosaédrique (Ν = 6ο -= np) ne fournit rien à la première caté-
gorie et trois équations à la deuxième catégorie : 

η — 3o ρ — 2 
η — 20 ρ — 3 
η = 12 ρ = 5 



164 I.. A.UTONNE. 

Quant à l'équation de Riccati U son intégrale générale est 

u = S (Cl, C), 

où C est la constante arbitraire et Ω la fonction fournie par l'équa-
tion W ou 

Ψ(Ω) = Τ(ί). 

Si l'on prend pour variable non plus t mais Ω, ce qui ne change pas 
le fond des choses, il est très facile de construire U elle-même. 

H, Ψ étant les expressions en Ω déjà envisagées, Ψ', ψ", H', ... 
étant les dérivées par rapport à Ω, U s'écrit 

ψ' dil. αψ»+1- iL 4. (JÎLY — ο 

11 fallait s'attendre à rencontrer tôt ou tard dans les présentes 
recherches les groupes S de M. Jordan, lesquels jouent un rôle essen-
tiel dans l'intégration algébrique de l'équation différentielle linéaire, 
homogène, du second ordre. 

Voici pourquoi. 
M. Painlevé (Leçons de Stockholm, p. 29 et suivantes) rattache à 

l'équation U de Riccati, l'équation V 

_ Uj— "3 

Si un «3, ... sont des intégrales de U, si p
n

 p
2
, ... sont des 

intégrales de V et v\, ... leurs dérivées, on a 

PI C P. 

pour l'intégrale générale de U et ensuite 

1 («2— «l)(«3— "l)' 

Dans le cas qui nous occupe toutes les intégrales tant de U que de V 
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sont, à part le changement de variable indépendante t en T(i), algé-
briques. L'intervention des groupes S de M. Jordan ne saurait 
manquer. 

J'espère, dans une publication ultérieure, revenir sur la dépendance 
mutuelle des équations différentielles U et V. 

Il paraît aussi intéressant et facile d'approfondir la théorie géomé-
trique des courbes algébriques unicursales anharmoniques 

F(*, Τ) = o, 

où, dans le polynôme F envisagé au théorème II, ci-dessus, on prend 
χ pour une ordonnée et Τ pour une abscisse. 

Dans le présent Mémoire, je me contente, comme exemple d'appli-
cation pour les procédés généraux, de construire toutes les anharmo-
niques du quatrième degré. 

Les principaux résultats des présentes recherches ont fait l'objet de 
plusieurs Communications insérées aux Comptes rendus: une déjà 
ancienne (7 mai 1883), les autres plus récentes (i3 février 1899; 

5 et 12 février 1900). 

CHAPITRE I. 

GÉNÉRALITÉS SUR L'ÉQUATION ALGÉBRIQUE ANHARMONIQUE DE DEGRÉ /t; 
LES η CONSTANTES q0, ql} . .., qn-i» 

1. Considérons une équation algébrique h
n
 de degré η > 4 

f(x) = xn + ̂ t(t) xn~{ + ...+ A>n(/) = ο, 

où les coefficients «A, sont des fonctions quelconques de la variable t. 
Nous envisagerons comme quantités rationnelles par définition : 
i° Toutes les constantes; 
2° Les coefficients χ de //„. 

Journ. de Math. (5· série), tome VI. — Fasc. II, 1900. 22 , 
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Je ne considérerai pas comme distinctes deux h„ qui ne différeront 
que par le changement de χ en 

g»)_ + ad-bc^o 

a, b,c,d — rationnelles. 
Cela me permettra de supposer, sans restreindre la généralité, 

Λ, = o, c'est-à-dire nulle la somme des η racines. 
Nommons, sous le bénéfice des hypothèses ci-dessus faites sur la 

rationnalité, G le groupe (au sens de Galois) de h
n

. Il est évident que G 
est indépendant du changement de χ en x[iK On admettra que G est 
transitif et hn irréductible. 

2. Prenons maintenant une équation U de Riccati 

Il — ~jT = lll)
0
(l) -H IIlft>| ( t) -+- ï/2 llhg(£). 

Par hypothèse les η racines x{(i = ο, ι, ..., η — ι) de h
n
 seront des 

intégrales de U. Alors le rapport enharmonique de quatre racines sera 
constant et h

n
 prendra le nom d'équation algébrique anharmonique. 

Cette propriété est évidemment indépendante du changement de χ 
en 5P(,) (n° 1). 

Je me propose d'étudier la nature de l'anharmonique h„ et des irra-
tionnelles x(. 

5. Soit x
a
 une racine quelconque; posons 

(Λ — I)C. = 0-I)C(O 

i == ο, i,..., η— ι ; i φ α. 

11 est facile de calculer la fonction c(z) de l'indéterminée s. Soit 

(0 f(z) ■— (z x
u
) f 

a (·?)■ 
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On aura 

-(Λ- I)C(S)=2JZ^' 

c'est-à-dire que la sommation est étendue aux η — ι racines de 
/«(3) = o. Si L est l'algorithme du logarithme népérien, il viendra 

2j^ = éLn(--*')=7s3· /.(-■)=t· 

Dilîérentions deux fois par rapport à ζ la relation (i), on aura 

/'<.-) = (:-*.)/«(=) + /.(s), 
/»(;) = (ζ - Xt)/'m(s) + 2/«(s). 

D'où l'on tirera 
/a(-) f*(z)· 

Pour ζ = x
a 

/«(*.) = /'(*«)> /«(-) = ï/*(»«), 

4. Introduisons les a — ι quantités y,·, ίφ α, définies par les éga-
lités 

(«) ' coL-yt 

On doit du reste aussi introduire un ttiémey, y
a

, qui est GO. 

Tous les Xi étant inégaux, tous les yt le seront aussi. Notamment 
un seul des y,· peut être zéro. 

Si ce cas se présente, je dirai que h
n
 appartient à la seconde caté-

gorie. Sinon on aura affaire à la première catégorie. 
Je dis que le rapport de deux y, aucun des deux n'étant ce ou o, 

est une constante. 
Pour établir cette proposition fondamentale, j'écris que xh définie 
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par l'égalité (ι) est une intégrale de U (η® 2), tout comme α·
α

. Après 
un calcul facile on a 

y\ ■+■ 2A?
E

TIH
A
) = Ρ = c'

a
 H- c

a
(I»L>, -+■ ix^\>.x) + D\>2. 

Sommons par rapport aux (η — ι ) quantités^· qui sont finies, il viendra 

(η - i)P = JjyJ + (*. + 2««ut») 2//· 

Mais, en vertu de (i), 
c<x Xi—χ α 

et 

Σ*=(η -»)«.-(n°3) 

Bref, Ρ = ο et 

— = ili», + 2 a?aifb3 = — yj :yt = const. 

C. Q. F. D. 

5. Considérons l'équation Y
tt 

F"
)
(r;*.) = n(y-r

i
) = n(y-c.+

 i
^) )

 (f
^

e)) 

= y-' + ... + e,_,(«a) = o I 

l'opération étant étendue aux (n — i) quantités y qui sont finies. 

Y
a
 aura ses coefficients rationnels en a?«. 
Pour la première catégorie, α

Λ
_κ
 φ ο. Pour la seconde catégorie, 

a
n
_, = o; après départ du facteur y, Y

a
 se réduit au degré η — 2. 

J'écrirai pour Y
a 

F(y; #«) =y*+y*~iAi
 (>«) -*-··· +yjK-j(x«) 

-H... -h AM(a?
a
) = o, 

Am φ Ο; on aura alors 
M = η — ι pour la première catégorie, 
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M = η — 2 pour la deuxième catégorie. 
Quelques-uns des A peuvent être =0. Nommons m le plus grand 

commun diviseur des indices M — y tels que, dans le terme A„_y·, 

le coefficient A
M
_y(£c

a
)^o. Comme A„=^o, m est évidemment un 

diviseur du degré M et M = ms. Y
a est une équation Z, de degré s 

.en 5= γ"1. 
6. Soity

0 une racine de Y
a

; toutes les M racines s'obtiendront par 
la formule 

4 = const., k = ο, τ,..., M — 1; Z
0
=i. 

Cela résulte immédiatement du n° 4. Aucune des constantes lk n'est 
nulle. 

L'équation c 

Π (y—y A) =y+E>r»yM_'+· · ·+ E,y
0
y-'-K..+ E„y=o, 

où les Ε sont des constantes, a les mêmes racines que Y
K

; identifions 
Y

a et ΰ; on aura les M relations 

(1) Ay(»«) = E,y, j == I, 2, ..., M 

pour déterminer les M H- I inconnues Ε j etye. 

Cherchons les solutions du système (1) ci-dessus. Plusieurs A j 
peuvent être = 0, les Ε y correspondants sont alors nuls, c'est-à-dire 
déterminés. 

Je ne retiens donc que les relations, au nombre de M — M,, 

(2) Yo E/ — A.J (#
a

)> 

où A j ψέ ο. Soient y, y,,7 2, ..., les exposants divers ; on a déjà appelé 
m (n° o) leur plus grand commun diviseur; 

Toute expression de la forme 

y>+y>« + --- = 2y>, 
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où les (A sont des entiers, positifs ou négatifs, est un multiple de m. 
Un théorème bien connu d'arithmétique nous apprend à construire au 
moins un système d'entiers μ tels que Σj μ. = m. Ecrivons 

Π A** pour Aj*Aj^..., 
c ~"1 = II El* pour Ef EJ*1.... 

Les égalités (2) donnent immédiatement 

(3) 
y™ = ϋ"ΊΙΑμ, 

. Ej = A-jy~J> 

e restant indéterminé, ce qui devait ctre puisque l'on n'avait que M 
égalités (1) ci-dessus pour définir M -h τ inconnues. 

Je dis qu'en faisant varier l'indéterminée e on obtient toutes les so-
lutions possibles des équations (1), au moyen des formules (3) ci-
dessus. 

Soit en effet z
0
 et Ey

. un autre système de solutions; on aura 

/S.V hj . 

(77 =i?7» :/c = const. 

z
0
 ne diffère de γ

0
 que par une autre valeur attribuée dans (3) à l'in-

déterminée e. Il en est de même pour E
y
 et les E

y
. 

7. En résuméy
0
 est définie par une équation binôme 

y; - β»Ω(*
β
) = ο, 

où e est une constante indéterminée et Ω une fonction rationnelle. 
Ω(#

α
) n'est pas autre chose que Π Α**(#

α
) ci-dessus. 

Je ferai entrer dans Ω le facteur constant e'n et j'écrirai simplement 

(0 «»,(/») =/Γ - Ω(χ«) = ο. 

Le quotient de deux racines sera constant. 
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8. Adjoignons (au sens de Galois) aux coefficients «A» de f(x) (n° 1) 
encore la racine x

a
. ΦΜ,(/0) se décomposera en facteurs rationnels 

««(y.) = Ρΐ(/.)Ρϊ'(/ο)···> 

ρσ -μ ρ'σ'-h... = m, tels que Ρσ= ο, PJ,. = ο, ... soient des équa-
tions irréductibles. Gomme l'équation $„ = o n'a pas de racines 
égales, il vient 

? = ? 

Je dis que tous les degrés σ, σ', ... sont égaux. 
Soient η et hr\ deux racines de Φ

ΛΙ
 = ο, A- = const., avec 

Ρ.(η)=ο, Ρ;,(*η) = ο. 

Les deux équations irréductibles en ζ 

Ρ
σ
(^) = ο, p;,.(/cs) = 0, 

ont une racine s = η commune ; donc elles coïncident et σ' = σ. Bref, 
m = pr et l'équation binôme (i) du n° 7 se décompose en r équations 
irréductibles de degré ρ, telles que 

P,(5) = 0. 

Je dis que Γ équation Pp(-) = ο est binôme. 
Cela résulte immédiatement d'un théorème de M. Fuchs ( Journal 

de Crelle, t. 81, p. IOO, proposition III), puisque : i° l'équation 
P^, = ο est irréductible ; 2° le quotient de deux racines de Pp = o, qui 
sont aussi des racines de Φ,Λ = ο, est constant. 

La discussion précédente montre que les m — pr racines y
0
 de 

l'équation binôme = ο sont fournies par la formule 

ρ
α

λ* [λ'" = ι, k = ο, ι, ..., m — ι], 

où e
a
 est une des ρ déterminations de V£, V

a
 étant une fonction 

rationnelle de x
a

. 
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L'équation Υ
β
 (n° 5) de degré M = ms est une équation Ζ de degré s 

en ζ =/w. Nommons g™y™ [Λ = ο, 1, ..., s — 1] les s racines de Z. 
Par conséquent : Les M racines /,· de Y

a
 sont fournies par la 

formule 

<·> gh\
kv* [à = o, 1, 1; /. = 0, I, — ι]; 

λ,Λ = 1, M = ms, m = pr, p£ = Υ
α
(#

α
), Υ

α
 étant rationnelle. Les gh 

sont des constantes, 
En outre, il y a un/

a
 infini (n° 4) et, dans le cas de la seconde 

catégorie, un y nul. 

9. Si, dans la formule (r) du n° 4, on explicite les expressions 
de/,·, on aura, d'après ce qui vient d'etre dit, α et β étant deux indices 
quelconques choisis dans la suite ο, 1, ..η — ι, 

37 3 = X% H 

Parmi les η coefficients constants q
a

p un, savoir q
aaL1

 sera oc ; un, 
dans le cas de la seconde catégorie, sera zéro. Les M autres s'ob-
tiendront parla formule (1 ) du n°$, c'est-à-dire seront de la forme 
gk^k. D'ailleurs 

M = η — ι dans la première catégorie, 

M = η — 2 dans la deuxième. 

Tousles/ étant différents, tous les q
a

p le sont aussi. Pour cette raison, 
le rapport gh> \ gh ne peut être une racine de l'unité pour h' φ h

y 

et les s racines g™y™ de l'cquation Ζ du n° 8 sont distinctes. 
Je nomnne Q« le système des η coefficients constants Q

a
p afférents à 

l'indice a. 

10. Quelle modification subira la construction du système Q 
si, au lieu de partir de la racine a?

a
, on avait choisi, au n° 5, une 

autre racine χp? 
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On aurait eu (n° 5) l'équation Yp de degré /1 — 1 

F(,,(y> ®p) = y"'* -I-.. · 4- α
Λ
_,(ffp) = O. 

Comme h
n
 est irréductible, (a?p) s'évanouit avec a„», (x

a
) et seu-

lement alors, Donc, la catégorie ne change pas. 
Si A

y
(x

a
) = o, A,-(a?p) est aussi =0 et réciproquement; ainsi le 

nombre m ne change pas. 
Admettons provisoirementque les nombres ρ et r puissent changer (*). 

Les η --1 racines de l'équation Yp seront fournies par la formule cpjrpj, 
y = 0,1, n — i,y φ β, avec grpp = xet 

Vp —Q(a?p) = o 
puisque (n° 7) 

r™ - Q(x
a
) = o; Q(.r«) = ΠΑ^Ο*). 

On aura encore les égalités 

J P Cp-^py^p 

et un système Qp de 11 termes q$j tous inégaux, dont un est x, un 
autre est zéro, si l'on se trouve dans la seconde catégorie. 

Je dis que les systèmes Q
e
 et Qp ne diffèrent que par Vordre des 

η termes. 

il. £pp étant χ se retrouve dans Q
a
 puisque qaa est x. Soit un 

terme fini q^j de Qp; je dis que q$j se retrouve dans Q
a

. 
Le groupe G de h

n1
 étant transitif, possède au moins une substitu-

tion s = (αβ..soit i l'indice auquel s fait succéder y, de façon que 

* = (<$...)(·· ·)···· 
Or, on a 

χ ι = #
α

 H L_, 

Xj — χ» H î , 

(') On verra au n° 32 que cela n'est pas. 

Journ. de Math. (5e série), tome VI. — Fasc. II, 1900. 23 
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= C
%
 + (X\ - Xi)'', ('« = û(a?«), 

?py pp = Cp h- (a?p - xj)-%, pJ = Û(a?p), 

q'ïi = [c«+ (λ?« - [Ω(#α)]~4 = ψ(^«, Λ?/), 

yjjt =... = ψ(#β, Xj)t ψ = rationnelle. 

La fonction rationnelle des deux racines ψ(#α, a?/) est égale à la 
constante ql) et ne change pas de valeur numérique par la substitu-
tion s; ainsi 

qÎ='Hx«>xi) - Ψ(®?> xi) = q",· 

Si q$j= o, pour la deuxième catégorie, q
a
i= ο aussi; se 

retrouve dans Q
a

. Si q$j φ ο, on a 

?w=?«A', λ'"=ι. · 

Or qai= gΛ" (n° 9) pour un choix convenable des nombres 
entiers h et k ; ainsi q$j = gh XAW et se retrouve dans le système Q

a
. 

En résumé, tous les η termes distincts de Qp se retrouvent parmi 
les η termes tous distincts de Q

a
. Les deux systèmes coïncident, à 

l'ordre des termes près. 
Je ne parlerai plus dorénavant de Q

e
, Qp, mais du système 

unique Q (ou Q0) dont les η termes qi) qi— q
oi

 ont les valeurs sui-
vantes : q

0
 = coy q

{
 = o dans la seconde catégorie, les M (n° 5) au très q 

n'étant ni nuls, ni infinis. 
Du reste, on peut numéroter de bien des façons différentes les 

η termes du système Q. Ainsi, au n° 17, je démontrerai que les 
n quantités q. — q^ sont toutes distinctes. Au n° 27, je raisonnerai 
non plus sur les qt mais sur les q'j. 
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CHAPITRE II. 

GROUPE LINÉAIRE FRACTIONNAIRE S, D'ORDRE FINI; SON ISOMORPHE Γ 

ENTRE LES Π LETTRES q. 

12. Je ferai grand usage des substitutions linéaires fractionnaires £. 
J'emploierai plusieurs notations équivalentes 

'Ή3 SRAL' 

h )> 011 {.= 1* «I. 

[z] = c^-td ^tanl a^or.s ce Ç116 devient l'indéterminée z par 
l'effet de 

L'inverse de £ est 

C
~(-c α ) * = <·■'M· 

£ est aussi définie par la relation entre z et z' 

§{z, z') = czz' — za-\- z'd —6 = 0. 

Je dirai souvent simplement une £ au lieu de une substitution 
linéaire fractionnaire £. 

Pour la multiplication des substitutions et la théorie des groupes, 
j'emploierai la terminologie et les notations, classiques en la matière, 
de M. Jordan. 

13. Nommons σ
α
 la ̂ de déterminant ν^φ ο 

σα
-|* · 
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La formule du Chapitre I (n° 9) 

Xi — xa 

peut s'écrire 
— ra7ot» 

De même 
? = ? 

et linalement 

= σ4??ϊ]' ??■=σρ'σ«[7«.1 = *(>«[?«'·]> 

en posant ισ
α

, d'où s
a

p = s^. On a 

^βι — ^βαΐ^α/] i 

les et les qp,· sont tous des termes appartenant au même système Q 
des η coefficients qt (n° II). sp

a
 ne fait que permuter ensemble les q,·. 

Par suite, «p
a
 a constants les rapports de trois de ses coefficients au 

quatrième. 
Considérons maintenant la £ canonique d'ordre m 

A = | ζ \z |, λ'"= ι. 

On a vu au Chapitre 1 que tous les q
t
 qui ne sont ni o, ni oc, sont 

donnés par la formule gh \
k(k = ο, ι,..., m — ι ; h = ο, ι,..., s — ι ; 

rns = M ; M = η — ι pour la première catégorie ; M = η — 2 pour 
la deuxième catégorie). Donc Λ ne fait que permuter ensemble les 
M lettres qt telles que qιφ ο ou oo. De plus, À[o] = ο, A[x] = x. 
Ainsi, Λ partage avec les s^ la propriété de permuter ensemble les 
η termes qi du système Q. 

14. Nommons S le groupe dérivé des «?
α
β(α, β = ο, ι, ..., ιι — ι) 

et de A. S est évidemment isomorphe au groupe Γ entre η lettres, 
constitué par les déplacements des qit 

Uisomorphisme est holoédrique, car une £de S, qui laisse fixes les 
n{n > 3) lettres qh se réduit à l'unité. 
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S est d'ordre fini et appartient à l'un des cinq types de MM. Jordan, 
Klein et Gordan, énumérés dans l'Introduction. 

Nommons Ν l'ordre commun de S et de Γ. 

15. Γ est transitif entre les η lettres qit 
Prenons deux combinaisons quelconques αβ et α'β' des η indices ο 

à η — 1.11 suffit qu'il existe au moins une ^de S, par exemple s, telle 
que 

y«'n=s[?«fi], 
pour que la transit!vité soit assurée. 

Or on a (n° 13) 

— 5βα[^α/·], q$%— ^β«[^αα1 — ^βαΐ.30]* 

et, de même, 
= <S

a
jj [aoj, ^α'β'= ,?α'β'[^]> 

d'où 
^α'β'— 5α'β'^βα[^αβ]> 

car 
•^βα = ^«β · 

11 suffit de faire 
8 = 5α'β'5βα, C. Q. F. D. 

S contiendra Ν = ιι&> substitutions, étant l'ordre du groupe S
0 

formé par les £ de S qui laissent fixe q
0
 = oo. 

Ifi. Etudions S0
 et nommons s une ^de S

0 

*-(: i> 
On a, par hypothèse, 

s[oo] = ^=oo, d'où c = o. 

J'écrirai, pour simplifier les notations, 

s = | ζ az -h b | = (a, b) ou [«, 6J. 
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Un calcul simple montre que 

(a, b)'= P. ^IRN] P
OUR a

 Φ '» 

(.,&)' = (., β). 

Comme s = (a, b) est d'ordre fini, b = o, dès que a = r ; alors 
5 = 1. 

Soient s = (α, δ), $'= (a', &'), il viendra 

s'5 = (αα', a'b + 6'), 55'= (αα', &), 

55 (5'5)-' = (!,...) = I, 

en vertu de ce qui précède, et toutes les £ de S0
 sont échangeables 

entre elles. 
De la relation ss' = s's on tire 

a'b -H b' = ab' + (a'— i)b — (a — i)b\ 

a — 1 α' — 1 

Les £ de S
0
 ont la forme 

[a, e(a — i)], [«', c{a'- ι)], 

e étant le même pour toutes les substitutions. 
α, a', ... sont des racines de l'unité. Si une des £ est canonique, 

β = ο et toutes les substitutions ^ de Se sont canoniques; donc, en 
vertu de théories bien connues, S0, d'ordre est constitue par les 
X puissances d'une seule substitution 

ft = [p> e(P - ')] = I s P-S -H E(P — Ι) I, P^ = I, C.Q.F.D. 

Si m > r, S
0
 contient les puissances de la £ canonique Λ (n° 15), 

Il est alors aussi canonique et e = o. Bref, on ne peut avoir οφ ο 
que si m — 1; X est évidemment un multiple de m. 

17. Nous sommes maintenant à même de donner une idée plus 
précise de la nature de S et de Γ. 
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Prenons, gardant les notations du n° 15, dans S les η substitutions 

s
a
 = soa = σ"1 σ

α
; S0 = i. Elles sont toutes distinctes, car si = on 

aurait 

σ«= σρ, σ
α
[χ] = χ

Λ
 = σρ[οο] = χ$, 

résultat absurde. La relation σ
α
[^

α/
] = σρ[?ρ{] du η° 15 devient 

si ί = β, 

d'où, à volonté : si i = β = ο, 

(0 ^«[^αο] — ί'οο) ^αο— ''α [|?ooj— t3®]i 

si α = ο, β = ι, 

(») ^οα—^α[^οο]— 

si ί = β, 

(3) ««[flap] = ββ[«], ^·ρ= 8« 8ρ[«]. 

Tous les coefficients q
a

p sont ainsi connus dès que S est connu. 
Nommons #

α
 la substitution de Γ qui correspond à $

a
, on aura, 

puisque q
Qa

 = q
a
 = è

a
[q

00
] = e

a
[gr0], 

$*=(q*q*-..)(···)···· 

Soit € une substitution quelconque de Γ, qui fasse succéder l'indice α 
à l'indice o, 

® = (?ο?«· ··)(·· ·)···· 
il viendra 

si ί = β, 

H étant la substitution de Γ qui correspond à R (n° 16). Toutes les 
Ν = nm* substitutions de Γ sont ainsi fournies par la formule 

(l = ο, ι» ·· · » M* — 1; α = ο, ι,..., η — ι). 
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Par suite, les «it = N substitutions £ de S sont fournies par la 
formule 

R's«. 

Il résulte notamment de là que les η quantités qa0
 sont toutes dis-

tinctes. En effet, si qM — la formule (i) ci-dessus donnerait 

q&o — $α [?..]— [°°] — —&β t30] i 
aloi^ 

Sp [»] = », Sp S"' = R', 8p = R'-S«, 

et les n& expressions R/s
a
 ne seraient plus distinctes. 

Posons (n° 11, in fine) £<·<,= q'n qc = q^ — ̂  (
ce

 Ç
11

* équivaut à 
un numérotage différent des q); en vertu de (τ), on aura, pour sub-
stitution correspondante à s"1 dans le groupe Γ construit sur les q', 

(iW*· ■■)(·■·)· 
résultat utile au n° 25. 

18. La formule du n® 15 

(0 ®,=<*.[?«/] ou χί=°Αιλ 

conduit à une conséquence nouvelle. 
Envisageons le polynome $(q) dont les qt sont racines; $(q) sera 

du degré η — ι, puisque la racine q
c
 est infinie. Dans la deuxième 

catégorie, il y aura aussi une racine nulle. 
Les formules (i) montrent que le polynome f(x) (n° 1), dont 

les Xi sont racines, est équivalent (au point de vue de la théorie des 
formes) au polynome §{q) à coefficients constants. 

Tous les invariants absolus de f(%) sont des constantes. Cela était 
à prévoir, car ces invariants sont des fonctions rationnelles par rap-
port aux rapports anharmoniques des racines xt. 

Je dirai que §(q) est le polynome réduit du polynome /(#). 
Toute £ de S, permutant ensemble les racines qt du polynome 

réduit, ne peut, après départ des dénominateurs, que multiplier ce 
polynome réduit par un coefficient numérique : §(q) est un inva-
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riant par rapport au groupe S, dont les j^sont effectuées sur q, 
toujours après départ des dénominateurs. 

19. On a vu (n° 16) que R, 

R = ] - pj + e(p-i) |, p'rb = i, 

dont les ox» puissances constituent S0, est forcément canonique, e = o, 
dès que m > i, mais que, si /» = i,ona éventuellement 

οφ ο. 

R devient canonique dès que Ton transforme S parla substitution 

E"1 = | ζ ζ + e |, 

E[coj = Ε[^
0

] = χ = y
0

; Ε = ι dès que e = o. Considérer ESE~' au 
lieu de S, c'est opérer non plus sur ζ et qiy mais sur ζ + e et ^/-+- e. 

Voici, relativement aux groupes S et S0
 ainsi transformés par E ', 

quelques lemmes utiles pour la suite. 
I. Aucune n'est une puissance de R, car on aurait Sa[oo] = x, 

s
a
[y

0
] = q

0
, ce qui est absurde, car (n° 17) 

«.[*·]—^ 9&Φ 9»' 

II. Aucune j^de S autre que les puissances de R n'est canonique, 
car on aurait encore 41 [x] = x, £ = R'. 

III. S
0
 ne contient aucun sous-groupe § permutable aux £ de S. 

Les 41 de § sont canoniques, puisque ce sont des puissances de R; 
désignons par s une 41 quelconque de S non contenue dans S0; si 
$-{$B = §

t
 on a (JORDAN, Journal de Crelle

y
· t. 84, p. 96, n° 7) ou 

bien 
S

a
 canonique, 

ce qui est absurde (lemme II), ou bien 

S ~ Ζ l- , S2= 1 ; 

Journ. de Math. (5* série), tome VI — Fasc. II, njoo. 24 
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Les Ν = nïfc substitutions de S, qui devient pyramidal (voir Intro-
duction), se réduisent aux 2X substitutions dérivées de 8 et de R et 
données par la formule 

(/ = o, 1, ..X — 1; g = ο et 1). 

Cela est absurde, car on aurait η = 2. 

On verra, du reste, au n° 52 que R est toujours canonique et e tou-
jours nul. L'hypothèse e φ ο est toute provisoire. 

CHAPITRE III. 

IDENTITÉ DE Γ AVEC LE GROUPE G DE L'ANIIARMONIQUE. 

20. Reprenons la relation 

χ'=χ"·+ O1"»·")-
où 

σα — ζ xa 4- - — 5 

et le groupe S des 71% substitutions (n° 17) 

R'S
a 

(α = o, 1, ..., η — ι ; / — ο, ι, ..., ίΚ» — ι), 

R = I ζ ρ j -η e(p — 1) |. 

Changeons s et qt en s H- e et qi-h e, ce qui a pour effet (n° 19) de 
transformer S par la substitution 

Ë~1 = | ζ ζ H- e | 

et de rendre R canonique. 
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Nommons 

° <'α U'cJ 

ce que devient le rapport ^ par l'effet de E~'. 
Il viendra 

&a — M %<t I ~ T~3 ZT ' 

Dès que m > ι, Ε se réduit à l'unité (n° 16, in fine) 

e = o, 
et du se réduit au quotient 

COL 

dont la puissance mie,ne est rationnelle puisque ν'£ = ΰ(χ
0
) (Cha-

pitre I). 

21. Je vais étudier les propriétés des ά
Λ
 qui sont le fondement de 

toute la théorie. 
On a d'abord, avec les notations du n° 17, 

QC — 0"α[^α] — *oKl> Kl. 

d'où d
a
= s"1 f/^o]î de même S

a
[d

a
] = SpK]. 

Les nw> quantités Uj(j = ο, ι,..Ν — ι;Ν = «χ) fournies par la 
formule 

P,*=R/e;'K] 

sont des transformées par des £de S de l'expression u0 = d0. Je vais 
montrer que les Ν quantités Uj sont toutes distinctes. Alors elles seront 
toutes les transformées de «0

 par les £ de S. Ces dernières ne feront 
que permuter ensemble les Uj. 

22. I. Aucun d
a
 n'est oo, car on aurait 

p=o et ict· = ica 4-— ; 

h
n
 aurait des racines égales. 
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II. Siundg,— const., tous les do.sont constants. 

Posons do.— — -l· e — Κ ; il viendra 

(,ot __ — ep > 

Or (Chap. I) = Ω(#α), Ω étant rationnelle 

(0 cT=K®.)]" = (^-0"Û(ar.). 

Comme h„ est irréductible, la relation (i) subsiste pour toutes les 
racines #

e et tous les da sont des constantes. 

III. Il est absurde de supposer tous les dx
 constants. 

Des formules telles que 

1 = i'M 

on tire 
(«Ρ - Λ·

α
)-' = Ρ

α
(4 - £

α
ρ) = - Γβ(ί/ρ— ?βα)· 

d
a
 — y

a
p^osans quoi, en vertu de (i), a?p=oo; de même dp — ypa^o. 

Alors 

rfp 7βα — 7«? 

Si tous les d sont constants, les rapports des ρ sont constants et Ton 
peut poser 

(^) #p — a?
a
 = Κρ

α
ω, Κρ

α
= const. 

Effectuons la sommation 2» β φ
 α

> des égalités(2), en remarquant 

que la somme des racines de h
n
 est nulle (n° 1); on aura 

— ηχ
α
=ω^ Kp

x
. 

Le rapport de deux racines x
a
 serait constant. Raisonnant sur h„ 
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comme on a raisonné sur Y
a au Chapitre I, on verra que l'irration-

1 

nellc xt est de la forme = Κ,-Τ", Τ = fonction rationnelle des coef-
ficients λ de f{x) (n° 1). Les ne seraient plus intégrales d'une 
équation de Riccati mais d'une équation 

;«T^ = «T', T=~. 

IV. Aucun rapport d$ \ d
α
 n'est constant pour β φ α. 

Posons o?p= Κί4, Κ = const. On a dp= S [rf
a
] (n° 21 ), où 

-C 

est une £ de S. 
Il viendrait 

y * 

(>) Κcd'i -t- da(lLd— a)— b = o. 

L'équation (i) en d
u est une identité, sinon da = const., ce qui est 

absurde (lemme III); donc 

b = c = Kcf — a = o, 
S est canonique. 

De là successivement, toujours avec les notations du n° 17, 

s|>] =3^8* [»] = », 
S
a

[oo] =gp[ao], 

σ
0
 S« [eo] = σ

α
 [αο] = χ

Λ
 = σ

0
 Sp f »] = σβ [ac| = 

ce qui est absurde. 
Les quatre lemmes précédents entraînent la conséquence annoncée : 

V. Les Ν = η3ϋ quantités Uj(j = ο, τ,..., Ν — ι) du n° 21 don-
nées par la formule 

(/ = o, i,. ..,3fc — ι; α= ο, ι,..., η — i) 

sont toutes distinctes. 
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Si l'on avait, en effet, 

ρ' */
α
'— p^«? α "φ-

on aurait 
dg,m.du— const. 

ce qui est absurde (lemme IV). 
Les 4^de S permutent entre elles les Ν lettres iij; les déplacements 

des Uj forment un groupe Γ' entre Ν lettres, évidemment : i° iso-
morphe à S et à Γ ; 2° transitif. 

Il n'y a pas hémiedrie, car S ne possède aucune £ laissant tous les Uj 
fixes. Γ' a son ordre Ν égal à son degré. Chaque substitution de Γ dé-
place chacune des Ν lettres u. 

25. Considérons l'équation D de degré Ν [/ = <>, ι, ..., οι ~ i; 
α = ο, ι, ..., η — ι] : 

D(«)= JJ («- Uj) = IJ(« -?'</«) = IX(")lJ_ = 

Je dis que df3 = ̂  -l· cj^3 (n° 20) est rationnel en 

En effet, =Ω(#
α
) (Chap. 1), Ω étant rationnelle, e = ο dès 

que m > ι (n° 16, in fine)] enfin est un multiple de m (n° 16). 
Par conséquent : 

lorsque i, <? = o, d^3 = = rationnelle; 

lorsque m = ι, v
a
 est rationnelle et dl^ aussi. 

On a donc D(&) = W(a3t), les coefficients du polynôme\Y en 
étant symétriques par rapport aux a?«, c'est-à-dire rationnels par rap-
port aux coefficients X de /(#)(n°l). Les coefficients des poly-
nômes D ou W sont donc rationnels au sens du n° 1. 

24. Le groupe {au sens de Galois) de Véquation D, de degré Ν 
et à coefficients rationnels, est précisément le groupe Γ' du n° 22 
(in fine). . 
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On supposera D irréductible; on verra au Chapitre IV, n° 33, ce 
qu'il en est effectivement. 

Soient èj(j = 0, 1,..., Ν — ι) les Ν substitutions ^de S, on aura 
Uj=Sj[u

0
\. L'expression ..., w

lV
_,), rationnelle en Uj et à 

coefficients rationnels au sens du n° 1, est identique à une expression 
analogue ^(w

0
) en «

0
 seul. Il est indifférent d'effectuer dans ψ : 

Soit sur les uj une substitution β de S ; 
Soit entre les Uj une permutation marquée par la substitution σ 

de F correspondante à s. 
Prenons l'identité 

Ψ(«», ",,···, "n-I) = 7.(«O)· 

Si ψ est invariable par les substitutions σ de F, on a, en vertu de la 
transitivité de F, 

·/("·) = x(°l) =· ··= /.(".X-1) = y-("'')+^"'>+···, 

ψ est symétrique par rapport aux racines de D, c'est-à-dire ration-
nelle. 

Si ψ = χ(ί/0) est rationnelle, on a, puisque D est irréductible par 
hypothèse, 

Ψ = χ(«.) = χ(«· )=···; 

ψ ne change pas de valeur par les substitutions σ de Γ. 
Ainsi F est le groupe de D. c. Q. F. D. 

Posons 
W, = = dp. 

w0 est invariable par les s& puissances de la canonique R = | j ρ ζ j 

(p^ = 1) qui constituent le groupe S
0

. 
Les Ν transformées de w0

 par les Ν = ns& substitutions de S se ré-
duisent à η seulement, savoir [α = ο, 1— 1] 

= df. 

Toutes les up
a
 sont distinctes, car, si η'α = on aurait 

d« : dp s= const. (n° 22, lemme IV). 
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Chaque substitution de S produit, entre les λ lettres un certain 
déplacement dont l'ensemble constitue un groupe Γ" entre n lettres 
évidemment isomorphe à S, à Γ et à Γ. 

Je dis que Vhèmièdrie n'existe pas. Il existerait, en effet, alors 
dans S un groupe § laissant fixes toutes les η quantités w

a
 — dJ*; 11 

laisse w
0
 fixe et § est contenu dans S0. § est permutable aux £ de S, 

ce qui est absurde (lemme III du n° 19); l'holoédrie est forcée. 

25. Je dis que les deux groupes Γ et Γ", de même degré n, iso-
morplics sans hèmièdrie, sont identiques, c'est-à-dire diffèrent uni-
quement par le nom des lettres déplacées. 

La proposition devient évidente si l'on suppose Γ construit sur les 
η lettres q' du n° 17 (c'est-à-dire sur les q différemment numérotés). 

En effet, prenons les substitutions correspondantes 11 de S, 
Si = (q'

0
)(.de Γ, Λ" = )(...)... de Γ", puis les substitu-

tions correspondantes 6
α

, ô"
a
 de S, Γ et Γ". On a 

<h = s«' [?'.] (n° <" /"'0' 
<4 = Si' [rf

0
] (n° 21 ) et <r„ = dp ; 

donc 
S. = (?'.?'«···)(···)· · ·> = Oo«V. ·)(· · ·)· · ·· 

Prenons maintenant dans Γ cl Γ" deux correspondantes quel-
conques φ = (sr«3'p.,.).·· et Je vais montrer, et cela suffit, que 
'<£" = (tvewp...).... Or 

O i*-I 
et 

Z" === (w 

D'où, par isomorphisms holoédrique, 

r = (w.wp...) (..·)■··■ 
C. Q. F. D. 

Ainsi Γ" permute les w
a

, de la même façon que Γ permute les 
du n" 17. 

Je ne parlerai dorénavant plus de Γ", mais seulement de Γ. 
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26. Revenons maintenant à l'équation D du n° 25. 
Le premier membre D(m) de D est un polynome de degré Ν = nsfc 

en u et de degré /1, W (w), en w = u 
Les η racines de l'équation W, W (w) = o, sont évidemment les 

= dr. 

W est irréductible dès que D l'est. En effet, si 

W(w) = W(Î^) = D(M) 

admettait le polynome rationnel Φ(«ρ) pour diviseur, D(m) admettrait 
le diviseur rationnel Φ(«9ΐ>). 

Je dis que le groupe (au sens de Galois) de W est précisément Γ 
(c'est-à-dire Γ") (n° 25). 

Si ψ et χ ont même signification qu'au n° 24, on aura encore 

ψ(«ρ
0
,ιν,,...,ιν„_,) = χ(«„), 

et le raisonnement s'achève comme au n° 24. 

27. On a vu, au n° 25, que w
a
 = 4- est toujours une 

fonction rationnelle et à coefficients rationnels ξ(#
α
) de χ

Λ
. Je dis que 

réciproquement x
a
 = X(w

e
), X étant de même nature que ξ. 

Considérons, en effet, les deux équations en îc, h
n
 ou f(x) = ο 

et φ = ξ (a?). La résultante, de degré η en w, est évidemment W. Je 
dis qu'il n'y a, sous le bénéfice de W, qu'une seule racine χ commune 
à f(x) = ο et ξ (a?) — w = o. S'il y en avait deux, x

a
 et on aurait, 

pour une même racine w
a
 de la résultante W, 

= dp = ξ(α?
β
) = ξ(#ρ) = = dp ; 

d$ : da
= const., ce qui est absurde (n°22, lemme IV). L'unique ra-

cine commune s'obtient par des procédés rationnels, et l'on a 

x = X(w), χ
Λ
 = X(w«) = X«. 

Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. II, 1900. 
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28. Le groupe G de l'équation h
n
 est précisément Γ. 

Soit ψ(#,>, a?,,..., x
lt
_,) une expression rationnelle par rapport aux χ 

et à coefficients rationnels. On aura l'identité 

Ψκ, χ,,...) — ψ(Χ„ x, ,...)= Z(tv»>,v )· 

Si ψ est rationnellement exprimable, il en est de même pour χ et 
réciproquement. Γ est le groupe de W; pour que χ soit rationnelle-
ment exprimable, il faut et il suffit que χ soit invariable par les substi-
tutions σ de Γ. Opérer une σ dans χ entre les w, c'est opérer aussi σ 
dans ψ entre les x. Donc Γ est aussi le groupe de h

n
. 

11 vient ainsi le théorème fondamental de toute la présente théorie : 
Toute ankarmonique h

n
 a son groupe G isomorphe sans hémiédrie 

à un groupe S de substitutions linéaires fractionnaires. 
S est d'ordre fini et appartient à l'un des cinq types de MM. Jordan, 

Klein et Gordan·. 

CHAPITRE IV. 

ÉQUATION D; rOLYNOME RÉUITI. 

29. Je suis maintenant à même de préciser la nature du groupe G 
et du sous-groupe G

0
, ce dernier composé des substitutions (x

0 

G0, étant correspondant à S
0

, provient des PL puissances de la sub-
stitution % correspondante à 11. 

Reprenons la formule du Chapitre I : 

(>) Xi — Xq-\ J 

où c
0
= c(x

0
), qt = q

9i
 (n° 11). p

0
 est racine de l'équation binôme 

— Ω(./τ
0
) = ο et de l'équation binôme irréductible Pp du n°8, 

VoK) = °, m=pr·, 

enfin = m'm (n° 16, in fine), m'= entier. 
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V
0
 est rationnelle. Je vais montrer que =/*; par suite, les éga-

lités at. = m'm, m = pr donnent 

rm'—\, /* — m' — ι, ^ = m=/). 

30. Adjoignons (au sens de Galois) x
0
 à h

n
\ G se réduit à G

0
 et 

Téquation P^, à coefficients rationnels et irréductible possède un groupe 
Iransitif γ. 

Si λ est racine primitive mimc de l'unité, p. = λΓ est racine primi-
tive piime. Les ρ racines de sont 

(

'<MI
 ('oî ^0» — jAPoi · · · 1 *'oi t*·'î · · · 1 i?0

y

p-\ P·' ' L»· 

Je dis que γ est constitué par les ρ puissances de la substitution cir-
culaire 

π == (^00 ^0» · · · ^Ο,ρ-Ι )■ 
Soit en effet 

κ' = ( ('oot*V · · ·) Oofi'V ...)(···)··· 

une substitution quelconque de γ. π' ne change pas la valeur ρβ~α du 
quotient p

0
p*r

0Ct
. Donc 

ροβ;Γ()α= Ρ0ρ·:^οα'= ρΡ'-α', 

β' — α'= β — α (mod/)), 

^-Ρ = α'-·α = /ί (mod ρ), 

β'=Ξ= β ·+■ /ι, α'=α -+· k (modρ). 

τ! ajoute aux ρ indices le même nombre k et est une puissance 
de π. 

Soient -A, πΑ',... les diverses puissances qui interviennent, ρ le 
plus grand commun diviseur des k, /t', ..., δ le plus grand commun 

diviseur de ρ et de p. γ sera constituée par les ^ puissances de t;P, qui 

amèneront, à la place de t?
00

, | racines. Gomme y est transitif, il faut 
avoir δ = ι, ρ premier avec ρ et γ constitué par les ρ puissances de t.. 
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51. Dans la formule (i) du n°29 il peut arriver (cas de la seconde 
catégorie, mentionné au Chapitre I) qu'un des qi9 ç

t
 par exemple, 

soit zéro. x{ est alors rationnel en x
0 et toutes les substitutions de G0 

sont de la forme (a?0) (ar, Les M (M = η — ι dans la pre-
mière catégorie; M = η — 2 dans la deuxième) qt qui ne sont ni nuls 
ni infinis sont fournis par la formule (n° 9) 

(0 Α = ο,ι,.Al = O, 

\m = r, M = ms, m = pr. 

Divisons l'entier k par l'entier r; nommons d le reste et l le quo-
tient; on aura k — Ir -H d et la formule (i) devient 

g·* μ/λ*, μ = λΓ, μ'=ι; 

où I = ι,..., p. Réunissons dans un même système X
e
 les .r,· pour 

lesquels le correspondant comporte une même valeur pour £7, λ''. 
Il y aura rs systèmes X

ei
 puisque l'expression g

A
"ktl a rs valeurs, et 

chaque système comportera ρ racines, distinguées entre elles par les 
ρ valeurs de l'exposant l ; e — ο, ι,..., rs — τ. 

Si entre les ρ racines de l'équation binôme Ρ
ρ
 (n" 50), j'effectue 

la substitution π, qt se multiplie par μ et l'indice l s'accroît d'une 
unité. Il se produit entre les χ une substitution car, qui, laissant fixes 
les rs systèmes X, permute circulairement les ρ racines d'un même 
système X; x3p=i. 

Je dis que G
0
 est constitué par les ρ puissances de cr, autrement 

dit crest la substitution H du n° 29. 
En vertu de la formule 

X( — X 0 H > 

et de l'adjonction de x
Q
 à h

a
, on peut écrire 

a?z=F(e0) = F(Poe), F rationnelle. 

Toute fonction ψ(#η ..., xn-d rationnelle de x
n
 ..., x

n
_

{
 et à coeffi-

cients rationnels devient une fonction analogue χ(<>00) de seu^e 



INTÉGRALES D'UNE MÊME ÉQUATION DE RIGGATI. IC)3 

racine p0 == p0(> de Pp (n° 50). Réciproquement les racines ρ0ί· de Pp 
sont rationnelles en a?,,..., 

Effectuant dans le second membre de l'identité 

ψ(χ·,, ..., ) — χ(Ρ<ιο)> 

la substitution π du groupe γ de Pp, on effectue dans le premier 
membre de l'identité et entre les a?,, ..., la substitution gt, et ré-
proquement. Si ψ est invariable par τυ, χ est invariable par π, c'est-
à-dire rationnelle, puisque le groupe γ (n° 50) de P^ ne comprend 
que les puissances de π. ψ est rationnelle. 

Réciproquement, si ψ est rationnelle, χ l'est aussi; χ est invariable 
par π et ψ est invariable par gj. 

G
0
 est constitué par les ρ puissances de σ et vs est précisément U: 

X, = p. 

52. 11 découle de là plusieurs conséquences. 
Le nombre ρ degré de l'équation binôme irréductible cf — V

0
 = ο 

est le même pour tous les indices ο, ι, 2, . .., η — ι, contrairement 
à l'hypothèse provisoire du ηυ 10. 

Nous avons vu (n° 29) que, si x = ρ, ox> = m = p. 
Je dis que la substitution E-' = | s, s -h e | introduite au n° 19 

pour rendre tt canonique est inutile. 
ο est déjà zéro pour m > r. Or, pour m = ι, ρ = ι et H est cano-

nique comme se réduisant à l'unité, puisque l'ordre X de R se réduit à 
l'unité. 

Je supposerai dorénavant H canonique. 

55. L'équation D, D (u) = o, du n° 25, a pour racines les Ν quantités 

By=i;[«o], ί„ = Ι (/=0, Ι,.,.,Ν —i), 

less, étant les t^de S. Gela nous permet de construire sur-le-champ 
cette équation D. 

On sait que tout groupe linéaire fractionnaire S, d'ordre fini N, 
possède un invariant absolu Ψ(ζ). Je nomme ainsi le quotient 
ψ(*) = ψ(^):φ(5) de deux polynômes ψ et φ dont l'un au moins est 
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du degré Ν par rapport à l'indéterminée s et l'autre a un degré égal 
ou inférieur à Ν ; les coefficients des deux polynômes sont numériques. 

Ψ(δ) possède la double propriété suivante : 
C'est un invariant absolu vis-à-vis de toute £ de S, effectuée sur s\ 
Tout invariant absolu, vis-à-vis les de S, est une fonction ration-

nelle de Ψ. On trouvera au Tome XII des Malhemcilische Annalen, 
p. iGH, la liste, dressée par M. Klein, des ψ afférents aux cinq types 
de groupes S. 

Je ne considérerai pas comme distincts Ψ et Ρ(Ψ), Ρ étant une 
substitution linéaire fractionnaire quelconque à coefficients numé-
riques. 

54. Soit /·„ une quantité quelconque. L'équation de degré Ν qui a 
pour racines les transformées sy[r„] de /·

0
 par les substitutions .<?,· de S 

[y = ο, ι, .. Ν — ι] pourra s'écrire 

V(s) = V(r.). 

. En effet /·„ est racine et l'équation ne change pas quand l'on rem-
place ζ par *, [>]. 

Soit u
0
 une racine de l'équation D du n° 25; D s'écrira, en vertu de 

ce qui vient d'être dit, 
Ψ(η) = Ψ(ιι

0
). 

Mais on a 

Ψ(«0 = Ψ(«.)=···=Ψ(^-ι) 
= fonction symétrique des racines de 1 ) 
= fonction rationnelle des coefficients de D 
= fonction rationnelle des coefficients 4. (n° l) de h

ir 

En effet (n° 25), les coefficients de D sont rationnels par rapport 
aux A>. 

En résumé D s'écrira 
Ψ(«)=Τ, 

Τ étant une expression rationnelle au sens du η° 1. 

55. L'équation D, qui vient d'être construite, est-elle irréductible 
comme l'exige le raisonnement du n° 24? 
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Oui, lorsqu'on envisage T(/) comme une variable simple ou une 

lettre unique. Autrement dit : D ne possède aucune racine commune 
avec une équation D', de degré N'< N, qui ait ses coefficients de ία 
forme σ(Τ) cl qui soit irréductible ; σ(Τ) désignant le quotient de 
deux polynômes en Τ à coefficients numériques. 

Désignons, en effet, par u0) ut9
 ... les N' racines de D', qui sont 

aussi des racines de D. On aura (n° 55) 

Ut— ^— ο,ι,..., Ν i, 

st étant une ^ de S, s0 = ι. Je dis que les s{ forment un groupe S', 

contenu dans S. Il suffira de montrer que «<β
3
[κ

0
], par exemple, est 

aussi racine. Le groupe de D' étant transitif contiendra au moins une 
substitution σ = (u0 u2

 . ..) (u
t
 u

3
 ...)(.. .), ... ; u

3
 étant la racine 

que σ fait succéder à ux. σ ne change pas la valeur nulle de l'expres-
sion u^— s

t
 [tf0] et il vient 

ο = u3 — = u-i — srç2[ w0] î 

par suite, β,[^-ol est racine. Cela posé, D', s'obtient par le procédé 
du n° 54 et s'écrit 

ψ'Ο) = Τ'(0> 

Ψ' étant l'invariant absolu de S'. On aurait, par hypothèse, 

r = ®( Τ), 

c'est-cà-dire une égalité ω à coefficients numériques : 

τΤ(κ) = ©[Ψ(κ)]. 

ω n'est pas une équation en u, car elle admettrait pour racines celles 
de D', qui seraient alors des constantes. Cela est impossible, car il y 
aurait des d* constants (n° 22, lemmes II et III). Donc ω est une 
identité. Cela est encore absurde, car Ψ' est l'invariant absolu de S' 
seulement, tandis que σ(Ψ) est invariant absolu pour S. 
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Par contre, en particularisant T, on détruit facilement l'irréducti-
bilité de D. Voici des exemples simples de ce fait : 

Nommons Θ
Γ
 la canonique ^ d'ordre /·. 

Prenons S circulaire et dérivé de ΘΝ, ψ(*)= sx; D est —Τ = ο. 

D est réductible si T? = rationnelle, ρ étant un diviseur de N« 
Prenons encore S pyramidal, en combinant 0M, Ν = 2M, avec la 

substitution |s z~' |. On a 

Ψ(ζ) = ζ»+ζ~\ 
l) s'écrit : 

uiU — Τ w.M -{-1 = 0, 

et devient réductible dés que (Τ2 — 4)" = rationnelle. 
Dans le présent Mémoire, je traiterai toujours Τ comme une va-

riable simple et D comme irréductible. Je réserve, pour un Travail 
ultérieur, la discussion des équations D réductibles et des enharmo-
niques h

n
 dégénérées, qui prennent alors naissance. 

56. La construction effective du polynome réduit (n° 18) ne 
présente pas de difficulté. Soil q

9
 une racine du polynome. <j

0
 est 

invariable par la substitution R et q
0
 est numériquement déterminée. 

Les N= np quantités S/[y0] se réduisent à η distinctes dont chacune 
est répétée ρ fois. L'équation 

ψ(?):,?(?)=ψ(ΐ) = '®'(ΐα)=··= ψ(?«) :?(?.) 

a η racines, chacune avec le degré ρ de multiplicité. Le polynome en q 
de degré Ν 

ψ(?) ?(?) 

Ψ(?ο) ?(?.) 

est la puissance pièmt exacte du polynome réduit, lequel se trouvera 
ainsi construit. 

Nous avons pris R canonique, d'où q
0
 = oo, mais le raisonnement 

est indépendant de la canonicité de R; il suffit que R[y0] — 9V 
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CHAPITRE V. 

NATURE DR L'IRRATJONNAUTÉ POUR LES RACINES DE L'ANHARMONIQUE. 

57. Les η racines xt de l'équation anharmonique h
n
 ont été (n° 27) 

exprimées rationnellement au moyen des c'est-à-dire d'une quel-
conque des racines Uj del'équation D. La nature des irrationnelles xt 
est théoriquement connue, puisque D vient d'être construite. 

Mais je ne m'en tiendrai pas là. Je mettrai les χ ι sous une forme 
telle que la constance du rapport anharmonique de quatre ̂  deviendra 
évidente. 

Reprenons, à cet effet, les formules, déjà tant de fois considérées, 

,%· · — χΛ — σα J I. 

x^ et c
a
 sont des fonctions rationnelles de ^ν

Λ
—άρ

Λ
 (n°27), puisque 

(n° 52) 3l> — ρ, d
a
 = c

a
 : v

a
, puisque e = ο (ηυί 52 et 20). On écrira 

C<x— t'a 7α / 
et 

*·'-·,■= + = F(d
a

, ?«,·)· 

Le rapport anharmonique de quatre xt est évidemment constant, 
puisque c'est celui des quatre constantes q

%i correspondantes. 

58. La fonction rationnelle F(X, Y), 

F(X,Y) = 5(X")4-C(X")xl
T

. 

des deux indéterminées X et Y possède une propriété importante, qui 
servira pour la construction effective de F. 

Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. II, 1900. 2Î) 
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Soient : 

u une racine quelconque de l'équation D (n° 25); 
q une racine quelconque du polynome réduit. 

La propriété signalée est celle-ci : U expression 

F(«, q) 

possède l'invariance absolue vis-à-vis de toute £ de S, effectuée 
SIMULTANÉMENT SUF Uelq. 

La proposition est évidente pour la canonique 

R = l-, p-l, pp = i. 

S dérive de R et des η substitutions s
a
 (n° 17). Il suffira de démon-

trer l'invariance de F(w, q) vis-à-vis des η substitutions sa. 

39. On peut toujours, pour un choix convenable des entiers l et a, 
poser 

u — pld
%
 (n°2i). 

En vertu de ce qui vient d'être dit et par l'intervention de R~', 

F(tt, q) = F(pld
a

, q)=F(da, f'q). 

On peut toujours, pour un choix convenable de l'indice 1, poser 
ç lq = puisque la substitution R permute simplement les termes 
du système Q (n° 11); alors 

F(u, q) = F(*4, q,t) = a„[y„] = x„ 

avec nos notations habituelles (n°57). 
L'indice β étant quelconque on a 

(n° 17), 

8«[^
a
] = sp[rfp] (n°21), 

du.— Sa 

F(II, ^)=F(^'^[4J, eà'epfap/]). 
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Mais aussi (n° 37) 

F(«, y) = arJ= ?ρ/) = 
et 

F(rfp,srp/) = F(s;,8p[ciji], -sâ'spl^p,·]). 

Changeons α en β et réciproquement 

F(b, q)r=V(d
a

, y
e
/) = F(Tp[rf

e
], Tp[f.,]), Tp=Sp'8

a
. 

L'invariance de F(u, q) est démontrée vis-à-vis du groupe S' dérivé 
de R et des Tp. Or 

8p= saTp'= T0Tp', 

S' coïncide avec S, comme dérivé aussi de R et des S. 
La proposition du n° 38 est complètement établie. 

40. Le théorème subsiste évidemment, quand on pose u = Μ[Ω], 
q = Μ[η], M étant une substitution linéaire fractionnaire quelconque, 
et quand on envisage, au lieu de S, le groupe M-' SM. Un calcul 
simple montre que 

F(«,
?

) = F(M[Q], MW) = Px(^+Q), 

Ρ et Q étant rationnels en Ω, sans contenir η. 
Je choisirai bien entendu M de façon à mettre S sous une forme 

simple, celle „de MM. Jordan et Klein, par exemple, car S a été pris 
jusqu'à présent sous une forme très particulière, celle où la substitu-
tion R est canonique. 

41. Soient donc: 

le groupe S, mis sous forme nouvelle; 
Ψ(^) son invariant absolu (n° 55); 
ψ(Ω)= Τ l'équation W qui remplace l'équation D du n° 34; 
H (η) le polynome réduit, construit comme il est expliqué au n° 36; 
η,·, i = ο, i, — i, les η racines du polynome réduit H, avec 

97= Μ[η,]; 
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Ω == û
0
 = M"1 [μ0 ] la racine de W qui correspond à la racine «„ = dQ 

de D. 

L'égalité (n° 37) 

«/ = = tfo[?i] = *o+ = F("«> h) 

devient, en vertu de ce qui a été dit au n° 40, 

x'=p(°)[dr^ + Q^)] = p(°>«(°. 1/)· 

Je vais construire directement Ρ et Q, en m'appuyant sur le théo-
rème du n° 58. 

42. On a ( n° 1 ) ̂  xi = 0 » donc 

2*<-p(«Q + 2
a
~) = »· 

L étant l'algorithme du logarithme népérien, on a 

Σ«^ = «ΣΜΰ-η/)=Β^Π<ΰ-η/) 

v ~~ «H(u)' 

H' étant la dérivée du polynome réduit H. 
Ainsi 

Ο _ _ H'(") 

Enfin 

*,= f(û, η,·) = Ρ - S] =
 P

<
Û

M
Û

' 

45. Posons Ω' = 5[Ω], ηί = ^[η;], 

5 = 1 )> {ad — bc = τ) 

étant une substitution quelconque .^de S. 
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En vertu du théorème du n° 38, 

ί(Ω',η;) = ί(Ω,ηί) = Ρ(Ω')ο(Ω',η;). 

Soient X et Y deux indéterminées quelconques, avec X'=s[X], 
Y' = .s [ Y] ; on aura par un calcul facile 

X' = (αΧ + Ζ»)[ω(Χ)]~1, ω(Χ)= cX H- d= ω, 

dX'_rM/VM-2 dX * ι _ ω(Χ)ω(Υ) 

La substitution s ne fait que permuter ensemble les η racines de 
H (η), donc, L étant toujours le logarithme, 

H (η') == [ω(η)]"ΛΚΗ(η), Κ = const., η/=^[η]. 

to = β "·«>=τ, lLlt+LB (ι) -»L-wi s 

= Κι)1·[Κ-^ΐ]' 

Bref, sous le bénéfice des calculs ci-dessus, 

nt^A, Χ)- χ__γ λΗ(Χ) 

devient 
σ(Χ',Υ') = [ω(Χ)ρ®(Χ,Υ). 

Enfin, la relation 

Ρ(Ω)σ(Ω', η',) = Ρ(Ω')[ω(Ω)]2σ(Ω,η,·) = Ρ(Ω)σ(Ω, η,) 

donne 

(Ο Ρ(Ω') = (eû + <$)-'Ρ(Ω). 

44. Soient Ρ(Ω) et Ρ, (Ω) deux expressions satisfaisant à la con-
dition (i). Le quotient Ρ, : Ρ sera invariable par toutes les substitu-
tions £ de S, donc Ρ, : Ρ est une fonction rationnelle de l'invariant 
absolu Ψ(Ω) de S. Or, Ω est une racine de l'équation W (ηυ 4Ί) 
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Ψ(Ω) = Τ = rationnelle ; Ρ, : Ρ = ε = rationnelle ; Ρ, ne diffère de Ρ 

que par un facteur rationnel ε. Supprimer ce facteur ε, c'est, en vertu 

de la formule 

1Ü—7)/ 

multiplier tous les a?,· par un facteur rationnel. Cela est indifférent (n° 1). 

Il suffira donc d'obtenir, d'une façon quelconque, une seule fonc-

tion Ρ(Ω) satisfaisant k la condition (i) du n° 43. 

Nommons Ψ' la dérivée de l'invariant absolu Ψ. On aura 

Ψ(Ω') = Ψ(Ω), Ψ'(Ω') = Ψ'(Ω)|£> 

Ψ'(Ω·) = Ψ'(Ω)(οΩ + ίί)1. 

Il suffit de poser 

F(ü) 

45. L'expression définitive des irrationnelles χ ι sera 

= x¡= W'-'(ù) 

avec 
Ψ(Ω) = Τ et Η(γρ) = ο, 

Ψ étant l'invariant absolu et Η(η) le polynome réduit du groupe S; 

H' et Ψ' sont les dérivées de H et de Ψ. 

Notons que la fonction rationnelle f(X, Y) des deux argu-

ments Xel Y est à coefficients NUMÉRIQUES. 

46. Considérons l'expression f(û, η) OÙ Ω et η sont des racines 

quelconques de W et du polynome réduit respectivement. On a 

Û = *;[Û.] et Ï) = S,|>|, 

Sj et Si étant deux 41 de S. En vertu du théorème du n° 38, il viendra 

à volonté 

ί(Ω, η) = f (s;[û.], s,[η,,]) = ί(Ω,„ s, |), 
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ou, de même, 

f(Û,ï|) = i(ir'*y[ûo]. η»)· 

Toutes les «N valeurs possibles de ί(Ω, η) s'obtiendront donc, soit 

en associant à une racine, arbitrairement choisie une fois pour toutes, 

de W, successivement les η racines du polynome réduit, soit en asso-

ciant à une racine du polynome réduit, arbitrairement choisie une fois 

pour toutes, successivement les Ν = np racines Ω de W. 

Le premier procédé fournit les η valeurs 

®*·=ί(ΰο>η/) (* = o, ι, . .n- i); 

le second procédé fournit les Ν valeurs 

f(Q/i ■*!·) (y = o, 

Ces η valeurs se réduisent à η distinctes, chacune étant répétée ρ fois. 

En effet, effectuons dans f(Û/, η0), sur Ω,· et η
β

, simultanément 

les ρ substitutions de S
0

. La valeur de f ne change pas, ni η„, tandis 

que û
y
 est remplacée successivement par ρ — ι autres racines de W. 

Nommons ζ(Ω) l'invariant absolu du groupe S
0

. ί(Ω, η
0
) est une 

expression rationnelle 3ΐυ(ζ, η
β
). Les Ν substitutions de S donnent 

η expressions, ζ
0

, ..., ζ
η
_,. Les η valeurs distinctes de f(Q, yj

0
) sont 

fournies par le Tableau 

^Jo) (i = ο, ι,...,/ι ι). 

47. Si l'on,élimine Ω entre les deux équations 

Ψ(Ω) = Τ et * = ί(Ω,η0), 

la résultante, qui est en χ du degré Ν = np, aura pour racine j9uP,e 

chacune des η quantités xt = 3ΊΙ/(ζ,·, η
0
) et sera la puissance /?ième exacte 

du polynome /(a?), premier membre de h
n

. Ce dernier se trouvera 

ainsi construit. 

48. En résumé, toute équation anharmoniquepeut s'écrire 

f(x, T) = o, 
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où f est un polynome à coefficients numériques et Τ une fonction 

unique de la variable t
) rationnelle au sens du n° 1. 

La structure du polynome/ne dépend que de la nature de S et du 

choix de la substitution R dans ce groupe S. 

Le genre de la relation algébrique qui lie χ et Τ est évidemment 

zéro, puisque a; et Τ s'expriment rationnellement à l'aide d'un même 

paramètre Ω 
* = ί(Ω,η

0
), Τ = Ψ (Ω). 

Si a? et Τ sont l'ordonnée et l'abscisse d'un point dans un plan, la 

courbe/= ο serait intéressante à construire, mais ces recherches, que 

j'ai esquissées dans ma Note du i3 février 1899, seront mieux à leur 

place dans une publication ultérieure. 

CHAPITRE VI. 

CLASSIFICATION DKS ANHARMONIQIF.S. 

49. On sait que le groupe S linéaire, fractionnaire, d'ordre fini N, 

appartient à l'un des cinq types de MM. Jordan, Klein et Gordan. 

Voici l'énumération des cinq types : 

I. — CIRCULAIRE (Iireisiheilungsgruppe de M. Klein) dérivé 

d'une substitution unique Θ d'ordre N. 

II. — PYRAMIDAL (Doppelpyramidengruppe de M. Klein), dérivé 

des deux substitutions Θ et ε; N = 2m ; 0W = 1, ε2 = ι ; ε-1 Θε = Θ-1. 

III. — Tétraédrique, Ν = ΐ2. 

IV. — Octaédrique, Ν —24. 

V. — lcosaédrique, Ν — 6ο. 

Je renvoie au Mémoire de M. Jordan (t. 84 du Journal de Crelle) 

pour le Tableau des trois derniers types, et au Mémoire de M. Klein 

(Mathematische Annalen, t. XII, p. 168) pour la liste des invariants 

absolus Ψ (s) afférents aux cinq types. 
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50. Je me propose, dans ce Chapitre, d'examiner jusqu'à quel point 

peut être choisie arbitrairement dans S la substitution R, dont les ρ 

puissances constituent le groupe S
0

; Ν = np. 

Si ρ = ι, R = ι et S appartient à l'un quelconque des cinq types; 

mais il n'en est plus de même dès que ρ > ι. 

Je rappellerai (Chapitre I) que ρ divise M, 

M = η — ι pour la première catégorie, 

M = η — 2 pour la seconde catégorie. 

On a vu que la seconde catégorie se présente quand le groupe G„ 

de G, qui laisse immobile une racine x
0}

 laisse aussi immobile une 

seconde racine x
t

. Alors η est pair et les racines sont associées par 

couples, tels que #
0
 et x

t
. 

Quant à la première catégorie, elle se présente toutes les fois qu'on 

n'a pas affaire à la deuxième catégorie. G
0
 ne laisse immobile qu'une 

seule racine xQ. 

Dès que /? > ι, S ne peut être du type circulaire. 

En effet, mettons R, qui est une puissance de Θ (n° 49), sous forme 

canonique. Les s
a
 (n°17), qui sont aussi des puissances de Θ, de-

viennent canoniques ; cela est absurde (n° 19, lemme II). 

51. Si S est circulaire, h
n
 est une équation binôme. 

En effet, alors 

ρ — ι, n = Ν, ψ(ζ)—-s« = T, Η(γ])=η*-Κ, 

Κ = const., * = ί(
:
,η)=_^_^__ΐ!Ζΐ); 

d'où, par un calcul facile, puisque ζ" = T, 

Î = I-(*T*
 + T

^) 

ou simplement = χ (eu égard au n° 1). 

Enfin 

= OCT. C. Q. F. D. 

L'équation binôme est bien un cas particulier de l'anharmonique. 

Joum. de Math. ( 5· série), tome VI. — Fasc. II, 1900. 27 
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52. Supposons, pour Ν =-- 2/rc, que S appartient au type pyramidal 

et dérive de Θ et ε, avec 

0m = i, ε2 = ι, ε_1Θε = Θ-'. 

Les Ν substitutions de S sont : i° les m puissances de Θ, et 2° les m 

substitutions εΘΓ, r = ο, ι, ..m — r, toutes d'ordre deux. 

Laquelle prendrons-nous pour R ? Prenons d'abord R = Θ*', 

avec ρ = γ ) S = le plus grand commun diviseur de m et de^·. Mettons 

R sous forme canonique, Θ sera aussi canonique. Si δ > ι, p<^ m, et il 

y aura des puissances de Θ en dehors du groupe S„ ; ces puissances 

de Θ seront canoniques, ce qui est absurde (n° 19, lemme II). Si, au 

contraire, δ = ι, p = m, Ν = zm = np = nm et η = 2, ce qui est 

absurde. 

Il faut donc prendre pour R une des εΘΓ; alors ρ = 2 et m = n. 

On peut choisir l'argument s de façon à avoir 

θ = |5 <)z |, β" = ι, ε= 5 I ; 

l'invariant absolu 
ψ(*) = 5« 

Pour la première catégorie, ρ ou 2 divise η — ι et η est impair. 

Pour la deuxième catégorie, 2 divise η — 2 et η est pair. 

En résumé : pour ρ > ι et S pyramidal, ρ = 2. η est impair pour 

la première catégorie, pair pour la seconde. 

Entre les η racines x
01
 ..., de h

ny
 G dérive des deux substi-

tutions 

β=(θ,Ι,2,...,Λ-ΐ) 

et 

ε = (ο)(ι,η — ι){i,n— 2) ..., si λ est impair; 

ε = (ο)(/')(ι, η — ι)(2, η — 2)..., si η — 2r = pair. 

53. Prenons S tétraédrique, Ν = 12. S est isomorphe au groupe 

alterné entre quatre lettres; S contient des substitutions d'ordre 2 ou 

3 seulement. 
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Formons le Tableau suivant : 

Ν —pn = 12, 

p 2 3 
η 6 4 
η — ι 5 3 
η — 2 4 2 

Il y aura une anharmonique η = 6, ρ = 2 de la seconde catégorie 

et une anharmonique η = 4, ρ = 3 de la première catégorie. 

54. Prenons S octaédrique ; IS = 24. S est isomorphe au groupe 

général entre quatre lettres et contient des substitutions d'ordre 4 au 

plus. Donc ρ = 2, ou 3, ou 4· On a encore le Tableau : 

Ν = pu — a4. 

ρ 2 3 4 
η i2 8 6 
η — ι H 7 5 
Λ—2 ίο 6 4 

Il n'y a pas de h
n
 de première catégorie et trois existent de seconde 

catégorie : 

η = 12, ρ = 2, 

η — 8, ρ = 3, 

6, ρ = 4-

S icosaédrique est isomorphe au groupe alterné en cinq lettres 

et contient des substitutions d'ordre 2, ou 3, ou 5. On a le Tableau, 

où Ν == up — 60, 

ρ 2 3 5 
η 3ο 20 12 
η — y 29 19 11 

η — 2 28 ι8 ίο 

Aucune h
a
 de première, mais trois de la seconde catégorie : 

/1 = 3o, ρ = 2, 

tl =20, ρ = 3, 

//=12, p = 5. 
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56. Une précaution est encore à prendre dans le choix, pour un 

groupe S donné, de la substitution R. 

On a vu que, R étant canonique, il ne peut exister.dans S des cano-

niques autres que les ρ puissances de R (n° 19, lemme II). Aucune £ 

de S n'est donc échangeable avec les puissances de 11, en dehors de ces 

puissances elles-mêmes. Donc R ne peut ctre puissance d'une substi-

tution de S, autre que les puissances de R. 

On ne construira pas toutes les anharmoniques qui correspondent 

aux diverses combinaisons de Ν, η, ρ qui viennent d'être énumérées. 

Ce serait un calcul assez long, désormais sans difficulté et sans intérêt 

théoriques. On se bornera, dans le Chapitre suivant, à donner quel-

ques exemples simples. Je rappelle, du reste, que, dans ma Note : Sur 

certaines équations des quatrième et cinquième degrés (Bulletin 

de la Société mathématique, 1900), j'ai construit directement et 

d'une façon plus élémentaire les anharmoniques h
s
 et h

A
. Je renverrai 

à ce Travail par une notation, telle que (Bulletin de la Société ma-

thématique, 70) par exemple. 

57. Terminons le présent Chapitre par quelques indications sur 

l'équation U de Riccati elle-même (ηυ 1). 

f ayant la signification exposée au précédent Chapitre, je dis que 

l'intégrale générale de U est 

f(:, C), 

où C est le paramètre arbitraire et ζ une fonction de t définie par 

l'équation 

Ψ(*) = Τ(/). 

Ψ et Τ ont leur signification habituelle. 

Soient x
0

, xn x., trois racines quelconques de k
tn

 savoir 

x„—x\ — t(5,Y],), .x\>—t(«,iq
2
), 

et u une intégrale quelconque de U. On peut toujours écrire 

0) u = f(>,£), 
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ξ étant une fonction de t définie, pour u donné, par l'identité (1) elle-

même. 

Le rapport anharmonique 

Λ ( β ,»„»„»,) — -_Xi) 

des quatre intégrales u, x0, a?,, x2
 de U est une constante K. Mais 

K. — #β, , &'2) — 
d'où 

S — *)η yia *)o 

ξ est une constante dont la valeur dépend de celle de Κ. ξ est donc le 

paramètre arbitraire C. c. Q. F. D. 

58. Ο11 pouvait prévoir que, dans la présente théorie, on rencon-

trerait lût ou tard les groupes S linéaires, fractionnaires, d'ordre fini. 

En effet, dans ses Leçons de Stockholm (p. 29 etsuiv.), M. Painlevé 

montre comment d'une équation U de Riccati 

U — \ll)
0
 -f- Il lit»| ( t ) -f- U" 1)1;· (t^)j 

011 déduit 1111e équation Ζ 

3~~ 5, + Cî,"' 

différentielle linéaire, homogène, du second ordre. Les équations U 

et Ζ ont les relations mutuelles que voici : 

Si 2, et z
2
 sont deux intégrales de Z, l'intégrale générale de U est 

s', -+- Cv', 

Si u
n
 u

2
, u.

A
 sont trois intégrales de U, elles donnent une intégrale 

z
t
 de Ζ par la relation 

r'2 U2 U3 # 

Si les u sont racines de h
ni

 5, est aussi racine d'une équation algé-
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brique, à coefficients rationnels (au sens du n° 1). Prenons, ce qui ne 

change pas le fond des choses, pour variable, non plus t, mais T(Q. 

z
K
 devient algébrique. Or on sait quel rôle essentiel jouent les 

groupes S dans l'intégration algébrique des équations différentielles 

linéaires. 

J'espère, dans un Travail ultérieur, revenir sur la dépendance mu-

tuelle des équations différentielles U et Z. 

Quant à la construction effective des U qui correspondent à des h
H 

données, elle ne présente aucune difficulté. Prenons pour variable non 

plus i, mais s, liée à t par l'équation W, 

ψ(«) = τ(<)· 

On aura, pour l'intégrale générale de U (n° 57), 

u = {(s, C), 

|_s—G /itl(.v)j 

d'où 

C

=
E
-[

UV,
W

+

7π$)]"· 

Prenons la dérivée il viendra 

ν

Λ
 + βψ

.
+

 ̂  Η·
+

(
κψ

,
+

 Η^
θι 

ce qui est bien une équation de Riccali, 

ψ" — 
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CHAPITRE VII. 

ANHARMONIQUE» DES QUATRIÈME ET CINQUIÈME DEGRÉS. 

59. Comme exemple d'application pour les théories du présent 

Mémoire, je vais construire toutes les anharmoniques des quatrième 

et cinquième degrés, n = 4 et 5. Les résultats (n° 56) sont à com-

parer avec ceux du Bulletin de la Société mathématique. Supposons 

d'abord η == 4 · 

ρ devant diviser ou Λ— ι (première catégorie) ou η — 2 (deuxième 

catégorie) est un des trois nombres i, 2 ou 3. 

Nommons, pour abréger l'écriture, 0
/n

la substitution canonique 

%
m
=\s θ*|, Θ'Μ = ι, 

d'ordre /w, et ε la substitution d'ordre deux 

= x¡= W'-'(ù) 

L'invariant 
2(α

0
α, — 4α,α3 + 3α;) 

du polynome générai du quatrième degré 

-+· 4α·.χ8 ■+■ 6#2.y2 ·+" 4 a*y -+* Q>\ 
se nommera I. 

L'invariant 
aQ ax a2 

6 α, a2 a3 

a2 a3 a4 

se nommera J. 

60. Si ρ = ι, Ν = 4, S est circulaire ou pyramidal. 

S circulaire dérive de l'unique substitution 0
4
 (casI). S pyramidal 

dérive de 02
 combinée avec ε (cas II). 
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Si ρ = 2, Ν = 8. S ne peut être que pyramidal, dérivé de 0« et 

de ε(cas III). 

Si ρ = 3, Ν = 12. S ne peut être que tétraédrique (cas IV). 

Examinons ces quatre cas. 

61. Cas 1. — On a (n° 51) une équation binôme. 

Dans le cas actuel, l'invariant J des polynômes /(.r)etH(ï)) est 

zéro. Le rapport anharmonique des quatre racines est harmonique, 

c'est-à-dire constant, ce qui doit être. C'est un cas particulier de 

l'équation h
A
 harmonique (Bulletin de la Soc. math., 6°), exclu 

(Ibid., 7°) comme conduisant à une équation U de Riccati dégé-

nérée. 

62. Cas II. — S dérive de 

0
2
 = |ζ — z\ et de ε = s 7 » 

Ψ (ζ) = ζ3 -h z"2. Le polynome réduit est 

Η(η) = η4 — 6 /τη2
 H- ι ; 

W est 
ζ* — 6Tζ2 -h ι = o. 

h
A s'obtient en éliminant ζ entre l'équation W et 

RR= » Γ » Ι 

Le rapport anharmonique des quatre racines est une constante ar-

bitraire, fonction de k. L^ groupe G de h
A
 provient de 

02 = (>0a?2)(#«#3), ε = (a?ea?,)(a?aa?,). 

On a l'anharmonique construite au 13° du Bulletin de la Société 

mathématique. 

65. Cas 111. — S dérive de 

0
4
 = 1 z 6z|, (ô = v/—0 et de ε= s * · 
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= + L'équation W est 

ζ* —TV 4-1 = o. 

Le polynome réduit s'obtient en donnant à Τ (n° 56) une valeur 

constante telle que le premier membre de W devienne carré parfait. 

On posera Τ = 2. Le polynome réduit est η*— ι. h
s
 s'obtient en éli-

minant ζ entre W et 

x 5-5
 ) —

1
 — 1) 

L'invariant J = ο et le rapport anharmonique des quatre racines est 

harmonique. On a la Λ, harmonique du Bulletin de la Société ma-

thématique. 

64. Cas IV. — S est tétraédrique et dérive les deux £ binaires 0
a 

et ε jointes à la £ ternaire, il+i = 0, 

<0 1 — ί ζ — ι 

ψ(-\ = *i£l = + 

Pour former le polynome réduit, employons le procédé du n° 56, 

en prenant pour R la substitution (1). 
V-

R laisse fixe une racine de ψ* = ο (ou de o:f = o), parce que 11 per-

mute ensemble les quatre racines, tout en étant d'ordre 3. L'équation 

quadratique η
0
 = R[Ï]O] A donc une racine commune avec chacune des 

deux équations φ = ο, ψ = o. Prenons, par exemple, ψ(η„) = o. 

Le polynome du douzième degré en η 

Ψ(η) ?(ι) 

Ψ(η.) ?(η.) 

devient simplement, pour ψ(ηβ) = o» 

ψ(η) = (V + ι + 2ϊ'η2^3)8. 

Journ. de Math. (5· série), tome VI. — Uasc. II, igoo. 28 
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Le polynome réduit 

H (η) = η4 -t- ι + 2ί)*ίγ3. 

Dans H, on a (n° 39), 

6/|| — I — & Ι ·— 6Î|J — OJ ΊΖ*Ι ·— « 

et l'invariant 
I = (α0α., -h 3 α*) = o. 

Le rapport anharmonique des quatre racines est équianharmo-

nique. 

/Î, s'obtiendra par le procédé ordinaire et sera l'équation éqiti-

anharmonique du Bulletin de la Société mathématique. 

On remarquera que, dans l'invariant absolu du groupe tétraedrique, 

nous avons, rectifiant une erreur à la page 168 du tome Xll des Ma-

ihematische Annalen, changé s* en — s*. 

βο. La discussion des h
51 η = δ, est très simple, ρ = ι, 2, 3, f\. 

Le cas[p = i, Ν = 5] fournit un S circulaire et une Λ
Γ>
 binôme 

(n° Hl). 

Les cas \p — 3, Ν = i5] et [ρ = Ν = 201 fournissent des S py-

ramidaux, ce qui est absurde (n° 32). 

Le cas [p~ 2, Ν = ίο] est admissible (n° 32) cl fournit la /#., con-

struite au Chapitre II du Bulletin de la Société mathématique. 


