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Mouvement d'un liquide parfait soumis a la pesanteur. 

Détermination des lignes de courant; 

PAR M. C. SAUTREAUX. 

I. 

Introduction. Rappel de quelques résultats. — Nous avons établi, 
dans un travail précédent ('), qu'un point de la surface libre d'un 
liquide soumis à Taction de la pesanteur a des coordonnées 
exprimées par les formules suivantes : 

a:/; = S(a·), 

-y — f k / s— - — S'2éiv)</iv. 

Dan s ces formules, S(w) désigne une fonction arbitraire de la quantité 
complexe w = φ -+- /ψ; g est l'accélération de la pesanteur; enfin Κ 

désigne une constante dont la valeur est Κ - —■ + C- g.r{t H- j \ J ; 

π a désigne l'abscisse du point où la paroi cesse et où commence la sur— 

( ') Annales de l'Enseignement supérieur de Grenoble, t. VI, π" I. 
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face libre, /;„ la pression, Y„ la vitesse en ce point, u. la densité du 
liquide. 

Si l'on pose 

; = χ + iy et ζ = ~ — ξ _j- /yj ρ ( cosO -h /sin0), 

nous avons également établi que ζ est racine de X équation fondamen-
tal·! suivante : 

ra ~ s'(«>yc+ -— - o. 

Dans le Mémoire auquel nous faisons allusion, nous nous occupions 
spécialement de la détermination de la surface libre. 

Dans le travail actuel nous nous proposons un but different : l'élude 
des trajectoires que parcourent les molécules fluides. Nous allons 
faire celte élude sur un exemple, en donnant à la fonction S(w) une 
forme déterminée. Les résultats trouvés dans cet exemple feront com-
prendre la marche générale à suivre dans un pareil problème et mon-
treront (juc des méthodes relativement faciles conduisent aux con-
clusions cherchées. 

H. 

Equations du problème. — Prenons pour S(iv ) la fonction e~w α 
(α constante arbitraire). L'équation fondamentale devient 

- e~w -l· - α + Κ 

Pour simplifier l'écriture supposons que la force constante qui agit 
parallèlement à Ox, au lieu d'être la pesanteur même, soit une force 
constante d'accélération g — i6(au lieu de q,8) cl supposons que la 
constante arbitraire α soit telle que 8α -h Κ = o. 11 reste 

ζ2-Η<Τ"'ζ-Ι- Ui 
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On on lire 

2Ζ = 2? H- 2/YJ = - rrw± i/ 

(Γυύ 

ΆΖ — 2,r + 2f> = | ( - o-,r± )iAv. 

III. 

Champ w d'intégration. — La première question qui se pose main-
louant est de déterminer, d'une manière précise, le chemin le long 
duquel doit être prise celte intégrale. Rendons-nous compte de la 

position dans le plan w des points critiques du radical^c~'iw 

car le cliamp do l'intégration en dépend, ainsi que la valeur de l'inté-
grale. 

Les zéros du radical sont les racines de l'équation 

p3m __! 
d'où 

0 =^= Ο 
et 

Ψ = <» (>",), 

ψ=" ("".)> 

Ψ = Τ ("'")· 

On a ainsi les points Ο, Λ, R, ..., sur l'axe des ψ dans le plan w(Jig. i). 
Or, nous considérons une aire ζ limitée par deux lignes de courant 

ψ -- const.; il lui correspond donc dans le plan w une bande limitée 
par deux parallèles à l'axe Ο φ. Pour que ces aires se correspondent 
d'une façon uniforme il faut que celle bande ne renferme aucun point 
critique du radicalà son intérieur. Nous prendrons donc successivement 
chacune des bandes φφ'ΟΟ', CC'DD', DD'EE' pour domaine de u\ 
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Ce qui nous conduira à trois cas différents. Nous considérerons d'abord 
le cas où le domaine de w est la bande CC'DD'; puis celui où ce 

Kig. ». 

t; 2η ε 

DJ Β D 

c; A ç 

(Wo) Ô S? 

domaine est la bande ^cp'CC'; enfin celui où ce domaine est DD'EC. 
II faudra de plus, pour que la représentation puisse être conforme, 

que, dans le champ de l'intégration, la dérivée c'est-à-dire ζ, ne 

puisse devenir nulle. Nous pourrons satisfaire à celle condition en 
choisissant convenablement la détermination de r de façon que, si le 
point critique w = — x, pour lequel ζ = ο, est dans le champ d'inté-
gration, il soit seulement sur la limite extrême de ce champ et, par 
suite, puisse être considéré comme extérieur. 

IV. 

Domaine ζ correspondant à ία bande CC'DD'. — Rendons-nous 
compte des propriétés du domaine ζ répondant à la bande CC'DD'que 
nous avons découpée dans le plan w. Cherchons en particulier dans le 
plan ζ la représentation des trajectoires ψ = const, comprises dans 
celle bande. 

Remarquons à ce sujet que l'on a 

dw Oi . ()ψ <H · d'f 
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d'oïi 

dz ôx ôy t\vx+ ">] 

en désignant par V la vitesse du point considéré y) du lluidc et par 
ï
x
 et vy les projections de cette vitesse sur les axes Ο χ et Ο y. Or nous 

avons posé ζ = péΛ; il vient donc 

ς = ρ cos 0 = V] = ρ sin 0 = -γί ; 

d'où 

F = V' tanf'i = 

Ou voit que si l'on mène une droite du point ζ = ο au point courant ζ, 
l'inverse du rayon vecteur ainsi obtenu sera la moitié de la vitesse V 
au point (x,y) répondant à ζ, et ce rayon vecteur sera parallèle à la 
tangente à la trajectoire au point y). L'élude des courbes du plan ζ 
donnera donc déjà de précieuses indications sur les trajectoires véri-
tables du fluide en mouvement. 

Elude des courbes ζ. — Pour trouver ces courbes du plan ζ, partons 
de l'équation fondamentale 

ζ2H~ e~wX, 4- & =o; 

or C = pe"; il vient 

p2e2'0-f- pe-?-<V'04-Xe?+'*= ο, λ = 
d'où 

p2 COS2O -f-pe~?cos(']/ — 0) -t- Ae+? cos·]/ = ο, 

ρ2 sin 2O — p6'~ç sin (ψ — 0) -+- sin ψ = ο. 

Kliminons φ pour avoir le faisceau des courbes du plan ζ répondant 
aux diverses trajectoires ψ = const. Nous tirons de là 

Ρ sin(0 — 2ψ)' 

ρψ— £Î Κ sin(0 -f- ψ) , 

Journ. de Math. (5« série), tome VII. — Fasc. II, 1901. I 7 
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d'oii l'équation du faisceau . 

-»= — >.sin«fO-gfr) 
^ «in(0 -τ- ψ) sin(20 — ψ) 

Nous avons indique dans des figures la forme de ces courbes, ψ prenant 

les valeurs les plus remarquables de ~ a ~ (fig- a à 0). 

Fie. a. 

/Of 

Γ ^ \ I 

/ b/ 

Kig. 3. 

D 

O 

d x; 

Nous avons marqué en trail fort les seules parties utiles de ces 
courbes. On doit supprimer en clï'et, comme ne convenant pas à la 

Fig. ί· 

A F 

question, certaines branches des courbes : i° Car ο devant être réel, 

e* doit être positif; or —
 nc doit donc prendre 

que les parties de ces courbes pour lesquelles l'inégalité 

sin(Ô 4- ψ) sin(0 — 2ψ) > ο 
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est satisfaite. Nous avons couvert de hachures les parties du plan 011 
cette inégalité n'est pas vérifiée. 

l'ig. 

βλ 1 

Pig. 6. 

ίτι 
C Β ·.

 //
G 

//f \Df 
(η' 

2° Ft l'on doit laisser de coté la courbe qui passe par l'origine 
(ζ = υ devant être évité). 

On voit que c'est la seule branche FG qui correspond à la trajectoire 
cherchée. Dans le cas de ψ = i 35° (fig. 3), par exemple, c'est bien évi-
dent; pour les cas limites, tels que ψ = i2o°, ψ = 24οα, on cherchera la 
branche utile sur la figure correspondant à une valeur de ψ voisine de 
i2o° ou de 240° et l'on en conclura, par continuité, les fig. 2 et G. 

Remarquons que les courbes répondant à ψ = ψ
0
 et à ψ = ιτ. — ψ„ 

sont symétriques par rapport à l'axe Ο ξ. Cette symétrie fait présager 
une symétrie analogue des trajectoires par rapport à l'axe de la 
pesanteur. 

On saisit ainsi la déformation continue des trajectoires et grâce à 
celle continuité nous pouvons limiter sans embarras le domaine ζ, qui 
répond à la bande CC'DD' que nous envisageons dans le plan w. 

Passons à la détermination analytique de ce domaine ζ. 

V. 

Limites exactes de ce domaine. I. Première limite. — Prenons 
la racine ou la détermination 

2ζ = - c~w
 - y/e~2w--^, 
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qui pour » no donne pas ζ = ο, tandis que la seconde racine 1< 
donnerait. 

Pour ψ ss ~ on a 

«ζ = 2?-+- 2ί'η = — /r?e ' -(/Î ' * — e * 3 . 
Or 

H- >(**-*) -Ψ 

d'oïl 

(i) 4 ·+· «ir, = (co»?2 _ î sinyj tr*~*-

Le radical sera reel si Ton a 

(Γ1* >0 OU I ou ο < ο. 

Nous aurons donc deux cas à distinguer : 
Premier ms : ο < ο. — Inégalité (ι) donne alors 

4 = COS ï* (-,r-' - y/e---< - ±>j, 

2·η = - sin γ (- c"» - \J <r^~ · 

On en déduit 
y I =5 — Uing-y^ = langOo0, 

ce qui indique que la portion correspondante de la trajectoire lluide 

sera une droite. D'ailleurs, le facteur — — y/e~
i<f

— — est négatif, 

donc ξ cl η sont positifs; pour 9 = — *, ξ et η sont infinis. On voit que 
celte portion de limite du domaine ζ est la portion de droite DFA de 

la figure faite pour ψ = -- = i2o° et que nous reproduisons ici assem-

blée avec la figure répondant à ψ = ~3~ = 24ο0 {fig. 7). 
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Deuxième cas : ο> ο. — L'égalité (i) se transforme, car le radical 
passe du réel à l'imaginaire en s'annulant et en changeant de signe. 

i'<». :■ 

BC/ |η( V" 

Celte égalité devient 

( 2 ) 2 ξ -(- 2 /η — ^COS y — £ Sill y ̂  -4- / ~ ~ C~2* j, 

d'où 

= - "-'cos^ + «-«, 

2 η = C"? SI il y + COS y t/ — — 

Ou en déduit 

4^ + ̂ )=^, OU 4Ρ« = ̂  = & . 

Pour ο = -j- oc, on a ξ — -f- χ, η = — χ et 

ί = cot ̂  = — lang3o". 

Pa limite correspondante du domaine ζ est donc l'arc de courhe AC. 
Π. Seconde limite. — Des considérations toutes semblables nous 

donneront la limite du domaine ζ pour ψ = y · Pour abréger, remar-

quons qu'on passe de la première limite à la seconde en changeant i 
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en — /, car 
-ψ -<(**-?> Η* 

Ο» aura donc une limite F A G' symétrique de la précédente par rap-
port a Taxe Ο ζ. 

Remarque*. — On voit que les courbes FG et F'G', qui limitent eu 
partie le domaine ζ à considérer, se coupent en II sur Taxe des ξ. Les 
trajectoires correspondantes du fluide auront des tangentes parallèles 
à Ox aux points répondant à IL Ce fait est évidemment général. 
Chaque fois que les représentations dans le plan ζ de deux trajectoires 
se couperont en un point 11, les trajectoires véritables auront aux 
points H, et 11,, répondant à 11 sur chacune des lignes de courant, des 
tangentes parallèles entre elles. 

Pour que les deux trajectoires ne se traversent pas, il faut que, en 
chacun des points de Tune quelconque des deux trajectoires, la direc-
tion de la vitesse soit unique ; et c'est suffisant, car, s'il en est ainsi, les 
deux trajectoires se touchent tout au plus sans se traverser. Il faut 
donc que, à chaque valeur de φ, pour ψ = ψ

#
, réponde une seule va-

leur de tangO ou de 0 à r. près. 11 faut donc que le long de la courbe 
dont l'équation est 

·" sin (0 -+■ ψ0) sin (s 0 — ) ' 

il γ ait une seule valeur de 0 (à r. près) répondant à chaque point, 
c'est-à-dire que la portion utile de cette courbe n'ait pas l'origine pour 
point multiple. C'est ce qui a lieu pour la courbe conservée FG. Nous 
retrouvons ainsi, par des considérations purement mécaniques, la con-
dition donnée par la représentation conforme, à savoir que le point ζ = ο 
doit être évité. 

Si, dans le mouvement d'un fluide on était amené à prendre pour les 
courbes à conserver dans le plan ζ des arcs ayant ζ = ο pour point 
multiple, plusieurs trajectoires du fluide viendraient se couper en un 
même point Ζ répondant à ζ = ο. Kn ce point Ζ la vitesse V serait 

infinie, car ? — ψ Si ce point Ζ pouvait être à distance finie, on de-

vrait le considérer comme un gouffre ou comme une source. 
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Kn général, l'équation fondamentale 

ζ* — S'(it') ζ -f- - - — ο, 

n'admet la racine ζ = ο que pour ̂ S(tr) + K = *, c'est-à-dire pour 

un pole w de S(«>) et,par suite, de S». Il peut n'y avoir de pôle de 
la fonction S(*v) qu'à distance infinie, comme pour S(iv) = trw-h «. 
Si le pôle est à dislance finie, le point correspondant a ce pôle est une 
source ou un gouffre. 

L'nc seule des déterminations de ζ devient nulle en ce pôle de S(*v), 
la somme S'(«>) des racines n'étant pas nulle, mais infinie : la deuxième 
détermination est infinie et répond à V = o, région stagnante. Ce 
point peut, dans cette seconde détermination, répondre à une région 

finie ou même infinie du plan s, car module c'est-à-dire 

Ï ~ 7h~ x' 

~ étant le rapport de similitude des plans z et w. 

VI. 

Domaine z correspondant : Première trajectoire limite. — fai-
sons correspondre l'origine (x = o, y = o) au point 

(>-».♦-¥)· 
Nous aurons, pour représenter la fonction z le long de la limite (X! 
de la bande CDC'D', la formule 

ΊΖ = ix ■+■ 2iy=J (T
w

 — y/tr*
w

 — j dw. 
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ι" Si/rt r,C où s. <o, ψ = ~, nous aurons donc 

2 ; = ΊΧ 4- 2 iy =
 8

 -y/ <'
 3

 - Tsj cb, 

ou, en nous aidant de réductions faciles déjà indiquées dans le para-
graphe précédent, 

2* = eos y - «"* - ̂ '!'i, 

v = -
sin

 γ f
t
 (-

 ,r
~' ~ sf^** - p?)

 ,l
"i· 

représeulanl la droilc; 
y =;,/; tangGo". 

Pour ο = — x, en quel point de cette droite est le mobile? Les 
coordonnées sont 

-··'"= - ι 9 / dç 

*y * - T vr? - / vA~s? ~ F ^ UV 

et prennent la forme χ — χ pours* = — χ. On peut écrire ces expres-
sions, par exemple, la première 

- /,,, =d e # : Ve 

Or 

V
4

-^—A.-.·· psflt «=?%_.-·· 
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d'oi'l 
i- 4.7/ — -f- ». 

On a donc, pour y = -- χ, χ·' = — x. 
On verra de la mémo façon que/'-- — χ pour y — x. Le mobile 

apparaît donc dans le troisième quadrant; ses vitesses v
x
 el r, sonl 

positives; le mobile s'avance jusqu'il l'origine sur la droite dont Γ équa-
tion est y Cette première partie de la trajectoire peut être 
assimilée à une paroi plane; pour la distinguer, nous dirons qu<· le 
reste de la trajectoire est la portion libre; chercbons-la. 

2" Sur iv, C où ç > ο, ψ ----- ~ nous aurons 

2 ζ — 2./; -f- 2 iy — ( cos γ - - / sin ~ j j ( — -+- /y/ ) fh ♦ 

ou, en se servant de réductions déjà indiquées plus liant 

♦>../· ==--cos γ ^ -f- sin γ ^ 

·*/ = siriy Γ e +cos— / i/-L--
ou 

2//· = (e- ι) cosγ sin γ ^ y/-;:. --

2/ - - - ijsin γ -4- cos γ \f 

Celle portion libre de la trajectoire part du point (ο, o) tangente à la 
droite/ = .x'IangGo", au-dessus de l'axe des a?. C'est ce qu'on vériliV 
sur la formule 

— en cos γ -ι- si η — e~ -f 

Il serait aisé, comme nous l'indiquons brièvement dans une Note, à 
Journ. de Math. ('>' série), tonic VU. — Piisr. Il, ifjni. ' H 
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la (in de ce travail, de raineucr aux quadratures l'équation entre χ ni y 
de cette portion libre de la trajectoire, ο élaul éliminé. Mais ce calcul 
n'est pas nécessaire et nous allons chercher directement, à l'aide des 
expressions précédemment écrites de χ cl de y en fonction de o, la 
l'orme generate de celte trajectoire. 

On a 

•λ -= — <>cos ~ -f- sin ~ττ· ν = π -Η — ν 

2 ^r- =- -f- e "*sin -ΤΓ Η- cos 4r ν— f — ·.' V~ f'~~*· 

On voit que ~ peut s'annuler pour une valeur de φ, tandis qu'il ne 

peut en être de même de La valeur de φ qui annule ̂  est racine de 

réuualiou 

-- iyc'? — e~*?, 
d'où l'on lire 

,>-3? — * 

d'où 
? = >{?-!· 

Cette valeur de ç est bien dans le champ que nous parcourons pour 

la trajectoire libre. ~ est toujours positif. On voit doue que, lorsque r 

croîl de ο à -t-«, x croît conslarnincnl dans le même sens; il eroîl 
d'ailleurs jusqu'à H-oc. Au point de vue du sens de la variation, ou 
pcul donc remplacer la variable φ par./;, qui varie dans le même sens, et 
l'on obtient le Tableau suivant 

T* y-

ο y/3 ο 
-f- croît 

w ο m maximum 
— décroît 

j CC — — 3C 
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ou O) désigne la valeur de ./; répondant à s — -log-j et CJ la valeur cor-
respondanle de y. De là on déduit la forme générale de la trajectoire 
(fi». M>. 

ri», s. 

^0 «« 

Cherchons l'équation de l'asymptote Slt à celle trajectoire. Le coef-

ficient angulaire est la valeur de (^~ pour φ = 4- χ, ce qui donne 

col D'angle ORS est donc de 3o°. L'ordonnée à l'origine OS est 

bS = liiri / e~y VMni V /3 

Dans une Note, à lu lin de ce travail, nous ferons le calcul numé-
rique des longueurs ω cl CÏ. Xous trouverons 

ω = O,2388.V|, 57 = 0,07071. 

VU. 

Seconde trajectoire limite. Veine liquide. Pression. — Cherchons 
la fonction ζ le long de la seconde limite DD' de la hande CC'DD'. 

Xous partagerons l'intégrale ζ en deux; la première répondra à 1 

le long de Taxe des ψ, la seconde sera 1 le long de DD'. Xous aurons 

ainsi pour la nouvelle limite 

•iz — ο. χ 2iy 

= Ι (—(>~w — ^'e~-"'~-ew) dw -f- I (— e"w — \!e~~'iw—e"')dw. 
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I ii calcul que nous indiquerons ;i la fin de ce Mémoire donne 

! (-- 6' " - \e - e*')di\· — /x 3,982. 

Il vient donc, le long de 1)1)', 

a J — 2/ -f- κ i y 

— ' 'li 9^2 -f- ! \ — /' r ^ ' 3 — r* ' ) dz, 

ou. après réduclion, 

2ζ — i χ 3,982 — fcos^f* - - /sin -y ) f ( — ''"* — yV'"2< — f?) dz 

ou 

•A z — i X 3, 982 -r- ( COS -4- i sill 1 ^ — y C
-2

? — ('< dz>, 

on \oildonc que, en laissanl pour un instant de coté le ternie constant 
/ χ 3,982, celle expression de ·ιζ ne dilîère de celle de la première 

ri;.·. <>. 
y 

N ( _ 21 g^ ^$X 

y' 

limite que parce que i est changé en — i. On obtiendra donc une tra-
jectoire symétrique de la première. Pour φ — ο, on a 

2·/;,, — o, 2/,,= 3,982; 

c'est le point Ν où la partie rcclilignc de cette trajectoire se raccorde 
avec la partie courbe. Ce point étant ainsi bien déterminé, nous pou-
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vous tracer la trajectoire qui y passe et nous obtenons la fig. q. 
On a donc une espèce d'ajutage convergent dont l'angle au sommet 

vaut i2o° : le fluide sort de cet ajutage, éprouve une contraction 
maxima en II, 11', puis se dilate; 11,11, est la section contractée. 

D'ailleurs le long de ces trajectoires Γ et Y' la pression n'est pas 
constante. Ce ne sont donc pas des surfaces libres au sens étroit que 
nous avions attaché à ce mot dans nos Mémoires précédents; et, en 
cfl'el, les équations de la surface libre dans ce fluide sont bien dilîé-
renlcs de celles de ces trajectoires, ainsi que le montrent les équations 
rappelées au début de ce travail. Il faudrait donc imaginer que celte 
wine fluide débouche dans un autre fluide et que les parties extérieures 
à la veine appartiennent à cet autre fluide. Ο fluide extérieur n'est 
pas en équilibre, car la pression le long de Γ ni de Γ' n'est la pression 
hydrostatique; il est donc animé, par contact avec la veine, d'un mou-
vement qui, par continuité, doit se raccorder (au sens de la vitesse 
près) avec celui de la veine; nous disons au sens de la vitesse près, car 
la pression ne dépend que du carré de la vitesse; de pareilles discon-
tinuités de vitesse sont fréquentes dans les courants Iranqnillesdécoupés 
par dos obstacles en deux ou troiszoncs conligues de vitesses contraires. 

Pression. — Voici le calcul de la pression le long de Γ. Pour plus 
de généralité, faisons ce calcul en supposant que l'équation en ζ qui 
définit le mouvement du fluide soit 

y-2s H- <i T <). 

• Knsuilc nous ferons m ~ ι. D'ailleurs m = — en réalité. 

Le long de la partie libre de la trajectoire Γ on a 

.|(P + V).-V-£«£ \Voir § \ ]; 
d'où 

cl V- = ·— (e~"<)5_„ = - , 

v. étant la vitesse au point./; = ο,γ = ο; en ce point la pression estJJ
(I

. 
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I/équation do la pression est d'ailleurs 

ja y n JA 'Λ " 

< α densité du liquide j. Cette équation devient donc 

JA Λ /// " JA A /// 

ou» en remplaçant m par 

ί- 7* }£( '' *■--!) — = ο 

ou, en divisant par # et remplaçant -y;par sa valeur en fonction de o. 

a savoir ί.ϊ - - - - (e ' — > -h — / 4 /~ -- e~-5 y/o, 

—- ̂  — e *-) -h ̂  ί 4-— e~"a? y/s. 

Pour /// — ι, c'est-à-dire pour /r — fG, ?« = o, on a 

--T~ = " 30 i)
 V

 5 jf y/-~ — e 2? th. 

On peut encore exprimer ρ en fonction de .r et y, en éliminant ς» : c·.· 
<jui donne 

-—= j: — - (e' * — e *·) = ./; -t- - i.y; -f· ν \ >) 

ou 

/'/5 ^V3 ''+ y) 

Pour /// = 1. c'est-à-dire ̂  = iG, on a 

«-7/-=3*+rvi 
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La variation dp ρ le long de la partie libre de la trajectoire Γ résulte 
des calculs précédents. On a, en effet, 

= _ c~t _f_ ». _ 4 / r~·?. 

Celte formule montre que ~ est posilifconslamrncnt lorsque 5 croît 

de ο à 4-x, c'est-à-dire tout le long de la trajectoire libre Γ. Pour 
ο = 4- x, on a d'ailleurs ρ = -+- χ. On vérifie ces résultats en reniai-

quant que la droite ——-—~ (répondant à ρ = o) ne coupe 

pas la partie libre de la trajectoire Γ. 
Le long de la paroi on a 

+ V) — Ί? ~ γ! — -h v'e-2?- e*)2; 

d'où 

p--h 7 8 -4- \ I — ι — ( \ rτ27 — 1 o: 

or, pour .r—— x, on a Yr.o, d'où ρ = — χ. Ainsi la pression 
diminue de p

it
 à o à mesure qu'on s'avance sur la paroi du coté des ./* 

négatifs, puis la pression devient négative et se change en traction ou 
succion; mais de ce coté la rupture n'est pas facile à cause des parois 
qui tiennent les parties assemblées. 

MIL 

Mouvement répondant à la bande 99'CC. — Etudions de inéme le 
mouvement du fluide répondant à la bande 99'CC du plan «·. (ànice 
aux considérations précédentes nous pourrons abréger beaucoup les 
explications de ce nouveau problème. 

i° Pour la limite inférieure nous avons ψ — o, d'où 

2*C — — e~"' - \ e~2,v - ew 
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donne 

Dr là si s < <> 
2 £ = — r * — \ r ^ — r^. 

2ξ -- — r \a~** — /'?, 

myj — ο. 

qui représentent Οξ cl doivent correspondre a nue paroi verlicale le 
lonjç de lacjuelle la vitesse est parallèle à Or el négative. 

5/ ο > ο, on a 
2;= — 

2'ZJ ~ \ 

Λ cette limite de ζ répondra une sur far r libra du domaine rie z, la 
pression le lonj; de celle surface étant constante. On en tire 

•υ: = ' — 1, 

2/=.( \' Λ - ';"3? (/ί· 

en faisant correspondre le point ./' — ο, y = ο à s — o. Celle surface 

ΙΊμ. io. 

LU..3 

y' 

lil>re el la paroi sont représentées fig. 10. L'équation dilîérciiliclle de 
la surface libre est 

dr /ι-(2/ + ι )* 

Pour 0 = -r- x, on a 2;/; = — 1, y = 4- x, d'oii l'asymptote 
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La pression le long de cette surface libre est donnée par lu formule 

Pour 0 = -r- x, on a 2;/; = — 1, y = 4- x, d'oii l'asymptote 

or 

-M «. -r η y— If — y* t·~ν 

(foil 
V*=.- 1 

et ici ·ιχ β"* - ι, d'où 

t + 8e-? _ 8(e"? - n = ̂  -l» 8 ; 

d'où ρ = tout le long de la partie courbe de cette trajectoire. 
2U Pour la limite supérieure CC du domaine de w nous avons 

2ξ -h 'aîy
î
 = ^cos-^ — /sin yj ( — (#). 

four γ < ο, nous en lirons 

2 \ = cos y | — e~? — — <?? |, 

2y; — — sin y [— — y/c'"2? --· e? |? 

ijui correspondent à line paroi inclinée a Go° sur l'axe Ο./;; \ et yj pour 
5» —■ χ sont infinis positifs, f/équation d'une parallèle menée à celte 
paroi par l'origine des coordonnées est 

•1 = — lang^- = latigGo0. 

< /est la paroi déjà trouvée pour la trajectoire Γ mais transportée, comme 
nous allons voir, parallèlement à eJLle-même. Pour avoir l'intégrale ·ιζ 
relative à celte paroi, il nous faut en ef le t former la somme suivante 

I (— e~w — \]er'iw — e"') clw -l· I { — e~w — ye~·— e"') dw. 

Journ. de Math. (5* série), ion»; VII. — Faso. II. ijjoi. '9 
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Un calcul que nous indiquerons en Note, à la fin de ce travail (voir 
\ole II, p. i53), donne 

/ (— e"w — ye*'2"' — ew) dw— — 3,45 — / X r, 9918. 

On a donc, pour un point de cette paroi 

2.1: = cos | f
 ?

 — 1 — ^ y t; <r/ç> — 3, 4 >> 

ίy — — sin c* — 1 — f y-V"2? — e* i/o — 1,9918. 

Klle se lermine donc au point 2x„ = — 3,4 ), 'iy0
 = — 1,9918. 

Pour 9 > f>, on a 

ί\ — ~ cos ~· — sin y — e~-*, 

2η = sin 4- e-* — cos y.V* — e"-* 
ou bien 

2 Ε = -· e-' — - - e-Jf, 

ΊΎ, — - r y H y t* — c"-*'. 

On voit (jue rt est conslaimnenl positif lundis «pie \ change de signe 

en s'annulanl pour 0 = :jlog^>o; positif pour 0 = ο, ζ s'annule, 

devient négatif el est égal à — χ pour φ — -μ χ. On en déduit 

•ix = — 3, 45 H- cos -J
1

 \ ) — sin ~ f ye
/f

 — f "
φ
 i/o, 

2/ = — ι,9918 — sin ~ («~* — 1) — cos -- f ψ* — e dv. 

De là la trajectoire Δ' représentée fig. 11 qui, avec la courbe Δ déjà 
construite, limite le fluide. 
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La trajectoire répondant â ψ = ^ = 0o° est recti! igrie et est axe de 

symétrie de la veine liquide. On voit que c'est, en définitive, la figure 

Fig. ii. 

Jfp 

correspondant à la bande CC'DD' après rotation de ι 20° autour du 
point O. 

C'est ce que faisait prévoir la construction du domaine ζ répondant 
à la bande ^p'CC. Ce domaine est représenté jig. 12 (trait fort). On 

Fig. 12. 

H/ M A 

l'obtient facilement en assemblant la figure déjà construite pour 
ψ = 12o° et la ligure analogue qui répond à ψ = ο, et en tenant compte 
des signes trouvés pour ζ et η lorsque 0 = ± cc. Aux points A et A' 
répondent les points Ο et Ν de la figure précédente, points où se 
terminent les parois; au point 11 répondent les points H,, H'( où les 
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tangentes sont parallèles et inclinées à 120° sar Taxe des ar; enfin au 
point M, où la branche AK perce l'axe des ξ, répond le point M, de la 
trajectoire Δ', ou la tangente est parallèle à l'axe des y, c'est-à-dire ho-
rizontale; à cause de la symétrie générale, II, et H', sont symétriques 
par rapporta l'axe de la veine cl 11,11 constitue la section contractée. 

Le long de A on a 4 (£a-t- **)=■ d'où \'2 i()e La pression le 

long de A' n'est pas constante comme le long de Δ; elle est donnée par 
l'équation 

~ -+- 12e-? 4- 4 sî'^ j ν^'
φ
 —

 (r
'
2<t
 ~ — 10,6. 

Pour 9 = -+- χ, ρ — — oc; la pression à une certaine distance de \ se 
change donc en traction. 

Mouvement répondant à la bande DP'EK'. — Il est clair que le 
mouvement du fluide répondant à la bande DD'EK' s'obtiendra de la 
même manière et donnera une figure analogue ou y sera changé en — y. 

Coefficient de contraction de la veine. — Le coefficient de con-
traction, dans le premier exemple que nous venons d'étudier, est 

~(J\- «==0,i)2. 

Il en est de même dans les deux autres cas. D'après le calcul de la 
Note III (p. i5(3), ce coefficient de contraction est indépendant de l'in-
tensité g de la force constante qui agit sur le liquide; dans le cas 
de g -- 9,808 on a donc encore c = 0,92; la forme de la veine fluide 
reste la même, quelque soitg·; on doit seulement en multiplier toutes 

les dimensions par \'m ou ■ 
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NOTE I. 

CALCUL DE ω ET DE m. 

Nous allons d'abord calculer 

Z= / )/**-tr**dy, où ?i--jlog4. 

l'osons 
e "= u, 

d'où 

9 = — loga, ch = — ~} ?>o> fl°nc //<i. 

I) vient 

- rjlZ'u^i = ^Jdu. 

Développons \ ι — m® (module //< Ο en S(,rie. On a 

( ι — u3 y = ι — C, w1 —..· Cnu*n—.. 
où 

.(4)0-!).(■-!)-

on aura donc 

ι' ι — i/;< )^ - ; / , »-Ï 4 Λ »" '{ 
■y u * — Ltu * —... - \.Λ

Λ
 u — · · . J 

u* 
ίΓού 

2 - du —: C -(- - ./ jn - ■> - . 

Pour 9 2 |
0
g4 _= log/p>

 0,1 a 

u = u
{
- 4~\ 
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d'où 

!•(«,) = Ó- 4J*1), 
en posant 

I> = 7 - + C, -- 4-...+ U,, κ... 

On a d'ailleurs 

K(i) = C -h - - -...-C,----'- - = C-E, 

en posant 

Ι' I (/| C«/i 

On aura donc 

<, ) - Ζ = = 1 ·(«,)- K(|) = C - f'u -C + K = Κ - 4M), 

d'où 

y _ î' - 1 . C. (,-*i ,) . . r f""' >. 

iNous utiliserons la formule (i j en calculant d'abord D, puis M. 
(I aïeul de D. — Un calcul simple donne pour les coefficients C

y/ 

c, = -, c.,€,= ->· c,=4·
 <:,= 

r 2i r 33 /, _ 33 χ i3 

on a donc 

~ I Λ 3 'x * ? ? Γ 1 + ? «" ~+···' 



MOUVEMENT D'UN LIQUIDE PARFAIT SOUMIS A LA PESANTEUR. 151 

OU 

0 = 24 4 >, X 1—-— 4-..., 

ou 
1) = 2 -h ο,ο5 -f- ο,οοίο 4- Il = 2,cnij -4- 11. 

Je (lis que Ton a 
il < 0,00F. 

lui effet, 

R"= ( C" ι\+ ···< C" ïÛ + C'-Ί· 

ou 

OU 

c„ ι ι 

PI» / 8CV , 

l'our q = 1, on a donc 

" < ~*j /· ■·; 011 — ou ---- - · < 

comme on le voit en prenant les logarithmes dos deux rneuihres. On 
a donc 

D = 2, ο52, 
à moins de ~'

M0 près. 
Calcul de E. — On a 

3 b <1 12 — 

ou 

li=2H-0,2 + 0,022727 
4- 0,00735 4- 0,00067 4- Κ' — 2,2307.47 4- II'. 
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Calculons une limite supérieure de IV. On a, en général
t 

r=R?= Cs ,+ 

3.5-- 3.6 — - 3.5--
OU 

£(i-C
(
- C

a
 - C

3
 -C,); 

car, si dans le développement de ( ι — u* f nous faisons u = ι. il vient 

ο — ι — ( j ( — C„ —... — Cj —..., 
d'où 

C5 + C, -4-... — ι — C, — C2 — C
3
 — C

4
. 

On a donc 

ou 
K'<4[,~(ï+5+îî+îî)J 

L < o,Ol8. 
On a donc 

Ε == 2, 245, 

à moins de -*-
e
 près et probablement à moins de près. 

Calcul de Z. — On a encore à calculer 4", ce qui donne ι,ν.6 ( par 
excès). On a donc enfin 

4^D = 2,583ο, 
cl 

Ζ = 2,583o — 2,245 = o, 338. 

Ζ = ο, 338. 

Calcul de ω cl de cr. — On a 

2o>=(<r*.- i)(- -μ^Ζ, 

2G3T (e~*> — I ) — — - Z, 
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OÙ 

<r*. = .p = o,63, 
d'où 

6'"?·-»- ι = 0,37 ; 
ou a donc 

2W = 0,47770, 

2® = 0,l5l4, 
d'où 

ω = o,23885, 
® = 0,0-57. 

Coefficient de contraction. — C'est le rapport de la section con-
tractée à l'orifice, c'est-à-dire 

ΙΙ,ΙΓ, ON — 2w 2to 

Or (voir Note II) 

= = 1,991 
d'où 

c = — = -L-1 = 0,02. 

NOTE II. 

(— e~w — \Je~iW— ew) dw, et / (—e~w — y'e~iiV— e"') dw. 

A. Calculons d'abord 

19
P= f \je~'iW — ewdw. 

Kn faisant le changement de variable e~w= u, il vient 

\q

e
=- Ç Ji-±du, ?' = e-<·, qï =<r*. 

Journ. de Math. (5· série), tome VII. — Fasc. II, 1901. 20 
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Or 

('- Jî)'= >-(7- 1)«-'-. 

d'où 

Γ(ΐ — du = const. 

12 ) II"3*3 ,, //-»«+1 

d'où 

I 9 \ «'-8-1-1 /j'-'1-' 

+ 37^7if-'"*' -

Cela pose : 
= (a — β)Ρ. — i° Supposons d'abord p — w

K
 et q = w

2
, d'où 

7=?=—cl /> = * =—— 

Il viendra 

-1:; = ? - » + Î-1(P - ») +... + - α) +.... 

car 

9 — * f 

α et β étant les racines cubiques imaginaires de l'unité. D'où 

i5=(.-p)P, 
en posant 

Ρ 2 C^ff 

Calculons une valeur approchée de P. D'après les valeurs déjà 
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calculées de» coefficients C
y
, on a 

— I + ■; H—j - H—r y H—: l· Ii|, 

où 

l!,= 3 :v~, +-···+ 

( )r nous savons que Ton a 

o = i-C,- C
e
-...; 

d'où 

G,-, 4- Ge 4-... 4- Gft 4-... = ι — G, — G.» — G, — G.
t
 Î 

d'où 

— G, — C2 — C, — G,J ou χ 0,27344î 

d'où 
K|5o,oi(). 

< >n a donc 

1' = 1 + o,20 0,020 4- 0,00781 4- υ,οο3 j 

4- 0,015 environ = ι ,3. 

Ainsi 
Ρ = i,3. 

On en déduit 

|£; = (a - {*) r,3 = - /v
;
3 Χ ι,3 = — ί χ 2,25. 

l£ = '(i — α)1\ — 2° Supposons ensuite 

<J=wn Ρ = ^o, 
d'où 

?'=«» // = l· 
On aura 

- >::= ο - ο + ^ +···+ 3^rr(« ->)+···. 
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car — i, comme nous l'avons déjà remarqué. On a done 

>£= ('-«)[·+- "+" g-^~7 +...|=(ι — «)!', 

I- 3-KV3 x 3, 

B. Ceci posé, on a d'ailleurs 

Γ ( - ,rw ~ sfrr-"'— e
w

) dw = (<r
H,

)£; - I J; 

or 

(<r*)s=?-*> '::=(«-P)P· 
On a done 

' =(β-α)-(*-β)Ρ = (?-α)(Ρ + ,) = ι\3χ3,3 

= ίχ 3,982. 

On a, de même, 

ί '(_ ,>-«·_ sle-*w—ew) dw = (e~
w

)Z[ - 1;;:;. 

Or 
(β-'):;=β- ί, !,::=(«-α)Ρ; 

d'où 

Γ =(α-ι)~(ι-α)Ρ = («~ι)(Ρ+ι) 

= ---- χ 2,3 = — ό, 4ο — ί Χ ι,991 ^· 

NOTE III. 

GÉNÉRALISATION DES CALCULS DES NOTES I ET 11. 

Considérons l'équation 

ζ»+β-"ζ + -^-/·= O 
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plus générale que celle étudiée précédemment et qui s'y réduit pour 

//i=i, D'ailleurs m = —> Nous avons déjà fait celte generalisation 

dans le calcul de la pression (p. ι fi). Calculons dans la nouvelle hypo-

illése Ics quanti Ics 

On a 
2'ζ — — e~w — — maw. 

Les racines du radical sont celles de l'équation e~a,,,= m, c'est-à-dire 

qu'on lire de là pour crw ou u les racines du cas de m = 1 multipliées 

par [Γ/η. 
Posons 

c~w= u — c [hn, Τ = / \ W6'? — ch. 

Ce radical deviendra 

:Ì " niVT r° ¿///t 

— f ^/m fa» dv = 7t x \jm = o,338 χ y///. 

On aura donc, dans notre nouvelle hypothèse, 

aU(
 = ι)+

β

 ^ ^
+T 

a., = _
(e

-,._ -iT - tfï) - iΐ. 

ω, cl GJ, désignant les nouvelles valeurs de ω et de es. On a bien 

2W, — 2ω x yjm, 

2 GT, = 2cr x faï. 

Le calcul de / ou de / conduit à des résultats analogues. 
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Ou a 

j
;=

 _ f
H
y,

 =

 _ fJ\ _ = ysi Χ i;. 

On voit donc que toutes les dimensions de la nouvelle veine liquide 

se déduiront de celle étudiée dans ce Mémoire après multiplication des 

dimensions par \ /n, ou m = — · 

l'ai particulier, le coefficient de contraction étant un rapport de 

deux de ces dimensions sera le même que pour m — t. Ce qui justifie 

ce que nous disons page i 48. 

NOTE IV. 

Nous avons trouvé pour les équations de la trajectoire Γ en fonction 

du paramètre arbitraire 9 les équations suivantes 

Ίχ— (e~~* — ι)cos^ -+- sin ~ / φ* — e"a* 

2γ — — ((Γ*- i)sin~ -hcos —j e~**cfo. 

Nous avions d'ailleurs 

y tlx cri y/J /-T 17-

2 η = 2 (if — <r1 _ <»-3? . 

Combinons les équations qui donnent 2.r et 2 y de façon à éliminer 

Γ V* - 6'"2* (/9 

entre elles deux. Nous aurons 

2 χ· cos — 2y sin-j — — 1 



MOUVEMENT DUN LIQUIDE PARFAIT SOUMIS A LA PESANTEUR. I K) 

OU 

c~"? — ι — χ —y\/$ = V. 

Éliminons cnlrc celte dernière equation et les valeurs écrites plus 

haut de j- et et divisons ces dernières Tune par l'autre pour éli-

miner dz>\ il viendra 

'U X + ν'5 \/-χ- - λ' 

telle est la relation cnlrc χ, χ, dx, dy. 
On peut la ramener aux quadratures. Pour cela il suilildc prendre X 

pour fonction à la place da y. 
On en déduit, en cilèt, 

dX = — dx — y 3 dy 
ou 

ι d.v -+· cl\ 
d'où, en posant 

xv'â+v'îy/j-x' 

l'équation différentielle (i) devient 

w dit ~ J/g/OÔ"-·' 

d'où 

(3) x = f ■^ 1- const. 

On voit ainsi que, par une quadrature, on aura la relation qui lie x cl y. 


