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Sur la Géométrie à η dimensions ; 

PAR M. LOVETT. 

Dans les spéculations des géomètres sur la Géométrie de l'espace à 
η dimensions on peut distinguer plusieurs directions, qui cependant 
se coupent souvent; on signale les catégories suivantes : 

i° L'extension directe de la Géométrie de DescarLcs; cette extension 
n'est qu'une forme convenable de phraséologie; à ce point de vue 
l'espace à plusieurs dimensions n'est qu'un ensemble analytique et sa 
Géométrie n'est qu'une interprétation géométrique de faits et for-
mules analytiques; sous cette forme l'espace à 11 dimensions provint 
des esprits de Grassmann, Caylcy, Gauss et Cauchy, et il est probable 
qu'Kulcr et Lagrange furent familiers avec celte idée; 

2° La généralisation des notions et des problèmes de la Géométrie 
métrique ou projective de l'espace ordinaire; les Mémoires de 
MM. Jordan, d'Ovidio et Veronese donnent des exemples de ce 
groupe d'investigations ; 

3" La transformation des espaces ordinaires visuels à deux ou trois 
dimensions en multiplicités à dimensions plus hautes ou plus petites en 
remplaçant le point ou son élément dualislique par d'autres éléments 
d'espace : par exemple la Géométrie de droites de Pliicltcr, la Géomé-
trie de sphères de Lie, lu Géométrie à cinq dimensions de toutes les 
coniques du plan comme un auxiliaire η la théorie de vis de M. Bail; 
celte catégorie des géomètres est peut-être la plus concrète; 

4° La théorie des correspondances birationnellcs entre les ensembles 
Journ. de Math. (û· série), toinc VII. — Fuse. Ill, 1901. 3/| 
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à η dimensions, ce qui a été l'objet des recherches de MM. Brill, 
Kanlor et Xojthcr; 

5° L'extension des méthodes de la Géométrie différentielle ordi-
naire aux espaces à plusieurs dimensions; celle classe contient les tra-
vaux de Beltrami et Christoflcl, de MM. Bianchi, Ccsâro et Kicci, et 
les contributions récentes de M. Darboux et de ses élèves; 

0" L'interprétation donnée à la Géométrie a η dimensions par la 
théorie des groupes continus; dans celle catégorie sont les Mémoires 
bien connus de Lie, et de MM. Klein et Poincaré; 

7" La Géomélric absolue d'espace; ici on trouve la dissertation 
célèbre de lliemann, les Mémoires de Ilelmlioltz et Lie, et le Traité 
de M. Veronese; 

La Géométrie descriptive de l'espace à plusieurs dimensions 
dont on trouve les éléments dans les travaux de MM. Schlegcl, Segro, 
Stringliam el Veronese; 

cf La Ginémalique des espaces à η dimensions développée dans les 
Mémoires de Beltrami, Clifford et M. Jordan. 

On se propose ici de faire quelques applications de la théorie des 
groupes continus linis et infinis à la Géomélric de l'espace à un nombre 
quelconque de dimensions. 

I. — Construction de la Géométrie euclidienne de l'espace 
à u dimensions. 

M. Poincaré a donné une très belle application de la méthode de 
Lie, en déterminant les Géomélrics quadratiques à deux dimensions 
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XV, p. 2o3-215). 

Le Chapitre suivant expose la même théorie pour une Géométrie 
quelconque et construit la Géométrie euclidienne à η dimensions. 

Nous allons faire les hypothèses suivantes par rapporta l'espace : 
i° Soit l'espace une multiplicité de η dimensions; c'est-à-dire, 

soient η choses indépendantes nécessaires et suffisantes pour détermi-
ner la position d'un élément de la multiplicité; ces η choses indépen-
dantes sont nommées les coordonnées de l'élément; 

2° Soit J/î(/î + i) le nombre de degrés de liberté d'une figure de 
la multiplicité dans la multiplicité; c'est-à-dire, soient s-n{^n + i) 
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choses indépendantes nécessaires cl suffisantes pour fixer la position 
d'un corps rigide; ces {n(n + i) choses indépendantes sont nommées 
les paramètres de la figure. 

Il est convenable de nommer l'élément un point cl de désigner ses 
coordonnées par x

n
 x

21
 ..., x

n
. Considérons une figure quelconque 

qui contient ce point et soient α
Μ

, a»,..α1β(β+1ι
 les paramétres de la 

ligure. Soient x\, x',
y
 ..., x'

n
 les coordonnées de la position nouvelle 

du point (x
t1
 x

2
, ..., x

n
) dans la position nouvelle de la figure. 

On a 

(<) 
1 · · · ί ^2» · · · 5 S£y) 0 — ' » * * ' > Όί 

V = J/2(/I -1- I). 

L'opération changeant (x
n
 x.j,..., ar

e
) en (ξ

η
 ξ

2
,..ξ») représente 

un des mouvements d'une figure à η dimensions; l'ensemble de ces 
opérations forme un groupe continu à j/i(n ~l· i) paramètres. Parmi 
ces opérations on doit trouver la transformation identique; donc il 
doit y avoir un système de paramètres tel qu'on ait 

\~J — Ή? "»2 — ···) *Î/<— '*'«· 

Sans perdre de généralité on peut supposer que ce système particulier 
de paramètres soit le suivant : 

( 3 ) α, = α2 = ... = «v = o. 

Lnc transformation infinitésimale du groupe est une transformation 
dont les paramètres ne diffèrent que par des quantités infinitésimales 
des paramètres qui produisent la transformation identique; dans le 
cas (3) on obtient la transformation infinitésimale en donnant des 
valeurs infinitésimales aux paramètres; c'est-à-dire, par une telle 
transformation x

t
, x

2
, x

lt
 sont changées en 

('0 (* = L2, ..., ")ί V = £rt(/l-M), 
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respectivement (dans les dérivées partielles il faut poser les «,, α,,..., a
v 

égales à zéro). 
En écrivant 

(o) P'
=

 dJ, 0'= 1, 2,/z), 

le symbole bien connu de la transformation infinitésimale (/j) est 

ΣΟ I= M p, Mx; 

ou en posant 

(:) •I'=2'^5Î (/= 

une transformation infinitésimale quelconque s'écrit 

(Η) I -£«,·),·· 

D'après un théorème fondamental de Lie, on a 

(θ) C'1/'1./) = (l',j= 1,2, 

ι 

où 

/ \ / I I » V / dJ/ dJy C?J / \ 

et les \ijk sont des constantes. 11 y a {[n-(n -+-ι)2 — ·ιη(η -t- ι) | de 
ces équations (9), mais les ~| n\n -+■ i)n — '2η\η -t- i)2| quan-
tités Λijk ne sont pas tout à fait arbitraires, parce que les 

7Ï[/Î3(/Z H- 1)3 — G/r'(/z 4-1)2 + 8n(n -H I) | 
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identités de Jacobi 

( ' 0 (*^a*Ï/)]~[*^AC*^y*^/)J — o (hji k— ij a?,.. .,v) 

ont lieu. 
Tous les systèmes de quantités .1, qui satisfont aux équations (v) 

et (ι i) donnent des espaces dont les mouvements infinitésimaux indé-
pendants se représentent respectivement par les transformations infi-
nitésimales du système. Les fonctions des éléments qui sont des 
invariants sous ces transformations fournissent les propriétés carac-
téristiques de la Géométrie de l'espace. On se propose ici de trouver 
ces caractéristiques pour un système des transformations. 

On vérifie facilement que les formes suivantes des transformations 
fondamentalesJ,, J2, ..., J

v
, savoir 

(12) pu . · ·, pnι iPj jP't (hj — G ~»···? ") 

satisfont aux équations (9) et (11). 
Soient (χ,, x

21
 ..x

n
) cl (x\, x'.,,..., x'

n
) deux points quelconques 

et (ξ,, ξ
2
,..ξ

Λ
), (ξ'

(
, ..., %„) leurs positions après la transforma-

lion 

03) I =2 «Λ 
ι 

où les J,· ont les valeurs (12). 
Si la fonction o(x„x.,, ..x

ny
 x\, x'.,, ..., x'

n
) est une fonction 

absolument invariante sous cette opération, on a 

04) ΙΟΞΞΞΟ 

pour toutes les valeurs des a,·; donc pour la détermination de la fonc-
tion 0 on a le système suivant d'équations aux dérivées partielles : 

05) 
d-JCi <)x\ () 

Xi Τ5 1" Χ; -Γ7 — Xi TJ X i = Ο 

(#,yV= 1,2,. 
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Ce système complet a ^n(n-M) équations et in variables. Il n'y η 
pas de solution si les équations sont indépendantes. Prenons les in — 1 
équations suivantes du système (i5) : 

(lC) il H- ^ = O (?=., 2, 

(
 J

'
 XK

JX
Q
 '~

XA
'DF

L

 +X
* W<, ~~

 0 (*—2,3,...,/*); 

en multipliant les équations (iG) respectivement par 

(ft = 1, 2, ..., η) 

où 

i;j = |xhx)|, i;j) = )*,·,x'. |, ijj = \x
n

x\ |, /;■" = ο 

(k — 2, 3, ..., η ^ h φ i, k φ j), 

et les équations (17) respectivement par 

*ΛΊ(^ — X
\)\ (Λ = 2,3, ...,/Ο, 

où 

VJ' = x'j ~ xj> f-j'1' = χι - xi > Κ1' - 0 

(A — 2, 3,..., n\ h ~φ· k φ j)'-, 

et en ajoutant on obtient les |(/ι — 0 ('* — 2) équations restantes du 
système (15), savoir 

/ o\ do do , do , do 

Le système complet (1G) et (17) de 2/1 — 1 équations avec'2η va-
riables a au moins une solution. On vérifie que cette solution est 
unique en observant qu'il y a un déterminant du (2η — i)iùn,c ordre de 
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ia malricc 

ο ο ο ο ... ο ι ο ο ο ... ο 

ο Ο ο ο ... ο ο ι ο ο ... ο 
.. .... .... 

Ο ο ο ο ... ο ο ο ο ο ... I 

.r, — χχ
 ο ο ... ο — χ2 χ\ ο ο ... ο 

, — χ λ ° χ\ ~~ xi ° . ·. 0 — Χ.
Α
 ο χ\ ο ... ο 

.... ........... ...... 

■ι',,— $ „ ° 0 ο ... χ\ — χ
 t
 — χ'

η
 ο ο ο ... 

(jui n'est pas égal à zéro, savoir le déterminant des 211 — 1 dernières 
colonnes dont la valeur est (x

t
 — x\ )a~*. 

Celle solution unique du système (16) et (17) est facile à trouver. 
En effet les η équations (iG) demandent que ο soit une fonction des 
quantités 

X/ = Xi - x'i (l = 1, 2, . . ., /i). 

En ces variables nouvelles les η — ι équations (17) deviennent 

()\j ^ 0\( ~ 0 — 1,2,..., /<), 

qui montrent que 7- est une fonction de 

ΣX
2

; 
I 

donc la fonction 

(19) s = γ/ φ — ·»ν )
2 

est un invariant absolu sous la transformation la plus générale du 
groupe (12). 
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On dit que la fonction δ définit la distance des deux points 

(x
K
, ÔCJ, ..., x

n
), (;/;,, x,,

}
 ..., x

n
). 

Considérons maintenant la multiplicité linéaire des éléments 

( 20) Xi 4- \x , + «,'=0 (/=1,2,..., //). 

Les variations données aux .χ·,, x
ai

..., x
n
 par les transformations ( 12) 

sont les suivantes : 
Sous/)y·, 

f 2 I ) O-Cy = I, OX'i =0, / φ j (/',/ =1,2,..., w)i 

Sous XiPj — Xjpi·, 

(22) 
δ#/ = — OXj — 4- xh ox

k
 = o, h φ i, /. yé y 

O'ij, Α·=Ι,2, ..., Λ). 

En formant les équations 

( ?.3) 0 ( Xi 4- AiX, 4- α/ ) = ο 

on trouve pour les variations des λ,· et a,· les valeurs suivantes : 
Sous ph 

(,
2/

ί ) 

δλ; = ο, δα; = - λ;, (/ = I ;y = 2, 3,..//), 

δλ; = ο, δα,· = — ι, δα;· = ο 

(/ = 2,3, ...,//;y = 2, 3,...,//); 

SOUS Χ (Ρ j - XjPh 

(25) 

OA/ 7*.;, 0/^; — 7\/, θλΛ — Ο ( I, φ I , J φ- I ), 

δα,· = — α;, δα; = α,·, δαΑ = ο 

(/» — 2, 3,..., //; h φ /, Α- φ y) 5 

ολ
#

· = 7y 4- 1, δ7ν/( = λ/λ* 

(/ — 2,3,, /ι j y — \ \ li φ ι \ h — 2,3,...,//), 

δα /= α,· λ/ (/ = 2,3,...,//). 
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Les invariants absolus de deux multiplicités linéaires 

(iO) (^2J ^3» * · ·ί *2» ®3) · · *> ®/i)J (^2> ^3? * · ·> ®2' ^3' ' ' 

sont des solutions du système des équations aux dérivées partielles 

(27) 
V / do » r , il?» . do * , do λ / \ 

[y = i, 2, ν = £/ι(/ι + ι)], 

où les variations oj doivent être remplacées successivement par les 
valeurs (24) et (25). 

Il est commode d'arranger les équations (27) de la manière sui-
vante : 

Les η — ι équations 

(2ii> . ^ + è=0 (î' = 2,3, 

l'équation 

11 (*))n ào v O'Ÿ \OT/ * 6>Ä/ / 

les η — 2 équations 

(3o) 
3 <)λ7 ~~ dï2 + *2 dïj ~ dît 

(j—3,4? · · · ?11 )'·> 
+ λ„-π A; -ΤΤΓ H- a, j-7 a : T-r = ο 

les 2)(/ι — 3) équations 

(3i) 

λ^~λ>Λ
(

 + α'·4_ α'^ 

+ λ<" dl) λ>di'i
 + α/ ̂  ~~ a> 5?; ~ 0 

(i = 3,4, ...,/i;y = 2,3, ...,/1); 
Sown. cte Λ/αίΛ. (5° série), tome VII. — Fasc. Ill, 1901. 35 
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les η — ι équations 

(32^ 

// Adxc +(v, 2) 

+2(a'«>aÊ+<eJê)=0 

('VvJ = 2> s, .··>";· 

Des équations (2/1) et (25) on déduit que les variations de λ,, 
λ

2
, ne contiennent pas les α,, a2, est-il donc possible de 

trouver des fonctions des \ et λ] qui soient invariantes? Si de telles 
fonctions 

ψ (^2) · ■ ·> \l1 \{> ^3> · · *J ^// ) 

existent, elles doivent cire des solutions du système suivant de 
^//(/1 — 1) équations entre i{n — 1) variables : 

Les η — 2)(/j — 3) équations 

(33; 
λ(· —— Λ; -pr h λ· -rry Λ: -τ-, —= Ο 

(i * * *5 ,l'lJ 2> ' * *» Όί 

les ( // — 2) équations 

(M) - Ayjj- +Α3^7 - Ajjjrr =0 

les η — ι équations 

(35) (λ>+ +
('v

s+ +
Σ'(

λ/
"
λ
4ζ + *Α'<λ;^·) -0 

(1 Φ J ' J — 2> 

On vérifie qu'il n'y a plus que 2/1 — 3 équations indépendantes dans 
ce système en observant que les [{η — 2){n— 3) déterminants 1) 
du 2(/1 — j)ièa,t* ordre sont zéro, où les déterminants Dsc forment eu 
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ajoutant les lignes de la suite 

<V>) 

(, _ ).
n ο ο ... ο ο λ3 ο — λ'Λ Ο Ο ... Ο Ο λ J 

ο ο —λ„ ο ... ο ο λ
ν
 ο ο — )/„ Ο ... Ο Ο λ4 

................ 
(j () Ο Ο... Ο ^*/ι-~ι Ο Ο Ο Ο... Ο | 

ο — λ
Λ
_, ο ο ... ο λ

3
 ο ο —V

n
 Ο Ο ... ο λ J ο 

ο υ —λ
Λ
_, ο ... ο λ

4 οο ο —λ'„_, ο ... ο λ
4
 ο 

.......................... 
Ο Ο Ο Ο ... —■ Χ /i—j Li—2 00 Ο Ο Ο... —* λ

Λ-1
 ο 

......................... 
ο — λ4 λ3

 0 · · · 0 0 0 0 — λ'
4
 λ J ο ... ο Ο Ο 

successivement à la matrice 

ΓΪ-) 

— Α., A.j ο ο ... ο — λ', λ'
2
 ο Ο ... ο 

Ο λ
3
 Ο ... ο —λ', ο λ; ο ... ο 

........................ 

— ο ο ο ... λ
2
 — Α^ ο ο ο ... λ!, 

A"-hi λ..»Α5 ... ^2Α;» ^.fH~l A.JXjj Α
2
Α

} ^2^5 ··· ^·>Α
;/ 

Aj Α;> ^ ^.ι Α'ι Α3Α- ... "K:i~K/t Α2λ2 λ^'-hl AjA4 ^3^5 *'* 

....................... 

A 2 A» ^:)Α;/ A » A/i AjA// ·*· A
w
-h I ^2 A

rt
 ^3^/1 ^*.j A„ ... A

rt
" -h I 

Considérons donc maintenant le système composé des (2« — 3) 
équations (34) et (35) entre les 2(/j — 1) variables λ.,, λ.,, ...,λ

Λ
, 

Les équations (34) demandent que ψ soit une fonction de 

(.w) ξβ2
<λ

'. ι=Σ'Α· ζ=Σ·λ.·
λ

;· 

Les équations (35) deviennent dans les variables ξ, η, ζ 

/ / A 
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οΰ 

(4°) — ζ *+* 1 » 'Ίι — 'Ί + ί) Cl — S -+ ί · 

l)c ces équations on déduit 

C4i; τ! + ~-2-^ = o, 

c'est-à-dire que ψ est une fonction de 

(fa) ïîlSi*) ο 

où la quantité 

Σ (>·Α;+>)* 

( 13) c°si'' = τ~;—' \ / ' Γ 

est un invariant absolu sous la transformation la plus générale du 
groupe (i 2). 

On dit que l'angle 0 est l'angle entre les deux multiplicités linéaires. 
Il est facile de vérifier sur la matrice (37) que la solution (43) est 

la solution unique du système (3/|) et (35). 
S'il s'agit de fonctions invariantes des α et des λ, on les trouvera 

par l'intégration du système composé des équations (28), (29), (3o), 
(3i) et (32). En effet, les équations (28) disent que 9 est fonction de 

ρ,-ι—α/—αί (i= 2, 3,...,«). 

En écrivant l'équation (29) dans les variables p, on a 

= »y ssXj-Vj (j = 2,3,. 

ce qui demande que 9 soit fonction d'un système quelconque 
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des (η — ι) systèmes de (η — 2) déterminants 

P./7«- '-(ffltji Ρ*7/ P/73-~^Ρ7)ί/ι "'' p»"7; Ρ/7«---(ρ7λ/; 

(/ — Zf'âf *,»t u). 

Les ~(λ — ι)(λ — 2) équations (3o) et ('h) deviennent ies(/z — ι ; 
suivantes 

(?5K7<fe;-(^>«àék=" ('.y-2-3.-··«); 

ces équations demandent que çp soit fonction de 

8 P ^2 Kr* VIt. 

d'ailleurs les équations (3o) et (3i) dans les variables originales nous 
disent que les λ et λ' entrent dans la fonction çp par des déterminants 

/»2 Âjj ··· I 

Λ, ' * * A// 1 

el en effet seulement au moyen des formes 

^V2 AA · · · 2 

V V /' 1 

ET 

π =2· (λ,-λ',)», 

aussi les équations (32) demandent que Q et H entrent par Ja combi-
naison 

QH-R= · : : ,r. 

2 3 *# · ΑΛ * 

Lnlin les équations (32) prennent les formes 

(h + λ';) (Ρ ̂  + Τ %) = 0 (j = -2, 3, ..., « ), 
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c'est-à-dire que la solution 9 cherchée est une fonction arbitraire de 

1' IΤ ; 

ainsi les (η — ι) formes suivantes 

2» |>.y-vy. 

A
y

: -ρr ^ ~ ~ Ο = 2j 3, ..., /i) 

I ''j '·* · · · '·« ' I 

sont des fonctions invariantes des paramétres des deux multiplicités 
linéaires sous la transformation la plus générale du groupe (12). 

Quand les deux multiplicités linéaires se coupent, toutes les 
formes Δ, sont égales à zéro; réciproquement, si une Δ, quelconque 
est égale à zéro, toutes les autres sont égales à zéro et les multiplicités 
ont un point commun. 

Il est clair a fortiori qu'on a l'invariant 

λ, /j Λ 3 ... λ
/4 

® j *3 *3 * ' * # 

λ2 /3 ... λΛ I 2 

λ'4 ... λ; . 

L'analogie entre les formes Δ et Δ7 et l'expression pour la distance 
de deux droites de l'espace ordinaire est évidente. 

On remarque que les notions fondamentales de distance et de 
direction de l'espace à η dimensions sont introduites au moyen des 
invariants (19) et (43), la notion de distance par rapport à deux 
éléments de l'espace, cl la notion de direction par rapport à deux 
multiplicités les plus simples composées d'un nombre une fois infini de 
ces éléments. Donc on peut dériver toutes les notions secondaires de 
la Géométrie de l'espace à η dimensions par des extensions succes-
sives de ces notions primaires de l'espace ordinaire, et ces extensions 
sont aussi simples que les extensions du plan à l'espace ordinaire. 
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II. — Sur la Géométrie dee quadriques de l'espace Â η dimensions. 

Considérons encore le groupe des mouvements euclidiens 

(W Pn Ihi ··.» P„' XiPj - XjPi (hj = 1,2,...,//). 

Nous avons vu que la théorie de ce groupe peut donner les notions 
de la Géométrie euclidienne de l'espace à η dimensions. Pour mon-
trer que cette théorie peut aussi donner les éléments de cette Géomé-
Irie, considérons laquadrique 

( I 0 ̂ aijxixj ^j.n+i xj == " j -

et cherchons les invariants de la quadrique S sous toutes les transfor-
mations infinitésimales du groupe 

On observe que S est une fonction linéaire et homogène des para-
mètres a

mn
\ donc les fonctions invariantes cherchées sont des fonc-

tions homogènes de degré zéro et par le théorème d'Euler on a 

(4«)
 ΣΣ

Α

Υ-£- = °· 

D'ailleurs de la définition d'une fonction invariante absolue on déduit 

'47)
 ?Λ

=ΣΣ^
α
'ί = "· 

Si l'on connaît les variations οα,-y, les fonctions invariantes se 
déterminent par l'intégration du système des équations aux dérivées 
partielles (47); donc il faut chercher les valeurs données aux varia-
tions cay par les transformations {(\\). Pour obtenir ces formes on 
se rappelle que les variables xt1 x2, x,t prennent les accroisse-
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monts suivants : 

<48) 

^k^k — ' » r<*k'f'j — 'b (jf k — ' » 2j . . » -, /11) J h ) ; 

Gkl'-Gk— -'£/» ^kl:rl — -nki tklxj—° 

O'j ^ — ' ι ..., η \ j φ- h, j■=}=■ /) ; 

où oA est un symbole pour la variation donnée parla transformation 
et est la variation donnée par la transformation xk— xtpk. 

En substituant les variations (j8) dans la variation totale de S, on 
obtient : 

(49) 
G/.S —- XiXj'jkaij "+* (Cikj rjk^j,n *-t)X j 

-+- 2û^fl4_| -h &k&/n-i,//4-i = O» 

(oo) 

fjkl^ —Xi%j^kl&ij ~t~ (auXiXk (^ik'Xi'^l) 

2^^' ·%jO kid j ,n+1 ~t" ,//-m — O. 

S'il s'agit du groupe de similitude il faut ajouter la transformation 

(5l) P'
1 GgXi = Xi (i= t) 2, .... /i), 

et l'équation 

(52) 

£jS —26(/y ·+· 0
t
 d{j ) ΧιXj 

H~ 2(^/«4-1 )*^y ^/^«4-ί,Λ+ι = Ο· 

En comparant les équations (49), (5o) et (5a) avec l'équation (45 ) 
on trouve les équations suivantes pour la détermination des varia-
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lions 0/cctij^ lkl
au et ct^j ι 

(53) 

0/^11 r'k nI η fr/.· ftti r'liai% 

Οχ ann Οχ^',ο · ι + at\ rj!int.n+■1 ahi 

^kan,η-H ~+~ 0/,η *'knn i ^^X.w-H „ 

(k = i, 2 

aussi toutes les quantités suivantes 

(54) 

^ej/ ζ
 t
-y _ ,

 ( 2) t n
 J φ kj φ ij φ

 k[
y. 

"ij 
&/7 β/,η-t-i ^Ul^H— fl/X 0/7gt7.· + β il 

ai,n+1 tt/A 
(î =i,2,..., /i, i φ k, ιφ /); 

%kfaH·2 rt/.7 ^/,./rtî//—2tfx/ Ο/-/ΛΓ,,-ι-,.
rt

-(-| 
^AA "// ®/i+lt«+l 

%k{akl+~ aU— αλ/,· ^ΙΊη1,·.η->-\ — Λ/,«-Μ 0χ7αΛ»-Μ — nh\n + \ 
^AY flA,n-H a/,n-M 

sont égales à 

(55) Pa/ ^ — ^>^>···>'^)ΐ 

et toutes les quantités suivantes 

<5C) h?<' + ,an, ?'.1ϊ±ΐ£±ι (i,;=i,a,...,«), 
a/V &/>n+· 1 

sont égales à σ. 
Donc on a les valeurs suivantes des variations cherchées : 

(57) 
^k®ij—®ijPkl $k&t,n-*-i—

 a
i,u+t pk ®kh | 

®Λ®/Η-Ι,Λ·Μ — ^/i-H.n-MpA 2û^
fWM 

(*>,/» 1 > 2) ·· · 5 '0' 

Journ. de Math. (5* série), tome VII. — Faso. III, »901. 00 
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(58) 

^kl^ij — Uijpkh ^kl^i,n-¥\ — &i,u+1 pA/> 
fjklaik == aik ?kl ~ &ih QkiaU = #<7pA/ "+" Û/A 

(î, y — 1,2,..//, i ~=f- /r, ι φ l, ij =£ A7); 
r->klakk — akk Yhl ~ 2 «/,-/, ^A/^A/-~Q>kl%kl + akk~~ <*111 

^kl^ll— ^//pA/ 2 6t/
f
/, ^A/^A,«4-i ®A,«4-< pA/ ^/,«4-< j 

^kl^l.n+i — ûf/,fl-HpA/-t"^A,B-H ? ®Α/^η·Η,«+Ι — ^«-n.n-M pA/î 

(âg) 

β/y " 2 ÛJ/y , 

~ &j,n+\ ®" ^j,n ht > 

,/i-t-l ^«-M,«4-1 ^ 

(i,y —1)2)...,//). 

En mettant les valeurs (5^) dans l'équation (47) on a 

( (>°) 
+2'(«w*- α«)^, 

"Γ" \ ,«4-ι p/r 2/Z/l)n+( 7 « Ο , 

ce qui donne, en vertu de l'équation (46)» 

(6ι) 2'
 a

'j <07- *" -
a

J ■'-*-< âa ,
 = 0

 0'
 = ,

>
2

< ···.«.); 

de la même manière on tire des équations (47)? (58) cl (%)) : 

(C,2) 

Σ" / di «h \ / <n /ii \ 

+ («AA ~ %) ̂  - «/,«-,
 Ta

 — + «A
W ̂ --

+
; - Ο 

(^ι -φ. A", i ~j=- /, /f, l — i,2, ..., //)} 

W 2:2'"«s!; * "'-sib) -"· 
1 
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Les équations (61), (62) et (-'ιΟ) forment un système de [{ri* -hn-h 2) 
équations avec *

2
(n h-1) (n -+- 2) variables; donc le système a au 

moins η solutions indépendantes. On vérifie que le nombre des solu-
tions indépendantes est exactement égal à /1 en construisant la matrice 
de tous les coefficients et en observant que, parmi tous les détermi-
nants du !(//*+ ft ·+■ 2ordre de la matrice, on trouve un déter-
minant au moins qui n'est pas égal à zéro, parce que le terme a

n< 

parait une fois seulement et un de ses coefficients n'est pas égal 
à zéro. 

En effectuant l'intégration du système on trouve que les formes 
suivantes 

(04) 

Δ - | #, ι, #22? · · * ? Clfin I ? Ο I Cl ι,, #00? · · · ? ^run t-1 ,ιι < · 

"J/ί I α,·,,·.? · · *? | 

(/ί = I, 2, . . ., /i — l) 

sont η -+-1 solutions indépendantes des équations (61) et ((3a); pour 
satisfaire à l'équation (Zj6) il faut et il suffit de prendre les η formes 
indépendantes suivantes : 

1 J—iD 1 r _ J, I)" 1 y D" 

En notant que ces invariants sont des invariants absolus, on trouve 
l'interprétation géométrique suivante des formes. Prenons la qua-
drique 

(60) 2
fa?

'
?

l
a

? -I^
0

; 

on a 

(67) 

D = -A=2"|«?i 

ι, s-2'«?, I
»s32'2

,et
?
e
î (Υ./,»-

I „ = ±α;α»...α;, 
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suivant que η est pair ou impair; c'est-à-dire que les carrés des demi-
axes de la quadrique sont des racines de l'équation 

(68) xn-\-l
K
xn~s -+- \

2
xn - h- ... + !„_<# -+■ ΙΛ = ο; 

où les carrés des demi-axes de la quadrique (45) sont donnés par la 
résolution de l'équation du niémc degré : 

(β9) i;
+

, "^"2' W»*1 X
' ^"

X
"
 = °* 

Une discussion des racines de cette équation aurait pour consé-
quence une classification des quadriques. 

Pour construire les invariants de la quadrique S sous le groupe de 
similitude il faut et il suffit d'introduire les quantités (67) dans 
l'équation (63) comme des variables nouvelles, ce qui donne les 
// — 1 intégrales 

(70) -λ— (< = I, 2,-■·,« — I). 

On vérifie facilement que ces expressions déterminent les rapports 
des axes de la quadrique. 

Les invariants (65) constituent les criteria de la congruence des 
quadriques et les invariants (70) contiennent la théorie de la simili-
tude pour quadriques. 

On se permet de remarquer que les axes de la quadrique (45) sont 
//, solutions indépendantes des équations (46), (61), (62), et que les 
rapports des axes sont 11 — 1 solutions indépendantes du système 
composé des équations (46)? (6r), (62), (63). 

Les discussions qui précèdent s'occupent d'applications des groupes 
de mouvements et de similitude; tous les deux groupes sont projcclifs: 
de la même façon la théorie du groupe projectif général donne la 
Géométrie projective de l'espace à 11 dimensions et en particulier la 
théorie des invariants projectifs de quadriques et de systèmes de qua-
driques. On peut généraliser l'étude de plusieurs manières dont on 
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signale les deux suivantes : i° en considérant les groupes de transfor-
mations ponctuelles plus générales; i° en introduisant les transforma-
lions de contact, et étudiant en particulier les généralisations de la 
transformation ponctuelle projective. 

Considérons ce cas particulier. On rappelle les propriétés suivantes 
du groupe projcctif général : 

i° Les formes iiniesde ses transformations sont 

¿¿*y*y+? i 

(;0 ^t = -h (ï = I>2, ■-.«); 

2 ¿¿*y*y+? i 

cl ses transformations inlinilésimales sont 

(:2) x'iPJ> ΧίΣiXJPJ «); 

2" Toutes les transformations du groupe changent les lignes droites 
en lignes droites; 

3" La famille de tous les plans de l'espace est invariante sous toutes 
les transformations du groupe. 

Proposons-nous de trouver les transformations de contact qui pos-
sèdent l'une ou l'autre de ces propriétés. 

i° Exislc-l-il des transformations de contact delà forme 

(73) 

hjjpj-+· Ci 

X'
(
 = —- - {'■ — ' j -> · · · j 

2 xjjjxj + 2 p,p, 

ejicXk+^fjppA gj 

Ρ1/ = Λ 7< (jf = 2, 3,..., Λ); 

2*αΛΛ7Α·+2'^/,/,Α4"γ 
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c'csl-à-dire, cxistc-t-il des transformations de celte forme qui laissent 
invariante l'équation de Pfafl' 

( -J\) dxs — Pt d*i = 0<? 

On peut résoudre celle question en déterminant les transforma-
tions ponctuelles projcclives de l'espace à in— ι dimensions 

(xt , X2, X31 . . ., X
n

 } <>C
/i+

 |, X/i+.2l · · · » '*'2/1- t ) 

qui laissent invariante l'équation de Pfafl' 

(7^) ^ — dx 1 x
n+
i, dxi — o. 

Il est plus commode d'opérer avec les transformations infini lési-
inales. La transformation infinitésimale la plus générale du groupe 
projcctif de l'espace ponctuel ixiu — 1 dimensions est 

(76) Σ -πρ·>+ΣΊ;i>ixJPJ+Σ
 i'ix^:ciPj 

où 

(77) pi=dj 

et les quantités eh ε,y·, sont des constantes arbitraires. 
Les variations des coordonnées ponctuelles sous la transforma-

tion (76)sont 

(78) — &A"t~ 3?A^j (Jî ~~ ' ι . . ., 1/1 IJ. 

La condition définissante est 

oP = pP = o, 
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OU 

( 79) ^ «*« ' 2]' &&·* i—κ d 4./—J d^i --■■ f I 5 

ce qui devient, en vertu des équations (78), 

( Bo) 2» +-2 Midxi^L pidxt—^x^ ,·_, dxt- \ » 

où 

(S.) 

L, ; j -f- 2£j 37, ~h £f37/ i- ι · / » > 

La —îw+A-l"^· ^A^"» 

2/* *^w (^Α< ^k'^Ô 2&«-+·Α— 

(k = 2,3,..., /i); 

M/ ---· t/ι -f· ε^ χ, — « £// χ,ι+i— ι 2^ ■ ε ^ 3?/ Λ7Λ ^ _ ι 

(/ = Λ + I , /H- 2, . . ., 2Λ — ΐ). 

Donc 

(82) Lj — ρ, Ij2— ά'η+tpi L:,— &η+·ι?ι «-M L„ — 

et 

(83) Me+1 = Mw+a =.., — M2rt_, = o. 

Des équations (83) on déduit 

(84) 
iik = ο (ί = ι, 2,..., η ; /F = η Η- Ι , W -h 2, ..., ζ u — 1 ), 

ε«+ί cn+2 — · * · — &2Λ-Ι — 0 5 

«lonc la transformation ponctuelle projective (76) de l'espace à 2« — 1 
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dimensions #
s
«_|)

9
qui laisse inva-

riante l'équation de PfaiT^S), est aussi une transformation ponc-
tuelle projective de l'espace â η dimensions (xt

,xif..., xn
). 

20 Les transformations de contact de l'espace â η dimensions qui 
transforment les lignes droites en lignes droites sont bien connues. 
Elles consistent en des transformations dualistiqucs et projectivcs. 

3° On trouve que les transformations de contact les plus générales 
de l'espace à η -h 1 dimensions qui transforment les plans en des plans 
sont définies par les équations 

(85) 

?/-«)/•+» q(-1) 

Xj ( ttj f Çpjt . . ., "in )j+1 

(«^o — I» i — 19 2j 1 · ·) 

Pi ~
 s

iPtiP»* ' "i Pn^~ ?/( ^ η Ρ η P2 ) ···*/*«)» 

η 

- =2*?;*/-?·. 
1 

où les fonctions O/ sont arbitraires et les expressions 

(ψθ ψί) ♦ ♦ ·» ψ«)> 

sont les mineurs de rrij dans le déterminant 

Λΐ' ψ;' <*Ι'η-Ι ' 

Ces transformations sont équivalentes aux produits 

DPD 

où D est la transformation dualistique et Ρ est une transformation 
ponctuelle arbitraire. 
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Donc la Geometric de celle catégorie de transformations de contact 
se déduit de l'étude de la Géométrie du groupe infini des transforma-
tions ponctuelles de l'espace h η + ι dimensions. 

III. — Sur la Géométrie différentielle de l'espace à η dimensions. 

Dans un Mémoire Sur 1rs quantité* fondamentales de la théorie 
μ rué rale das surfaces (Rozprawy de l'Académie des Sciences de 
Craeovic, série 11, t. VIIJ; Jahrbueh fiber die l·'ο rise!trille der 
Malhemalih, p. {>97 ; iSrp), M, Zorawski considère le groupe de 
mouvements euclidiens de l'espace x, y, j; conslruit les extensions 
de ces transformations par rapport à toutes les dérivées de x, y, ζ par 
rapport à deux variables indépendantes u, e; détermine les invariants 
différentiels du groupe prolongé; cl établit les théorèmes suivants de 
la théorie des surfaces : i° la us les invariants différentiels sont des 
fondions des quantités fondamentales F, F, G, F. M, Ν du premier 
et du second ordre et de leurs dérivées; 2" entre F, F, G, F, M, \ et 
leurs dérivées existent trois relations différentes; il n'y a pas de 
relut ion entre F, F, G et leurs dérivées. 

Nous avons déterminé l'invariant 

iw> y/î'(*/-*;)· 

sous le groupe 

(87.) Ρ ι ' lh, " ,ρ,η XiPj-XjPi ('J " F 2, ...,//). 

On appelle la forme différentielle correspondante 

|Κ#,Ι = N d,x 

y élément linéaire de l'espace. 
Fcs équations 

Cty) Xi— xf u^u.,,..//„.,) (/ = 1,2,..,,//;. 
Journ. de Malh. ( b" «cric), Lome VII. — Fuse. Ill, 19m. 
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où les u - ι quantités un
 w

a
, u

n
..

K
 sont des paramètres indépen-

dants, définissent une surface de l'espace. On a 

( 90) clx2 — £ 2' V'ij d
u

i
 (iu

j C^v = Vjd » 

où 

/ i? ν* dxk dxii 

Ces quantités 1 v, jouent un rôle capital dans la théorie des inva-
riants différentiels du groupe de mouvements, et en ceci on trouve le 
secret du succès de ces coordonnées gaussiennes généralisées. 

Kn comptant les variations de toutes les dérivées partielles de 
toutes les coordonnées par rapport aux arguments u

{
, u.

2
, u

H
_n 

sous riiypollièse que ces arguments ne changent pas sous les transfor-
mations, on a le système suivant d'équations linéaires aux dérivées 
partielles pour la détermination des invariants diflérenlicls du 
//tu wt or(]rc : 

\ Ρ//(' «f· //„"_{ II, Ht "/1-1 / 

(ί»Ό IS/.''■ ···'«£-!———- — χί„>·~i)xT~^r~—r~) "· 

ou 
α, β = ι, 2, 3, ..η - ι, η\ 

2" ·" 2'"-" 0'. + 4+...+ 4-|>Ο). 

Les équations (92) montrent que les invariants différentiels sont 
indépendants des variables χ,, x31 xn \ donc on considère seule-
ment les équations (93). 

Si m = i, on a {n(n — r) équations et n(n — 1) variables dans le 
système (93). Les équations sont indépendantes et l'on trouve sans 
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difficulté les {η{η — ι) solutions indépendantes 

(()4) E/y (hji — 1,2,...,// l). 

En posant m 2, on a un système de ^n(n — 1) équations indé-
pendantes et r,(n — 1 )//(// -+· 2) variables, ce que l'on vérifie facilement 
en notant que η fonctions de λ — ι variables indépendantes ont 

, (/1-Ι)Λ{(« + |)(/1 + 2).,.(« + /»-3)(Λ + /Μ -2) 

dérivées partielles du miime ordre; donc on doit trouver (n7 -1) 
solutions indépendantes du système (p3)pourm = 2. 

En effet on a les ~η(/ι - 1)solutions (94) ct — 1)2 solutions 
de la forme 

(pi)) E/ihji k— 2> ···> /l
 ')· 

Considérons la matrice 

(\>ï) 

•X | *X<j ^:ι · » · *Xy/ 

«X | «/?») Xo · · · X/1 
.... ..... 

Jb | «X ·> Χ·ί # · · Xn 
et soient 

w m{, m.,, ..., m„ 

les déterminants formés en supprimant chaque colonne successive-
ment; soient encore 

(00) Χ,Δ-. m, («' = 1,2, 

ou 

l'oo) Aa = 

^11 ^ 1 a · · · ^ 11 
Eo, bjj · · · 
..... ...... .... 

Eft_,t2 ··· 
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enfin les 5//(λ — ι) quantités 

("") (*,? = »,a, 

sont des solutions du système 

(102) P»V=°· 

On voit que les invariants 

Ο»3) E ij 

sont indépendants en employant un artifice utilisé par M. Zornwsld 
( he. cil.) dans le cas des quantités fondamentales de (Jaussde l'espace 
ordinaire. On peut arranger ces ^//2(/> — i) fonctions de Jir(n. - τ) 
variables en un Lel ordre que le déterminant de leurs dérivées par-
tielles du second ordre devient 

!>== 

Χ ι »., ·/ ·> * · » Χ η Ο Ο * · * Ο Ο ■ * » * . . * · · · « · " 

«/'· χ4 · » · •ί'/ι ο ο *·. ο ο «.. *·· ··* ··· " 

..... ....... 
χ% χ2 ... χη ο ο ... ο ο ... ... " 

Χ ι λ ^ ... ο ο ... ο ο ... ... ... ... ' * 

Ο Ο ... Ο Χ 4 .Ζ« ... Χ ff Ο ... ... . · . ... '' 

Ο Ο ... Ο Χ j ̂  Χ · * ι Χ„
Ν

 Ο ... ... . ·. *.· 11 

... ...... .... 
ο ο ... ο οο% 00* ... οο η υ ... ... ... ... «> 

ο ο . ·. ο Χ j λ 2 . Χ ff ο ... ... .. * ... ' ' 
.... ..... ... 
ο ο ... . . ... ο ο ... χ χ ,Χ* ... Χ Η 

ο ο ... .. ... Ο Ο .·. 00% Χ.2 ... 

.... ..... ... 

ο ο ... ·. ... ... ... Ο Ο ... Χ ι Χ 2 *· * Ο ι/ 

ο ο ... .. ... ο ο ... Χ, Χ
2
 ... Ν 
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( I oi ) D — ! ..., Xn-*
Um

 , X« f ' = multiple de Δ ; 

donc 
D^o; 

c'est-à-dire toutes les dérivées xj sont égales à zéro, ce qui est im-
possible. 

Pour m = 3, on a un système de [n(/i — ι) équations et 

£λ(λ — i)(/r-t- 4η ■+■ 6) 

variables; donc il y a i)(/i~h 3) solutions indépen-
dantes. On a les £n(n— i) solutions (94) et les ̂ (/ζ — i) solu-
tions (ç)G) et (ιοί), un ensemble de^(/i — \)η(η+-1) solutions. Il 
est aisé de montrer que les J //(// — i)2(«-(- 2) expressions suivantes 

(ιοο) E
/y

· ^'in,,, (''7' ^
 m

 —
 1

> " "i
 11 1

 ) 

sont des solutions du système 

(106) PS/ —o· 

En notant que 

(107) K- —- <v { ·Χ'| F/; — X|.X', 

on peut trouver parmi les \η(/ι — ι)2(// H- 2) solutions (io5) un sys-
tème de jj/r{n'J — i) solutions qui sont indépendantes, parce que le 
déterminant des coefficients des dérivées partielles x, dans ces 
[η'{η· — ι) formes est un multiple du déterminant Δ. 

Ainsi, on doit avoir jr,n(n — ι)(η — 2)(n -+- 3) relations qui con-
tiennent \n(n — 1 )(n — 2) des quantités F/y-

w
 et γ^η(/ι — i)i(«— 2) 

des formes Ε. .· . 
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Dans le cas de l'espace ordinaire, ces relations sont d'autres formes, 
données par M. Zorawski (/oc. c/V.), des trois équations différen-
tielles bien connues entre les six quantités fondamentales E, F, fi, 
L, M, Ν de Gauss 

(108) 

ΙΛ - M2 _ v 
Ε(ί - F2 ~ ' 

ôv f 1 ) j 2 \ du | 1 \ ( 2 ) ' 

ψ + I»! L + |"! M = φ + |1"i M + !
 ,a

{ N. 

Si η — l\, nous avons les solutions indépendantes suivantes : 

(,0!)) 

Il,, 1112 1I22 11,3 l'as '2,, 12,2 I2i3 i3,, 
113

3
.
Λ
 2l,g 22,, 22,ο 1 ο 22 2 2

 22
 3 3 23·,, 

233:j 32,, 32,2 3222 322;, 33,, 33<a 3323 33,, 33;„ 
IF, II» II3 I2o I2

:
, 22o 22., 23s 33, 33., 

et les équations suivantes pour les dérivées restantes : 

(no) 

-^ ( 1 212 ) — 11 22— 22,1— 0|, 2 ( 23
23

) 22;,
 3
 33,

 2
— φ

2ι
 2 ( 3 1

3
, ) — 33,, — I I 3;,—: 

12,3 i312— φ4, I 223
 I3

2j
—φ

3
, i233 ι323=<ρβ, 

M,—Ι2, = ψ„ I13— 3ι, = ψ
2

, ' 22 22, — ψ3, 12;,— 23,= ψ;, 
I23 — 3ΐ2=:ψβ, 223— 23

2
~ψ

0
, 2.33— 33

2
~ψ

7
, 33,— 3ι3~ψ8, 

où 

(·") y*'=Ev„,.,> ϋ^υ»> 

et les fonctions ç, et ψ, sont fonctions des invariants du premier et du 
second ordre. On peut déterminer facilement les formes explicites de 
ces équations; elles sont les généralisations des équations (108) de 
Gauss, Mainardi et Codazzi entre les quantités gaussiennes E, F, G, 
L, M, N. 

Pour // = /), il faut ajouter aux équations précédentes (no) les 
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équations suivantes : 

l I I Ί ) 

' ' il— = 2(24li) 22ll— 44u=9»> 2(34»v)—33ti 4133--9'·» 
,2ll— '4l2— ?I0» ,2il »4ïl~ ?11» 13|4.— l4j3 — 0|2· '3ji 'iji—Vll" 
|3

3I
— L^

N
Z=O

T
I, '3

2L
— >4I3—9«5» ' 4îl— l2il— 9le* a^*i — 2

4Ï3 — 9·Τ' 

i32.,— — cp,H, 23;,., 2433— 9ιβ» 24»v 23W- o2((; 
I'll— II,-l4

2
— I2

V
— ψ,ο, l4,— |3

4
=Ψ,„ 24l — 2»i — ψι

2
, 

2·Ιΐ 22i — ψΐ3» 243 2^4—ψΐΐ» 32j 23$" ψ,5, 3.| j · — 31 j — ψ,„, 
341- 3a

v
= ψπ, 343— 33

v
— ψ

Ι8
, 44î— 4»* = Ψιβ» 443— 43; — ψ*,. 

Ainsi de suite pour une valeur quelconque de n. 
Considérons maintenant les invariants différentiels du m"""' ordre. 

Il est clair qu'on peut obtenir des invariants du m,L'"'e ordre en dif-
férentiant les invariants du (m — [)««·"«· ordre par rapport aux //,, 
u.j, ..., parce que, par hypothèse, ces quantités ne changent 
pas sous les transformations considérées. 

On a dans chaque cas ^n(u— i) équations linéaires aux dérivées 
partielles à intégrer; pour le cas des invariants différentiels du 
,,/inne orc]rC) \(l nombre de variables est égal à 

. ( n — ι ) //* ( η -M ) ( η -+- <>. )... ( η -+- j — 3 ) ( η Λ-j — >■ ) 

et le nombre des solutions indépendantes est égal à 

Σ . η (η — \)n(n -h i).. .(n +,/' — 2) _ n(/t2— 1) 

on a 

η ( n — 1 ) η ( n 4- 1 )... (n ■+· / — 2) 1 ) 

invariants différentiels du {m — ordre; donc il suffit d'en trouver 

n ( n — 1 ) η ( n -f- 1 ).. . ( n -+· m — 2 ) 
ι. 2... m 

du /»i,,,l,e ordre. 
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On obtient des invariants du m"',M ordre en différer»liant le» formes 
E/y· (/// — i ) fois et les formes K

/y
· (/// — ->e) fois; de celle differentiation 

ou déduil 

η-(η — ι )*(n -t- ι ) (n 4- 2 ). An-\-m — \ ) (n -h m — \) 
1,.(///-- \) 

invariants. Donc il y a 

( m — 9.)n( η — \ )n(n 1)( n->r η m — 't)(n — v)( tt + 9. m — 3) 
•χ. 1. ά . 3... m 

relations entre ces quantités du mirme ordre. Ces relations peuvent 
s'obtenir de la manière suivante. On a déjà trouvé, dans le cas tu — 3, 

//( η --1)( /1 — '>.)( η 3) 
•χ. 1. ·χ. 3 

relations; en diliércnLiant ces relations (m — 3) fois de 

1. ί . 3. η (η -+-1) (η -ι- ·>. ) (η ■+■ \ ) ( η -(- 5).. (// 4- ηι — \ ) ( η -4- A m — ) C/// — ν, ) 
ι. a. 3... m 

manières on obtient \ relations, qui sont les liaisons cherchées. D'ail-
leurs, l'opération est toujours possible pour toutes les valeurs de m 
et /?, parce que le nombre des opérations est toujours moindre que 

ΛΙ (η — ι )n(n -+- ») (η -+- a).. An ■+■ m — f>) 
1.9..Ô* * .{m — ο) ' 

où M est le nombre maximum des dérivées du (m — 'A)inms ordre 
d'une fonction à ( n — 1) variables. 

La Céomélric de l'espace ordinaire est unique; l'espace à trois di-
mensions est le seul espace pour qui ces deux nombres M et N sont 
égaux, si l'on ne considère pas les espaces à dimensions fractionnelles 
ou négatives; la valeur commune pour l'espace ordinaire est m — 3 cl 
les nombres sont égaux pour toutes les valeurs de m. 

\ous avons prolongé le groupe de mouvements de l'espace à n-\-1 di-
mensions par rapport aux dérivées partielles de ses coordonnées ponc-
tuelles par rapport à n paramètres indépendants, sous l'hypothèse que 
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les transformations laissent ces paramètres absolument invariants. De 
la mcme manière, on peut se proposer de prolonger le groupe par 
rapport à q paramètres indépendants, où q peut prendre les valeurs ι, 
ά, ..., n. De cette façon, on construit les éléments d'une Géométrie 
des va Hé lés à un nombre quelconque de dimensions dans l'espace à 
h -M dimensions, mais, il faut le dire, avec assez de difficulté, car 
chaque valeur de q demande line nouvelle extension du groupe et, 
dans chaque cas particulier, il faut étudier l'indépendance et faire 
l'intégration des systèmes complets. Cependant, il est simple de géné-
raliser la théorie de l'analyse intrinsèque des courbes, ce que l'on don-
nera dans une Note prochaine. Ce cas correspond à la valeur ι de q. 
L'extension correspondante du groupe de mouvements devient 

(n3) p„p„ ic,pj - + :'pf - xf pf) 

(/,7 = 1,2, -M), 
ou 

(' 0 Xi — dlA > PJ -

et t est une variable auxiliaire qui ne change pas sous les transforma-
lions du groupe de mouvements euclidiens. 

Si l'on prend, en particulier, 

il — 3, m = 3, l ~ .ç, 

où s est l'élément d'arc, on trouvera, entre les invariants absolus, les 
fonctions suivantes des courbures de la courbe [voir le Mémoire de 
M. Pirondini sur les courbes à triple courbure ( Journal de Balla-
glini; 1890)] : 

(..5) 
2d \ ds1 ) ' 2d Y ds ) ' 

|
 - -[λ IE'' lu') ' 

Jour/ι. cle Math. (5* série), tome VII. — Kasc. III, igoi. 38 
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Oil 

X,= -^2-

Σ·ν 
et Χ) est le mineur de Xj dans le déterminant wronskien 

Us* Iw' ~dsr 

IV. — Sur les invariants de déformation de l'espace à un nombre 
quelconque de dimensions. 

Dans un Mémoire sur les invariants de déformation (Acta Malhe-
malica, t. XVI), M. Zorawski a donné une belle application de la 
méthode de Lie à la détermination des invariants de déformation des 
surfaces dans l'espace ordinaire euclidien. Il s'agit de quantités qui ne 
changent pas lorsqu'on déforme une surface, telles que la courbure 
totale de Gauss, les paramétres différentiels de Beltrami, ou la cour-
bure géodésique de Minding. De telles quantités ne doivent dépendre 
de la forme de la surface que par les coefficients E, F, G de l'élément 
linéaire. De plus, elles ne doivent pas être altérées par un changement 
de coordonnées curvilignes. La surface étant rapportée à des coor-
données curvilignes, effectuons, sur ces coordonnées, un changement 
de variables quelconque. En calculant les nouvelles valeurs de E, F, G, 
les transformations ainsi définies seront celles d'un certain groupe 
infini qu'on peut appeler le groupe de Gauss. Si, en même temps que 
les coefficients E, F, G, on exprime, en fonction des nouvelles 
variables, une ou plusieurs fonctions du point, on obtient des transfor-
mations dont l'ensemble sera un groupe de Beltrami, car c'est à de 
pareilles transformations que se rapportent les paramètres différentiels 
de cet auteur. Les transformations qui s'appliquent aux quantités 
E, F, G et à l'équation d'une courbe tracée sur la surface forment un 
troisième groupe, le groupe de Minding. Enfin, en faisant entrer en 
ligne de compte, à la fois, des coefficients de l'élément linéaire, des 
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fonctions du point, et des équations de courbes, on a le groupe 
général. 

Les quantités cherchées sont les invariants différentiels de ces 
groupes, cl, pour les rechercher, on devra, d'après la méthode de Lie, 
prolonger les groupes cl déterminer les invariants des groupes ainsi 
prolongés. Une transformation infinitésimale quelconque étant effec-
tuée sur les coordonnées curvilignes, on calcule facilement les change-
ments infiniment petits de F, F, G, ce qui donne la transformation 
iniiriiLésimalc la plus générale du groupe de Gauss. Considérant 
ensuite une fonction dont l'accroissement infinitésimal est connu, on 
détermine les accroissements de ses différentes dérivées. Ces résultats 
permettent de former les transformations infinitésimales des groupes 
de Gauss, de Beltrarni, de Minding et du groupe général prolongés. 

On peut, dès lors, écrire les systèmes complets auxquels doivent sa-
tisfaire les invariants différentiels des différents ordres. Pour calculer 
effectivement les invariants demandés, il faut procéder à l'intégration 
des systèmes complets. Appliquant cette méthode à la recherche des 
invariants les inoins élevés, M. Zorawski retrouve comme invariant 
gaussien la courbure totale, comme invariants de Beltrami les para-
mètres différentiels connus, comme invariant de Minding la courbure 
géodésique. 

Les résultats précédents sont susceptibles d'une multiple généralisa-
tion. L'objet de cette Note est de construire le mécanisme nécessaire 
et suffisant pour déterminer les invariants de déformation de variétés 
dans un espace ponctuel à un nombre quelconque de dimensions (dans 
les cas où une déformation est possible, on se rappelle le théorème 
de Beezj, et, en particulier, on se propose de montrer que la théorie 
de déformation des surfaces de l'espace ordinaire, tous ses invariants 
et tous ses théorèmes s'appliquent immédiatement aux surfaces d'un 
espace quadratique quelconque, euclidien ou non euclidien, à trois 
dimensions, c'est-à-dire qu'on retrouve la théorie des formes différen-
tielles quadratiques. Ce résultat particulier est intéressant; il constitue 
une contribution delà théorie des groupes continus infinis à la Géomé-
trie des variétés à trois dimensions, et en face du fait que la théorie 
des groupes finis a une application limitée à la construction des Géo-
métrics des variétés à trois dimensions, ce qu'on voit par les travaux 
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récents de M. Bianchi (Memorie de la Société italienne des 
Sciences, 3e série, t. XI) et de M. Cotton (Thèse présentée à la 
Faculté des Sciences de Paris), ou l'on trouve la détermination 
complète de toutes les variétés à trois dimensions dont l'élément 
linéaire peut admettre un groupe continu de transformations. 

On s'occupe ici naturellement à faire la miéme prolongation d'une 
transformation infinitésimale; ce problème peut se proposer d'une 
infinité de manières: il a un nombre infini de solutions. M. Zorawski a 
donné la solution du cas ou l'on prolonge la transformation infinité-
simale par rapport aux dérivées de ses fonctions (Rozprawy de l'Aca-
démie des Sciences de Cracovie, 2e série, t. IV), et M. Levi-Civita 
(Alli de l'Académie de Venise, 7e série, t. V) a prolongé la transfor-
mation par rapport aux éléments d'un système covariaril ou conlre-
variant quelconque. 

Considérons un espace quadratique à // ■+■ ι dimensions 

(iiG) ds~ — A/y(^,, x2i · · ' ι*- h - \ ) dx ι d./yj f A y/ = A/y). 

L'élément linéaire d'une surface 

(l'7 ) '*'i — (. " M 1 ' ' ' * M rt ) ^ l — '>^5 *'*»")» 

où«„«2,...,tf
ft
 sont des paramétres ou coordonnées arbitraires, peut 

prendre la forme 

( 118 ) ds2 = '"G(lUi (Jtlj ^ -

où les quantités E
<y
 sont des fonctions \

kt
 et u

m
 dont les formes sont 

faciles à construire. 
On effectue sur ces coordonnées u

(
 un changement de variables 

quelconque 

(l 19) W/ — U/(#ι, ^2» · · ' > «,) (' — 1*2,...,//-), 

où les symboles U/ dénotent des fonctions arbitraires, et l'on obtient 
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la forme nouvelle de l'élément linéaire 

( I 2θ) dû'1 - 2'^ ̂ ,duidu'j i 

ici les E-j sont fonctions de E/; et u
k 

( 12i) L
y/
 — Ysjjiiif) il.,,..u,

e1
 Ε,I, Ε

ί2ί
..Ι'/,/Ζ/JÎ 

la construction des formes des fonctions E-
;
 n'offre pas de difficulté. 

La famille de transformations (119) et (121) constitue un groupe 
infini qui laisse invariant l'élément linéaire (118). 

Les transformations infinitésimales de ce groupe se déterminent de 
la manière suivante : On suppose que les quantités u

n
 u

2
, ..., it„ 

prennent des accroissements arbitraires 

( l Âl") OU ι — ) U2i · · · » Un ) 5/ ( i — 

ou les ξ, sont des fonctions arbitraires et ot une quantité quelconque 
infiniment petite. La condition de l'invariance de l'élément linéaire est 
exprimée par l'équation 

(l 23) Ui duj oE ij -f- Ε υ ( diii douj -+- duj d 0 ut )] = ο ; 

cette équation doit être vraie pour toutes les valeurs de du„ du2, ..., 
du

n
; donc 

(M) ^y=-2'(E«g+Ey,^)j< 2,.. 

et la transformation infinitésimale la plus générale du groupe est 

<«> V-Ï'-S, 
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En supposant maintenant que l'accroissement 

(ï2fi) δψ(ΐί„1ί
2

, U
n
) 

d'une fonction arbitraire des variables u
t
, u2, ..u

n
 est connu, il est 

facile de trouver les variations des dérivées partielles de la fonction ψ. 
En effet, on a 

(127) d
$-%ïï7,

du
>
=0

< 

( » 28) o d\ — d δψ = 2'" du fit. 

En vertu de (122), la variation de (127) devient 

(I29) dUi*1 ~ ^'^u^li^dUjOi = o; 

cette équation doit être vraie pour toutes les valeurs de du
n
 du2,.. 

du
n

\ donc 

(12g bis) ΤΓ = (ΙΟ.
-

Σ"'+■&.,· 

De ces formules il est facile de calculer les accroissements des 
dérivées partielles de la fonction ψ d'un ordre quelconque au moyen 
de substitutions successives; cependant, par induction, il est possible 
d'obtenir une formule générale. Dans le cas d'une fonction de deux 
variables, on a 

(i3o) 

«* li *> dt 

-2dZà\i M m) 

"+■ Ψμ;-'Μ*-",+1 ζ/'suj u^jj 
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où les indices let m ne peuvent pas être égaux h zéro simultanément; 
cette formule a la même forme que la formule employée par M. Zo-
rawski dans le Mémoire déjà cité. En remplaçant ψ par dans 
cette formule et en faisant une substitution semblable η — 2 fois, on 
obtient la formule cherchée 

Ι JJI) 

ut crm». 9tTL uf t 1 

~ 2' 2' 2""2" (y, ) (/,) " ' ij
n
 ) Ψ«Μ'.■■■><* 

OIJ 

( 1 J)2) — lk — jhi jt-t- j3 4- ... 4- jn7>°' 

On peut vérifier cette formule dans chaque cas successif au moyen 
de l'équation 

!■*> cr -u -U-. =•* 

mais (I3I) est vraie dans la forme (i3o), donc elle est toujours vraie. 
Maintenant, on suppose la forme suivante de la variation de la fonc-

tion arbilrairc ψ : 

03.<> Qx = Z, Zp 

où les p,:/ sont des fonctions arbitraires des coordonnées u,, w2, ..uu. 
On peut écrire 

(«35) 

($).ί,.;-Σ'Σ-(ί) (m) 

A pu^u^^huiuT' 

■+■ Pui,7'utm SiufS'u? 

+ ?< 22u, k-m § 
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et, par une induction aisée, on trouve 

(l36) (a »'? 

oil 

("Λ 2„-Σ2·2* ·2-2·2· 2&)(»"(£)G,-,)Gà~&' 

Si l'on suppose 

<ι38> . (ί:Η£)=···=(ί:Η 

pour toutes les valeurs 

A"| "φ· ο, I, . . ., ϊ,, /f
2
 "φ- Ο, 1, . . Ι

2
, /f

w
 rjz ο, I j 2, .. ., Iff, 

la formule précédente s'écrit 

('3p) 

a·},,;1,,,;» 

=2
;

2 2· [GJ©-&)0.-· .)&.)-(;■) 

pit''1, U* u\l ( ' 1, «('7 J 1 w'i" 

\jj\jj \y»/*"' "" · ,A"' ■"· '■ 

où 
tl 

2Ay*<°' (/'.") = ■> si L~k
m

=o. 

Les résultats précédents admettent une extension immédiate au cas 
d'une surface de l'espace dont l'élément linéaire est défini par l'équa-
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lion 

(
 ,4«) ^=2, . . Κ<·. rd<'d'S;..-d*i; (%

JÎ

J
 =v

 j' 

savoir 

04") ί&|,=Σ· βλ.λ /,-,dui'du';-'-dui; (2'yV=!V ' )> 

parce que l'équation 
o(t/.y) = ο 

donne (les formes linéaires en 5/
w
 pour les variations des coefli-

C'C»lS /,V 
Mainlenanl on suppose : i° 

(φ) ψr.··· - K/y·; 

des formules (124) et (139) on lire 

1 1 11) 

oE/, ιΗ'»ιΗ'* 

~ \jJ \j'J \jt 1 / 1/ V/»/ 

X ̂ Γ1ij/mIl'*·'1,u^'*" 

/ h \(*Α...( ίι \ ( '^1 Λ« \ 

x
 ^

 +
 (.α)(Λ)-'(Λ) 

{ VjL/it ' ,S H- l //A* ,/* • ' ./'h t ./■'•^ At » <t^ » • « W. »»*n+j >filili )«j » * ***• /j 

Χ 0 L +· J 2 + · · · -T-JN > °)* 

20 En posant ψ égale à ut et considérant m, comme une fonction des 
variables w

2
, m

3
, .u

n
 restantes, les formules (i3q) révèlent les va-

riations des dérivées partielles de u{ par rapport aux w
2

, w
3

, ..un. 
Journ. de Math. (:">· série), tome VII. — Fasc. Ill, njoi. 3q 
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3° Soit ψ une fonction des ρ fondions 

('-ΙΟ ?/(«!, «S, ···,"«) 

assujetties aux conditions 

ri _oí = o« i» ) 

les variations des dérivées de ces fonctions sont données par les for-
mules (i 31) 

(•46) ©©···(£>>** **** · 

Ces trois formes de la rniéme prolongation du groupe D/ four-
nissent les moyens de construire les groupes suivants : 

M "*/=ΣΙ£γ,·*Σ'·Σ*· Σ'· 

048) Β·->/= G<-<'/+2<2'.2 Σ'-

(,4ο) M"'/= G-y+^,- Σ'- κρ^-ζ;· 

Ces trois groupes infinis sont des généralisations pour un espace 
quadratique à η -h ι dimensions des groupes étudiés par M. Zorawski 
dans Γ espace ordinaire sous les noms respectifs de Gauss, Bellrami 
el Minding. Des formules (i3q) on peut donner une generalisation 
encore plus grande en construisant les transformations analogues pour 
un espace quelconque caractérisé par la propriété qu'une puissance de 
son élément linéaire est une fonction homogène des différentielles des 
coordonnées ponctuelles. 

Les formes (1/17), (148), (i4î>) fournissent les systèmes complets 
des équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre aux-
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quelles doivent satisfaire les invariants différentiels des différents 
ordres et classes; on les obtient en égalant à zéro les coefficients des 
fonctions arbitraires J;> 

On a d'abord 

ûux 0ut ' ' ' ύηη 1 

donc les invariants différentiels ne contiennent pas les variables u
tf 

u.i7 ..u
n
 sous forme explicite; ainsi il faut considérer seulement les 

équations qui ont écrit des coefficients des fonctions «/·. 
Il importe de savoir combien d'équations sont indépendantes dans 

un quelconque de ces systèmes; cette question offre beaucoup de diffi-
culté. Un seul eus montre bien ce fait. On peut écrire les systèmes cor-
respondants aux ;;P"ues et {m 4- i)ie,uee prolongations du groupe de 
(Jauss généralisé de la manière suivante : 

·■ Σ/λ Λ'»' °» 

«ι-ι-Ι /«+1 m H 

chJI. gçl* /·+2'· 2· · 21· - A< ··=° 
/|—1 /i~( //» t—' 

^ Σ'" > °» 2'
 L
j
 = tU + 1

 ) ' 

en étudiant le système particulier correspondant aux indices 

j π Λ > · * · » >«-< ' m + 1 — J ■ - Λ ~ ~ jn-v 

on voit que le maximum de la limite supérieure de la sommation 

2'» dans f-„/est m 4- η -- ι — ^y'/, et que la limite infé-

rieurc est m + ι - jt\ I
e signe de sommation dans ces limites dis-

paraît avccG("° f dans le cas η + τ = 3, ainsi la simplicité compara-
tive du problème pour l'espace ordinaire est apparente. 
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Nous nous contentons ici de l'observation qu'en formant les sys-
tèmes des ordres les inoins élevés on trouve que la forme bien connue 

Κ \A„U fm I 

est un invariant de Gauss, où 

*Ç« — /Î^t» · ' ' » xn)i s~ — 1 "+" f\ + f'i + · · * fit î 

que la forme connue 

«-nïty® 

est un invariant de Beltrami; et enfin que la forme 

ι ι à M/ M Z dq du 

où Μφ, M,, M
2

, M
rt
 sont les mineurs correspondants respective-

ment aux ire, 2e, ..nUmc colonnes de la matrice 

d? y y y 

est un invariant de Minding. 
En conslruisanl les systèmes correspondants aux espaces biquadra-

liqucs, on obtient les paramètres diliérentiels introduits par M. Somi-
gliana dans ses travaux sur la transformation des équations aux déri-
vées partielles (AnnaLi di Malematica, t. XVIII). 

Enfin, si l'on particularise les groupes (1/17)» ('48), (i49)pourun 
espace quadratique quelconque à trois dimensions, on trouve que ces 
groupes particuliers sont de la même forme que les groupes de Gauss, 
Beltrami et Minding de l'espace ordinaire; donc tous les invariants et 
tous les théorèmes de déformation de l'espace ordinaire 

ds2 = dx\ 4- dx\ 4- dx\ — Ε dii\ 4- 2 F dut du2 4- G du] 
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pou vent être traduits immédiatement en invariants et théorèmes cor-
respondants pour le cas d'un espace quadratique quelconque à trois 
dimensions 

cl h1 — 2' ^ 'j (
x x

*) d
x

< d-
c
j ' ̂  du\ ή- s Φ du,du

2
-+- X dut. 

D'ailleurs, l'extension aux formes différentielles quadratiques à 
η variables est immédiate, mais, en face du théorème de llecz, il 
n'est pas permis de parler de déformation dans lous les cas. 


