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SUR LES RACINES DES F:QUAT(ONS TRANSCENDANTES. [ﬂg

Sur les racines des équations transcendantes (')

& cocfficients rationnels;

Par M. Epmoso MAILLET.

L.

Nous avons vu (*) que les équations différentielles rationnelles en y
ct ses dérivées, en particulier les équations dont le premier membre
esl un polynome entier en y, ct dont les cocfficients sont, soit des

' 3 ). (

polynomes entiers en x, soit des séries cn— dont les exposants ou les

cocflicicnts satisfont & cerlaines conditions de croissance ou de décrois-
. y e 1 .

sance, ne peuvent admettre comme solutions des séries en — remplis-

sant certaines conditions analogues.

Si l'on considére les équations algébriques ou transcendantes dont
le premier membre est ce que nous appelons une série rationnelle,
c'est-a-dire une série convergente ordonnée suivant les puissances crois-
santes ou décroissantes de z, qui peut é&tre une fonction enticre,
admettre des poles ou méme un point singulier essentiel, et dont les

(') Comptes rendus, 15 avril 1gos.
(*) 1bid., 25 février et 11 mars 1qo1.

[
=
.

Journ, de Math. (5 séric), tome VII. — Fasc. IV. 1gor.



420 EDM. MAILLET,

cocfficicnts sont ralionnels, on peut établir un théoréme correspon-
dant : les solutions réelles de ces équations, exprimées dans un sys-
téme de numération de base quelconque, ne peuvent présenter, dans
la partic fractionnaire, des suites de zéros dont I'¢tendue croit trop
vite. Une propriété semblable a licu pour les solutions imaginaires.

Ce théoréme est déja connu pour -les solutions des équations
algébriques ('); nous allons, en précisant certains points dans cc
cas particulier, ¢tablir la propriété plus générale quc nous venons
d’énoncer.

Il
Soit

(1) X=X,+ b 2L,

q ') ;‘!’-l

{, étant un entier croissant, un nombre exprimé dans le systéme de

numcération de base ¢, X, élant un entier qui peut étre nul et o, «,, ...

des entiers différents de zéro et T ¢ — 1 en valeur absolue.
Considérons une série & coefficients rationnels

(9‘) .fwz0"+0‘,’1;“1—}—,,,-}-0”.’1;“"—}-,,,,

ol @, est un nombre croissant fonction de #, 0,,0,, ..., F 0 élam
rationnels, 0, enticr. fx est un polynome ou une série convergente
dans un certain domaine ol X est compris.

Soit ]?;-’ la fraction obtenue en s’arrétant dans X au terme d’indice /,
4
et

(3) £(2) = gu(x) +Ro(w),

o, ¢lant 'ensemble des termes d’exposant £ &, dans (2).

Silona ¢, (%) = 0, on n'aura ¢évidemment pas ¢, (%) = 0, Nous
/

(%) LiouviLLe, Journ. de Math., 1851, et Borew, Legons sur la théorie des
Jonctions, p. 26; 1898.
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ne considérerons que les valeurs de # telles quc

1) 9 (l’/>7éo.

On aura
< o (PN o A s

T étant le dénominateur commun a 0, ..., 9, ct A un entier # o.
D’autre part,

© -

Considérons des valeurs de /, par suitc de ¢;, ne dépassant pas cer-
taines limites, d’ailleurs aussi grandes qu’on veut, ct prenons 0,.,,
0pvay + .. assez petits, ou quand X <1, @, , &, ... assez grands (')
pour que

(7) R,,(lﬂ)zom, ") "L

7 ¥ 2 TP’

ce qui est toujours possible. On aura

® PGl G

Vi
D’autre part, supposons que X soit une racine de fi« = o, d'ordre %
de multiplicité. On aura, e¢n posant

a1 '/7" '

, ,)/ >

G
F(B)=F X+ hy =1 /#(X) +e].

0y

(') Nous donnons plus loin un exemple de chacun de ces cas, On pourrail
combiner sans difficulté les deux hypothéses dans 'application des formules (8)
et (9). Nous croyons inutile d'insister pour le moment.
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D’une part, on peut toujours prendre / assez grand pour que
S+
et, d’autre part, on a plus généralement

LFO(X) +e| <A /™X]  (Alini).

Donc
(9) lhit=a l/(pl) J* (>\)+ i> ol’l‘/‘”:‘l!f”"xl'

Or, quels que soient @, ..., @, et ¢,, on pourra toujours prendre
.., assez grand pour que | A |* soit plus petit que le second membre.
On en conclut ainsi :

Tueorkme 1. — Soient
Sr=0+0,27+. . + 2% +... (")

une série rationnelle (ou un polynome) (w,, ..., @, entiers crois-
sants, Oy entier, 0,, ..., 0, rationnels) convergente dans le domaine

ol se trouve compris
X=X, +Z
7 {1

(Y. entier posilif croissant, a, entier Sq — 1 en valeur absolue),
X étant un nombre rationnel ou non exprimé dans le sysiéme de

numération de base ¢; soil /ﬁ la fraction obtenue en sarrélant

dans X au terme d’indice 1 ( q, gh).

Oy ony Dpy @y vy @y &4y oeny 0y by ooy Yy dlant quelconques, s
Ponprend 0y, 0., ... asses pelits, ou, quand X < 1,65,.4y @y pyy oo
asses grands pour que

(7) By (B) =[00es ()" | <

(*) I est bien évident que I’équation n’a pas la racine{-’—’

; si { est assez grand,
!
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(T dénominateur commun al,, ..., 0,), ce qui est toujours possible,
X ne pourra étre racine de fx =o que si

(9) X f;:

> T r/”" M

(% ordre de multiplicité de la racine X, M nombre fini convena-
blement choisi). Par suite, on peut loujours prendre Yy, , usses

Y {+1
grand pour que X ne soil pas racine de fu = o.

En résumé, quand, dans fa les 0, allant en décroissant, un certain
cocfficient 0,,,, est suffisamment plus petit que les précédents, il suffit
(que X présente un nombre suffisant de zéros consécutifs dans la partie
décimale pour (ue cetle quantité ne puisse élre racine de f=o: ecci
méme si X est une fraction limitée ou fiz un polynome. On a une pro-
priété analogue relalive anx exposants &, quand X <1.

Nous croyons utile de donner deux exemples précis d’application
de ce théoréme.

Premier exemple. — Supposons

6, =&,

«, enticr fini ct = o, 0, enticr quelconque, ¢, ¢lant un entier positif
fonction de 2 contenant en facteur ¢,_,, l,_yy ..., Loy, =n. Ona

/_)_I _ L)’ Il+|<'a”+l {ﬁl:_".f/__)l \
R”(’/I)m-(’/I) Enay + buvr s +),

. T=1,.
Supposons, d’aprés (7),
v (P !
(IO) l‘"('/l>< f’tn(/(

Soit
) \
R, (%‘i) = lUpyF Uyt

Cr
o

Journ, de Math. (3 série), tome VIL — Fase, IV, 1gor.



L e

424 EDM, MAILLET.
on aura
Uprijrr | € ). €t
e | < <t
. Upyi |
dés que :
tu+i

(r1) D

()i
'/I =g

n- i+

tll+i+|

(D ¢tant le maximum du rapport |

(5

Il suffira, pour que (10) ait lieu, que

) On en conelul

Apyi

| u

Kol <9y, 1.

|ty [y +h+ 52 +..) =

a 7 n+1 1
2|ty | < = | 2o ] (I.f) <

9l ’/ 2 4 n'ft

PN
o~ |

ou
b > Atq) </;,-): )”H [, ]
Si I'on observe que
L,
il suffira, @ fortiori, que

(12) b > 40 (2X)" [y | = flal | (2X)" g0

(11) a alors lieu.
D’autre part

) ]
|"’<;;;—',’

et il suffit, pour que (9) soit impossible, que

z. I

./l t"(/“';’l l\l > (Iw'"‘l Sl ’

ou
( 1 3 ) q‘““lw’a > i—l!'i I\[ ([”“PI,

M ¢tant fini.
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Les formules (7) et (9) sont ainsi remplacées par (12) et (13).
doil
L, =1’}
(12) donne
rhan > [”-'/.,.l Upay I q”dﬁ(ZX)"" '
on
gt > | ay [ (2X0)

"une part, et (13) donne

[/a'\‘Jl+|~a—m"/l> %’! ]'Zu

bl

Ot
ay,, —x—nY; o~ éﬁl_
q Vi 1'r ln> o
Il suffira de poscr, si ¢*=r, par exemple :

q)-('/,”+,—x,,;—ll¢li qnv’

-{[":’[-H'—"dﬁ—)'zn zq"
(v fonction croissante de n), c'est-i-dire

)‘<'/,n+| - '/,n) - lt:{qi ne,

()
"Pl»-l - 't’{"l‘—" 7\’/,,‘ z“‘,

ou A est fini.

. Si 12A < 2, il suffira de prendre
(15) l=un, fu=0nln+k, {$,=n'n+*k,
k', et k), ¢tant S (n — 1)! en valeur absolue, car (14) devient

Mael(n+1)?+k,, —nln—Fk,]~nln*—nk,2n,

nt(n+1)2—nln*— Nnln+k)+ Kk,  —nklZn,

n+A n=
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ot

(M=) ntnr+nln(ah— 1) +n(ul+k, ,—k)—nk"Zn,

ntn(2—=2y+n! = wk+ K, —uk)Zn,

ce qui a licu quand 12 % < 2, pour nassez grand.

8. Quel que soft 4, il suffira de prendre

.o
l=un, limZ =1 pourn==
/

'n

o Lot /n+| \‘n-o-l
Il/,, IU{”
Nous obtenons ainsi le corollaire suivant :

croissant indéfiniment avee 2.

Corollaire I. — La fraction

4 2y L,y
X= .\‘ A —— et — 4
(//ri-i-l {/I.' he

ot X, et ¢ sont des entiers quelconcues et ot %, ..., %,, ... sont des
entiers posilifs ou négatifs dont la valeur absoluc est S¢ — 1 et = o,
n'est solution d’aucune des ¢qualions

yax a,.x: .t

o = fu=a,+

R+l phir2 phunn

ol 1 est entier, ct olt @, ..., @, sont des entiers limités positifs ou

négatifs quand ¢Sr<g* [, et kyS(n--1)!]. Le premier membre
de celte <:quallon est ¢videmmment une fonetion enticre.
De mdéine la fraction

N =X, + —+—...+i”—+....
flfu

n'est solution d’aucune des ¢quations

a,x"

o=fr=a, +...+—~—-+...,
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. o . o qeqn A
| Loty Pued epoissent indéfiniment avee n, el que im 2 =3

In N ';' " n

pf)l)[‘ =1,

(lllilll(

Dewriome cxemple. — An liea de faive intervenie le mode de
décroissance des coefficients de fi, on peut faive intervenir le mode
de croissance des exposants.

Considérons

(16) [f=dy+ays™ ...+ a8 4. ..,

00 @yy ..oy dtyyy ... 50Nt des entiers croissants ou non, positifs ou négatifs.

o 4 . i (..
Supposons X <1, ou, plus exactement, X = T E fini, On a
<

' DI\ Tnes Ty 5Ty, -
n,,({}:)=(/qi:) -[a,“,—ka,,,,(é/)-/’) ~,J

0

gy
I'=1,

N suffira d"abord, d’aprés (=), qu'on ait
I 1)’ {

Ry

Pu .
k(%) < ek
ce qui a licu si
, '
(17) 2:Um-||<'2',};3;
avee
, I A arw;’n"”n-(—i
(18) '_..ﬂ_*_‘ (/L/) <k<t,
] a4 c

(Cette dernicre condition (18) est vérifide quel que soit X <1, pour
n el assez grands, dés que

. a w i fini quel que
(18 Dis) L) Ty, ' juetq ),
i : Uy | Wyyy Y soit n

w, . . . P . ' .
2 croissant indéfiniment avee 1. Nous supposerons qu'il en soit

n

ainsi ¢ la série (16) est alors convergente pour z < v.
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Quant a la premicre (17) elle devient

T
tet {
.z(’—’»’) ta, <L ,

. 27
(§11 ]
s . VAN
(7t o < (2)
Or
Loy e,
1

¢ ¢tant fini, il suffit done qu’on ait

'1{/7”:(‘/4- X <(‘ + )7
ot
"'/I'?l“ll!:(l”" < (l —i—-‘E)au..,

Si
(1+2)=gq  (3lini).

il suffira quion ait
(19) fd,., <O+ ) #005,

pour que (18) ait lieu.
D’autre part
I

I’t!<'—*-'-*—>:

ll"{lu"

et pour que () soit impossible, il suffira (qu’on ait

i ! % %4,

i ;/"/t‘," P M I/"(Imuﬂ
Ou

! (,"‘!’/..““> ’| (/"ﬂ"’u \[,
(20 ! (/“4':.,.-4—'%:”’.. > 4M, 2.

ce qui a toujours lieu dés que Y., — 4@, croit indéfiniment avee n.
w, ’ . ' .
Il suffira de prendre n=1, ':,;" croissant indéfiniment avee n,

"n




SUN LES BACINES DES EQUATIONS THANSCENDANTES. 129

K
lim™ =1 pour n== ecl |a,,1_-'—1-
™ -

(18 bis), (19) et ( 20) soient vérifices.
En effet, (1) et (20) onthieu, (18 bis) donne

pour que les conditions (18).

Sy T ot g, on 1uoa,,
mll ‘
condition qui est toujours vérifide pour u. =1, ) o cette conelusion

Corollaire 11, — La fraction

% 7
o e e L
//{, // 1/{,.
ol g estenlier, ¢l ol %, %y, oouy %,y ... soRL des entiers Fo el < g
en valeur absolue, n'est solution d aucune des équations

S=a,+a, L% .. A s =20,

) . P . ;. m,.
My Uyy ooy yy oo clant des entiers positifs on négatifs, lorsque: -#-'

"

™ "

croitindefinimentavee n, que lun =1pourn==xclque a, -

ﬂ" Wy

La serie [ est alors toujours convergente pour .o < 1.
) I

HI.

Considérons maintenant une série proeédant suivant les puissances
eroissantes on décroissantes de

(2r) ’J.,-&-Zf) el i-zu‘;"

convergenle dans le domaine ot se trouve compris X, Forigine étant
un pole ou un point singulicr essentiel de f,.

Dans le cas ol Porigine est un pole, il suffit de multiplier par une
certaine puissance de . pour ramener 'équation [, = o 4 celle déji
traitée.
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Nous nous contenterons done de considérer le cas ot £, «, a Lorigise,
un point singulier essenticl.

Alors on peul encore établiv pour P'équation [, == o un théoreme
analoguc au théoréme 1.

En effet, posons

(22) Si=9+ b, +R,+5,,
\ G = 0, +2 0,
(23) S

A — Tan
1//1, - 2l 4
1
On aury

L Lo (P v (P
(')") YH,( )"}‘-{n((/,)

T ¢t le dénominateur commun & 0y, 0,y o0y 0,y 7, .00y 7, On
pourra, cu cffet, supposer A, «qui est entier, # o car si R, <+ 8, = o.
R,.,+5, cti,+ 5, ., sonl £ o.

Prenons 0.,y «..y Gaers - .. @882 pelils pour (ue

A . i
= - LA — 3
j q/””l)f”’ = l //77:: /)/[u,

~ P ‘ P
2" R, (< ;
(»3) ! (’/1) S, (’//) < T 21:/ e
on anra
. 4 I
(26 L e
) ./.' qi > 2 [{/;'Tll,)fl»,
Supposons que X soit racine de f, = o0 el de ses « — 1 premicres
e . ) ;
dérivées, On aura, st b = f/——’ - X,
!

‘¢ R L* (%)
/,("’) = f[i(X +h)y=Z[f(X) +z,
ety pour & asscz petit,

L2 (X)) + e[ <AL (X
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A étant fini, N
lllla>|/‘ (’/I) ,/xa».(x l
(»7) || >

7!
27.']’//,“"/;}"”- [/i2(X) |

Quels que soienl &y, ..., @y, L4y +evy Lo Pi €L gy ON pourra
prendre ., assez grand pour que | /£ * soit < le second membre. On
¢n conclut

Tutoritme H. — Soil

(2') f,(.l,')_o +ZO"'L ,,+2 fun,

&hmy

une série rationnelle ayant un point singulicr essentiel ¢ I'ori-
gine (6, ooy @yy Ly -- oy fu Clant des entiers croissants, 0, 0,, ...,
Ouy Nuy v vvy Ny « o0y des nombres rationnels), la série étant conver-
gente dans le domaine ol se trouve la quantité

X=.\'|+Eqi.;-l’

X étant un nombre rationnel ou non, exprimé dans le systéme de
numdration de base ¢ (Y, élant un entier posilif croissant, v, un

. . , . o P

entier posilif ou négatif <q en valeur absolue); soit f/—’ la frac-
{

tion irréductible oblenue en s'arrélant dans X au terme d’indice |,

Oy cevy Ouy May voes Ty Tyy vees @us Loay vovs Loy %y veey 8ty Yoy ooy Wy
étant absolument quelconques, si Uon prend 0, ., et v, ., asses
pelils pour qu’on ail

[ (2)+5.(2)

(25) ,
' ==0a+.(§!> R RRPE qn+.(7’)"*'4-~ L

l) 2 l I/r’npl/nl

ce qui est toujours possible (T étant le dénominateur commun a 0,
Oy ooy Oy Ny + ooy M)y X ne pourra étre racine de fx = o que si

(27)

al
- a 4}1\ (/;TL;I,'I/_::‘ M !

Journ. de Math. (5 série), tome VII. — Fasc. IV, 1gor. 56
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(a désignant Uordre de multiplicité de la racine X, M un nombre
Jini convenablement choisi). Par suite, on peut loujours prendre
Yy asses grand pour que X ne soil pas racine de fx = o (').

On peul trouver un corollaire analogue au corollaire I du théo-
réme 1.

a « .
Prenons 0, = s 1), = [ %y t, divisant ¢, ,, I, divisant 4,,,, a,ct b,
n

restant finis et = o en général, &, =7y,=n. Supposons encore que
I’on prenne

. P P '
(28) R, (2)+3, (2)< o Py e

]aprcs( 25). On a

n+t
1{ (&) I)l) (au-n + Apy2 !_’! . .> alu
" q (’/l ey lavs Y1 + < l fred ‘

deés que

Pi bt <} 1
2 LL sl 1<k -
( 9) gt bnvivy |~ < 2’
L . m
D désignant le maximum du rapport | =452 1
o An+i ’

(P q1 ( bua o bus 41 ‘ .
S (2) = (&) (et gt B <ol

(') On remarquera que ce qui précéde reste vrai quand 0,=...==0,=...=o,
pourvu que I'on suppose w, = o dans (23) et (27). On arriverait ainsi a des pro-
priétés complétement analogues i celles du paragraphe précédent, soit en ce qui
concerne les coefficients v, soit en ce qui concerne les exposants 7.

On remarquera encore que la série f; conserve sa forme quand on y change «

| .
en — On pourra en conclure que, sous des conditions analogues, f;=o n'admet
@

. 1 _—
pas de solutions de la forme R ¢ hous 'insistons pas.

infin on pourra supposer les 0 entiers et X <1, ou les 7, entiers et X >1. Les
raisonnements i faire sont suffisamment indiqués par ceux du corollaire II du
théoréme 1 et ceux du § 111,
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dés que

(30)

(// In.+l
Pi buinn

<_

A désignant le maximum du mpport‘ Zpeled
II.-*}‘

>.

IIH‘+ vt+||</_]'v—_—"—'

Dés lors (28) a licu dés que

Pl
ou
. Auaiy [ Pr n+1 [,”‘+I ,/’ n+1 I
(;l) ¢ py 1T T oy
a+y \Y1 /1.+l Pt ALy ppm
Ceci pos¢, prenons n, = n, {,=1, (');ona
14 "/ 1 "/
— 2X - EP)
g 2Ny e <ad
en désignant par X' la plus grande des quantités N, - 1 suffiva « for-

tiort qu on ait

| Ay iy l +| Dusy | ) AL
l" 1 ( ) < [.t I/nu/)/,u’

u 1 >(| a/u—l I + l blt-i-l l) (2 (/)’H" I‘u{[m‘pl/"v
ou, ¢n remarquant que

= (')—') 0<2Xq, =g
(32) lu-i > (I Uy sy I -+ I L/u-l |) (4) )”“ it (]‘:"m“ﬂ /”‘(9xl)/"

(") Si e 1(5:)““ Tn—1 (%) 0, L'{u</ ) + Pn <%j) ne peut étre nul que

La, (P bw (qi\® . . .
si -ﬁ<!—’) + -/-’-) =o, ce qui est impossible pour n et [ assez grands,
b \q1 I \p1

puisque (/]') croit ou décroft indéfiniment avec 2 et que ¢,=/{,. On pourra
q:

donc toujours supposer ici # tel que A > o dans (24).
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Cette condition remplace ici la condition (25). Si elle a licu, il suf-
fira, pour que X ne soit pas racine de f, = o, d’aprés (27 ), qu’on ait

7 P
X ,,,‘ < 'lq”"p’"\l

2 ¢t M étant finis. Ici

V;’ T=[n;

fl‘:’li-l—l

-
) 4

il suffit qu’on ait
1 %!

7'( 1% < Ln
* Tl Aty ']7” ( ) “ /u
9t

ou, a fortiori,
(33) i, fl‘p[(ﬁl’"-ﬁ‘[,,)(z XI)Z,,-_\[ < u! ,[a'!q“—a-

Cette condition remplace ici la condition (27).
Prenons, par exemple,

l=n=w,=1v, l, = 1%, r enlier.

(32) donne

PP > (‘ Uy, ; + ‘ ,,”H I)() \»:)211.0 A I.p”,/:!/.-p"’

ou

7P \‘,.,[ *;14,,> I(l(/m + /,””J)()\ )’//.l

vt (33) donne
A ! /['X‘Y"nr it > /I /'P" ‘(12""?41(_')4 \’ )" .\l )

ou

al —a—2ml - ‘ll M QY
([ Yiras 210 g ?n> ?—(QX) N

Il suffira de poser 1:= g*(A, fini) ct

(l)’«'Pn -;~|_Pu)"2”'¥nz (/’w

O e > o (v fonction croissante dc ),
(1 TT bk et ___(1 "



SUR LES RACINES DES EQUATIONS TRANSCENDANTES. 435
¢'est-i-dire

, 7‘! (PnH - ‘GII) - 2”"4’/;?”'05
(‘54) i >
Yuer = 204, — hga 2 e,
ot A, est fini.

Quel que soit A, il suffira de prendre llm q,,, =1 pour n=w,

"ll+l q’IH-l

croissant infiniment avec » pour que (3/) ait licu. Nous

Nop IS Y

obtenons ainsi ce corollaire :
Corollatre. — La fraction
2
X=X+ 2t o 2 ..,
/1’: Ilf'
ol X, ct ¢ sont des entiers ct ot ey, ..., &, ... sont des enticrs posi-
lifs ou négatifs £¢ — 1 en valeur absolue, n’cst solution d’aucunc des
¢cquations

o __/- Z=.. .4 - b,, ‘ b, R ax + - (1" 4
= 1 —.ee IP .z'" T 00 I'?l.’l,' 0 I .o I'n"u ev ey

d Pn+1 l\‘n+l
”°/z ny,

n=wms(a; b;, r éant des entiers finis 5 o0 en général, p, ct ¢, des
cntiers £ o).

o,
(quan croissent indéfiniment avee 7 et que lim 22 = 1 pour
on

Iv.

Les idées qui précédent paraissent avoir une portéc encore plus
géncrale que nous ne I'avons indiqué. D’abord clles sappliquent aux

équations algébriques : X ct = plus généralement leurs puissances
q georiq X’ plus g p

rationnelles ou une fonction algébrique a cocfficicnts entiers de X
(Liouville ne I'a indiqué que pour X) ne peuvent étre racines d’une
équation algébrique quand {, croit suffisamment vile. Mais il"y a des
¢quations transcendantes, en nombre indéfini, pour lesquelles on peut
obtenir des résultats analogues. On peut méme dire qu’un théoréme
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analogue an théoréme I alicu, dans un domaine donné, pour 1'équa-
tion la plus générale f,z=o0 dont le premier membre admet une
dérivée et a ses coefficients rationncels.
En effet, si
" = \ + /t,
l//

el si X est racine d’ordre o de multiplicité non rationnelle de /, X

ACIE

S VAeSERT S E- S VAle ol

sl

Or est parfailement déterminé ¢ u.md [ est donné. Donc 4 a
, p 1

une lumu. inféricure, par suite J,,, unc limite supéricure. Il resterait
a classer les quantités X par rapport aux fonctions f,. Jin considérant
cerlaines calégorics convenablement choisies de fonctions /,,, on pourra
oblenir des catégories correspondantes de quantités X. Ce «ui pré-
céde conslitue une application de cetle idée.

D'autre part, les méthodes des premicrs paragraphes s'étendent aux
racines imaginaires des ¢quations algébriques ou transcendantes,
résultat que Liouville n'a indiqué ue pour les équations algébriques.

Les extensions pour les équations considérées aux § 11 et 11 sont
immediates : il suffit de remplacer A par A+ B dans (5); on a encore

(5 bis) (8| = ¥ 2
1l suffira de prendre
(7 bis) ll{,, (/’1>\ <= zl’/""

pour que (8) subsiste; (g9) subsiste également, par suite le théoréme I.
De méme pour le théoréme 1. Nous n’insisterons pas davantage.
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Nous croyons utile de mettre en lumitre une conséquence impor-
tante des résultats établis dans notre Note : les nombres algébriques
réels ou imaginaires et ceux (ui sont des solutions des équations con-
sidérées aux théorémes I et 1I jouissent de cette propriété curicuse
que le nombre des zéros de la partic fractionnaire réelle ou imaginaire
qui suit le ni“me chiffre significatif == o de cette partic cst limité en
fonction de n, quelle que soit la basc du systéme de numération. On
en conclut cette conséquence :

1l existe, et cest la un fait bien remarquable, une infinité de
nombresréels ouimaginaires qui, quel que soit le systéme de nume-
ration dans lequel on les exprime, n'ont, aprés le n™ chiffre signi-
Sicatif %+ o qu’un nombre de séros limité en fonction de n, quel que
soit n.

Cette exislence n’¢tait pas évidente a priori.

V.

Des considérations de méme nature s’appliquent aux nombres X
représentés par un développement en fraction continue

(1 bis) X=y+—-—

T ——
atoon

Désignons parf;—’ laréduite derang 7: ona
!

Py — Pre = (*‘ 1)’,

P _X L,
7 o1l t+1

Givs =141+ Gi—y

1
T 1+1

. N P . . .
plus petit que ¢,. X sera donc égal & é/—’ + une certaine fraction trés
!

Si y, est suffisamment grand par rapport & ¢, sera heaucoup
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. i) ' .
petite par rapport - et sera alors un nombre analogue 4 ceux que
!

nous avons considérés dans les trois premiers paragraphes; il jouit des

mémes propriétés.

On peut d"ailleurs se dispenser de passer par Uintermédiaire de ces
paragraphes et raisonner directement : on serait encore conduit a des

théorémes analogues aux théorimes T et H,

Par exemple, le théoréme I subsiste : on pourra toujours prendre 5,

assez grand pour que X ne soit pas racine de f(x) = o.
Faisons application au premicr exemple considéré dans le
(12) devient

(12 bis) o >0 (2X)y" " a, !
De plus
I < —ro

’//’//A

I suffit que (12 bis) ait licw ainsi que

/llu'/ M > ’// '//H

Ot}
e M
(13 bis) Qs >3] 50

M étant fini.

Prenant L= n, t,=1r%, il suffira évidemment de poser 4, =

pour (ue le corollaire I subsiste.
On raisonnerait de méme pour le théoréme I1.

VI

§$ 1

// "{u

‘nfin, on peut étendre les considérations qui précédent & d’autres
modes de représentation des nombres que ceux de la forme (1) et

(1 bis).
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Soient
(9,"
) Yoo 23 oy oo

une suite d'entiers. On pourra éerire
x=x|+’;;‘:’ |54!<’1n

\, étant le plus grand cntier contenu dans X ou I'entier immédiate-
ment supérieur; puis

X=X+ 42,
N G

[2,| étant le plus grand entier contenu dans ¢, ou I'enticr immédiate-
ment supéricur, et ayant le signe de ¢, 5 on aura

Ulfr+2 &

1192 (II,
&= q2(8,— o),

et g, pourra élre pris < ¢, cn valeur absolue si les signes de ¢, et «,
sont convenables. Nous supposerons qu'il en soit ainsi.
I2n continuant de la sorte, on mettra évidemment X sous la forme

(36) X=X, +2 42 4+ 4.
7 AVE 1929

(35) sera la base du systéme de numération généralisé considéré,
(36) la représentation du nombre dans ce systéme. En prenant

Gh=g2=..s,

on retrouve ¢videmment les systémes de numération ordinaires.

Quand on sc donne 'ordre des nombres ¢,, ¢,, ... et les signes
suceessifs de «,, a,, ..., 4 chaque nombre X correspond un mode
unicque de représentation sous la forme (36).

Journ. de Math. (5 série), tome YII. — Fasc. 1V, 1gor. 57
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Il est bien évident, dés lors, si les | ;| sont limités, que le théo-
réme 1 subsistera sous la seule condition de remplacer ¢% par ¢,,
¢1---¢: 1l suffira de prendre ¢, ., assez grand pour que X ne soit pas
racine de f(x)=o.

Le théoréme I subsistera évidemment aussi et Fon aura des corol-
laires analogues a ceux que nous avons indiqués.



