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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les fonctions analytiques uniformes qui possedent

un cnsemble parfait discontinu de points singuliers;

Par M. Lupovic ZORETTI.

Introduction.

Lesimmortels travaux de Weierstrass sur la théorie des fonctions (')
avaient ouvert la voie aux recherches si fécondes et si intéressantes de
M. G. Cantor sur la théorie des ensembles. En effet, la notion du
domaine d’existence d'une fonction analytique s’associait naturelle-
ment a la notion de point singulier de cette fonction, c'est-a-dire de
point exclu de ce domaine d'existence. Il était indispensable de
classer tout d’abord ces ensembles de points avant méme d'étudier
I'allure de la fonction au vonsmage de I'un d’eux. Cette classification

est fournie d'une maniére aussi satisfaisante que possible par la
théorie des ensembles.

(') Zur Functionenlehre Monatsbericlxte, 1880.
Journ. de Math. (6* série), tome I. — Fasc. I, 1go5, I
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La plus simple de toutes ces singularités est le point essentiel isolé
de Weierstrass. Au voisinage d’un tel point, la fonction est com-
plétement indéterminée, c’est-a-dire s'approche autant qu’on veut de
toute valeur donnée. On sait méme qu’elle prend une infinité de
fois toute valeur donnée sauf exception pour deux valeurs au plus (*).
(Ces résultats ont été complétés par les travaux de MM. Poincaré, Ha-
damard, Borel et Boutroux (*).

Ces résultats entrainent unc conséquence immddiate relative aux
points limites de points singuliers isolés. Quelque compliquées que
soient les singularités voisines du point étudi¢, qu'il apparticnne
méme 4 une coupure ou a un ensemble parfait, pourva qu'il existe
dans son voisinage une infinité de points isolés tendant vers lui, les
résultats précédents subsistent.

Deux cas ne rentrent pas dans celui-la. Le premier est celui ou le
point appartient & une coupure. Dans cc cas toutes les circonstances
possibles peuvent se présenter, depuis 'indétermination compléte jus-
qu’a la continuité de la fonction et de toutes ses dérivées (d'un coté
de la coupure). Le seul cas qui reste en suspens est donc celui d'un
ensemble parfait discontinu de points singulicrs.

Tout ce que l'on peut affirmer dans ce cas c’est que, dans un cercle
entourant le point étudié, il cst impossible que la fonction soit con-
tinue et ait une dérivée. Dire cela, c’est dire que la fonction n’est pas
holomorphe dans le cercle ou, cc qui revient au méme, c’est dire
qu’elle y admet un point singulicr. Mais la question reste entiére.
Doit-on penser qu’ici encore toutes les circonstances peuvent sc pré-
senter comme dans le cas de la coupure, ou au contraire peut-on
espérer qu'il existe un théoréme aussi précis que celui de Weierstrass
ou de M. Picard? L'indétermination est-elle complete ou incompléte?
Peut-il y avoir, au contraire, continuité, la singularité ne se mani-
festant que sur la dérivée? Le seul fait qu’une telle question soit encore
posée au début méme de la théorie des fonctions indique assez com-
bien la solution de ce probléme doit présenter de difficultés.

(1) Picawo, Annales de I’Ecole Normale, 1880.

(*) Porncart, Bulletin de la Société mathématique, 1883. — HapaMaRD,
Journal de Mathématiques, 1892-18g3. — Borsr, Fonctions entiéres. Gauthier-
Villars, 1899, — Boutroux, Thése, Acta, t. XXVII.
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Je suis parvenu dans cet ordre d'idées & un résultat qui, bien
qu’incomplet encore, me parait digne d'intérét et susceptible d’appli-
cations : Etant donnée une fonction uniforme qui dans une aire A
(st petite qu’elle soit) admet un ensemble discontinu de singula-
rités, la fonction est certainement discontinue en quelque point de
cette aire. Je n'ai pu, malgré tous mes efforts, démontrer que
I'indétermination de la fonction est compléte, quoique cette proposi-
tion paraisse bien vraisemblable.

La démonstration que j'ai donnée paraitra bien compliquée au
premier abord, mais il est facile de s’assurer que cette complication
est dans la nature méme de la question. La difficulté principale que
I'on rencontre réside dans la distinction des ensembles continus et des
ensembles parfaits discontinus. On se rendra compte en lisant la
premiére Partie, consacrée a 'étude de ces ensembles, que leurs pro-
priétés sont trés voisines.

J’ajoute que, contrairement & ce qu'on pourrait penser, les fonc-
tions affectées de telles singularités se présentent dans les questions
les plus naturelles. Telles sont, par exemple, les fonctions fuchsiennes
de la troisiéme famille, qui sont définies a la fois par des propriétés
fonctionnelles trés simples ct par une équation différentielle algébrique
du troisiéme ordre. ,

Mais un probléme beaucoup plus simple encore ou le théoréme
énoncé plus haut joue un réle essentiel est un probléme indiqué jadis
par M. Painlevé concernant les équations différentielles du premier
ordre. '

Etant donnée une équation différentielle du premier ordre algé-
brique en y' et en y et analytique en z, M. Painlevé a élucidé le cas ou
lintégrale générale y(x) est une fonction & un nombre déterminé n de
branches, en entendant par 1a que, sauf peut-étre pour une infinité dé-
nombrable de valeurs de la constante, une intégrale quelconque a
n branches. Il a démontré que I'intégrale dépend alors algébriquement
de la constante et se raméne a une équation de Riccati ou aux quadra-
tures.

Il semble naturel de donner au probléme une autre forme et d'étu-
dier le cas ot I'intégrale générale y(x) est une fonction a n branches
au plus. Si on ne fait aucune hypothése sur les coefficients de 1'équa-
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tion, I'intégrale ne rentre pas nécessairement dans la catégorie précé-
dente; méme dans le cas de n = 2, elle pourra étre une fonction trans-
cendante (4 une infinité de déterminations ) de la constante, et, suivant
que cette constante sera dans telle ou telle région du plan, la fonc-
tion y () sera une fonction uniforme ou une fonction a deux branches.

Mais, si nous imposons aux coefficients la condition d’étre alge-
briques en z, le deuxiéme probléme rentre-t-il dans le premier? Au-
trement dit, la question qui se pose est la suivante : Etant donnéc
une équation du premier ordre algebrigue en ', yYétudier le cas
ol loute intégrale y(x) est une fonction & n branches au plus. Tel
est le probléme posé par M. Painlevé et que je suis parvenu a résoudre
complétement, en faisant jouer & mon théoréme un réle fondamental.

Je signale cncore quelques autres applications et certaines questions
non encore résolues se rattachant directement au probléme traité dans
ce Mémoire.

Ces applications suffiront, je pense, a montrer I'utilité de ce théo-
réme et & appeler 'attention des chercheurs sur l'intérét qu'il y aurait
a le compléter.

Je ne veux pas terminer ce travail sans adresser mes remerciements
& tous mes maitres de I’Ecole Normale dont la sollicitude 4 mon égard
ne s’est jamais ralentie ct dont les encouragements m’ont été si pré-
cieux. D’ailleurs, dans cc milieu normalien tout ce qui vous entoure
est un enseignement, et je suis heureux de pouvoir dire le bénéfice que
J'ai retiré des quelques années que j'y ai passées.

CHAPITRE 1.

LES ENSEMBLES PARFAITS PLANS.

1. La plupart des géométres qui se sont occupés des ensembles
parfaits se sont, en général, limités au cas des ensembles rectilignes.
Un grand nombre de propriétés de ceux-ci pouvaient d’ailleurs
s'étendre immédiatement au cas de plusieurs dimensions. Mais une
étude particuliére de ce cas révéle l'existence de certaines propriétés
nouvelles que I’étude des ensembles rectilignes ne pouvait faire con-
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naitre, parce qu'elles perdaient, pour ceux-ci, leur signification ou
leur intérét. Une étude approfondie des ensembles a deux dimensions,
par exemple, est a désirer; elle serait certainement féconde en surprises
et en applications, comme d’ailleurs tout ce qui touche aux ensembles.
Il ne faut pas se dissimuler que les difficultés y seraient nombreuses,
ct I'extréme rigueur que nécessitent les raisonnements n’est pas une
des moindres.

Les quelques pages qui vont suivre n’ont pas la prétention d'étre
méme 1'ébauche d’une telle étude. J'ai seulement dtt préciser, dans
leur énoncé ou leur démonstration, certaines propriétés qui m’étaient
indispensables dans la suite. J'y ai joint la démonstration de quelques
propositions nouvelles (ui m’ont paru intéressantes.

Jappelle ensemble fermé un enscmble qui contient son dérivé, et
ensemble parfait un ensemble identique & son dérivé. On peut
donner de ces ensembles un grand nombre d’exemples. Mais il est
important d'indiquer un procédé permettant de les construire tous.

Soient E un ensemble fermé, a un point extérieur a E. On peut
entourer ¢ d’un cercle ne contenant a son intérieur (') aucun point
de E. Le rayon de ce cercle a une limite supérieure p. Sur le cercle C
de centre @ et de rayon g il y a au moins un point de E, car, dans le
cas contraire, tout point de C serait centre d'un cercle ne contenant
aucun point de E et un raisonnement bien connu montrerait que la
limite inférieurc des rayons de ces cercles n’est pas nulle. Il y aurait
donc un cercle de centre a et de rayon plus grand que p ne contenant
aucun point de E. B ’

Ceci posé, supposons que K soit borné (?). Je dis qu’on peut obte-
nir E en excluant du plan les points intérieurs & un au moins des
cercles d’une suite dénombrable de cercles.

D’abord on peut trouver un cercle C de rayon R contenant a son
intérieur tous les points de E. J’exclus les points extérieurs a C. A tout
point restant qui n’appartient pas & E répond, on vient de le voir, un
nombre 1 que I'on peut appeler la distance de ce point a l'ensemble E.

(') Le mot intérieur est toujours pris dans son sens étroit.
(?) On peut toujours se ramener a ce cas pourvu que E ne comprenne pas
tout le plan,
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“ 34 . R '
Considérons ceux de ces points pour lesquels on a r2 3 Prenons-en

un au hasard. Tracons le cercle qui lui correspond; prenons-en un
autre sur ce cercle ou & son cxtérieur, tracons le cercle qui lui cor-
respond et ainsi de suite. Nous tracerons ainsi un nombre fini de

. ‘e . R
cercles car les distances de leurs centres sont toutes supérieures 4 —-
Pour tous les points de C qui ne sont pas intérieurs & un au moins

. . . R Al . ]
d’entre eux le nombre r est inférieur & —. Considérons ceux pour les-

. R " A . . ' . .
quelsil est 2 T Opérons de méme pour ces points. En considérant ainsi
successivement ceux des points restants pour lesquels le nombre r

" R R . . .
est supérieur & > —; « -+ nous obtenons & chaque fois un nombre fini

de cercles et par suite une infinité dénombrable de cercles. Tout point
intérieur & Cn’appartenant pas a E est intérieur 4 un au moins d’entre

. - ' . . R.
eux, car si le nombre 7 qui lui correspond est supérieur & 5 il ne

peut étre extérieur aux cercles qui se trouvent avoir été tracés aprcs
la ni¢me opération. D’ailleurs, un point de E ne peut étre intérieur &
aucun de ces cercles. Donc I'ensemble des points restant se confond
avec E.

Inversement, si I'on exclut d’un cercle Cles pointsintérieurs a un des
cercles d'une infinité dénombrable de cercles, I'ensemble restant con-
tient son dérivé, car si un point est exclu il en est de méme d'un cer-
tain entourage de ce point.

2. Cette démonstration appelle plusieurs remarques. D’abord nous
pouvons répéter l'observation faite par M. Borel dans le cas des
ensembles rectilignes sur I'étendue de la restriction que I'on apporte
4 lanotion d’ensemble en se bornant aux ensembles fermés. En second
lieu, il y a unrapprochement intéressant a faire du théoréme précédent
et de celui qui a été démontré par MM. Volterra et Poincaré (*) sur
les fonctions analytiques. Dans le cas des fonctions uniformes ce

(') Powxcare, Rendiconti di Palermo, t. 11. — VoOLTERRA, Atti dei Lincel.
Rendiconti, t. 1V.



SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES UNIFORMES. 7

théoréme nous apprend qu'on peut tracer une infinité dénombrable
de cercles contenant & leur intérieur les points réguliers de la fonction
ct & leur cxtérieur ou sur leur contour les points singuliers. Mais il ne
faut pas conclure & I'identité des deux résullats précédents, car un en-
semble fermé quelconque ne peut pas toujours constituer 1'ensemble
singulier d’une fonction uniforme. Il suffit, pour s'en persuader, de
considérer I'ensemble des points situés sur trois cercles concentriques.
On peut penser qu’en considérant plusieurs fonctions analytiques on
arrivera & démontrer notre théoréme; cela est probable, mais il fau-
drait alors en considérer une infinité dénombrable et, d'autre part,
supposer connu le théoréme analogue relatif aux ensembles recti-
lignes. Il est évidemment plus simple de procéder directement,

3. Je m’attacherai surtout & la distinction entre les ensembles par-
faits continus et discontinus. Un ensemble fermé étant égal a un
ensemble parfait augmenté d'un ensemble dénombrable ('), il est
bien naturel de se limiter aux ensembles parfaits. D’ailleurs, si 'on
raisonnait sur les ensembles fermés, on n'exclurait pas le cas des
cnsembles dénombrables et il pourrait en résulter une géne dans les
démonstrations.

M. Cantor appelle continu un ensemble parfait bien enchainé (susam-
menhdngend), c'est-a-dire tel qu’étant donnés deux points de I'en-
semble et un nombre ¢, on peut trouver une succession de points
de P'ensemble, contenant ces deux points, tels que la distance de cha-
cun au précédent et au suivant soit inféricure a ¢, et cela quel que
soit €. Si, pour deux points au moins de 'ensemble, cette propriété
wa pas lieu, 'ensemble est mal enchainé. Un ensemble parfait mal
enchainé est dit discontinu. Nous dirons qu’un ensemble parfait est
partout discontinu quand la propriété précédente n’a lieu pour aucun
couple de deux points.

Un continu est dit superficiel quand il contient des points non
frontiéres, c’est-a-dire des points dont un certain entourage appartient
a 'ensemble; il est linéaire quand tous ses points sont frontiéres. Ce
n’est pas ici le lien d’étudier les rapports entre les notions vulgaires

(') Benbixson, Acta mathematica, t. 11,
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de ligne et d'aire et les notions d’ensembles continus linéaires ou
superficiels. Les travaux de M. Cantor ont montré que, si le continu
et le discontinu peuvent, par la notion de puissance, se ramener
« & une commune mesure v, leur distinction permet d’'élucider la
notion ordinaire de continu et que ce n’est la « ni une idée indécom-
posable, ni une intuition a priori ». Je m’'autoriserai de ces travaux
pour appeler ligne cantorienne ou méme ligne un ensemble continu
linéaire.

Je démontrerai d’abord un théoréme qui joue dans la suite un réle
important et qui a été démontré par M. Painlevé dans son Cours de
I’Ecole Normale en 1go2. Ce théoréme étant inédit, je crois devoir le
démontrer ici en le complétant sur certains points.

Considérons un ensemble de points E, dépendant d’un paramétre «
que nous supposerons réel et qui tendra vers «,. Je dirai qu'un point @
appartient & I'ensemble limite de E, si, quelque petits que soient les
deux nombres r et ¢, sous la condition |a — a,] <¢, le cercle de
centre @ et de rayon r renferme des points appartenant & certains
des E,. L'’ensemble des points a s'il en existe est 'ensemble limite E.
Je dis que si les ensembles E, sont continus et si chacun d’eux con-
tient tous ceux qui correspondent aux valeurs ultéricures de «,
lensemble limite E est continu ou se réduit @ un point.

Supposons que E comprenne au moins deux points @ et b. L’en-
semble E étant fermé, il suffira de montrer qu'il est bien enchainé. Or,
s'il était mal enchainé, on pourrait trouver un nombre ¢ tel qu'en
tracant tous les cercles de rayon ¢ ayant pour centres les différents
points de E, on ne puisse trouver un enscmble continu de points
joignant a et b et restant a l'intérieur de ces cercles. On ne pourra
donc pas non plus trouver un continu dont tous les points soient inté-
rieurs 4 I'un au moins de ces cercles, et joignant deux points a,, b,
distants 'un de a l'autre de b de moins de e. Or, pourvu que « soit
suffisamment voisin de «,, 'ensemble E, contiendra deux tels points
(Eq contient méme a et b). Et il y aurait donc des points de E exté-
rieurs a tous ces cercles ou sur leur contour, ce qui est absurde. Le
théoréme est donc démontré.

La forme méme sous laquelle j'ai présenté la démonstration montre
qu'il est inutile de supposer que tous les ensembles E, contiennent les
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points @ et b. Pour qu’elle subsiste néanmoins il est nécessaire qu'il
existe au moins un point @ qui soit limite pour tous les E, ; j'entends
par la que pour toutes les valeurs de « suffisamment voisines de «,
les E, ont des points aussi voisins qu’on veut de @. Alors E, s'il ne se
réduit pas & @, contient au moins un autre point b et il n’est pas néces-
saire pour le raisonnement que b soit limite de fous les E,; il suffit
(qu'il existe des valeurs de « tendant vers a, telles que les E, correspon-
dants aient des points tendant vers 4.

Mais, s'il n’existe aucun point a limite de tous les E,, le théoréme
peut étre en défaut. Par excmple, si E, est un cercle de rayon « ayant
pour centre le point zéro si « est commensurable, le point uz si « est
incommensurable, I'ensemble E sc compose des deux points o, 1 quand
a tend vers zéro.

J’aurai besoin, dans la suite, du théoréme complété comme je viens
de le faire. Quant au théoréme énoncé en premier lieu, il permet
d’abréger une démonstration due 4 M. Phragmén (') du théoréme
suivant : Si P est la frontiére d’un continuum A, et s’il existe des
points extéricurs d A, une partie de P est continue. 11 est facile au
moyen du théoréme précédent de compléter cet énoncé et de mettre
i I'abri de toute critique certains points de rigueur de la démon-
stration de M. Phragmén. Voici le résultat auquel on parvient : Soit
un continuum A ou plutdt appelons A le dérivé d’un continuum donné.
I’ensemble des points frontiéres de A est constitué par une infinité
dénombrable de lignes, et si L est une de ces lignes, on peut trouver
deux points a, b dont un seul appartenant a A qu'il est impossible de
Joindre sans rencontrer L. Autrement dit, L est une ligne fermée. En
particulier, si A est borné, I'ensemble des points extérieurs a A forme
plusieurs continua dont I'un, B, comprend le point & I'infini ; la fron-
tiére de ce continuum B, qui est une portion de la frontiére de A et que

nous appellerons frontiére extéricure de A, est une ligne cantorienne
fermée.

4. Etudions maintenant les ensembles partout discontinus. Un point
d’un tel ensemble peut étre entouré d’un contour fermé et ne passant

(') Acta, t. VII.
Journ. de Math. (6* série), tome 1. — Fasc. I, 1go5. 2
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par aucun point de I'ensemble intérieur & un cercle aussi petit qu'on
veut ayant le point donné pour centre. Je démontrerai le théoréme
plus général suivant: Soit @ un point appartenant & une portion con-
tinue P d’un ensemble fermé E. Les points qui sont & une distance
de P inférieure ou égale & p. forment un continuum C dont la fron-
tiere est une ligne L. Considérons les points de E extérieurs a4 C et
leurs points limites (ce qui peut ajouter certains points de L). Soit F
I'ensemble obtenu. A chaque couple formé¢ par un point de P et un
point de F répond un nombre ¢ tel qu'on ne puisse former une chaine
de pointsde E contenant les points considérés et a chainons plus petits
que ¢. Si I'on considére un point de P et tous les points de F la limite
inférieure des nombres ¢ obtenus n’est pas zéro, car si elle était zéro on
trouverait, suivant un raisonnement bien connu, un point tel que, pour
tous les points de F suffisamment voisins de lui, ce nombre serait
aussi petit qu'on voudrait. Or ce point, limite de points de F, appar-
tient & F puisque F est fermé; donc il lui correspond une certaine
valeur de ¢, soit v et pour tous les points qui sont a une distance de
lui moindre que ) le nombre € est au moins égal a 7 et, par suite, n’a
pas zéro pour limite inférieure. Pour chaque point de P nous obtenons
donc une limite inférieure différente de zéro. On voit de méme que,
si 'on considére tous les points de P, la limite inférieure de toutes les
limites correspondantes est un nombre différent de zéro que j’appel-
lerai e. Tracons alors de tous les points de E comme centres des cercles
de rayon Z- Ces cercles forment plusieurs continua dont 'un renferme
tous les points de P a son intérieur. Ce continuum est d’ailleurs tout
entier & l'intérieur de L. Sa frontiére extérieure est donc une ligne
fermée entourant P (sans contenir aucun point de E). J'ai donc établi
qu'on peutl lrouver une ligne fermée comprenant & son intérieur
tous les points de P, ne passant par aucun point de E et dont tout
point est a une distance de P inféricure & une quantité donnée
quelconque ..

Dans cet énoncé, le mot ligne est entendu dans son sens le plus
général. Mais tout point de cette ligne est & une distance p de I'en-
semble E et pour tous les points de la ligne la limite inférieure des
nombres p est différente de zéro d’aprés le méme raisonnement. On
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peut donc considérer au lieu d’une ligne une zone fermée jouissant
des mémes propriétés que la ligne ci-dessus. Tout ensemble continu
entourant P et situé dans la zone jouit encore des mémes propriétés.
On peut donc toujours supposer que 'on prend dans I’énoncé précé-
dent une ligne analytique ayant en chaque point une tangente et méme
une courbure continues. Cela a une certaine importance si I'on veut
faire des intégrations sur la ligne ('), ou simplement si 'on veut se
déplacer sur elle dans un certain sens, expression qui n’a pas toujours
de signification pour une ligne cantorienne quelconque.

5. Je terminerai cette étude préliminaire par la démonstration de
deux théorémes qui ne me serviront d'ailleurs pas. J'ai cherché pendant
longtemps sans y parvenir & utiliser le premier dans la démonstration
du théoréme qui fait I'objet du Chapitre suivant, et je tiens a le
signaler parce que je le crois de nature a simplifier notablement cette
démonstration. Voici ce théoréme :

TukoriMe. — La somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
discontinus ne peut contenir une portion continue.

Soient E,, E,, ..., E,, ... lesensembles donnés, S leur somme. Sup-
posons qu’elle contienne un continu . Il y a dans ¢ un point au moins
extérieur 4 E, et par suite ce point peut étre entouré d’un cercle ‘con-
tenant des points de o, mais aucun des points de E,. L'ensemble des
points de o qu'il contient est d’ailleurs continu. Dans ce cercle on peut
en trouver de méme un second sans point de E, et contenant une por-
tion continue de 6. En continuant ainsi nous obtenons une suite dé-
nombrable de cercles qui ont visiblement au moins un point limite a.
Ce point appartient & &, car tous les cercles contiennent des points
de o et o est parfait. D’autre part il ne peut appartenir 4 aucun en-
semble E,, car il est intérieur & tous les cercles, en particulier au ni¢me
cercle qui ne contient pas de point de E,. Il y a donc jcontradiction.

Drailleurs S n’est pas forcément fermé ; son dérivé peut étre continu.

(') Observons, ce qui restreint beaucoup la portée de cette remarque, que la
démonstration ne nous apprend rien sur la longueur de cette ligne. Elle peut ne
pas tendre vers zéro avec w,
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Considérons par exemple une fonction uniforme ayant une coupure ne
renfermant aucun arc de cercle. Tous les points réguliers de la fonc-
tion pourront étre enfermés dans une infinité dénombrable de cercles
dont aucun ne contiendra de ligne singuliére. Sur chaque cercle se
trouve un ensemble de points singuliers. La somme de tous ces en-
sembles ne comprendra aucune ligne et pourtant son dérivé en con-
tiendra une.

On démontre de méme qu'une infinité dénombrable de continus
linéaires ne saurait contenir un continu superficiel.

6. Je terminerai ce Chapitre en démontrant uné propriété plus
curieuse qu'importante des ensembles discontinus. C’est la proprieté
suivante :

Thiorine. — Etant donné un ensemble partout discontinu, on
peut trouver une ligne contenant tous les points de Pensemble.

Soit E I'ensemble donné supposé borné. Tracons de tous les points
de E comme centres des cercles de rayon e. Les points intérieurs & ces
cercles formeront un nombre fini de continua C,, C,, ..., G,. Consi-
dérons la frontiére cxtérieure de chacun d’eux et parmi ces p lignes
fermées excluons celles qui sont cntiérement intérieures a une des
autres. Joignons les lignes restantes A pardes lignes arbitraires M dont
chacune est limitée a deux A, et qui ne coupent aucune des autres A
ni aucune des M. Soit @ un point extérieur a E. Si ¢ est assez petit,
a sera extérieur aux C;. Si nous supposons qu'aucune des M ne passe
par a, ce point définit un continuum, savoir I’ensemble des points qu’on
peut joindre & @ sans rencontrer ni les M ni les A. Le continuum obtenu
en joignant a celui-la les points intéricurs (') aux lignes A admet une
frontiére qui est une ligne fermée comprenant tous les M et des por-
tions de tous les A.

Donnons i € une valeur plus petite, nous aurons un autre continuum.
Quand ¢ tend vers zéro, ce continuum tendra vers un ensemble continu
limite, car tous les points de E sont intérieurs a ce continuum. La fron-

(1) Au sens de M. Jordan.
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tiére de ce continu limite est une ligne A. Je dis qu'elle contient tous
les points de E.

En effet, si « est un point de E ou bien, pour une valeur assez petite
de ¢, il sera a une distance aussi petite que I'on voudra d'une ligne A et
alors il appartiendra 4 A ; ou bien, quel que soit ¢, il y aura toujours
un continuum C; enveloppant le point « et dont tous les points ne
tendront pas vers «. Comme la limite de C; est continue et comprend
exclusivement des points de E, c'est 1a une conséquence absurde. Le
théoréme est donc démontré.

CHAPITRE II.

‘LES FONCTIONS ANALYTIQUES.

1. Etant donnée une fonction analytique uniforme, 'ensemble de
ses points singuliers E, qui est un ensemble ferme, peut affecter 'une
des trois formes suivantes :

1¢ 11 est dénombrable;; il contient alors des points isolés;

2° 11 contient un ensemble parfait, mais aucun ensemble continu;

3¢ 1l contient des ensembles continus, lignes ou aires.

Si I'on veut étudier la facon dont se comporte la fonction au voisi-
nage d'un point singulier donné, on sera conduit & faire jouer le role
important & celles des singularités qui sont voisines du point donné.
Si I'on entoure ce point d’un cercle, ou bien le rayon de ce cercle
pourra étre pris assez petit pour que les points singuliers qui lui sont
intérieurs forment un ensemble dénombrable, ou bien quelque petit
que soit ce rayon cet ensemble ne sera jamais dénombrable; dans ce
dernier cas, ou bien le rayon pourra étre pris assez petit pour que cet
ensemble soit partout discontinu, ou bien il contiendra un ensemble
continu quelque petit que soit le rayon du cercle. Un point singulier 3,
donné sera, suivant que l'on est dans tel ou tel de ces trois cas, dit
appartenir i un ensemble dénombrable, discontinu ou continu (*) de
points singuliers.

(') Dans ce dernier cas il n’existe pas nécessairement de ligne singuliére pas-
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Dans le premier cas, le théoréme de M. Picard, qu'on généralise
aisément en suivant la voie indiquée par M. Borel, donne des rensei-
gnements d’une grande précision sur l'allure de la fonction. Dans le
dernier, des exemples trés simples permettent de montrer que les cir-
constances les plus variées peuvent se présenter : la fonction, ainsi que
toutes ses dérivées, ou seulement un certain nombre d’entre elles,
peuvent étre continues ou simplement déterminées quand z tend d’une
facon quelconque vers un point appartenant a une ligne singuliére; la
fonction peut au contraire étre plus ou moins complétement indéter-
minée dans les mémes conditions ('). De plus, si l'on se donne &
I'avance la forme des coupures, on peut former des exemples de tous
ces cas, quelle que soit cette forme. Si I'on veut, 'allure de la fonction
ne dépend pas de la forme des coupures (*).

2. Le cas intermédiaire, celui d’'un point z, appartenant & un
ensemble discontinu, était resté jusqu’a présent trés mal connu. Si ce
point est limite de points isolés, on peut affirmer que le théoréme de
M. Picard s’applique : au voisinage du point la fonction prend une
infinité de fois toute valeur donnée sauf exception pour deux valeurs
au plus. Mais si, a I'intérieur d’un cercle ¢ de centre z,, I'ensemble
singulier est parfait, ce théoréme n’est pas toujours vrai. M. Painlevé
subdivise ce cas en trois. En entourant chacun des points singuliers
d’un contour ne passant par aucun d’eux et en appelant X la limite de
lasomme des longueurs de ces contours quand leurs diameétres tendent
vers zéro, cette limite pourra é&tre (pour un choix convenable de ces

sant par 5,; d’aprés la définition, ce point peut étre simplement limite de lignes

ns)

singuliéres. Cest ce qui arrive pour la fonction 2? pour z =0 en posant

e—P—1
= et p étant des entiers tels que 1 <I.
Zp(z “H—qr 1P e p

(‘) Des exemples nombreux ont été donnés de tous ces cas. On trouvera des
détails & ce sujet dans une thése soutenue a I'Université John Hopkins par
M. J. Eiesland ( Baltimore, 1898).

(*) Autrement dit, le domaine d’indétermination peut étre quelconque. Pour
la définition de cette expression, voir PaInLEvk, Comptes rendus, t. CXXXI,
p- 489.
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contours ) nulle, finie ou infinie. Dans le premier cas z, sera dit appar-
tenir a un ensemble ponctuel; dans le second & un ensemble semi-
linéaire; dans le troisitme d un ensemble semi-superficiel, et
M. Painlevé a démontré dans le premier cas que la fonction s’approche
autant qu’on veut de toute valeur donnée au voisinage du point singu-
lier considéré, ct dans le second qu’elle ne peut pas étre continue dans
une aire, si petite qu'elle soit, contenant le point donné. Mais le troi-
sitme cas a jusqu’a présent échappé & toutes les tentatives.

Dans ce cas en effet les méthodes basées sur I'intégrale de Cauchy
qui avaient réussi dans les deux premiers ne permettent plus de con-
clure. On est alors obligé d’¢tudier, avec les seules ressources de la
théorie des ensembles et en se basant uniquement sur le prolongement
analytique, la relation établie entre les deux points z et w par la fonc-
tionw = f(3) et en particulier on est conduit & considérer la fonction
inverse 5 == ¢(w) qui est une fonction analytique & une infinité de
branches. Or, on sait quelles précautions minutieuses exige tout rai-
sonnement sur ces fonctions. Un raisonnement sans rigueur montre
immédiatement que dans le cas général la fonction se comporte comme
dans le cas d’un ensemble ponctuel ('). Mais, si I'on cherche a rendre -
rigoureuses ces considérations, on tombe sur des difficultés qui
jusqu’a présent n’ont pu étre surmontées.

On verra dans la suite de quelle nature sont ces difficultés; elles se
retrouvent en partie dans la démonstration du théoréme suivant qui
fait le principal objet de ce travail :

TutoriMe A. — Elant donnée une fonction uniforme qui dans
une aire A admet un point singulier faisant partie d’un ensemble
discontinu de singularités, la fonction est certainement discontinue
en quelgue point de cette aire.

Autrement dit, tout point z, faisant partie d’'un ensemble discon-
tinu de points singuliers est un point transcendant essentiel ou un point
limite de points essentiels (*).

(') Ce raisonnement se trouve indiqué en note dans les Lecons de Stockholm,
p- 438.
(*) M. Painlevé appelle point transcendant ordinaire un point pour lequel
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3. Démonstration du théoréme A. — Théorémes préliminaires.
— Jaborde donc la démonstration de ce théoréme. Soit une fonc-
tion f(z) qui admet un point singulier z, faisant partie d’un ensemble
discontinu de singularités. Je suppose que cette fonction soit continue
dans une aire D contenant le point 3, & son intérieur et je veux démon-
trer que cela est absurde.

La fonction f(z) peut admettre en dehors de D des singularités de
naturc quelconque, points ou lignes, mais je vais démontrer qu'on
peut toujours lui substituer une fonction qui soit continue dans
tout le plan et qui admette pour toutes singularités un ensemble
discontinu.

Je puis d’abord toujours supposer que la valeur de la fonction f(z)
au point z, est finie. Il suffirait dans le cas contraire de remplacer la

fonction f(3) par fo] ( 5 + Cela posé, je remplace I'aire D par une aire A

((ui lui soit entiérement intérieurc et remplissant les trois condilions
suivantes :

1° Son contour ¢ ne passe par aucun point singulier;

2° A contient & son intérieur un ensemble discontinu de points sin-
guliers et parmi eux le point z, et ne contient aucun autre point sin-
gulier;

3o La fonction f(z) (qui est finie au point 3,) scra finie dans A et
par suite bornée puisqu'elle est continue.

Il est évidemment possible de faire choix d’une telle aire A. Défor-
mons alors le contour ¢ d'une facon continue sans jamais rencontrer de
point singulier. Soit y une position de ce contour. Dans l'aire com-
prise entre ¢ et y la fonction f(x) est holomorphe et, par suite, elle

le domaine d’indétermination est réduit & un point et point essentiel un point
pour lequel cette condition n'est pas remplie. La définition convient aux fonc-
tions multiformes. Pour les fonctions uniformes les seuls points transcendants
qui puissent &tre ordinaires appartiennent & des coupures ou & des ensembles
parfaits discontinus, quoique ce dernier cas ne puisse vraisemblablement pas se
présenter. Les points essentiels se divisent eux-mémes en points essentiels pro-
prement dits et points semi-essentiels, ce dernier cas étant celui ot la fonction
tend vers une limite si le chemin que suit la variable ne tourne pas indéfiniment
autour du point singulier : ainsi 2 =o pour la fonction y =z log x.
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est donnée par la formule

f@y= 5 [525 —an [525 =#(@) +F )
La fonction g() est holomorphe et par suite continue & l'intérieur
de y. La fonction F () est holomorphe dans tout le plan sauf & I'in-
térieur de ¢ ot elle admet les mémes points singuliers que f(x). Elle
est continue a l'intérieur de ¢ puisqu’elle est la différence entre deux
fonctions continues & I'intérieur de c. Elle est donc continue dans tout
le plan (nulle & l'infini). Elle remplit donc bien les conditions que
nous nous étions imposées. -
Considérons donc la fonction w = F(z). En un point z, extérieur &
I'ensemble E des points singuliers et qui n’annule pas la dérivée F'(z),
la fonction I' prend une valeur w, ct 'on peut trouver une aire entou-
rant ce point w, et suffisamment petite pour que, w étant un point de
cette aire, w — w, soit développable en série procédant suivant les
puissances de 5 — z,. Autrement dit, la branche de la fonction inverse
5 =9(w) qui au point w, prend la valeur z, est holomorphe en ce
point. Prolongeons analytiquement cette branche de toutes les fagons
possibles dans le plan w; nous définirons ainsi toute la fonction
3 = ¢(w) qui est en général une fonction & une infinité de branches.
Je remarquerai d’abord que le domaine d’existence de cette fonction
est borné. En effet, la fonction w = F(z) est bornée; donc, quel que
soit le point 5, le point w correspondant est intérieur a un certain
cercle de rayon R ayant pour centre I'origine. Il sera donc impossible

quen effectuant le prolongement analytique de la fonction z nous
puissions sortir de ce cercle.

4. Je démontrerai au sujet de la fonction s(w) le théoréme sui-
vant qui joue dans la suite un réle capital :

TukoriMe B. — La fonction z(w) ne peut présenter aucun point
d’indétermination.

Autrement dit, ses seuls points singuliers sont, outre les points
algébriques, des points transcendants ordinaires (*).

————

(') Les points critiques algébriques s'obtiendront en éliminant 3 entre les deux
équations F(3)—~w=o et F'(z) =o.
Journ. de Math. (6 série), tome 1. — Fasc. I, 1905, 3
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Prolongeons une branche z de la fonction ¢ le long d’un chemin
continu quelconque A, jusqu’en un point a, singulier pour la branche
que nous suivons. Entourons ce point a d'un cercle ¢ de rayon trés
petit et prolongeons la branche z dans ce cercle de toutes les facons
possibles a partir de I'arc w,a de X intérieur a ¢. Sur l'arc w, @ et dans
le cercle ¢, la fonction z prend un ensemble E de valeurs. Je dis que
le dérivé E' de E est continu. La chose peut &tre considérée comme
évidente. Pour la démontrer en toute rigueur, nous remarquerons
que E’ contient son dérivé (*). I est de méme trés facile de voir que
contient E, car tout point de E obtenu pour une valeur w, de la va-
riable, est limite des points de E obtenus pour les valeurs voisines,
donc tout point de E appartient a E'. Je dis que E’ est bien enchainé.
11 suffit de montrer que E I'est. Donnons-nous deux points 3,, z, de &

obtenus entre autres pour les valeurs w,, w, de w. Sur I'arc w, -,
extrémités comprises, la fonction s est continue; clle est donc unifor-

mément continue. On pourra donc marquer sur I'arc w, w, une suc-
cession de points w; tels que I'oscillation de la fonction z quand on
passe de chacun au suivant soit inférieure & ¢. Par suite, Iensemble E’
est bien enchainé et, comme il est parfait, il est continu.

Supposons maintenant que l'origine de I'arc A se rapproche indé-
finiment de a et que le rayon de c tende vers o. Le continu E’ obtenu
diminue sans cesse. Dans ces conditions, I’ensemble limite de E’ est
continu. Si donc il ne se réduit pas & un point, il est nécessaire qu'il
contienne un ensemble continu de points non singuliers de la fonc-
tion w(z). Or, en chacun de ces points, la valeur de la fonction w ne
pourrait étre que @. La fonction F(z), constante sur une ligne conti-
nue, serait donc constante dans tout le plan d’aprés un théoréme de
M. Painlevé (?); I'ensemble limite doit donc se réduire 4 un point :
le domaine d’indétermination est un point.

Cette démonstration appelle plusieurs remarques.

Remargue I. — Le chemin A que nous avons suivi peut étre sup-
posé de longueur infinie sans aucune difficulté pour la démonstration.

() Tout ensemble dérivé est fermé.
(1) PamNveve, Thése, Annales de la Faculté de Toulouse, 1888. La démon-
stration de M. Painlevé s’applique a une ligne cantorieane,
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La seule condition qu'on lui impose est de tendre vers 'unique point a,
_C’est-a-dire d’étre, a partir d’un certain point, entiérement interieur
a un cercle de rayon aussi petit qu'on voudra entourant a. Cette re-
marque est indispensable, sans quoi le point @ pourrait étre point
semi-essentiel de la fonction z(w) (*).

Remarque Il. — Nous n’avons nullement eu besoin de supposer
que la fonction F(z) était continue en ses points singuliers. Le théo-
réme précédent subsiste donc quelle que soit la maniére dont se com-
porte F au voisinage de ses points singuliers.

0. Je vais maintenant démontrer un théoréme plus complet que
le théoréme B et qui, comme lui, sera indépendant de toute hypothése
sur la facon dont se comporte F(z) en ses points singuliers.

Quand w tend vers un point @, singulier ou non, z tend vers une
valeur limite b. Quand on fait varier le chemin ou la branche de
fonction que I'on suit, cette limite & varie. D’une maniére générale,
considérons un cercle de rayon aussi petit qu'on voudra entourant le
point a du plan des w, et considérons tous les points du plan z qui
font prendre 4 F(z) des valeurs situées dans ce cercle. L'ensemble de
ces points z et de leurs points limites est fermé. Quand le rayon du
cercle tend vers zéro, cet ensemble diminue sans cesse et tend vers un
ensemble limite. Cet ensemble limite est fermé. Je dis qu’il n’est pas
continu, En effet, dans ce ‘cas il comprendrait un ensemble continu
de points réguliers de F(z) donnant & F(3) la valeur , ce qui est
impossible. Cet ensemble est donc la somme d’un ensemble discontinu
et d'un ensemble dénombrable. On voit que, si I'on se donne un
nombre ¢ et si I'on trace tous les cercles de rayon ¢ ayant pour
centres les points de cet ensemble limite, on pourra trouver un
nombre p tel que 'ensemble des points z qui font prendre 4 F(z)
des valeurs w telles que

fw—al<p

soit entiérement intérieur i ces cercles.

(') Voir la note, p. 15,
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En déefinitive nous pourrons, & tout point @ du plan w, attacher un
nombre p tel que, si w tend vers a d'une facon quelconque, z tend vers
une limite b et, dés que w est & une distance de a inférieure & p, z est
& une distance de b inférieure & ¢ et cela quel que soit b, c’est-a-dire
en somme quelle que soit la branche suivie.

Ceci posé, le théoréme que j’ai en vue est le suivant :

Tutorime C. — Pour ensemble de tous les points a du domaine
d’existence de o(w) la limite inférieure de tous les nombres p ré-
pondant @ un méme nombre ¢ est différente de zéro.

En effet, suivant un mode de raisonnement bien classique, on verrait
que, si I'on supposait cette limite inférieure nulle, on trouverait un
point @ qui ferait encore partie, soit comme point intérieur, soit comme
point frontiére, du domaine d’existence de 3(w), et tel que dans tout
cercle ayant ce point pour centre la limite inférieure des valeurs de p

serait nulle. Or, en ce point @ le rayon p répondant & la valeur e; a
une valeur bien déterminée que j'appelle p, et il est bien certain que

pour tous les points intérieurs au cercle de centre a et de rayon %° le

nombre p répondant & la valeur ¢ a au moins pour valeur %"' La limite

inférieure de ces nombres serait donc au moins 92—”

Silon veut, ce théoréme établit que la fonction ¢(w) tend unifor-
mémendt vers une limite en chacun de ses points singuliers.

6. Exposé de la méthode. — Voici maintenant en quelques mots
la méthode toute naturelle que I'on peut suivre pour démontrer le
théoréme A. Nous avons déja vu que le domaine d'existence de la
fonction @(w) est borné. Ce domaine est un continuum; il admet
donc une frontiére formée de lignes continues. Soit L une de ces
lignes. 11 est bien certain que toute branche z de ¢ qui peut étre
poursuivie réguliérement jusqu'en un point @ de cette ligne ne peut
étre prolongée au dela, et tend par suite vers une valeur b qui est
l'affixe d'un point de l'ensemble singulier de F(z). Il semble naturel
d’admettre que la fonction s a une coupure aboutissant en a. Par
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suite, il semble aisé de prolonger analytiquement la fonction z le long
d’une ligne A, variable et tendant vers un arc de la frontiére L. A cet
ensemble de points A répondra dans le plan z un ensemble continu
et 'on en déduira simplement que I'ensemble limite est continu, et
comme il ne peut contenir aucun ensemble continu de points régu-
liers, sans quoi F(z) serait constante, il doit nécessairement se réduire
& un point singulier b de F(z). En ce point b la fonction F ne saurait
par suite étre continue.

Effectivement c’est bien ainsi que nous allons nous y prendre, mais
il importe dés 'abord de signaler, ce que la démonstration fera res-
sortir davantage, l'insuffisance de ce raisonnement. D’abord, étant
donné un point @ de L, rien ne prouve qu'il existe un chemin régulier
pour une branche (') permettant de la prolonger jusqu’au point a et
tendant vers ce seul point a. Par cxemple, si I'on considére une fonc-

tion uniforme ayant pour coupures les droites (y =1, ogzil)
n

(n enticr positif), le segment o-1 de 'axe des x est une ligne singuliére
et il n’existe aucun chemin régulier tendant vers un point de ce seg-
ment distinct des extrémités.

Une difficulté beaucoup plus grave tient & ce fait qu’un point sin-
gulier pour une branche ne I'est pas nécessairement pour les autres.
Cest 1a, au fond, que réside la difficulté essentielle. Si, en suivant
une branche, on tombe sur un point singulier et qu’on veuille 'éviter
pour pouvoir poursuivre analytiquement la fonction, les singularités
changent : 4 la place d’un point isolé, on trouvera par exemple une
coupure ou, au contraire, un point régulier et I'on congoit sans peme
la difficulté qu'il y a & raisonner dans ces conditions.

7. Définition des points d’arrét. — Puisque nous ne savons pas si
nous pourrons par un chemin régulier parvenir jusqu’en un point de
la frontiére L, nous substituerons & ce point un autre point singulier
qui aura aussi la propriété d’appartenir a une coupure de la fonction z

(') Je dirai couramment qu'un chemin est régulier pour une branche si I'on

peut prolonger cette branche tout le long du chemin sans étre arrété par un
point singulier.
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et que, cette fois, on soit assuré d’atteindre par un prolongement
régulier.

Partons d’un point w, avec une valeur z, de la fonction 3, et suppo-
sons que cette branche soit holomorphe au pointw,. Prolongeons cette
branche & partir de ces conditions initiales, le long d'un chemin quel-
conque C, issu de w,, et s'éloignant a I'infini, une droite par exemple.
Ce prolongement sera possible jusqu’en un point w,, mais pas au dela.
Alors deux cas pourront se présenter : ou bien, quelque petit que I'on
trace un cercle de centre w,, on pourra trouver un chemin intérieur a
ce cercle, joignant deux points de C, I'un situé sur I'arc w,w, et 'autre
au dela, et sur lequel on pourra effectuer le prolongement analytique
régulier de la branche z,; nous dirons alors que le point w, est un
point singulier ordinaire. Ou bien au contraire, quelque petit que
soit le rayon d'un cercle de centre w,, le choix d'un tel chemin sera
impossible; nous dirons que w, est un point d’arrét de la fonction et
nous n'irons pas plus loin.

Dans le premier cas, au contraire, aprés avoir évité le point w,,
par un chemin arbitraire trés voisin de w, ('), et étre ainsi parvenus
sur C au dela de w,, nous continuerons a prolonger analytiquement la
branche choisie de 3 sur C jusqu’au point singulier le plus voisin w:,.
Nous nous arréterons en w, si ce point est un point d'arrét ; nous con-
tinuerons notre route si c’est un point ordinaire.

Je dis qu’en continuant ainsi nous arriverons finalement & un point
d’arrét. Supposons en effet que nous trouvions toujours des points
ordinaires. Comme nous ne pouvons certainement pas prolonger ana-
lytiquement z jusqu’a I'infini, les affixes de ces points ordinaires auront
un point limite w situé sur L et le raisonnement met en évidence une
ligne analytique tendant vers w et tout le long de laquelle on pourra
prolonger z. Le point w se trouvera alors étre pour cette ligne un
point d’arrét ou un point ordinaire. Dans le premier cas nous nous
arréterons. Dans le second nous parviendrons par prolongement ana-
lytique régulier au dela de w sur C. Donc, ou bien nous aurons fina-
lement un point d'arrét et une ligne réguliére y aboutissant, ou bien

(') Ce chemin peut d'ailleurs toujours étre supposé analytique et pourvu
d’une tangente.
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nous dépasserons fou! point limite de points ordinaires. La premiére
hypothése doit donc nécessairement finir par se présenter.

8. Démonstration de U'existence d’une coupure. — Nous avons
donc établi I'existence d'une ligne C le long de laquelle le prolonge-
ment de la branche choisie est possible depuis le point w, jusqu'en un
point w, qui est un point d’arrét pour cette branche. Si je démontre
que D'existence d’un tel point w, entraine I'existence d'une coupure,
il sera aisé d'achever la démonstration. Mais c’est justement dans
cette premiére partie que se trouve le point le plus délicat et on le
comprendra sans peine si 'on remarque que pour une fonction multi-
forme & une infinité de branches la définition méme du mot coupure
est assez délicate & préciser. On verra avec quelle minutie nous serons
obligés de raisonner pour mettre en évidence une ligne qui réponde a
I'idée que I'on se fait d’une coupure.

Tragons, de w, comme centre, un cercle de rayon assez petit pour
(ue la branche z prolongée dans ce cercle de toutes les facons pos-
sibles, & partir de I'arc ¢ de C intérieur a ce cercle, ne puisse certai-
nement pas nous faire parvenir aux points de ¢ situés au dela de w,
ou du moins nous y fasse parvenir avec des valeurs non prolongeables
au deld. (En d’autres termes, nous n’excluons pas le cas ou c serait
lui-méme coupure.) Un tel cercle existe évidemment d’aprés la défi-
nition du point d’arrét : j’appellerai w, et a les points ot il coupe la
courbe C.

Donnons-nous alors d’une facon absolument définitive mais com-
plétement arbitraire une famille continue de courbes y dépendant
d'un parameétre «, passant toutes par les points w,, a, intérieures au
cercle précédent, coincidant avec ¢ pour la valeur o du paramétre
et avec une courbe fixe I pour la valeur «, du paramétre. Les coor-
données d'un point de chacune de ces courbes seront des fonctions
continues d’un paramétre ¢ et du paramétre a; chacune des courbes y
répond & une valeur du paramétre a. Pour fixer les idées, quand c est
une droite, on prendra pour courbes v les cercles d'un faisceau. Ce
qui importe, c'est que ce choix une fois fait ne sera plus modifié
dans la suite.

Donnons-nous alors un nombre ¢; d’aprés le théoréme C, il lui cor-
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respond un nombre 2p tel que la condition |w — w,| < 2p entratne,
quel que soit w,, |3 — 3,| <, 3, désignant tous les points pour les-
quels F(3) = w, ('). Quand ¢, 4la fin du raisonnement, tendra vers o
il en sera de méme de p. Mais pour l'instant il nous suffit de pouvoir
assigner la valeur de p.

Nous allons alors prolonger z le long des courbes y. Comme on ne
pourra certainement pas parvenir au point a, chacune de ces courbes
mettra un point singulier en évidence. Nous ticherons de choisir
parmi ces points un ensemble continu de points qui seront, én quelque
sorte, singuliers pour une méme branche. D’une fagon précise nous
mettrons en évidence une ligne continue réguliére pour une branche z
et dont tout point soit & une distance inférieure 4 p d’'un ensemble
continu de points singuliers. De plus, pour que cette ligne ne tende
pas vers un point unique quand p tendra vers o, nous ferons en sorte
qu’elle joigne toujours un point de C & un point de T'.

Tragons le cercle ¢, de centre w, et de rayon p. Etudions, au début
du mouvement de la courbe v, la branche z de ¢ prolongée sur y.
Nous ferons deux parts dans cette étude : la part qui concerne les
points w extérieurs & c, et celle qui concerne les points w intérieurs
ap.

Disons d’'une maniére générale que nous nous réservons le droit de
déformer chaque courbe y, mais cette déformation devra toujours
étre faite de telle maniére que la nouvelle courbe " parte encore de w,
et arrive en a, et qu'on puisse y prolonger s du point w, jusqu’en un
point w, qui devra appartenir @ l’ancienne courbe y.

La branche z est réguliére de w, a p,, extrémités comprises. On
peut donc entourer ce segment d'une aire dans laquelle z soit holo-
morphe. Donc, au début du mouvement des vy, la portion de ces lignes
extérieure a ¢,, portion que j'appellerai y,, est une ligne réguliére pour
la branche z. Alors, ou bien nous ne rencontrerons aucune difficulté
jusques et y compris la derniére courbe y que rencontre encore c,,
ou, au contraire, ’holomorphie de z cesseru avant d’arriver & cette
position de y. Etudions cette derniére circonstance et précisons-la.

(*) Cette maniére de nous exprimer convient 3 I'hypothése faite que F(3) est
partout continue. Elle serait incorrecte si I'on ne faisait pas cette hypothése.
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[l arvivera que, quand < tendra vers une position limite v,, la
hranche 5 qui était toujours prolongeable le long de vy, jusqu’au
cercle ¢, tout au moins, ne sera plus prolongeable le long de v, que
sur l'arc w,b et pas au dela; deux cas peuvent se présenter suivant
que le point & est ou non point d’arrét de 5 pour la ligne y,. Dans le
premier cas, on ne pourra pas, par prolongement analytique, atteindre
tous les points de v, situés au dela de b, sans sortir d’un cercle » de
centre b et de rayon assez pelit. Mais les courbes y qui tendent vers+,
ct lelong duquel, nous le savons, le prolongement est possible jusqu’au
cercle ¢,, nous fournissent des arcs de courbe réguliers pour labranche 5
et tendant vers un certain arc de y,. Les points 5 correspondants
forment un continu linéaire dont I'ensemble limite ne peut contenir
aucun point régulier, car pour un tel point F(5) prendrait une valeur,
affixe d'un point de v, situé dans le cercle w et par suite le point b ne
serait pas un point d’arrét de s sur la courbe y,. Donc cet ensemble
limite se réduit au seul point 3, valeur limite de s quand w tend
vers b sury, (limite que nous savons exister) et par suite en ce point ,
F(5) ne serait pas continue.

Si, au contraire, / n'est pas point d’arrét, on pourra dé¢former v,
aussi peu qu'on voudra d’ailleurs, de facon & éviter le point b et &
revenir sur ¥, avec une valcur holomorphe de 5 (*): c’est bien dans
ces conditions qu’on a le droit de faire des déformations de lignes y :
le début et la fin de la ligne ne sont pas altérés.

Donc nous pouvons toujours parvenir i la ligne y extréme que ren-
contre ¢, ou du moins nous parviendrons & une ligne Yy’ commengant
en «, ct finissant sur ¢, an méme point que la ligne précitée; de plus
le prolongement de 3 sera possible de w, jusqu’au cercle ¢,.

A vrai dire, il y a encore un cas que nous devons examiner : J'ai
suppos¢ que le point singulier b n’était pas sur le cercle ¢,. Supposons
quil y soit. S'il n'est pas point d’arrét, en diminuant aussi peu qu’on
voudra le rayon du cercle ¢, on pourra tourner cncore le point b et les
conclusions subsistent. Si b est point d'arrét, on tracera de ce point
comme centre un cercle de rayon suffisamment petit, assez petit en

(*) Et la déformation peut méme éire faite de telle maniére qu'on parvienne
sur ¢, avec la méme valeur s que I'on obtient en faisant tendre les v vers v,

Journ. de Math. (¢ séric), tome 1. — Fasc, 1, 1905, ‘/l
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particulier, ce qui est visiblement toujours possible, pour que le point
ol ce cercle coupe ¥’ soit un point d’une courbe primitive y. On fera
alors dans le raisonnement jouer au continuum formé de ce cercle
et du cercle ¢, le méme réle que dans le raisonnement primitif au
cercle ¢, lui-méme.

Occupons-nous maintenant du mouvement de la portion y; de ¥y
allant depuis le point de rencontre avec ¢, jusqu'au point a.

Quand y est assez voisin de C on peut étre assuré que sur la
courbe yil y aura dans ¢, un point d’arrét. En effet, évitons les points
ordinaires que nous pourrons rencontrer sur les courbes v, et cela
d’une facon absolument arbitraire, sans sorlir toutefois de c,. Si alors
nous pouvons, quelque voisin que soit y de C, sortir du cercle c,
sans rencontrer de point d’arrét, nous mettrons en évideuce un are
de courbe tendant vers C (*) sur lequel une branche s admet un
prolongement régulier et I'arc qui lui correspond dans le plan des s
ne peut avoir aucun point régulier comme point limite, car sans
cela w, ne serait pas point d’arrét de s sur C. L’ensemble limite de
ces arcs du plan des s est donc réduit & un point singulier pour lequel
F ne serait pas continue.

Dans la suite nous ne répéterons pas ce raisonnement. Quand sur
une ligne nous aurons un point d’arrét pour une branche nous conclu-
rons que sur les lignes voisines il y a aussi des points d’arrét tendant
vers le premier.

Mais, quand la ligne y s'éloignera suftfisamment de C, elle pourra
ne plus rencontrer de point d'arrét dans ¢, tout au moins. En effet, un
point limite de points d’arrét peut ne pas étre point d’arrét lui-méme.
Par exemple, pour une fonction uniforme, une extrémité de coupure
n'est pas, au sens ou nous I'entendons, un point d’arrét (*). Dans ce
cas, si nous continuions & nous déplacer sur ¥, nous finirions certai-
nement, en tournant les points ordinaires, par tomber sur un point
d’arrét, dussions-nous aller jusqu’au point a. Sur chaque ligne y, nous

(') En supposant que les chemins au moyen desquels on contourne les points
ordinaires tendent vers o quand v tend vers c.

(*) Au moins si le chemin que I'on veut saivre n’est pas confondu avec la
coupure.
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- mettrions donc en évidence un point singulier. Mais si I'on procéde
ainsi il semble trés malaisé de conclure. Voici donc comment nous
nous y prendrons : :

Soit y ce premier chemin qui nous permet de parvenir sans ren-
contrer de point d’arrét jusqu’au cercle ¢, au point ¢,. Déplacons-nous
sur le contour du cercle ¢,, dans le sens de rotation des lignes y autour
de a. Sinous rencontrons des points ordinaires, évitons-les ; nous arri-
verons ainsi certainement & un point d’arrét pour la ligne ¢,, car sans
cela nous pourrions parvenir jusque sur C. Soit w, ce point d’arrét.
Tracons un cercle ¢, de centre w, et de rayon p. Ce cercle ¢, va jouer

Fig. 1.

le méme réle que c,. Pourcela, sile point ¢, est extérieur a ce cercle c,,
nous déformerons la ligne ¢, w, dans le sens contraire au sens précé-
demment défini, sens que jappellerai direct. Nous déformons donc
q,w, dans le sens inverse jusqu'a I'appliquer sur le prolongement ¢,a
dey. Cette déformation se fait d’une maniére analogue a tout 4 ’heure :
en dehors du cercle ¢, on ne tient pas compte des points ordinaires
qu’on évite au moyen d'un crochet (*). Dans’c,, tant que le chemin
variable est suffisamment voisin de ¢, w,, il rencontre un point d'arrét
dans le cercle ¢,. Quand il s’écartera suffisamment de ¢,w, il faudra
aller jusqu'au bord du cercle ¢, en un point ¢,; on suivra alors le
contour de ce cercle ¢,, en marchant dans le sens direct.

Dans le cas de la figure, on est assuré de rencontrer sur ce cercle
un point d’arrét w,, car le cercle ¢, coupe C ; mais plus généralement,

(*) On peut aussi procéder un peu différemment : laisser fixe la portion de
gyw, extérieure & cy et déformer seulement la portion ¢'w, intérieure a c,.
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si 'on ne rencontrait pas de point d’arrét avant d’arriver au point de
rencontre des cercles ¢, et c,, on abandonnerait le cercle ¢, pour se
déplacer toujours dans le méme sens sur le cercle ¢, et ainsi de suite:
sur ce cercle nous rencontrerons 4 nouveau un point d'arrét «,: on
tracera le cercle ¢, de rayon p et de centre w, et I'on déformera dans
le sens inverse I'arc g,w,, toujours d’aprés le méme procédé. Au cours
de ces opérations on parviendra nécessairement a un cercle ¢, renfer-
mant le point @, car tous ces cercles sont de rayon . A partir de ce
moment, la déformation continue de l'arc ¢,_, w, ne pourra plus nous
faire sortir de ce cercle ¢, ou, du moins, on arrivera certainement
avant & faire occuper a cet arc dans sa déformation la position y. De
sorte que, finalement, nous nous trouverons avoir effectué le prolon-
gement de la branche z le long d’une ligne ¥’ commencant en w,
coincidant en général avec y sur une certaine longueur, et arrivant
finalement en un point d’arrét sur la ligne y. Mais, dans I'intervalle,
Y’ et y sont cn général distinctes, car ¥’ comprend des portions passant
par les points ¢,, ¢, -+ +y Guy.

Nous serons donc parvenus jusqu'a la ligne y. Il est alors relative-
ment facile de montrer comment nous pourrons de méme parvenir
jusqu’a la ligne T que nous avons assignée a I'avance.

Il y a plusieurs hypothéses a faire : si, comme nous venons de le
supposer, il y avait avant la ligne y extréme qui rencontre ¢, une ligne
qui n’ait aucun point d’arrét dans ¢,, nous avons vu quelle modification
on apporte a la suite du chemin et cette modification nous permet
d’arriver en fin de compte en un point d’arrét, situé sur la ligne primi-
tive. Dans ce cas nous recommencerons en faisant jouer le role de C et
de w, respectivement & la ligne ¥’ que nous venons de construire et au
point d'arrét w, que nous venons de mettre en évidence sur elle (*);
jappellerai ¢, le cercle de centre «, et de rayon 3.

Si au contraire nous avons pu, sans cesser de rencontrer des points
d’arrét dans c,, parvenir i la ligne extréme y qui rencontre c,, ou bien
cette ligne elle-méme aura un point d’arrét dans ¢, et par suite sur le
contour méme de c,, ou bicn on lui appliquera le raisonnement précé-

(') v, n’est plus tout a fait le méme que dans le raisonnement précédent;
c'est le dernier point d’arcét que je mettrai en évidence sur y méme.
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dent ct on lui substitucra une ligne y' sur laquelle on raisonnera
ensuite. Dans le premier cas, et j’y raménerai aussi celui dont j’ai dit
un mot précédemment ot la portion de y extérieurea ¢, (1) rencontrait
un point d'arrét sur ¢, méme, dans ces deux cas, dis-je, je considé-
rerai le point d’arrét &, mis ainsi en évidence sur c,; je tracerai le
cercle ¢, de centre w, et de rayon p et I'ensemble des deux cercles c,
et ¢, sera considéré dans la suite du raisonnement comme formant un
scul continuum dont le contour extérieur jouera le méme role que la
périphéric de ¢, dans le raisonnement ci-dessus exposé. Alors ou bien
on parviendra & I'extréme ligne y rencontrant (¢, + ¢,) et 'on pourra
continuer ainsi jusqu’a la ligne T, ou bien une ligne y cessera de ren-
contrer un point d’arrét dans l'aire (¢, + ¢, +...+¢,); on la pour-
suivra jusqu'au contour de (¢, +¢, +...+ ¢,) en un point ¢, et
ainsi de suite. Dans les opérations suivantes on pourra avoir encore
I'occasion de faire jouer & une succession de cercles le réle que jouaient
les cercles ¢,, ¢,, .. ., ¢, du raisonnement type. Mais, d’aprés la dispo-
sition de tous ces cercles, il est incontestable que le point capital du
raisonnement, savoir que I'un des cercles (ou I'une des files de cercles)
finit par contenir @, demeurera toujours exact.

Alors il n'est pas douteux qu'on parviendra finalement a une
courbe I'" ayant méme origine w, ¢t méme extrémité @ que I et le
long de laquelle la branche z sera prolongeable & partir du point w,
jusqu’en un point situé sur la courbe T' elle-méme et qui sera point
d’arrét,

Nous allons maintenant ticher de construire une ligne A allant de C
a4 T, rencontrant toutes les courbes y' précédemment envisagées, et
dont tout point soit & une distance inférieure & 2p, par exemple, d’un
point singulier (et méme d'un point d’arrét). A vrai dire il n’est pas
certain qu'une telle ligne existe. Essayons de la former en prolon-
geant s le long de portions des cercles ¢; & partir du point p, sur le
cercle ¢,. SiI'on est dans le cas ou les lignes ¥ rencontrant ¢, ont des
points d’arrét dans ¢, on ira jusqu’a la rencontre avec le cercle ¢, et
ainsi de suite : on se déplacera sur ¢, puis sur c,. Si la premiére file
de cercles arrive & la courbe I, la ligne ainsi formée d’ares de cercles

g e e - e e e et e - - ——

(") Plus exactement antérieure a c,.
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jouit hien de la propriété voulue : chacun de ces points est & une dis-
tance inférieure 4 2p d’un point d’arrét de la branche qu'on poursuit.
Mais supposons que dans le n'm® cercle ¢, on ait une courbe y (ou
plutot y') sans point d'arrét dans c,. Alors on prendra pour A d’abord
des arcs de cercles c,, ¢, ..., ¢, jusqu’ala premicre ligne y' qui per-
mette de sortir de ¢,, puis un arc de cette ligne Y/, puis des arcs de
cercles ¢,y €,..,. ... parcourus dans le sens inverse jusqu'au cercle c,
ayant pour centre le premier point d'arrét que I'on rencontre ainsi;
puis des arcs de ¢, c,. ..., c,, parcourus dans le sens dircct jusqu’a ce
que, en déformant la ligne ¢, o' de facon & remonter versy, on arrive

Fig. 2.

a la premiére ligne y, qui ne rencontre plus de point d’arrét dans ).
On suivra alors cette ligne vy, jusqu’au second point de rencontre
avec c,, puis on décrira dans le sens inverse les arcs ¢, ¢, ,, -
jusqu’a rencontrer un point d’arrét. 1l pourra méme arriver que I'on
parvienne ainsi jusqu'a ¢, et ensuite qu'on soit obligé de décrire,
toujours dans le méme sens inverse, une portion du contour de la
premiére file de cercles. Mais alors on sera assuré de rencontrer un
point d’arrét et 'on ira pour former A jusqu’au cercle ¢ ayant pour
centre le point d’arrét «} mis en évidence; on se déplacera sur ¢ et
ainsi de suite. .

11 résulte alors de ce qui précéde que cette ligne A ne renfermera
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aucun point singulier de la branche z qu’on y poursuit et que par suite
on pourra y prolonger z jusqu’a la courbe I'.

Mais cette ligne A jouit-elle de la propriété que dans un cercle de
rayon 2p il y ait un point singulier de la branche s quel que soit le
centre de ce cercle sur A. A priori, cela semble exact, puisque tous les
points de A sont sur des cercles ¢,. Prenons par exemple un point w
de A sur la premiére file de cercles, mais dans la deuxiéme partie du
déplacement, quand on redescend la file ¢,, ¢,—,, ... Supposons que
ce point soit sur c,_,. Si alors le point 5 se déplace d’une fagon quel-
conque dans les deux cercles c,, ¢,_,, il est bien évident que ce dé-
placement pourra étre choisi de telle sorte que I'on rencontre un point
d’arrét. On n’aurait par exemple qu'a décrire A en sens inverse jus-
qu'd ¢,,, puis & suivre une des courbes y dans ¢,_,. Mais, si 'on
s’astreint & rester dans un cercle de centre w et de rayon 2, on ne
pourra pas toujours se déplacer dans tout le cercle ¢, ; et alors il n’est
plus évident, il n'est méme plus exact en général que les points d'arrét
des courbes y qu'on avait précédemment rencontrés dans c,_, restent
singuliers si on les aborde d’un autre coté. 1l peut se faire qu’en se
déplagant réguliérement a partir du prewmier arc de ¢,_, tous les points
du cercle soient singuliers, et qu’en se déplacant dans le méme cercle
a partir du second arc, la branche 5 soit holomorphe dans tout le
cercle. Ce sont la des singularités inhérentes & la notion de fonction
analytique ct que l'on ne peut pas écarter a priori.

Mais ce que nous pourrons affirmer, c’est que dans les portions
montantes de A, j’entends par la quand on décrira les arcs de cerclec,
dans le sens direct, ou encore dans l'ordre des indices croissants, on
sera toujours a une distance inférieure 4 2¢ d’un pointd’arrét. Il en sera
de méme pour les portions de A formées d'arcs des courbes y ainsi que
les portions des premicrs cercles ¢, qu'on décrit en sens inverse, c’est-
a-dire celles qui suivent immédiatement, sur A, les arcs de courbe y.

Désignons par A, la courbe X et par A, A, lensemble des portions
montantes et des portions descendantes de A, en JOlgnant a A, les arcs
de A que nous venons de signaler et qui sont certalnement a une dis-
tance inférieure 4 2p d'un point d’arrét.

A correspond dans le plan 5 une ligne P formée elle aussi de
portions i, 1, correspondant respectivement a A, et a A, . Supposons
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que p, et par suite ¢, tendent vers zéro; A, tend vers une ligne continue /
non réduite a un point. En effet, d’abord on est dans le cas ot la limite
est un continu, car le point w, est certainement point limite, et,
d’autre part, il y a des points limites sur T'; Pensemble limite est
formé de lignes joignant w, 4 I'; de méme ., tend vers une limite m
car 'ensemble limite comprend le point = =z, vers lequel tend 3
quand p, tend vers w,. Si m était réduit & un point le théoréme serait
démontré. Mais la ligne m pouvant comprendre @ priori des portions
réguliéres, on ne peut pas en conclure immédiatement que 7 est réduit
a un point. Désignons par ' et /" les ensembles limites de A, et A7 respec-
tivement. Si je montre que /' comprend des portions continues, ccla
suffira évidemment pour qu'on puisse répéter le raisonnement déji
fait.

Sur un arc quelconque de , I et I’ sont formés de portions qui
alternent évidemment. Si donc nous supposons que, sur cette portion,
I’ est conslitu¢ uniquement par des points, il en résultera que ! com-
prend fout l'arc de [, sauf un ensemble au plus discontinu de points.
Mais les A, redescendent toujours la succession des courbes v. 11 en
est donc de méme des ensembles limites. I)"autre part, les A, ont des
points sur chacune des courbes y. Donc leur ensemble limite doit
avoir aussi des points sur chacune des courbes y. 1l y a évidemment
contradiction entre ces deux faits. Donc, sur tout arc de /, il y a un
ensemble continu de points limites de ;.

Pour étre tout & fait précis, il convient d'ajouter que pour chaque
valeur de € on peut choisir une des portions continues de A, de facon
que la limite des portions choisies soit continue quand ¢ tend vers
zéro. Donnons en effet 4 € une infinité dénombrable de valeurs tendant

, I . Ve
vers zéro, ¢ = ~ par exemple. Pour chaque ¢ il y a un nombre fini de

portions continues dans A. L’ensemble de toutes ces portions est donc
dénombrable. On peut les combiner entre elles d'unc infinité dénom-
brable de maniéres. Si chacunc de ces combinaisons donnait seulement
un point limite, I'ensemble limite serait dénombrable (). Donc une
des combinaisons donne un continu limite. Et alors le raisonnement

(1) Tout point de I'ensemble limite est limite d'une des combinaisons.
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s'achéve sans aucune difficulté. A chacune des portions répond dans
le plan = un continu, dont I'ensemble limite est form¢ uniquement de
points singuliers. Cet ensemble est donc réduit & un point. Pour ce
point, la fonction F doit étre discontinue.

Le théoréme A est donc démontré.

9. Les fonctions multiformes. -- Ce théoréme ne nous ren-
seigne pas d’une facon définitive sur la facon dont la fonction se com-
porte au voisinage d'un point singulier donné. Il ne permet méme pas
d’affirmer que la fonction est discontinue en fous ses points singuliers.
Avant d’indiquer ce qui reste encore a démontrer, et la mani¢re dont
on pourra s’y prendre pour unc telle démonstration, je crois utile de
faire une courte digression sur les fonctions analytiques.

I’ensemble des points singuliers d'une fonction uniforme ou & un
nombre fini de branches est fermé. Quand la fonction a une infinité
de branches il n’en est plus de méme. De plus le dérivé de I'ensemble
singulier peut comprendre tout le plan. Ce qui est d’apparence plus
paradoxale encore c’est que, a priori du moins, une fonction multi-
forme peut admettre pour points singuliers tous les points d'une aire
et étre définie dans cette aire. A vrai dire je ne connais aucun exemple
de ce dernier genre de singularités et I'on peut espérer qu'il ne se
présenle jamais. Mais on ne doit pas I'écarter a priori.

D’unc maniére tout analogue, on voit que I’existence d’un ensemble
continu de points singuliers, pour une fonction qui a une infinité de
branches, n’entraine pas nécessairement l'existence d’'une coupure,
du moins suivant que 'on adopte telle ou telle définition du mot
coupure.

De ce qui précéde, il semble résulter que la définition de ce mot
doit s'entendre de la fagon suivante : Je dirai qu’une ligne L est cou-
pure d’une fonction analytique s'il existe une ligne A tendant vers L le
long de laquelle le prolongement analytique d’une branche au moins
de la fonction sera toujours possible et si a toute position de A corres-
pond un nombre ¢ tendant vers zéro quand A tend vers L, tel que tout
cercle de rayon ¢ ayant son centre sur A renferme un point singulier
de la branche que 'on considére supposée prolongée dans ce cercle
sans en sortir & partir du centre.

[ ]

Journ. de Math, (G série), tome 1. — Fasc, I, 1go3.,
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On voit alors sans peine que le théoréme A renferme en particulier
la démonstration du théoréme suivant :

Tutorine. — Toute fonction analytique dont le domaine d’exis-
tence est borné admet nécessairement des coupures.

I n'est pas méme nécessaire que le domaine d’existence soit borné.
Il suffit que la fonction admette des points d’arrét pour une ligne.
Appelons point-coupure d’une fonction, un point a tel que, si une
branche fadmet le point @ pour point singulier, quclque petit que soit
un cercle de centre a, le prolongement de la branche f dans ce cercle
ne permette pas d’atteindre tous les points du cercle. Alorsil y a un
continu super ficiel de points qu'on ne peut pas attcindre dans chacun
de ces cercles. Si I'on prend une ligne { passant par a, sur laquelle on
puisse prolonger f jusqu’au point @, et qui se continue par une ligne
située dans 'aire non atteinte, le point a sera point d’arrét pour cette
ligne.

Donc :

Tutorime. — Toute fonction qui admet un point-coupure admet
une coupure dans tout cercle ayant ce point pour centre.

La réciproque est-elle vraic? Je me borne a poser cette question en
remarquant cependant que la présence d’une coupure pour une fonc-
tion, en adoptant pour ce mot la définition précédente, entraine I'exis-
tence d'un ensemble de points singuliers ayant pour dérivé la ligne
coupure L, mais il n’est méme pas certain, quoique cela soit vraisem-
blable, que les points de L soient singuliers. Une question du méme
genre est la suivante : La présence d’'un ensemble continu de points
singuliers entraine-t-elle 'existence d’une coupure? Cette question
parait liée intimement au théoréme de MM. Volterra et Poincar¢ déja
cité.

10. Je n'insiste pas sur les questions que souléve I’étude de ces sin-
gularités et je reviens aux fonctions uniformes qui ont un ensemble
discontinu de points singuliers. Nous avons montré en somme, dans
ce cas, que la fonction inverse a une coupure le long de laquelle,



SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES UNIFORMES. 35

dirai-je d’une fagon incorrecte mais facile 4 saisir d'aprés ce qui pré-
céde, elle prend une valeur constante. Dans le cas des fonctions uni-
formes, au moins dans un grand nombre de cas, on peut affirmer
qu’une fonction qui prend la méme valeur le long d’un arc de coupure
se réduit & une constante. La question est beaucoup plus délicate &
étudier si la fonction a une infinité de branches. Dans la troisiéme
partie j'en aborderai un cas particulier. Mais, en général, la fonction,
au voisinage de la coupure, peut se permuter avec d’autres branches
qui, clles, nc tendent pas vers la valeur constante donnée, et c’est la
ce qui constitue la difficulté de I'étude de ce cas.

Si I'on démontrait ce théoréme d’une fagon tout i fait générale, on
en déduirait qu'il est impossible que la fonction inverse d’une fonction
uniforme sans coupures soit elle-méme pourvue de coupures. On mon-
trerait alors sans peine que le domaine d’indétermination en tout point
singulier appartenant & un ensemble discontinu comprend tout le plan,
et méme, en nous hornant alors au cas d’unc fonction absolument dé-
pourvue de coupures, que I'cnsemble des valeurs exceptionnelles (')
ne comprend aucun continu, linéaire ou superficiel. Dans cette vaste
queslion, nous ne connaissons pour l'instant que deux faits : d’une
part, impossibilité de la continuité compléte d’aprés le théoréme A ;
d’autre part, possibilit¢ d’un nombre fini quelconque de valeurs

exceptionnelles d’aprés les travaux de M. Poincaré sur les fonctions
fuchsiennes.

11. Je reviens maintenant au théoréme B démontré plus haut et
qui nous a été si ulile. La démonstration de ce théoréme, telle ue je
Pai présentée, suppose que la fonction w = F(3) est uniforme. Mais
je veux remarquer qu’elle subsiste entiérement si le nombre des
branches de w est fini (*). D’autre part, le théoréme A subsiste lui

(*) Yappelle ainsi les valeurs que la fonction ne prend pas quand la variable
décrit tout le plan. _

(*) Au contraire, si le nombre des branches de w(z) est infini, on ne peut
pas alfirmer qu’en un point de I’ensemble limite w prend la valeur a (voir p. 17)
mais simplement que ce point est limite de points 3, tels que I'équation z(w) =3z,
a ane infinité de racines tendant vers a.
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aussi comme on le voit aisément, si 'on suppose que w a un nombre
fini de branches. Donc la fonction inverse d’une fonction & un nombre
fini de branches n'admet, en outre des points algébriques, que des
points transcendants ordinaires. Est-il possible dés lors que la fonction
inverse d’une fonction & un nombre fini de branches soit une fonction
aun nombre fini de branches ? Les seules singularités non algébriques
de chacune de deux fonctions seront des points transcendants ordi-
naires. D’aprés le théoréme A, ils ne pourront appartenir & un en-
semble discontinu. D’otu le théoréme suivant :

Tutovime B'. — St une fonction et sa fonction inverse ont toutes
deux un nombre limité de branches, les seules singularités non
algébriques des deux fonctions sont des coupures (*).

On en déduit encore que si une fonction f (z) a un nombre fini de
branches et des singularités non continues, la fonclion inverse ne peut
pas avoir un nombre borné de branches. 1l ne faudrait pas en conclure
qu’elle a une infinité de branches, mais seulement que, quel que soit #,
I'équation f(3) — A =0 a pour une vuleur convenable de A un
nombre de racines supérieur & x.

12. Ceci nous améne, pour terminer, & dire un mot des fonctions
dont le nombre des branches varie avec la région du plan ou 'on se
trouve. Supposons que la fonction y (x) ait un nombre borné de
branches au plus é¢gal & n. Il y a évidemment un point z ol ce nombre
est égal & n, et en déplacant un peu, au besoin, ce point z, on peut
supposer qu'il n’est singulier pour aucune des 7 branches y,, ¥,y ..., ¥
Toute fonction symétrique de y,, ¥,, . ... ¥, est uniforme en x et
admet tous les points singuliers non algébriques des différentes
branches y. §'il existe alors un point 2’ 0l le nombre des branches
esl n—- p sculement, il n'existera aucun chemin allant de & & z’ et
régulier pour la fonction symétrique considérée. Donc cette fonction
aura une coupure fermée entourant 2'. Cette coupure sera aussi une
coupure de la fonction y (z) (*). Ce sera une ligne singuliére pour p

(') Ou des points limites de coupures,
(*) Ce mot a un sens précis puisque y est a n hranches.
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des branches. Les autres branches seront, en général, régulicres sur
la méme ligne.

Cependant il pourrait arriver que la coupure n’existe pas et se
réduise au point z’' lui-méme. En tout point du plan la fonction
aurait n branches, sauf en 2’ ou elle en aurait moins de n. Je citerai
I'exemple de la fonction y () définie par ye”=2 qui a une infinité
de branches sauf pour les points & =0 et & = . Cependant cette
fonction n’a pas de coupures.

CHAPITRE I1I1.

APPLICATIONS.

1. Je voudrais maintenant montrer par des exemples que le théo-
réme A se présente d’une fagon naturelle et nécessaire dans bien des
* questions, méme élémentaires, de la théorie des fonctions et qu’il est
susceptible d’applications intéressantes.

L’étude générale des fonctions analytiques comprend des problémes
des deux types suivants : 1° Trouver les propriétés d’une fonction
ayant des singularités données (étudier la croissance, les développe-
ments, les zéros, etc.); 2° Trouver les singularités de fonctions répon-
dant & une définition donnée (par exemple de fonctions vérifiant une
¢quation différentielle ou fonctionnelle, ou admettant un développe-
ment donné). On comprend que, dans I'un et 'autre cas, il soit trés
utile de connaitre les propriétés caractéristiques de grandes classes de
fonctions. Or, notre théoréme A établit justement une telle propriété
pour les fonctions uniformes pourvues de coupures; on saura désor-
mais que ce sont les seules qui peuvent rester continues en leurs points
singuliers. On pourra donc trancher certaines questions qui restaient
douteuses ou compléter certains énoncés; je n'en citerai comme
exemple que le théoréme B'.

On peut objecter qu'il est bien superflu de s’attacher a 'étude de
certaines fonctions a singularités compliquées, car on n’a pas souvent
Poccasion d’en rencontrer. L’exemple des fonctions fuchsiennes dont
toute une classe a justement un ensemble parfait de points singuliers,
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montre qu'une équation fonctionnelle des plus simples introduit de
telles fonctions en Analyse ('). Les fonctions définics par des équa-
tions différentielles méme trés simples peuvent rentrer dans le méme
type. Dailleurs, toutes les fois qu’on veut définir des classes de fonc-
tions par un procédé analytique on est forcé de n'exclure a priori
aucune hypothése, si invraisemblable qu'clle puisse étre. La théorie
analytique des équations différentielles a justifié d'une maniére écla-
tante certaines études modernes de la théorie des fonctions ou il pou-
vail sembler & certains qu’on introduisait & plaisiv les complications.

2. Le théoréme A intervient justement dans la démonstration d'un
certain nombre de propositions de la théoric des équations différen-
ticlles. Je citerai par exemple le théoréime suivant de M. Painlevé :

Etant donnée une équation différenticlle du second ordre alge-
briqueeny’, y', y et xz, toute intégrale y uniforme (ou @ n branches)
dans une aire A, admet dans celle aire des points d'indétermina-
tion. Elle '’y admet d’ailleurs pas de coupure (*).

J'ajoute d'ailleurs que la démonstration de ce théoréme peut se
faire sans le secours du théoréme A. Au contraire, il se présente
d’unc facon nécessaire dans la solution de la question qui fait le prin-
cipal objet de ce Chapitre et qui est une des premiéres que I'on est
amen¢ & se poser dans la théorie analytique des équations du premier
ordre. Le théoréme A permet de la résoudre assez simplement alors
que tous les efforts qui ont été faits pour se passer de ce théoréine sont
restés vains.

3. Les équations du premier ordre. — Avant d’aborder cette
application je crois indispensable de préciser certains résultats de la
théorie des équalions du premier ordre dont les énoncés m'ont été
communiqués par M. Painlevé, mais dont les démonstrations sont
inédites.

1) Elles vérifient aussi une équation trés simple du troisiéme ordre.

M E
(%) Paixpeve, Legons de Stockholm, p. 443.
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Considérons une équation du premier ordre F(y', y, ) = o algé-
brique en y’, ¥ ct x (') et considérons I'intégrale unique y définie par
des conditions initiales v, v, 2,, 7, ¢tant distinct des points &, points
critiques fixes de l'intégrale qui peuvent, on le sait, se détcrminer
algébriquement antcricurement a toute discussion et qui sont en
nombre fini. Cette intégrale dépend de x et des conditions initiales
Zoy Yoy ¥y Mais, comme on aF(y,, ¥,, z,) = o, on peut dire quel'in-
tégrale est une fonction de x, x, ct y,. Ceci posé, on connait le
théoréme fondamental suivant :

Lintégrale y = 3(x, x,, y,) est une fonction ALcEBROIDE de z el
de y, pour x = x, et cela quel que soit y,.

Plus généralement joignons par un chemin / ne passant par aucun
point § deux points z, z, arbitraires distincts eux-mémes des points &.
Si I'on poursuit analytiquement sur { (?) I'intégrale y déterminée par
les conditions initiales z,, y,, ¥/,, on arrive en z avec une valeur coin-
cidant avec une branche d'une certaine fonction y = % (y, ) algébroide
en y,. Ces théorémes sont classiques, mais dans leur application il faut
procéder avec une extréme prudence. Par exemple, il faudrait bien
se garder d’en conclure que l'intégrale considérée comme fonction
de la constante est une fonction analytique qui n’admet que des
points singuliers algébriques ou encore, dans le cas ot un nombre fini
de branches de I'intégrale se permutent autour des points critiques
mobiles, que I'intégrale dépend algébriquement de la constante.

Il vy a, en effet, une importante distinction a faire entre les deux
fonctions suivantes. D’une part, laissant x, et y, fixes, faisons déplacer
d’une fagon quelconque dans le plan sans tourner autour des points§;
la branche d'intégrale y = 4(«, «,, y,) se permutera avec un certain
nombre d'autres branches d'intégrale ¢, (x, %y, ¥y ), §2(T, To, Vo), +.o

(') Pour le raisonnement il suffit que F soit analytique en z, pourvu que les
points criliques fixes ¢ de l'intégrale soient en nombre fini.

(*) 1l sagit ici d'un prolongement analytique plus général que celui de
Weierstrass, Sur / on pourra rencontrer un point critique algébrigue de y.
Pour ce point 2, la branche d'intégrale prend la valeur y. Au dela de z, nous
adopterons une quelconque des branches qui. en z, prend la méme valeur y.



4o L. ZORETTI.

D’autre part, laissons au contraire « ct z, fixes ct prolongeons dans
tout son domaine d’existence par le procédé de Weierstrass la fonction

analytique de y, : 9(x, ,, ¥,) = 9(,), obtenue. Il est bien évident,
et cela d'aprés le théoréme de tout a I’heure, que toutes les branches
®, B4y Say - -, appartiennent i la fonction ¢(y,); mais la réciproque
r’est pas nécessairement vraie : il peut arriver que la fonction 3(y,)
ait au point y, des valeurs y, intégrant bien I'équation différentielle.
mais dont aucune détermination ne se réduira a y, pour x = x, quand
le point « se déplacera dans le plan d’une facon quelconque sans tour-
ner autour des points .

Avant d’étudier les circonstances dans lesquelles ce fait singulier se
produit, je voudrais reproduire les exemples hien simples qu’en a
donnés M. Painleve.

Considérons I'équation

y

(1) Y=

dont l'intégrale générale est
(2) yer =y e,
. e
Les points & sont == o ¢t . = = et il v a un point critigue mobile

g = e Lo ey, R

)’ [

autour duquel se permutent une infinité de branches de U'intégrale y.
Ces branches épuisent toutes les branches de la fonction y(y,). Cette
fonction a deux points critiques non algébriques mais logarithmiques
qui sont y,= o et y, ==,

3 . 3 . [ w . 13
Considérons maintenant le rapport des périodes —* d’une différen-
1

tielle elliptique de premiére espéce comme fonction du module X et
posons x = %(X) Si nous remplagons dans (1) et (2) x par cette
1

fonction, nous voyons que I'intégrale y(X) définie par les conditions
initiales X,, y, aura ou non un point critique mobile snivant que le
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coefficient de ¢ de la quantité complexe — —(X ) - sera positif

ou négatif; si donc y, estdans une région D du plan, l mtégrale aura
ses points critiques fixes. Dans le reste du plan deux branches se per-
mutent autour du point critique mobile. Cependant la fonction y(y,)
a une infinité de déterminations : une ou deux d’entre elles seule-
ment sont des intégrales qui, par permutation autour du point mobile,
prennent en X, la valeur y,.

Au contraire, remplacons « par la fonction modulaire 2 = ¢(X).
L'intégrale générale de la nouvelle équation sera uniforme siy, est
dans une région du plan, et & deux branches dans le reste du plan.
Et cependant, I'intégrale est une fonction de la constante & une infinité
de branches.

Pour examiner dans quelles conditions cette circonstance peut se
présenter, considérons une branche y = ¢(z, z,, y,) d'intégrale dé-
finie par les conditions initiales x,, y,, 57:: Laissons z et z, fixes et
faisons déplacer le point y,. Pour y, =y, il y a une branche de la

fonction ¢(y,) qui coincide avec g. Prolongeons analytiquement
cette branche : alors, ou bien, quel que soit le chemin que nous sui-
vrons, il y aura toujours coincidence entre g(y,) et 9;(,z,, ¥,) ou
bien il existera un point Y, tel que la coincidence ait lieu jusqu’en ce
point, mais plus au dela.

Considérons les points critiques mobiles de I'intégrale

Y= ?(ly ‘-;';7 yo)°

Les affixes de ces points dépendent analytiquement de y,. Supposons
(ue toutes les branches de cette fonction analytique a(y,) restent
pour ¥, =Y, bien déterminées et distinctes des points . Ces points
tendront vers des points limites qui seront les points autour desquels
se permutent les différentes branches d'intégrale définies par les con-
ditions initiales x,, Y,. Or, pour ¥, =Y, et dans le voisinage de Y,,
-ces différentes branches coincident avec des branches d’une certaine
fonction f(y,), algébroide pour y,=Y,. La branche ¢; étant juste-
ment une de ces branches, on voit que la fonction ¢(y,) coincide
Journ, de Math., (6* série), lome I. — Fasc. I, 1905,
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avec f(y,) quelque voisin que soit y, de Y, et, comme la coincidence

entre g, et f subsiste pour y, et Y,, ; ne cesse pas de coIncider avec ¢
en Y,, ce qui est contraire a I’hypothése.

Comment est intervenue, dans la démonstration, I'hypothése que
les points critiques mobiles @ tendent vers des limites déterminées
différentes des points §? C’est que,.en effet, I'on est alors assuré que
les branches qui se permutent autour des points mobiles pour y, =Y,
sont toutes les limites des branches qui se permutaient autour des
points critiques mobiles pour y, assez voisin de Y,. Sans cela, on ne

pourrait affirmer que la coincidence entre ¢,(z, z,, ¥,) et f(¥,) a
encore lieu en Y, car ¢;(x, z,,Y,) pourrait ne pas provenir d’une

permutation autour des points critiques mobiles  partir de ¢ (x, z,, Y,).
On voit donc que la coincidence entre les branches de I'intégrale ¢

et la fonction ¢ peut cesser en Y, si le point Y, est tel que I'un ou
plusieurs des points critiques mobiles tendent vers un point § ou
deviennent indéterminés.

Il n’en résulte pas que, nécessairement, la coincidence cesse dés
qu'il existe de tels points Y,. Parmi ces points Y, il peut s’en trouver
certains tels que, ¥, tendant vers I'un d'eux sur un chemin L, la coin-
cidence cesse en effet. Distinguons alors deux cas :

1° Ces points Y, ne forment pas de ligne. Alors, partant de y, avec
une branche quelconque de la fonction ¢(y,) on pourra revenir au

méme point y, avec toutes les branches de la fonction ¢ sans jamais
rencontrer de tel point, car, si un chemin rencontre un point Y,, on
pourra le déformer aussi peu qu'on voudra de facon a ne plus rencon-
trer de point Y, et, d’autre part, 4 ne pas changer de branche. Comme
on ne rencontre plus de point Y,, la coincidence ne cesse pas d’avoir

licu entre les branches de intégrale y = o (x, z,, y,) et de la fonc-
tion ¢(y,). On pourra donc affirmer, dans ce cas, que les branches
de I'intégrale épuisent toutes les branches de la fonction.

2° Les points Y, forment des lignes. Cela exige, en particulier, que
les points Y, forment eux-mémes deslignes. Dans ce cas, pour revenir

au point y, aprés en &tre parti, avec foutes les valeurs de 9(7,) il
pourra étre nécessaire de décrire des chemins rencontrant des
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points Y,. Alors il pourra se faire que certaines branches de la fonc-

tion p(y,) soient des intégrales dont aucune branche ne prend au
point z, la valeur y,.

En définitive, la circonstance exceptionnelle signalée ne se présente
Jamais quand les points Y, ne forment pas de ligne ; elle peut se preé-
senter, sans avoir nécessairement lieu, quand les points Y, forment
des lignes.

En se reportant 4 I'exemple étudié plus haut, on voit que dans le
premier cas les points Y, sont les points zéro et . Quand y, tend
vers zéro, le point critique mobile tend vers § = ». Quand y, tend
vers l'infini, ce méme point est indéterminé. Dans les deux exemples
suivants, les points Y, forment des lignes.

Les points Y, ne sont pas forcément des points algébriques de la
fonction 9( y,), mais ils ne peuvent pas étre transcendants essenticls,

puisque les points x, et z sont distincts des points & et 'on sait que
dans ces conditions toutes les intégrales restent déterminées.

4. Je vais maintenant me borner au cas o 'intégrale générale de
I'équation différentielle donnée est une fonction & 7 branches au plus,
permutables autour des points critiques fixes ou mobiles, et je me
propose de démontrer le théoréme suivant :

TuioriMe C. — Quand Uintégrale générale d’une équation
algébrique du premier ordre est une fonction a n branches au
plus, elle admet autour des points critiqgues mobiles un nombre m
de branches (m<n) qui est le méme quelle que soit U'intégrale
considérée, sauf exception pour un nombre fini de valeurs de-la

constante. De plus, U'inlégrale générale est une fonction algé-
brigue de la constante.

Je m’appuierai sur une autre proposition inédite de M. Painlevé,
qui est la suivante :

Si Uintégrale générale y = ¢(x, x5 y,) d’une equatzpnalve-
brique du premier ordre admet un.nombre. fini.de -branches, les
points critiques mobiles de I intégrale ne peuvent étre mdelermmés
pour aucune valeur de la constante y,.
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Considérons les points Y, pour lesquels les points critiques mobiles
tendent vers des points & ou sont indéterminés. 1l faut demontrer que
la seconde hypothése ne peut se présenter.

Supposons que le point y, tende vers Y, d’une facon quelconque.
1l arrive alors que deux branches

y=?1($1-‘7f'_0’ yo) et )’=?2(x’;;a)’o)3

permutables entre elles, en général, autour des points critiques mo-
biles, cessent de se permuter si y, prend la valeur Y,. Posons

5 (%) =19, (#,,,Y,) et 3y (w)= ?2("" 24y Y,).

Les deux fonctions 3, () et 5,(«) ne se permuteront plus autour des
points critiques mobiles, ni d’ailleurs, en général, autour des points
critiques fixes : ce sont deux fonctions analytiques distinctes.

Quand y, est voisin de Y, sans se confondre avec Y,, il existe un
point du plan des «, soit a(y,), tel que, = tournant autour de a, on
passe de 9,(z) 4 9,(x) et toute la question est de savoir ce que
devient ce point @ quand y, tend vers Y,.

Supposons que a devienne indéterminé. Comme la fonction a (y,)
est analytique, le domaine d'indétermination pour y, =Y, est con-
linu, et, s'il ne sc réduit pas & un point, il comprend des points en
dehors des points §; soit 2 = a un de ces points-limites. 1l existe des
valeurs de y, assez voisines de Y, pour que la différence @ — « soit
aussi petite qu’on veut.

Or, ce point « étant distinct des points &, 'intégrale y = ¢(x, «, y,)
admet un nombre fini de branches toutes algébroides par rapport
ay,, pourvu que y, soit suffisamment voisin de Y,. Pour chacune des
branches, on pourra donc décrire un cercle de centre Y, & I'intérieur
duquel la branche considérée est algébroide, et, comme le nombre
des branches est fini, on pourra, en définitive, affirmer qu'il existe un
nombre p tel que sous la condition | y, — Y,| < p toutes les branches
de l'intégrale ¢(z, «, y,) sont algébroides. De méme, loutes les
branches de lintégrale g(x, x,, y,) sont algébroides par rapport
4 %, et y, dans deux cercles I'un de centre « et de rayon r, l'autre de
centre Y, et de rayon ¢.
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Donnons en particulier & y, une valeur y, prise dans le cercle
-~ .,|< £, et telle que l'on ait |a(y,) —a|<:—;' Parmi les

branches de lintégrale ¢(u, @, y,) se trouvent justement les deux
branches ¢, et ¢, qui se permutent autour de a. D’autre part,
les n branches de l'intégrale @(z, «,, y,) sont algébroides pour

|2 — a| < get lye —¥ul < g et, en particulier, pour z,=x, y,=Y,.

Donc les deux branches ¢,, ¢, sont deux branches d'une méme fonc-
tion algébroide pour z,=ea, y,=7Y,. Les deux branches z,(z),
sa(x) sc permutent donc autour de «, et le point Y, est un point
ordinaire, ce qui est contraire 4 I'hypothése.

Donc, tous les points critiques mobiles ou, si 'on veut, toutes les
branches de la fonction analytique a(y,) sont bien déterminées quel

que soit Y,. Donc, si 'on considére y = ¢ (=, z,, y,) comme une
fonction analytique de y,, les seuls points transcendants possibles de
cette fonction sont les points Y, tels que 'une des branches au moins
de a(y,) tende vers un point § quand y, tend vers Y.

Avant d’aborder la démonstration du théoréme C je ferai encore
une remarque. Etant donnée une équation algébrique du premier
ordre dont l'intégrale a un nombre fini de valeurs, pour une inté-

grale déterminée y = ¢(x, x,, ¥,), cc nombre est le méme en tout
point x, du plan. Nous avons vu, en effet, dans le Chapilre précédent,
(u'une fonction qui admet un nombre borné et variable de branches,
admet certainement des coupures en dehors des points algébriques.
Or, nous savons ici que les singularités de I'intégrale en dehors des
points algébriques sont en nombre fini. Le résultat annoncé s'en
déduit.

Abordons maintenant la démonstration du théoréme C. Soit » le
nombre maximum des branches de I'intégrale générale

Y= ?(J),a:o,.yo).

1)’aprés ce qui précéde, nous pouvons donner au point z, une position
fixe, et tout revient a étudier le nombre des branches de la fonction
de z, (2, %,, ¥,), suivant les différentes valeurs de y,. Il faut mon-
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trer que le nombre des branches de I'intégrale qui se permutent autour
des points critiques mobiles ne dépend pas de y,.

Supposons d’abord que les points Y,, pourlesquels on a a(Y,) = §,
ne forment pas de lignes. Nous sommes alors certains que, pour avoir
le nombre des branches de I'intégrale permutables autour des points
critiques mobiles, on n’a qu’a considérer toutes les branches de la

fonction analytique ¢(y,) = ¢(z, #,, ¥,). C'est une fonction & un
nombre limité de branches et dont les seuls points singuliers sont des
points critiques algébriques et des points Y, qui sont transcendants
ordinaires. Or, une fonction ne peut avoir de points transcendants
ordinaires quand elle n’a pas de coupure et qu’elle a un nombre borné
de branches. Donc, certainement, le nombre de ses branches ne dépend
pas de y,, et, de plus, ses seuls points singuliers sont algébriques.
L'intégrale considérée comme fonction de la constante n’a que des
singularités algébriques.

On pourrait encore dire : la fonction inverse y,(y) est la fonction
¥o=9(Zq, x, y). Elle na, elle aussi, qu'un nombre fini de branches,
parce que les branches de cette fonction de y sont toutes des détermi-
nations de I'intégrale définie par les conditions initiales x, y. La fonc-
tion g et son inverse ayant un nombre fini de branches, elles ne peu-
vent avoir que des singularités algébriques (car elles n’ont pas de
coupures). De plus, non seulement la fonction ¢ n'a que des singu-
larités algébriques, mais c’est une fonction algébrique de la constante.

Quand les points Y, forment des lignes, le raisonnement précédent
ne s’applique plus. Je vais montrer que ce cas ne peut pas se pré-
senter et que, parsuite, les conclusions ci-dessus sont toujours vraies.

Soit L une ligne de points Y,. Considérons 'affixe ¢ d'un point
critique mobile comme une fonction analytique de y,. Quand Yo
tendra vers un point de L une branche de cette fonction au moins
tendra vers un des points £,,&,, ..., £,; considérons la fonction suivante

(a—E.)(a-—E,)...(a~E,,)i P(a)=o(y,).

“Clest une fonction analytique de y, qui‘peut admettre les points
de L comme points transcendants. Cette fonction peut avoir une infi-
nité de branches (car une fonction qui admet un nombre fini de
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branches peut trés bien avoir une infinité de points critiques algé-
briques ( '). Mais les seules singularités possibles de cette fonction @
sont d’abord des points critiques algébriques et ensuite des points Y,
qui peuvent étre de nature transcendante, mais en chacun desquels
la fonction prend la valeur zéro.

Prenons alors une branche déterminée de cette fonction qui tende
vers zéro quand y, tend vers un point Y, de L. Considérons le do-
maine A des points y, dont la distance & L est inférieure a ¢, et prolon-
geons analytiquement la branche choisie de toutes les maniéres
possibles dans cette bande. Elle se permutera avec certaines autres
branches de ®. On peut toujours supposer que le segment de L sur
lequel on a construit le domaine 4, d’une part, et ¢ d’autre part, ont
été choisis assez petits pour que ce prolongement ne permette pas de
franchir la coupure L; en d’autres termes, on aura, par un tel choix
de A et de ¢, exclu celles des branches de ® qui pourraient ne pas
admettre L, comme coupure. Alors toutes les branches permutables
dans A avec la branche qui a été choisie au début tendront vers zéro
quand le point y, tendra vers un point arbitraire de L. d’une facon
quelconque.

Je dis encore que toutes ces branches tendent uniformément vers
zéro dans les mémes conditions. J'entends par 1a qu’on peut choisir ¢
assez petit pour que le module de ®(y,) reste inférieur & un
nombre v donné d’avance quelle que soit la fagon dont on prolonge
dans A la branche primitive. Supposer le contraire reviendrait a
admettre que, quelque petite que soit la distance y,Y, (Y, étant un
certain point de L), on aurait des points y, faisant prendre a ®(y,)
une valeur supérieure en module & x. Il y aurait par suite une branche
de fonction @ qui, lorsque le point y, tendrait vers un point de L
suivant un certain chemin, ne pourrait pas tendre vers zéro. Or les
branches de ® n’admettent aucun point d'indétermination. Donc en
un point de L, ladite branche prendrait une valeur différente de zéro.
Elle ne pourrait, par suite, étre de celles qui se permutent avec la

(') Par exemple, la fonction a deux branches définie par 1'équation

yr—ay=eé~
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branche primitive, car on pourrait la prolonger au dela de L. Donc
cette hypothése est & rejeter. .

1l suffit maintenant de reprendre la démonstration bien connue
donnée par M. Painlevé dans sa Thése pour voir que la fonction @
doit, dans ces conditions, étre identiquement nulle. 1l est nécessaire
de préciser et de compléter cette démonstration pour 'appliquer au
cas actuel : Ayant déterminé ¢ de fagon que ®(y,) soit limité en mo-
dule dans A, nous pourrons toujours prendre sur L un arc AB assez
petit pour que les conditions suivantes soient remplies : soient )’ et y”
les extrémités de cet arc; posons

Y=y =(y.—y)e,
Yi=yY'=(y.—y)e™,

D (y)=C(y)).  Pu(y,) =P(y.)

Considérons la fonction

F(y0) =2(50) 2:(¥0) B2(y0)-

‘Cette fonction est définie dans un triangle curviligne T formé par AB
et les deux lignes obtenues en faisant tourner L d’un angle «, autour
de y’ et d’un angle «, autour de y”. Nous pourrons toujours prendre
Yy’ a, et a, tels que ce triangle soit intérieur au domaine A dans
lequel nous savons que |®(y,)| <.

Nous définirons dans cette aire la fonction F en prolongeant de toutes
les fagons possibles trois branches de la fonction @ en ayant bien soin
de prendre pour valeurs initiales : pour ®(y,) notre branche initiale
et pour ®( y,) et ®(y,) deux branches obtenues & partir de la précé-
dente aux points y, et y,, sans sortir de A.

Alors nous pourrons affirmer que la fonction I est une fonction ana-
lytique multiforme bornée dont toutes les branches sont nulles sur le
contour de T et plus généralement en tous les points singuliers non al-
gébriques.

Quand y, décrit ce domaine, le point F(y,) décrit dans son plan un
domaine continu borné qui admet donc pour frontiére une ligne. Or ces
points frontiéres ne peuvent provenir ni d’un point régulier, ni d’un

el ensuite
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point algébrique de F, et, comme en tous ses points non algébriques F
est nulle, on voit que F(y,) est identiquement nulle. Donc une au
moins des fonctions ®( ¥, ), ®, (¥, ), ®,(,) et par suite toutes les trois
sont nulles. Le théoréme est donc démontré.

Je remarque que la derniére partie de la démonstration précédente
permet d’énoncer le théoréme suivant :

TukoriMe. — Sf wne fonction analytique wa, en dehors des
singularités algébriques, que des points transcendants ordinaires
en chacun desquels clle prend la méme valeur, ces points trans-
cendants ne peuvent former une ligne (*).

8. Auires applications. — Je signalerai pour terminer deux autres
applications du théoreme A.

La premiére cst relative aux fonctions uniformes et continues dans
une aire. Considérons une telle fonction que nous supposerons analy-
tique en tous les points de cette aire A sauf pour un certain ensemble
de points ne comprenant pas d'aire, mais supposons que si I'on tend
vers un de ces points sur un chemin quelconque la fonction tend tou-
jours vers la méme valeur variable avec le point considéré.

Les points singuliers de la fonction dans A ne peuvent former
un ensemble dénombrable et, d’aprés les travaux de M. Painlevé, la
fonction ne peut non plus avoir dans cette aire de ligne singuliére
isolée. Mais les théorémes de M. Painlevé n’excluent pas le cas d'une
coupure dont tous les points seraient limites de points singuliers ou
de coupures. D'autre part d’aprés le théoréme A nous pouvons affirmer
qu'il ne peut y avoir aucun ensemble discontinu de points singuliers.
Donc les seules singularités possibles sont des lignes dont chacune
doit étre limite de lignes. Si I'on veut, la fonction ne peut avoir qu'un
ensemble parfait de lignes singuliéres dans A. A vrai dire les recherches
de M. Painlevé ne portent pas sur les lignes définies d'une fagon géné-
rale mais seulement sur les lignes ayant un arc. Mais il est bien vrai-
semblable que le résultat demeure exact dans le cas général. Quant

(1) Par exemple la fonction inverse d’une fonction uniforme qui a un nombre
Jini de points essentiels ne présente aucun ensemble continu de points singuliers.

Journ. de Math. (6 série), tome 1. — Fasc. I, 1go5. ?
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a l'existence d’un ensemble parfait de lignes singuliéres elle n'est pas
incompatible avec la continuité de la fonction et I'on peut en former
facilement des exemples. Mais je crois que ce cas pourrait aussi étre
exclu en supposant que la fonction continue dans A est holomorphe
sur le contour de A, ce qui reviendrait & dire que la fonction est ana-
lytique au sens de Weierstrass dans toute I'aire, sauf sur un ensemble
non superficiel.

6. Ensecond lieu je rappelle que, d’apreés le théoréme de MM. Poin-
caré et Volterra, toute équation f(z) =a ol f est analytique a une
infinité dénombrable de racines, aw moins si a est un point non sin-
gulier de la fonction inverse. Mais, comme le signale M. Borel ('),
il n’en est peut-étre plus de méme si a est singulier. Supposons que f
soit uniforme, je dis que, si 'ensemble des zéros de f(2) — a n’est pas
dénombrable, la fonction f a des coupures. En effet, soit E cet en-
semble non dénombrable de zéros. L’ensemble E + E’ est fermé et
non dénombrable. C'est donc la somme d'un ensemble parfait F et
d'un ensemble dénombrable. Si E et E’ n’avaient aucun point com-
mun, E ne contiendrait aucun point de F; E serait dénombrable,
ce qui est impossible. Donc E contient au moins un point de son
dérivé et le méme raisonnement montre qu'il en contient un ensemble
non dénombrable.

Donc la fonction £ (3) — @ aune infinité non dénombrable de points
singuliers. Mais, comme en chacun de ces points elle doit étre nulle,
chacun d’eux doit appartenir & une coupure d’aprés le théoréme A.

Si les coupures sont isolées elles sont en infinité dénombrable (*),
Pune d’elles au moins doit donc contenir une infinité non dénom-
brable de zéros de f(z)— a. Ceci nous améne & nous poser cette
question : Une fonction uniforme peut-elle étre nulle en un ensemble
non dénombrable de points d’une coupure isolée? Question intéres-
sante mais qui parait bien difficile & aborder.

(*) Legons sur la théorie des fonctions, p. 56.

(*) Car chacune peut étre entourée d’une aire ne contenant aucune coupure.
Or, dans un plan, des aires sans points communs sont toujours en infinité dénom-
brable (voir les Mémoires de M. G. Cantor, 4cta, t. II).
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J'arréte ici ces indications et les applications du théoréme A. Une
étude plus approfondie des ensembles discontinus de singularités et de
la fagon dont se comporte la fonction dans leur voisinage en élargira

sans doute le champ. Qu'il me suffise d’avoir montré la nécessité et
Uintérét d’une telle étude.

ERRATA.

Page 4, ligne 9, au lieu de algébrique en y', y, lisez algébrique en y', y et 2.
Page 14, ligne 7 en remontant, au lieu de

2 e 19 .
P(: - ') - qi’

e P19 .
2 plz—1)—q?

lises



