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Sur les périodes des intégrales doubles,

Par M. H. POINCARE.

§ 1. — Introduction.

La détermination du nombre des périodes cycliques d’une intégrale
double exige une grande attention, comme toutes les questions d’4na-
lysis situs, des que le nombre des dimensions dépasse 3. M. Picard a
abordé¢ la question dans son Ouvrage sur les fonctions algébriques de
deux variables, que je citerai souvent.

Je m’en suis occupé moi-méme dans un Mémoire intitulé : Sur les
cycles des surfaces algébrigues, et inséré au Journal de Liouville
en 1902, Clest & ce Mémoire que je renverrai quand je parlerai sans
autre explication du Mémoire cité.

I’application des régles posées dans ce Mémoire présente quelque-
fois quelques difficultés; la question du nombre des cycles ne se pose
pas d’une facon aussi simple que dans le cas des courbes algébriques,
puisqu’il y a plusieurs maniéres d’envisager les points  'infini et que
le nombre des cycles ne reste pas le méme quelle que soit la convention
adoptée. D’autre part, il peut arriver que ce nombre ne soit pas le
méme pour deux surfaces; bicn que I'on puisse passer de I'une a 'autre
par une transformation birationnelle. C'est ce qu'a montré M. Picard.

Si I'on ne fait pas attention & ces circonstances, il peut arriver qu’on
soit conduit &4 d’apparentes contradictions et que le nombre des cycles
d’'une surface, tel que le donnent les régles, ne demeure pas le méme
quand on change d’axes de coordonnées.
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Clest ce qui m'a déterminé a revenir encore une fois sur la question
et d'ailleurs sans I'¢puiser. Jai modifi¢ la convention relative aux
points & Vinfini, de facon que tout devienne projectif et que les résul-
tats sc¢ présentent sous unc forme plus simple.

J'ai obtenu ainsi une formule générale et je ai appliquée aux sur-
faces du troisi¢me degré.

Ces surfaces présentent, au point de vue qui nous occupe, des pro-
prictés qui semblent paradoxales, sur lesquelles M. Picard a déja
attiré I'attention. Clest ce qui m’a engag¢ a les ¢ludier en détail.

11 faudrait, pour aller plus loin, é¢tudier les cas o la surface présente
d’autres singularités que les singularités ordinaires qui caractérisent
les surfaces auxquelles toutes les autres peuvent ¢tre ramences par une
transformation birationnelle; ¢’est-a-dire les cas ou la variété a quatre
dimensions correspondante présente un point singulicr. Mais je n'ai
pas abordé¢ ce probléme. Je me suis contenté de dirve quelques mots au
sujet du point conique ordinaire, ct sans ¢puiser la question.

§ 2. — Intégrales doubles relatives 4 une surface.
Soit
(1) F(e,y,z)=0

unc surface algébrique quelconque, ct soit-

Pdzxdy " dy ds ' Pdsdx
(2) J = (:r;nv) - fl d‘},d _ I d”d.l
I I Fy

une intégrale double relative a cette surface; P étant une fonction
rationnclle de z, y, 5. Nous supposcrons cetle intégrale prise le long
d’un domaine 4 deux dimensions que jappellerai K et qui sera géné-
ralement un cycle fermeé.

Soit maintenant

(3) ax + By + 5=

un plan variable quelconque, et soit C Il'intersection de ce plan va-
riable avec la surface (1). Nous pourrons supposer que le domaine d’in-
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tégration K est engendré de la fagon suivante : le plan (3) variera d'une
maniére continue; en méme lemps, nous envisagerons, sur la surface de
Riemann correspondant & la courbe algébrique C, un cycle fermé A
quand le plan (3) varicra d’'une maniére continue, ce cycle k variera
¢galement d’une maniére continuc, et ce sont les positions successives
du cycle & une dimension & qui engendreront le cycle a deux dimen-
sions K. Que devient dans ces conditions notre intégrale doable?
Posons
— r hl AL
X= Ijl‘: - Yl‘y’
(4) Y =yF,— ol
< ~
Z =al, —3F,.

Posons encore
u=Ax+py+vs,

A, 4 ctv étant des constantes quelconques; supposons que les coeffi-
cients variables «, 8, v de I'¢équation (3) soicut des fonctions d’une cer-
taine variable ¢ et prenons u et ¢ pour nouvelles variables indépen-
dantes. 1l s'agit de calculer le déterminant fonctionnel des anciennes
variables x ¢t y par rapport aux nouvelles « et ¢.

Pour cela, nous avons les équatious suivantes :

du=Nde + udy +vds,
(%) —cllE.v(% =ade +3dy +vyds,
A =V de + V' dy + 17 ds.

Si donc nous posons

D:' a B vy |=AN+uY+ VL

nous trouverons
du, ¢, F) D
d(z, vy 3) do
*q
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D’autre part

Ad(u, t, FY  d(u, t, F) d(u,t . z) _ Y du, t)
o(r, y,5)  Jlu,t,3) I, y, 5 F ()(.r,_r)’

d’ot enfin
y Y - &=
d(u,t) D

de sorte que notre intégrale double devient

,\  da
T | z.rmdur/t
— —"‘""l) b

(6) J:ﬁAM+B#+C@)

ou bien

avec

P.rdu Py du ~ P s du
(7) A= 25 B =[5, czf LB

On cut annuler dCllX dCS tl'OiS COC“‘lCi(,‘ﬂtS ﬂl'])ill‘ﬂil'(‘s )\ w, v, CN
y F Y
f(liSilIll l’nutrc (:‘gﬂ] i‘l 1; On trouve ainsi, I){ll‘ CXCI]II)IC,

. Prdr Puxdy *Puadz
(7 bis) A:f X :_f . :j =

Les intégrales (7) et (7 bis) soul des intégrales abéliennes simples
relatives & la courbe algébrique Cj et si, comme nous 'avons supposé,
le chemin d'intégration & est un cycle fermé, ce sont des périodes de
ces intégrales abélicnnes.

Nous devons nous allendre & ce que

Ada +Bdi+ Cdy

soit une différenticlle exacte, et c’est en effet ce qui arrive Vérilions
que

(8) dA __ dB

a8~ da’
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Quand nous allons parcourir le cycle k, le point « va décrire dans
son plan une certaine courbe fermdée; nous pourrons toujours supposer
que cctte courbe ne varie pas quand on donne & f, par exemple, un
accroissement trés pelit. '

‘n cffet, par hypothése, notre cycle k est fermné et varie d'unc
maniére continue. Si donc £ est la courbe fermée décrite par « dans
son plan, si &” est ce que devient cette méme courbe quand 3 se change
en g+ d3, ces deux courhes fermées & et A” différeront infiniment
peu. On aura toujours pu choisir & de fagcon que celle courbe passe &
distance finie de tous les points singuliers, 11 0’y aura pas alors de
point singulicr entre & et &7, L'intégrale le long de A” est donc égale 4
Pintégrale le long de A’: on peut remplacer la courbe A par la
courbe &'y ¢’est-i-dire supposer que la courbe A" n’a pas vari¢. Cela nous

dA . . .
permet de calculer 75 par différentiation sous le signe fcn regardant
I

le chemin d’intégration comme invariable. On trouve ainsi
te)

WA [ L(P2) gy
a3 — ) 43\'D !
en remarquant que

d d dr d dy d ds Jd

BT dds TGy ds T a8 T B

, dJd ) v, .
en représentant pard—g) avec des od ronds la dérivée prise par rapport

Pa

a B en tant que cette variable figure explicitement dans 5’ Mais en

regardant &, ¥, s comme des constantes.
Nous obscrverons que, dans le numérateur Pe, la lettre § ne figure
pas explicitement, mais qu’clle ligure dans D et que 'on a

aD

B = (AF.—Ey).

. lez dy ds .
Maintenant, pour calculer i—%, Fg’ B’ il faut dans les équations (5)

faire du = o, puisque notre chemin d'intégration est invariable ;
dF = o, puisque I'équation (1) a toujours lieu; da = dy = o, puisque
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pour chercher la dérivée partielle par rapport & 3 il faut regarder les
deux autres variables @ ct v comme des constantes. On trouve ainsi

():27\(1.1‘,
(5 bis) ‘—ydj =2 adr,

0= 2 I da

Nous y adjoignons U'identité
, P Q) Q) 40 P P ob
\ Y — [ IX . N . -\ . - . T
(9)y d (\ ] > = (d.z' dre + e dy + e ¢I-> +5 d TEE d3,

en posant
P
(} = Bo

Les ¢quations (5 bis) nous donnent d'abord

-

A 78 v
) (%} do (IQ dy AN 11() > y dp ]a./r l}‘.ly 14". :yldlg’
Q. Q, Q.
et d’autre part

. .
D -/ﬁ = y(uF, —vF)).

_— e T S oD
Si done dans I'équation (g) nous remplagons Z(I.cd de et 05

par leurs valeurs, nous trouverons

(! /l). A h
(73(_“5)_—_*;) + Dy (uF,—vE)) — 2 (AF, — vF7)).

On trouverait de méme

d /Py xry A '
:a(‘b“)z*'r"“m — 2.+ vF,) + y(uF, —vF.)],
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et I'identité des deux expressions suffit pour démontrer I'égalité (8).
Donc A dx + Bd3 + Cdy est une différentielle exacte.

C. Q. F. D.

Afin de ne pas exclure le cas ou le plan (3) passe par lorigine, il
convient de rendre I'équation de ce plan homogéne en I'écrivant

(3 bis) aw+ By +ys=c.

11 vient alors

d)=A,d% +B,d% +C,d7,

A,, B,, C, étant ce que deviennent A, B, C quand on y rem-
a 3
place a, 3, v par -

<

) f, dans ces conditions, le déterminant D se

change en

D, ="2.
£
Il vient ainsi
‘Pr du Prde "+

A|=/T=£f~—‘—)-—=AE,

d'ou
Adl=Ada— 228

d’ou enfin
(6 bis) d) = Ada+ Bdf + Cdy — Ede,
ou

=

_A24+B3+Cy  P(ar+ 8y 4+v3)du
- € - De ’

ouen vertu de I'¢quation (3 bis) :

(10) E=j"l’du-

D

Considérons alors J comme fonction de a, 8, y, €; nous partirons
de certaines valeurs initiales de ces variables, par exemple les
Journ. de Math. (6* série), tome II. — Fasc. 11, 1go6. 19
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valeurs 1, 0, 0, 1 (c’est-2-dire le plan & = 1), et nous les ferons varier
d’une maniére continue ct par un chemin quelconque jusqu’a leurs
valeurs finales «, B3, ¥, €; le cycle i une dimension & variera aussi d'une
maniére continue et engendrera une variét¢ & deux dimensions K qui
ne sera pas fermée, mais qui aura unc fronticre formée du cycle initial
(c’est-d-dire du cycle k de la surface de Riemann correspondant au
plan initial @ = 1) et du cyecle (inal (c'est-a-dire du cycle & de la sur-
face de Riemann correspondant au plan final aw + 8y +vy3==2).
Cest le long de cette variété K que sera prise I'intégrale double J.

L’intégrale J est une fonction multiforme des variables @, 3, v, ¢;
parce que les cycles & s'échangent entre cux lorsque ces variables
tournent autour d’un point singulier, et parce que 'intégrale J prend
deux valeurs différentes, quand les variables vont de leurs valeurs
initiales & leurs valeurs finales par deux chemins diflérents, si enlre ces
deux chemins il y a un point singulier.

Quels sont ces points singuliers; ce sonl ceux qui correspondent au
cas ot le plan (3 bis) est tangent i la surface (1).

Considérons d’abord le cycle & ct les valeurs correspondantes des
intégrales A, B, C, I¥ comme des fonctions des variables a, 3, v, ¢;
quand les variables ayant tourn¢ autour d’un point singulicr revien-
dront a leurs valeurs initiales, le cycle & se transformera en un autre
cycle de la méme surface de Riemann. Soient &y, &, ..., k,, les cycles
fondamentaux de cette surface de Riemann (que je suppose de
genre p). Aprés unc rotation aulour du point singulier, ils se trans-
formeront en d'autres cycles de la méme surface, qui devront étre
eux-mémes des combinaisons des cycles fondamentaux A, hy, ..., ky,.

Soient alors A, A,, ..., A,, les valeurs de intégrale A correspon-
dant a ces 2p cycles; ce sont les périodes fondamentales de l'intégrale
abéliennc indéfinie A. Elles se transformeronten Aj, A, ..., A, etles
A’ ne seront autre chose que des combinaisons lincaires des A, & coeflfi-
cients constants et entiers.

Donc A, considéré comme fonction de I'unc des variables «, 3, v, ¢,
satisfait a une équation diff¢renticlle linéaire d'ordre 2p, dont les
coefficients sonl des fonctions rationnelles de «, 3, v, ¢; plus généra-
lement, entre 2 p + 1 dérivées partielles de A par rapport aux quatre
variables (parmi lesqueiles la fonction A clle-méme pourra étre com-
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prise), il y a toujours une relation dont les coefficients seront des fone-
tions rationnelles de =, 3, v, «.

Il en sera de méme cn ce qui concerne B, C et E. Mais il y a
quelque chose de plus. Quand les variables tournent autour d’un point
singulier, B, Cet L subissent la méme transformation linéaire que A.
Il en résulte que nous aurons encore une relation de méme forme,
non sculement entre 2p + 1 dérivées de A, mais entre 2p + 1 dérivées
quelconques, appartenant les unes a A, les autres & B, C ou E, les
fonctions A, B, C ct I elles-mémes n’étant pas exclues.

Mais A, B, C, E sont les dérivées du premier ordre de J; et les
dérivées de ces quatre fonctions sont aussi des dérivées partielles de J,
de sorte qque nous arrivons finalement au résultat suivant :

Eutre »p + v déricées partielles quelconques de J (la. fonction J
élant exclue) il y a toujours une relation linéaire dont les coeffi-
cients sont des fonclions rationnelles de o, B, v, <.

Prenons un nombre suffisant de semblables relations, en assez
grand nombre pour que toutes les autres n’en soient plus que des
conséquences; nous aurons un systéme de relations que jappellerat le
systéme (S). Il suffira, par exemple, pour cela de prendre les quatre
équations

{ dil dl Ot A
| 27 =0 F=2XRZo

(%) RS ped po
|7 =200 =R

Q;, R}, R}, R} sont des fonctions rationnelles de «, 8, v, €; dans la
premiére équation (S) Pindice 7 peat prendre les valeurs 1, 2, ...,
2p +1; dans les trois autres il peut prendre les valeurs 1, 2, ..., 2p.
Qu’arrive-t-il maintenant de J quand les variables tournent autour
d’un point singulier? Considérons par exemple les 2 p déterminations
de A : '

A, Ay oo A

2p

définies plus haut et soient
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les délerminations correspondantes de J. Supposons que, quand on
lourne autour du point singulier, A; se change cn

inkf\ln

les A, étant des coefficients conslants el entiers comme on I'a expliqué
plus haut; alors J; se changera en

H, étant une constante.

Une combinaison quelconque 27"*‘]*’ ou les A, sont enticrs, se

changera donc en zy.k.lk—t— H ot les u, sont des entiers ct ou H est

une constante. Cela pos¢ considérons ¢ points singuliers M,, M,, ...,
M,. Imaginons que, quand on tourne autour de M, une certaine com-

binaison
Z)Hk*]k

se change en 2“"“]""' H,; et que plus généralement, quand on

tourne autour de M;, une certaine combinaison 2)\,ka se change en

Z [J-,'kJ.—F Hi‘

Les X et les p; sont des coefficients entiers, les H; sont des con-
stantes.

Soit d'ailleurs K; un contour & deux dimensions défini de la fagon
suivante :

Soit C; un contour & unc dimension; pour les valeurs initiales
(1,0,0, 1) des quatre variables, il est choisi dans le plan (z =1) de fagon

que la période correspondante de I'intégrale A soit 2 AixAx. Suppo-

sons ensuite que les variables «, $, v, ¢ tournent au point singulier M;
en partant des valeurs initiales (1, 0, 0, 1) pour revenir aux mémes
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valeurs finales, et que le cycle C; varie avec elles d'une maniére con-
tinue; il engendrera le cycle a deux dimensions K.

Nous pouvons supposer que J,, J,, ..., J,, (qui ne sont définies
jusqu’ici qu’a une constante prés) s’annulent pour les valcurs initiales.
Alors H; sera I'intégrale double prise le long du contour K.

Soient maintenant

Viy Vs eeey Vg

g cocfficients entiers, choisis de telle sorte que

(11) Zvi(liu — Wir) =2Vi(>\iz— thin) = '=Evi()‘i2p— Wizp) = O.
Alors, I'expression

Z\'i H;

représentera une des périodes de 'intégrale double; ce sera la valeur
de cette intégrale double, prise le long du cycle fermé i deux dimen-

sions
ZV,’ Ki'

Je dis, en effet, que cc cycle est fermé. En effet le cycle K; n’est
pas fermé, mais il admet pour frontiére, d'une part, le cycle C; dans
sa position initiale, c’est-a-dire

Ci= 27\11: ks
d’autre part, ce méme cycle dans sa position finale, c’est-a-dire

C;= Zp'ikkh

de sorte que sa frontiére compléte sera

2(7\[1: - P‘c‘k)kk-
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Donc la frontiére compléte du cycle ZV,-K,- sera

22 Vi(hix — wan) i

et clle se réduira a rien en vertu des relations (11).
C. Q. F. D.
Supposons, d’autre part, que nous changions I'origine, je veux dire
qu’au licu de faire varier «, 3, v, ¢ depuis les valcurs initiales (1, 0, 0, 1)
jusqu’aux mémes valeurs finales nous fassions varier «, 8, v, ¢ depuis
d’autres valeurs initiales (e, By, Yo, &) auxquelles nous les ferons
finalement revenir. La définition des cycles K, se trouvera modifiée;
nous n’aurons plus le droit de considérer J, comme nul a I'origine et
Tintégrale double prisc le long du cycle K; ne sera plus H;, mais

Z(P-ik — N+ e

Elle dépendra donc du choix de 'origine (2,, 3., ¥, & ). Consid¢-
. . ' . ~ 5
rons, au contraire, I'intégrale double prise le long du cycle » v, K;;

elle sera
ZZW(P-M — )‘ik)Jk+ EV"HH

expression qui sc¢ réduira a Ev,-H,- en vertu des relations (11). Elle

sera donc indépendante du choix de 'origine.

§ 3. — Lacets rectilignes.

M. Picard a démontré que, par une transformation birationnelle
convenable, une surface quelconque peut étre ramenée a une surface
normale, c’est-a-dire & une surface n’ayant d’autres singularités que
des courbes formées par l'intersection de deux nappes sans point sin-
gulier, ou des points triples formés par I'intersection de trois nappes
sans point singulier. Néanmoins la courbe double pourra présenter
des pinch-points, c'est-a-dire des points oi1 les deux nappes se touchent,
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de telle fagon que l'intersection de la surface par un plan quelconque
passant par ce point présente non plus un point double & tangentes
séparées, mais un point de rebroussement ordinaire.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons donc en général que la
surface

(1) F(u,y,3)=0

est normale; cependant, dans certains cas, nous serons amenés a con-
sidérer des surfaces qui, outre les singularités des surfaces normales,
présentent des points coniques isolés; nous supposerons qu’en ces
points coniques le cone des tangentes est un céne du deuxiéme degré
ne se décomposant pas en deux plans.

Nous avons envisagé dans le paragraphe précédent les quatre
variables homogeénes «, %, v, € et nous avons considéré en particulier
le cas ol ces variables prenaient des valeurs correspondant & un point
singulier; et nous entendions par la des valeurs telles que le genre
de la section de la surface (1) avec le plan

(3 bis) ar+fy +vy3=r¢,

que le genre, dis-je, s’abaisse d’une ou plusieurs unités.

C’est ce qui arrivera :

1° Sile plan (3 bis) est tangent & lasurface (1);

2° Si la surface (1) admet des points coniques, et sile plan (3 bis)
passe par un de ces points coniques.

Je ne reviendrai pas sur la discussion par laquelle M. Picard a
démontré que ces deux cas sont les seuls. Pour une surface normale,
on n'a a considérer (ue le premier, et alorsles points singuliers seront
définis par ’équation

(2) O(a, B,vye)=0

qui est I'équation de la surface (1) en coordonnces tangentielles homo-
genes ou, sil’on aime mieux, I'équation de la dualistique de la sur-
face (1).

On est ainsi amené & se préoccuper des singularités langentielles
de la surface (1). Mais, par un raisonnement tout a fait pareil a celui
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de M. Picard, on verrait que I'on peut toujours supposer que la sur-
face (2), dualistique de (1), est une surface normale.

Nous supposerons donc en général dans ce qui va suivre que les
deux surfaces sont toutes deux normales, de sorte que les seules sin-
gularités tangentielles de la surface (1) seront :

1° Des plans tangents doubles en nombre simplement infini;

2° Des plans tangents triples en nombre fini;

- 3° Des plans tangents d’inflexion correspondant au pinch-points.
. Considérons d’abord un point singuliecr M; correspondant & un
plan tangent simple ordinaire. Soient Ay, k., ..., ky, les 2 p cycles
fondamentaux de la courbe algébrique, intersection de (v) et de (3 bis);
supposons que le point analytique (a, 3, v, ¢) parte d’une position ini-
tiale quelconque que j'appellerai o, ct qui correspondra par exemple
a (o, 1,0, 0), cest-d-dire au plan y = o; que ce point analytique
tourne autour du point singuliecr M; et revienne enfin en o; (ue seront
devenus les 2p cycles fondamentaux?

Il résulte d'un raisonnement de M. Picard (Théorie des fonc-
tions algébriques, t.1, p. g6), que, si 'on a choisi convenablement
les 2 p cycles fondamentaux

k,, ki, ky ..., k

2py
ils se changeront en

ki, ki+kyy kyy ooy K

2p*

1l va sans dire que le choix des cycles fondamentaux qui permet
d’énoncer le résultat sous cette forme simple n’est pas le méme pour
les différents points singuliers M,.

Lorsque le point analytique (a, 3, v, ¢) vient en M, le plan (3 bis)
devient tangent & la surface (1), coupe cette surface suivant une courbe
qui n’cst plus que de genre p — t et qui par conséquent n’a plus que
2p — 2 cycles fondamentaux ; ces cycles sont

kyy kyy ooy k?[)'
Considérons alors le cycle

k= )\J\" -+ )\,/1‘2 +...+ )\2pk2p)
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les A étant des coefficients entiers; quand le point analytique («, B, v, €)
partant de O, reviendra en O aprés avoir tourné autour de M;, en
décrivant le chemin fermé C, le cycle & une dimension A engendrera un
cycle & deux dimensions K; reprenons I'intégrale J du paragraphe
précédent et prenons cette intégrale double lelong de K. Le chemin C
peat étre remplacé par un lacet, c'est-a-dire par un chemin allant
d’abord de O en N, point infiniment voisin de M, lc long dela ligne L;,
allant ensuite de N; en N; en déerivant autour de M, le contour infini-
t { 13

ment petit C; ct revenant enfin de N; en O par la ligne L,.

Je remarque d’abord que I'mtégrale J correspondant au contour

1 q 8
infiniment petit C; est infiniment pelite. En effet, cette intégrale peut
p ¢ p )

s'écrire, comme nous I'avons vu au paragraphe précédent,

Pdxdy Pdyv ds Pdzdx
I=[[~ ==,
z x£ Y

Les trois dénominateurs F,, I, I, ne sont pas nuls & la fois, si le
point smguller n'cst pas un point conique; de sorte quec nous pouvons

toujours supposer (que la fonction sous le signe ff reste finie; et le

contour d’intégration est infiniment petit,

Nous excluons ainsi le cas ot le point singulier serait un point
conique et ausst celui ots P deciendrait précisément infini au point
singulier M,.

Mais le premier cas ne se présentera pas si la surface (1) est nor-
male, et si lautre sc présentait, c’est-a-dire si le plan tangent
ax + By + v5=¢ correspondant au point M; touchait la surface (1)
en un point ou P serait infini, il suffirait de remplacer ce plan par un
plan tangent infiniment voisin pour que la difficulté ne se présentit
plus. :

Il reste donc

(3) J=ff+ff

la premiére intégrale étant prise en parcourant la ligne L; dans le sens
direct, et la scconde en parcourant cctte méme ligne dans le sens
inverse, mais aprés que le cycele &, se serait changé dans le cycle

Journ. de Math. (6= série), tome [l — Fasc. II, 19u6. 20



150 H. POINCARE.

k,+ k, et le cycle k dans le cycle

k+2k,.

J==% [ [ 5

l'intégrale étant prise depuis O jusqu'a M; en suivant laligne L; et en
remplacant le cycle 4 une dimension & par le cycle k,. Nous aurons
donc

() J=—2j(14),

ol

On a donc simplement

M;
J(L) =.[ (A'da +Bd3 + Cdy — Ede),

I'intégrale étant prise le long de la ligne L;; les intégrales A, B, C, E
ontle méme sens que dansle paragraphe précédent;'elles sont supposces
prises le long du cycle &, ; le cycle &, est choisi parce que c’est celui
qui s’¢évanouit au point singulier M;; c’est, pour prendre le langage
du Mémoire cité (Journal de Lioucille, 3¢ série, t. VIII, i1go2,
p- 191), le cycle évanouissant relatif a M,.

Les périodes de I'intégrale double J sont donc des combinaisons
linéaires & coefficients entiers des intégrales j(L;). D’autre part, quand
la ligne L; allant de O en M; se déforme d’une manicre continue en
méme temps que se déplace le point M; et de telle facon qu’elle ne
passe jamais par aucun point singulier, son extrémité M; exceptée;
dans ces conditions, dis-je, I'expression j(L;) est une constante.

Si le point M, correspond a un plan tangent double ‘ou triple, il y
aura deux ou trois cycles évanouissants correspondant aux deux ou
trois points de contact de ce plan avec la surface ; I'intégrale j(L;) sera
donc susceptible de deux ou trois valeurs entre lesquelles il faudra dis-
tinguer. Il en sera de méme si le point M; correspond & un plan tan-
gent d'inflexion; seulement les deux cycles évanouissants correspon-
dront alors-a un méme point de contact. A part cela, aucune différence -
avec ce qui se passe pour un plan tangent ordinaire.
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Supposons maintenant que I'on prenne a = y = o0, § =1, de telle
sorte que le plan (3 bis) se réduise au plan y = ¢; on étudie ainsi les
sections successives de la surface par des plans paralléles & y = o;
c’est le procédé qu'a employé M. Picard dans son Ouvrage et j’ai
suivi son exemple dans le Mémoire cité.

Marquons dans le plan des y l'origine O correspondant au plan
initial = o, et les points singuliers M,, M,, ..., M, correspondant
aux plans y =y,, ¥y =y., ..., ¥ =Y, qui touchent la surface (1).
Joignons OM,, OM,, ..., OM, par des droites. Je considére une
ligne L; dont tous les points satisfont aux conditionsa =y =0, B =1
dans ce cas ¢ est scul variable et, comme notre plan (3 bis) a précisé-
ment pour équation y = ¢, nous pouvons représenter la ligne L; sur le
plan des y. Je dis que I'intégrale j(L,;) sera une combinaison linéaire &
coefficients entiers des intégrales

(OM,), j(OM,), ..., j(OM,)

correspondant aux droites OM,.

In cffet, prolongeons les droites OM,, OM,, ..., OM, jusqu’a I'in-
fini; nous pourrons considérer les prolongements M; des droites OM;
comme des coupures.

Cela pos¢, la ligne L;, tracée dans le plan des y, ira du point O au
point M; en coupant un certain nombre de coupures; supposons pour
fixer les idées qu'elle traverse successivement les coupures M, et
M,; il faut en outre préciser le sens dans lequel elle les traverse;
je supposerai, par exemple, que ce soit dans le sens direct, c’est-a-dire
dans le méme scns qu'un mobile qui décrirait un cercle de rayon trés
grand dans le sens opposé i celui des aiguilles d'une montre. Alors un
mobile qui décrirait le lacet tout entier, c’est-a-dire L;, puis le contour
infiniment petit C;, puis de nouveau L; en sens contraire, coupera suc-
cessivement les coupures-M,=, M,x, M;x dans le sens direct, puis
M,x et M,x dans le sens rétrograde. Le lacet primitif pourra done
étre remplacé par cinq lacets rectilignes consécutifs, enveloppant
respectivement les points singuliers M,, M,, M;, M,, M, et décrits les
trois premiers dans le sens direct, les deux autres dans le sens rétro-
grade. Les intégrales correspondant & ces ciug lacets seront respecti-
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vement égales &
J(OM,) j(OMy), j(OM)), j(OM,), j(OM.)

multipli¢es par des coefficients entiers convenables. La détermination
de ces coeflicients, dont quelques-uns d'ailleurs peuvent étre nuls,
dépend de la facon dont se transforment les cycles fondamentaux k,,
ks, ..., k,, quand on tourne autour des points singuliers.

Nous verrons plus loin comment on peut faire une réduction ana-
logue, dans le cas ot la ligne L; n’est pas telle que tous ses points
satisfassent aux conditions « =y =0, B =1. Mais pour le moment
nous remargquerons que, dans le Mémoire cit¢ du Journal de Liouville,
j'at démontré au paragraphe 3 que, sous certaines hypothéses, toutes
les périodes de I'intégrale double J sont des combinaisons linéaires a
coefficients entiers des expressions j(OM,); les points M; correspon-
dent cn cffet aux points A; du Mémoire cité et les chemins recti-
lignes OM; aux coupures OA,.

Les combinaisons liné¢aires ui correspondent aux périodes de l'in-
tégrale double sont les suivantes. Soit & le cycle ¢vanouissant corres-
pondant & OM ; toute combinaison

Sv: j(OM,)

ou les v; sont des entiers tels que

(5) Svikj=o

correspondra a une période.

Dans ce méme Mémoire, a la fin du méme paragraphe, j’ai montré
que quelques-unes de ces combinaisons sont nulles; ce sont celles qui
sont engendrées de la fagon suivante : je suppose qu'on décrive suc-
cessivement les différents lacets

OM,, OM,, ..., OM

q

dans le sens direct et dans l'ordre ou ces diftérents segments recti-
lignes se succédent autour de O; de telle facon que le contour total
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se compose d’une ligne fermée qui enveloppe tous les points singu-
liers M; sans couper aucun des segments OM;. On part d’ailleurs du
point initial avec un cycle & une dimension quelconque k, et I'on
revient, par conséquent, au point final avec ce méme cycle. La com-
binaison correspondant a ce chemin sera nulle.

Mais il est nécessaire de revenir sur ce point; car, dans le Mémoire
cité, j'ai supposé entre autres hypothéses, qu’aucun des points singu-
liers A, n’est rejeté a I'infini. Or, si I'on considére une surface

(1) F(x, y,s)=0

qui soit la plus générale de son degré; puis la section de cette surface
par le plan (3 bis) y = ¢ qui est la courbe plane C,

F(x,e, 5)=0.

On peut dire que pour ¢ = % cette courbe présente des singularités,
et 'on pourrait, par conséquent, se demander si les résultats ne s’en
trouvent pas modifiés.

Or le contour que nous venons de définir peut étre remplacé par le
suivant : la variable y décrit dans son plan un cercle de rayon trés
grand; en méme temps la surface de Riemann correspondant a la
courbe plane C se déforme d’'une maniére continue; nous avons sur
cette surface un cycle fermé qui varie également d’'une maniére con-
tinue et revient i sa position initiale en méme temps que la variable y;
les variables « et 5 sont assujetties a rester sur ce cycle.

Supposons d’abord que P soit un polynome entier de degré m — 3
en x, y, 5, de telle facon que l'intégrale simple

. Pd
(6) -F—x .

soit une intégrale abélienne de premiére espéce.
Posons

xIr = u_y, .’L‘=9y.

Nous voyons que P deviendra un polynome d’ordre m — 3 et F, un

polynome d’ordre m — 1 en y de telle sorte que F—P, pourra se déve-
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lopper suivant les puissances décroissantes de y et que le premier
1 . .

terme sera un terme en 7 Le coefficient de ce terme sera d’ailleurs

Po(u. 1, ¢)
FIOV(“vly )

en désignant par P, (2, y, 3), F,(z, y, 5), F,,(x, , ) les termes du
degré le plus élevé de P(x, y, 5), F(=, y, 3), F,(x, y, 5). Jécrirai

simplement l]:' en supprimant I'indice +.

Nous avons d’autre part

drdy = ydudy,

S = f e (G5 +)

Le premier terme est seul sensible; il reste donc

dv Podu . (P, du
) S5 = 5

P, du
FI

(8 Fo(u,1,0)=0.

Ainsi, notre période, qui est ¢gale a Pexpression (), n’est pas nulle
dans le cas qui nous occupe, mais elle a le caractére d’une période
q pe,
polaire et non d’une pcériode cyclique.

d’ou

est une intégrale abcélienne relative & la courbe algébrique

"

= Q étant un

Il en sera encore de méme si P est de la for me

polynome d’ordre m — 2, c’est-a-dire si lmtegralc (b) a la forme
d’une intégrale abélienne de troisiéme espéce ayant tous ses infinis &
distance finie. Nous laisserons de cot¢, pour le moment, les cas ou cette
intégrale abélienne (6) aurait des infinis & distance infinie.
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§ 4. — Théorie générale.

Jai cité plusieurs fois le travail que j’ai fait insérer dans le Journal
de Liouville, comme 4° Complément & I'Analysis situs; je crois
devoir non sculement en rappeler ici les résultats, mais les présenter
sous une forme nouvelle, les différences portant non seulement sur
le mode d’exposition, mais sur une convention fondamentale que je
crois préférable de modifier. Quand on s’occupe des propriétés d’une
surface algébrique au point de vue de I'’Analysis situs, on s'apercoit
promptement que la question peut avoir un sens trés différent selon
la convention que ’on adoptera au sujet des points a l'infini. A I'égard
d'une surface F(z, y, z) = o, nous pouvons envisager plusieurs sortes
de points a I'infini ; nous avons d’abord ceux ot x, y et 5 sont infinis
a la fois, et ceux ot deux seulement de ces trois coordonnées sont
infinics. Je néglige ceux ou deux coordonnées sont finies et une infi-
nie; ils n'existeraient en cffet que, si la surface étant de degré m, par
exemple, lc polynome F ne contenait pas de terme en 5™, et ce cas,
évidemment, nc se présentera pas en général.

On peut ne pas considérer comme distincts deux points z,, y,, 3,
et 2,, ¥, 3, toutes les fois que les six coordonncées de ces deux points

. . R . x 4
sont infinies, et alors méme que I'on n’aurait pas —* = %:-1 == on
2 2 3}
regarderait, au contraire, ces deux points comme distincts si, par
exemple, z,, v,, x,, y, étaient infinis, z, et z, finis et z, différent de z,.
Clest le premier point de vue.
Au second point de vue, on regardera deux points & I'infini comme

distincts toutes les fois que I'on n’aura pas

. o Q£

Ty Y -

.l..ll_':!

Si, au contraire, 5, ct 5, sont finis, le rapport ;—' sera égal au rapport
1
% puisqu’on I'obtiendra en ¢galant & zéro I'ensemble des termes de F
2

qui sont de degré m en x et y; d’autre part, les rapports ;i et =X seront
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égaux entre eux et égaux i zéro, ct les deux points devront étre
regardés comme non distincts, contrairement au premicr point de vue,
alors méme que 3, ne serait pas égal a z,.

Dans le Mémoire cité, je m'étais placé au premier point de vue, ct
c’est également ce que M. Picard avait fait le plus souvent. Ce premier
point de vue peut étre le plus avantageux dans certains cas, mais il a
Pinconvénient de n'¢ire pas projectif, cc qui m'empécherait d’ap-
pliquer les principes des deux paragraphes précédents ct j’adopterai
le sccond.

Si nous considérons y comme unc constante, I'équation

F(z,v,3)=0

définira une courbe algébrique et par conséquent une surface de
Riemann que j'appelle S(y). J'observe d’abord que deux surfaces de
Riemann S(y,) et S(y,) ont un certain nombre dc points communs.

Soit, en effet, F,(x,0,z) 'ensemble des termes de I qui sont
d’ordre m en x et en 33 I'équation F,,(x, 0, 5) = o définira m valeurs

du rapport =, qui correspondront aux directions asymptotiques de la

courbe algébrique
F(z, y,,5) =0,

directions qui seront d’ailleurs les mémes que celles de la courbe
F(z,y,,3)=0; 4 ces m directions asymptotiques correspondront
m points a l'infini sur la surface S(y,) et de méme m points a Iinfini
sur la surface S(y,). D’aprés la convention que nous venons de faire,
les m points a Uinfinide S(y,) ne différeront pas de ceux de S(y,).

Pour y =, nous avons la surface de Ricmann S(=) dont les
diff¢érents points correspondent aux différents systémes de valeurs des
rapports de x, y et 5 satisfaisant 4 I'¢quation

Fm(.’l), Y :) =0,
ot F,, cst 'ensemble des termes de I de degré m en z, y et z; ou, en

d’autres termes, aux différents points a I'infini de la surface I = o.
Parmi les points de la surface S(«c) nous distinguerons ceux qui sont
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donnés par
Fn(xz,0,3) =0,

et qui lui sont communs avec les autres surfaces S(y,), S(y,), ...+

Pour certaines valeurs de y, le genre de la surface S(y) s’abaisse,
cc sont celles qui correspondent i un plan y = const. tangent & la sur-
face I = o. Soient

iy Eay ey B

ces valeurs singuli¢res de y.

Il faut maintenant quec je définisse ce que jappelle la projection
d’une surface S(y,) sur unc autre surface S(y,) quand je suppose
que y, et y, ont méme argument. A chaque point de S(y,) je ferai
correspondre un point de S(y,) et inversement, et cela d’une facon
biunivoque, ct je divai que I'un de ces points est la projection de l'autre.
Je m’arrangerai de facon (ue deux points infiniment voisins aient pour
projections deux points infiniment voisins ct, par conséquent, qu'une
courbe continue se projetie suivant une courbe continue et une courbe
fermce suivant une courbe fermcée. De plus je m’arrangerai de fagon
que les 2 points a 'infini ui sont communs aux deux surfaces soient
leur propre projection. Il est clair que toutes ces conditions peuvent
étre remplies.

Imposons-nous maintenant une condition de plus. Soient y,, y,,
¥ Yy quatre valeurs de y; y, et y, d'une part, y| et y, d’autre part
ont méme argument ; d’ailleurs y, differe trés peu de y) et y, de y,.
Je considérerai alors deux points M, et M| des deux surfaces S(y,)
et S(y,) et leurs projections M, et M| sur S(y,) et S(y3), et je sup-
poserai que, st M, et M, sont infiniment voisins, tl en est de méme
de M, et M.

Cette condition ne peut pas toujours étre remplie. Tragons dans
le plan des y le quadrilatére vectiligne y, ¥, y, v, dont deux cotés y, y'
et y,y, sont infiniment petits. Si a lintérieur de ce quadrilatére se
trouve I'un des points singuliers ¢,, €., ..., &, la condition ne pourra
étre remplie. Nous joindrons donc daus le plan des y l'origine O aux
différents points singulicrs ¢;; les droiles ainsi tracées partageront le
plan en secteurs et la condition devra é&tre remplie & I'intérieur de
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chacun des secteurs. Si maintenant y, et y,, et, par conséquent,
¥a et y, n'appartiennent pas i un méme secteur la condition pourra
ne pas étre remplic; elle le sera si |y, ! et |y,]| (et par conséquent
¥, | et |¥,]) sont tous deux plus grands ou tous deux plus petits
que || (¢; étant le point singulier qui se trouve entre les deux rayons
infiniment voisins Oy, v, et Oy, 3 ); elle ne le sera pas dans le cas
contraire.

Cela posé, envisageons un eyele fermé 4 deux dimensions gnel-
conque de la variété V a quatre dimensions dont les différents points
réels correspondent aux différents points réels et imaginaires regardes
comme distinets de la surface I' = o. (Pour expliquer ce qu'on entend
par regardés comme distinels, je rappellerai la convention (ue nous
venons de faire au sujet des points a 'infini et, d'autre part, que si la
surface a une courbe double, aux deux nappes qui se coupent en un
point de cette courbe doivent correspondre deux points distincts de V.)
Soit K ce cycle fermé & deux dimensions.

Considérons un point de ce cycle, et marquons sur le plan des y la
valeur correspondante de y; & chaque point de K correspondra donc
ainsi un point du plan des y, et inversement a certains points de ce
plan pourront correspondre un ou plusicurs points du plan de K.
Nous sommes ainsi conduits & partager le plan des y en régions di-
verses, les régions R, aux points desquelles ne correspond aucun
point y, les régions R, aux points desquelles correspond un seul
point y, les régions R, aux points desquelles correspondent deux
points y, clc.

Cela suppose toutefois que le cycle K ne passe par aucun des m points
a 'infini communs i toutes les surfaces S (), sans quoi la valeur cor-
respondante de y serait indéterminée. S'il en était autrement, on
d¢formerait légérement le cycle K de fagon qu'il cesse de passer par
ces points.

Ce n’est pas tout, ce cycle K est tel que, dans le voisinage de chacun
de ces points, les partics réclles et imaginaires de ., y, 5 pcuvent
s'exprimer en fonctions holomorphes de deux paramétres w« et o si
nous considérons donc deux domaines & deux dimensions faisant partie
de ce cycle, et de telle fagon que dans le premier tout s’exprime en
fonction de u et ¢, et dans le second en fonction de deux autres para-
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meétres #' et ¢'; si ces deux domaines ont une partic commune, le
signe du déterminant fonctionnel de # ct ¢ par rapport a &’ et ¢’ sera
constant dans toute cette partic comiunce.

St nous supposons, comme il convient, que le cycle K est bilatére,
nous pourrons supposer sans restreindre la généralité que ces para-
mdétres u, ¢, ', ¢ ont ¢té choisis dans chaque domaine de telle facon
(que ce déterminant fonctionnel soit toujours positif.

Soit alors Ale déterminant fonctionnel de u et o par rapporta y, ety,,
en désignant pour un instant par y, et y, les parties réclle et imagi-
naire de ). Le signe de ce déterminant ne changera pas, d’apres la con-
vention que nous venons de faire, quand on passera de u et ¢ & deux
autres parametres @' et ¢, Soit alors un point de une des régions R,
dont nous venons de parler; & ce point correspondront 2 points du
cyele Ky je suppose qu’il y en ait p pour lesquels A soit positif et n —p
pour lesquels A soit négatif. Eh bien, Pexeés 2p — n sere constant
pourtous les points duplandes y et pour toules les régions Ry, Ry, ...

D’olt 'on peut conclure (que le nombre n relatif aux diverses ré-
gions R, est constamment de méme parité. S'il y a des régions R,
Pexceés 2p — n est constamment nul.

Nous examinerons d’abord le cas ol le point y = o ct le point y =
apparticnnent 'un et I'autre & une région R,. Coupons notre cycle K
par la variété

arg y = const.

Cette variété sera représentée sur le plan des y par une demi-droite
allant de l'origine & l'infini. Nous remarquerons que cette demi-droite,
partant de Pintéricur d’une région R, traverse des régions R, (n>0)
et aboutit finalement & 'intéricur d’une région R,. Si donc nous envi-
sageons les points qui apparticnnent & la fois & cetle variété et au
cycle K, le module de y variera pour ces points entre un certain
minimum et un certain maximum. Il e¢n résulte que Uintersection de
celte variété et de K sera un cycle fermé a une dimenston que j’ap-
pelle (K, 0), » étant argument constant de y.

Tous les points de (K, w) appartiennent & unc surface de Rie-
mann S(y), ol y =g e a un argument constant w; nous pouvons
donc les projeter sur 'une quelconque d’entre elles S(g, ¢™) et, par



160 H. POINCARE.

exemple, sur S(o); j'appellerai(K, v, o) la projection du cycle (K, w)
sur S(o). Comparons maintenant (K, w, 0) & (K, 0, 0); si o différe
trés peu de o', il résulte des conventions faites plus haut que (K, w, o)
différera trés peu de (K, o', 0) @ moins que Pargument de Uun des
poinls singuliers €, ne soit compris entre @ el w'. Sinous adoptons
la notion de ’homologie, nous aurons done, sur la surface S(o), I'ho-
mologie
(K, w,0)~ (K, v, 0)

et clle subsistera quand méme w et o’ différeront d'une quantité finie
(puisque cetie homologie signific précis¢ment ¢ue I'on peut passer
d’un cycle a I'autre par dé¢formation continue); elle subsistera, dis-je,
a4 moins que l'argument de 'nin des points singuliers ¢ ne soit
compris entre ® et ©'; ou cn d’autres termes toules les fois (ue les
demi-droites correspondant aux arguments @ cl w’ apparticnnent a
un méme secteur (si 'on suppose le plan divisé en secteurs par les
droites O, et leurs prolongements).

Comparons maintenant les cycles (K, w, o), (K, ', 0) en admet-
tant qu’il y ait un point ¢, dont I'argument soit compris entre w ct ',
Projetons les deux cycles (K, w) et (K, »’) non plus sur S(o), mais
sur les deux surfaces de Riemann S(g,¢™) et S(p,¢™ ) qui different
trés peu 'unc de lautre ; soient Il et II ces deux projections; ce sont
deux cycles appartenant respeclivement aux deux surfaces S(g,¢™) et
S(g,e™). Soit I” un cycle de la premiére surface qui différe infini-
ment peu du cycle II' lequel appartient & la deuxi¢me surface, infini-
ment peu différente de la premiére. Quand p, décroitra d’une maniére
continue de % 4 0, I et II' et par cons¢quent 1I” et 1I — 1I” varicront
d’une maniére continue. Pour g, = 0, nous aurons

(K, w, 0) ~ (K, o',0)+ 1 —1I".

Faisons maintenant g, = | ¢ |; je dis que pour cette valeur de p, les
cycles II, II' et 11I” différeront infiniment peu I'un de l'autre. En effet,
dans le cycle (K, ) nous distinguerons deux partics, que nous appel-
lerons H ct H; la premiére comprendra les points tels que |y | < | g,
et la seconde les points tels que |y|>|e]. De méme dans le cycle
(L, ) nous distinguerons deux parties H' et H|. Alors H différera
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infiniment peu de I et H, de H|. Projetons H et H’ sur les surfaces
S(pye™), S(p,e™) ot gy=]|ex|—¢, & ¢étant infiniment petit et
positif; les projections seront infiniment peu différentes. Sinous con-
sidérons cn effet deux points trés peu différents de H et H' pour
lesquels ¥ a respectivement pour valeur ge®, se™’, (g <| &) ct leurs
projections pour lesquelles y a pour module || — ¢, le quadrilatére
rectiligne formé par ces quatre valeurs de y ne contient pas ¢, a son
intérieur.

Donc les projections de ces deux points différeront trés peu d’apres
les conventions faites plus haut; les projections de H et de H' sur
les surfaces g, =|&;| — ¢ et par conséquent sur les surfaces infi-
niment voisines g, = | | diff¢éreront donc trés peu. On le démontrerait
de méme pour les projections de H, et de H.

Done, pour g, =&, Il et IT" different tees peu; le cycle IT — 117 est
infiniment pelit, ¢’est un cycle évanouissant relatif au point singulier &.

Nous arrivons donc & la conclusion suivante :

Siw et ' n’appartiennent pas & un méme secteur, mais a deux
secteurs conlinus séparés par la droite Oy, les cycles

(K, 0,0), (K,wo,o0)

ne sont plus homologues en général, mais leur différence est
homologue & un cycle évanouissant relatif au point singulier ¢.

Pour aller plus loin, précisons davantage la notion de projection.
Nous joignons l'origine () par des segments de droite O¢, aux diffé-
rents points singuliers ¢, et nous regardons ces segments comme des
coupures. Tant que y ne franchira pas ces coupures la surface S(y)
restera homéomorphe 4 clle-méme; nous pouvons donc établir entre
les points des deux surfaces S(y,), S(y.) quelconques une corres-
pondance biunivoque .telle que, lorsqu’un point M variera d’une
mani¢re continue sur une surface S(y,) et qu’en mémec temps y
variera d’une fagon continue mais sans franchir les coupures, le
point M’ de S()') qui correspond & M variera d'une fagon continue.
Sculement, si I'on a deux points y, ¢l y, infiniment voisins I'un de
Pautre, mais de part et d’autre d'une coupure, et deux points M et M
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se correspondant sur S(y,) et S(y,), ces deux points ne scront pas, en
général, infiniment voisins. Clest cette correspondance qui servira a
définir la projection en sc vestreignant alors aux cas olt y, ct y, ont
méme argument.

Considérons maintenant une coupure O ¢; et le point singulier corres-
pondant ¢;. Soient y, et y,, ¥, et y, deux couples de points; je suppose
que y, ety, soient infiniment voisins et de part et d’autre dela coupure et
qu'il en soit de méme pour le second couple. Soit M, un point de S(y,)
et M, un point de S(v,), infiniment voisin de M. IV’apres ce (que nous
venons de voir, M, et M, ne peuvent ¢tre correspondants. Soit main-
tenant M| le point de S( ) correspondant de M,, ¢t M, le point de
S(y,) correspondant de M,. Les deux points M, et M, scront infini-
ment voisins, il est toujours possible de le supposer. En revanche il y
a une chose que nous ne pourrions supposer sans nous lancer dans de
grosses difficultés. Soit « un point de la coupure; considérons la sur-
face de Riemann correspondante, nous Uappellerons S(+ ) si y a atteint
7 par une des levres de la coupure, et 3(¥") si y a atteint v par Pautre
lévre. Les deux surfaces S(%) et S(’) sont identiques; mais le point
de cette surface qui correspond a un point donné¢ d’une autre surface
S(y) ne seva pas le méme selon qu'il sera regardé comme appartenant
a5(n) oua S(n'). len résulte qu'il y a une correspondance entre
les points de S(y) et ccux de S(%'); on peut se demander si celte cor-
respondance est réciproque; mais on voit bientot qu'il n'est pas per-
mis en géndral de supposer cette réciprocité.

Différents cas sont & distinguer; suivant la nature du point singulier
€k, le plus simple est cclui ol le plan y = ¢, est tangent & la surface
I = o et la coupe suivant une courbe présentant un point double ordi-
naire a tangentes séparces. Que pouvons-nous dire alors de la corres-
pondance entre les points de (1) et de S(77'); soit p le genre de la
surface S(7); soient Q,, Q,, ..., Q,, un systéme de cycles fondamen-
taux de S(n); soient &, Q,, ..., Q, les cycles correspondants de
S(n'); on verrait qu’on aurait pu choisir les cycles fondamentaux de
telle fagon que I'o n ai

Q=0,+Q =0, =0, ...

Alors Q, est un cycle éeanouissant relatif au point singulier ¢;.
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Pour nous rendre compte de la correspondance entre les points de

7) et de S(x'), nous pouvons supposer que dans un espace E a six
dimensions, par exemple, on construise la variété V & quatre dimen-
sions, ct (qu’on se soil arrang¢ pour que cette variété n’ait pas de point
double et que tous ses points soient i distance finie. Les points de V
qui correspondent & une valeur donnée de y formeront alors unc sur-
face fermée a deux dimensions de espace E qui n’aura en général
aucun point singulier et qui sera notre S(y). Cependant la surface
S(ex) admettra un point conique P. Si v est trés voisin'de ¢, la surface
S(%), identique & S(x'), présentera done wn étranglement dans le
voisinage du point P. Nous pourrons tracer sur S(7) une petite ligne
fermée qui embrasse Ia partie la plus étroite de cet ¢tranglement (lel
le cerele de gorge sur un hyperboloide de révolution i une nappe). Ce
sera nolre cycle ¢vanouissant Q,; nous pourrons tracer dans le voisi-
nage du point P une série de cyeles fermés analogues sur S(n) tels que
seraient les différents paralléles sur un hyperholoide de révolution;
nous pouvons ensuite définir un point quelconque de S(v), au moins
dans la partie étranglée voisine du point P, par deux coordonnées p
et w, choisies de telle sorte que 5 soit constant tout le long de chacun
de ces cycles fermés, et que o augmente de 2w quand on fait le tour
d'un de ces cycles. Nous pourrons alors admettre la loi de correspon-
dance suivante : dans la partic non voisine du point P, ou toutes les
fois que ¢ ne sera pas compris entre g, et g, chaque point de S(x)sera
son propre correspondant. Si o est compris entre p, et g,, nous ferons
correspondre au point p, ® de S() le point p, w + o(p) de S(="); et
¢( ) sera une fonction continue de p constamment croissante, ¢gale a o
pour p = o, et & 27 pour p = p,. En d’autres termes nous ferons subir
a la partie ¢tranglée comprise entre les cycles p = p, et p =p, une
torsion progressivement croissante d’un cycle a P’autre, de telle facon
que cette torsion, nulle pour p = ¢, atteigne un tour complet pour
e = ¢4, c¢ qui permet le raccordement avec la partie non étranglée,
supposée non d¢formeée.

A mesure que v} s’éloignera de ¢, I'étranglement sera de moins en
moins prononcé ct nous serons conduits & étendre la déformation a
une partie de plus en plus ¢tendue de la surface; cette loi de corres-
pondance restcra néanmoins arbitraire dans une trés large mesure.

.
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Ces conventions faites, projetons maintenant le cycle (K, ) sur la
surface S(7) en supposant que w soit 'argument de ¢;; nous obticn-
drons deux projections différentes, selon que 1'on supposera que cet
argument w a été atteint par I'une ou par lautre lévre de la coupure,
c’est-a-dire selon que I'on projettera sur S(7) ou sur S(¥’). Soient
(K, o, ), (K, w, %) cesdeux projections. Soit M un point de (K, w);
N sa projection sur S(n), N’ sa projection sur S(n’). N et N’ scront
identiques si I’y du point M est ‘plus petit en valeur absoluc que ¢,.
Dans le cas contraire ces deux points seront correspondants conformeé-
ment & la loi de correspondance adoptée plus haut. La différence des
deux cycles (K, 0, n) — (K, w, ') sera alors un cycle de S(x) homo-
logue & zéro, au cycle évanouissant Q,, ou a un de ses multiples.

L’ensemble des cycles (K, »,n) — (K, ®,7’) quand on fait varier v
depuis zéro jusqu'a g engendrera unc variété A(e;) a deux dimen-
sions. Le cycle (K, v, v) — (K, w, 1) est toujours homologue i un
multiple de &, ; supposons, par exemple, & Q,; il se réduit au point P
pour v = g;; mais, pour v = o, il nc sc réduit pas & un point, mais i
un cycle de la surface S(0) qui est encore homologue & Q, el que nous
pourrons appeler

(K, w,0)— (K, w, o).

La variété A(ex), que nous pourrons appeler un doigt i cause de sa
forme, n’est donc pas fermée, mais a pour frontic¢re le cycle

(K, w, 0) — (K, w, o).

Mais, jusqu’ici, nous avons suppos¢ que Q, n'est pas homologue &
zéro, c'est-a-dire que le cycle infiniment petit que I'on peut tracer
sur S(7n) quand 7 est trés voisin de ¢, ne partage pas cette surface en
deux régions distinctes. Mais le cas contraire peut aussi se présenter;
il arrive alors que la surface S(¢;) se décompose en deux surfaces dis-
tinctes, c'est-d-dire que la courbe intersection de F = o et de y =,
est décomposable.

Dans ce cas, le cycle (K, w, 1) — (K, v, n') décomposera la sur-
face S(n) en deux régions que nous appellerons S,(v) et S,(n). Con-
sidérons la vari¢té a trois dimensions cngendrée par S,(7) quand 4
varie de zéro a g; elle sera limitée d’une part par le doigt A(e,),
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par S,(0) qui est une partie de S(o) ct par S,(¢,); de sorte que
A(er) ~ S, (&) — S,(0).

Mais S, (ex) n’est autre chose que la surface de Riemann relative
a Uune des composantes de la courbe d’intersection de F = o et
¥ = &; ce qui nous fait comprendre la signification du doigt A(e;)
dans ce cas particulicr.

Revenons au cas général ct reportons-nous & un paragraphe précé-
dent, nous verrons que nous y avons d¢fini une intégrale

J(Lo);

eh bien! cette intégrale n’est autre chose que 'intégrale prise le long
du doigt A(g;) lorsque la ligne L. parcourue par le point «, 8, v, €
est telle que « et v soient constamment nuls, 8 égal a1, et que ¢ varie
avec un argument constant de zéro & g.
Un autre cas est celui ot le point singulier ¢, correspond a un point
conique ordinaire de la surface I' = o. Il arrive alors que les cycles
Q,, &, ..., Q

2p
se changent en

Q,+2Q, Q, ..., Q

2p

et non plus en Q, + Q,, Q,, ..., Q,,. Ce que nous avons dit de la loi
de correspondance subsiste; seulement la fonction 2(p), (ui croit con-
stamment depuis p =3, jusqu'a g =p,, au lieu de croitre de zéro
4 2w, croitra de zéro a 4=. La définition du doigt A(e,) restera la
méme.

Il peut arriver ensuite que le plan y = ¢, soit tangent 4 F = o en
deux points différents. Alors la surface S(v) trés voisine de S(g;)
présente deux ¢tranglements au licu d’un, il y a deux cycles évanouis-
sants au licu d’un, d’oti résulte la circonstance suivante :

Appelons doigt simple et désignons par A(e, Q) la variété engen-
drée par un cycle de S(n) qui reste homologue & Q quand on fait
varier v de zéro a g. Notre doigt défini plus haut et que nous conti-
nuerons a appeler simplement A(;) serait dans celte notation

A[Ek’ (Ka w, n)—(Kv w, Yll)]‘

Journ. de Math. (6° série), tome II. — Fasc. I, 1906, 22
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Dans les cas examinés plus haut, il n’y avait qu’un cycle évanouis-
sant Q,, le cycle (K, w, ) — (K, w, ") était toujours homologue a un
multiple de Q,, soit & nQ,, de sorte qu’on avait toujours

A(sx) ~ nA(e, Q)+ a(o),

a(0) désignant une partic de S(o).

Ici, au contraire, nous aurons deux cycles ¢vanouissants ,, Q) et
_deux doigts simples A(g, Q,),A(g, Q)) et 'on aura, quel que soit le
cycle &,

Ale) ~ nA(er, Q) + 1/ A5, Q) + 5(0),

n et n’ étant cntiers, de sorte que A(g,) s’exprimera lin¢airement en
fonction non plus d’un, mais de deux doigts simples.

II peut arriver que I'un des cycles Q, et Q, qui correspondent aux
deux étranglements soit homologue & zéro sur’sa surface; soit, par
exemple, Q,; dans ce cas la surface S(e;) se décompose et le doigt
simple A(g, Q2,) est alors homologue & 'une des composantes de celte
surface de Riemann, plus une région de 5(0). C'est ce que nous avons
vu plus haut.

Nous cxaminerons un dernier cas, c’est celui ou le plan y =¢;
coupe I' = o suivant une courbe présentant un point de rebrousse-
ment. Il arrive alors que les cycles

Q, Q, Q, ..., Q

2p

se changent en

Q+Q, -9, Q, .., Q

2p9
de sorte qu’il y a deux cycles évanouissants

Ql’ Q2

et par conséquent deux doigts simples A(g;, Q,), A(g, Q,) dont le
doigt A(g;) sera une combinaison linéaire & coefficients entiers.
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§ 5. — Formation des cycles.

Cela posé, reprenons le cycle K, menons les projetantes de ses
diffécents points ct prolongeons-les jusqu’a la surface S(o). Ces pro-
jetantes engendreront une variété W & trois dimensions. Quelles
sont les fronti¢res de cette variété? Ce sera d’abord le cycle K dont
chaque point est I'extrémité de I'une des projetantes; ce sera cnsuite
une portion S, (0) de la surface S(0); car I'autre extrémité de chaque
projetante se trouve sur cette surface. Mais, ce n’est pas tout; deux
projetantes issucs de deux points infiniment voisins pourront ne pas
rester infiniment voisines; si, par exemple, w et w’ sont deux argu-
ments infiniment voisins, I'un plus grand, I'autre plus petit (ue celui
de ¢, les projetantes issues des deux cycles & une dimension (K, )
et (K, w') se sépareront et s’¢taleront sur le doigt A( ), de sorte que
ces doigts A(¢) complétent la frontiére de W. Je puis donc écrire

K ~S,(0)+ X ACe),

A(e;) a pour fromticre (K, w, 0)— (K, »,0); S,(o) aura pour

frontiéres 2 [(K, w, 0) — (K, w, 0')] de telle facon que la variété

totale S,(0) + E A( &) soit comme il convient une variété fermée.

Pdrdy
JI=5*

étendue a K. Elle sera égale aintégrale étendue & S, (o) + 2 Ae).

Soit J I'intégrale

Etendue & S, (o) elle est nulle, puisque, le long de cette surface, y est
constant et que

dxdy = o.

L'intégrale ¢tendue & A(g;) sera une combinaison linéaire des inté-
grales étendues aux différents doigts simples correspondants, inté-
grales que nous avons appelées j(L;).

L’intégrale J est donc unc¢ combinaison linéaire des intégrales j(L;),
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la ligne L; étant telle que « = = 0, 3 = 1. C’est cc que nous avions
annonc¢ dans un paragraphe antérieur.
J'ai dit que la surface S,(o) a pour frontiére

E [(K, », 0)— (K, v, 0],
de sorte que

S I(K, @, 0) = (K, 0,0)] ~o

sur la surface S(0). Supposons que les doigts simples correspondant
a A(g) soient (g, Q,), A(e, Q,)ctsoient QF el Q) les cycles corres-
pondants de S(o).
Soit
A(er) ~n Ag, Q) + nyA(g, Q,) + 5(0),

on aura sur S(o)

(K, w,0)— (K, 0w, 0)~nQ} +n,Q),
d’on ’

}: (M Q)+ n, ) ~o
sur S(o).

Ainst pour un cycle K de Uespéce considérée, mais quelconque,
on aura toujours

- ~ N

(]) l\Nbg(O)-“Z’l,’A(El\-, Q">,

S,(0) étant une partic de S(0), n; un entier et Q; un des cycles
ecanouissants relatifs a e; d’ailleurs les enticrs n; et les cycles Q;
ne devront pas étre quelconques, car on devra avoir sur S(o)

(2) 21:,«12‘;«40,

Q} étant le cycle de S(o) qui correspond a ;.

Mais nous nous sommes jusqu’ici restreints au cas ou le point y = o,
de méme que le point y = =, correspondail & une région R, par rap-
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portaK, c'est-a-dire ou, pour aucun point ducycle G, onn’ani y =o,
ni y = ». Les cycles qui satisfont & cette condition pourronts’appeler
de la premiére sorte et I'on voit que tout cycle de la premiére sorte
peut étre ramené & la forme (1).

Passons aux cycles de la scconde sorte, ce seront ceux ou P'exces
2p —n dont il a été question au paragraphe du nombre des points
pour lesquels le déterminant A est positif sur celui des points ou ce
déterminant est négatif, ou cet exces, dis-je (constant pour tout le
plan des y d’apres ce que nous avons vu ) est constamment nul. Je dis
que tout cycle de la seconde sorte peut étre ramené  la premiére.

Supposons ¢n effet qu'un cycle K admette 24 points pour lesquels
y = o, ct que h de ces points soient tels que A >oeth tels que A<o.
Accouplons ces points deux & deux de telle facon qu’a un point tel
que A>> o soit accouplé un point tel que A<<o. Soit M, et M, un pareil
couple de points. Entourons M, sur le cycle K d’un contour infiniment
petit C,; soit D, la portion trés petite de K limitée par ce contour.
Définissons de méme autour de M, le contour C, et le domaine D, ; nous
pourrons supposer ue les valeurs de y correspondantes aux diffé-
rents points de C, soient les mémes que celles qui correspondent aux dif-
férents points de C,. Ces valeurs formeront alors dans le plan des y un
contour fermé trés petit ¢ entourant le point y = o3 je puis alors ima-
giner un contour mobile C & une dimension et un domaine mobile D
a deux dimensions satisfaisant aux conditions suivantes : 1° le con-
tour C scra la fonrticre de D; 2° C et D varieront d’une maniére
continue; 3° initialement C et D se confondront avec C, et D, et fina-
lement avec C, et D,; 4° les valeurs de y correspondant au contour C
scront sur le contour ferm¢ trés petit y.

Dans ces conditions, C engendrera une variété & deux dimensions U
ct D une variété 4 trois dimensions W. La frontiére compléte de W
se composera de U, D, et D,. Car W est assimilable 4 un cylindre
dont U scrait la surface latérale et D, et D, les deux bases; on aura donc

UND«’*“Dm
KNK—D,—-D2+U.

d’otl

Aussi nous pouvons remplacer K par K — D, — D, + Uj ce cycle
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a perdu ainsi les deux points M, et M, et n’a gagné aucun autre point
pour lequel y» = o, car sur U la variable y reste constamment sur le
contour v, qui nc passe pas par ¥ = o. En opérant de méme sur tous
les autres couples de points, nous ferons disparaitre tous les points
pour lesquels y = 0. On ferait disparaitre dec méme tous les points
pour lesquels y = o, de sorte que le cycle se trouverait ramené a la
premiére sorte.

Restent enfin les cycles pour lesquels 'exeés 2p — 1 n’est pas nul.
Le premier d’entre eux nous est fourni par la surface de Riemann

T = Ty,

ou x, est une constante quelconque.

Pour cette surface, en effet, I'excés en question est égal au degré
de la surface I' = o, que j'appellerai m; car & un point y =y, du
plan des y correspondront m: points de la surface dont lc 5 sera donné
par I'équation

F (&g, ¥4, 5) = 0.

(Dans certains cas particuliers, le degré de cette équation en s est
plus petit que celui de la surface F = o, c’est alors le degré de I'équa-
tion en 5 que nous appellerons m.)

Pour ces m points le déterminant A est positif; I'excés 2p — n est
donc bien égal & m.

Soit donc K un cycle pour lequel cet excés soit égal a ¢ et H le
cycle x = x,.

Alors le cycle mK — ¢H aura pour excés zéro; il sera donc de la
deuxiéme sorte et pourra étre ramené a la premiére.

Donc le cycle mK sera homologue & ¢ fois le cycle x = «, plus un
cycle de la forme (1).

Ici nous apercevons une des différences les plus importantes entre
les résultats qui ressortent de la convention adoptée ici et de celle qui
était adoptée dans le Mémoire cité. Considérons l'intersection de la
surface F = o avec le plan

' N\
Pi=aqz2+8,y+v,5—0,=o0
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ct l'intersection avec le plan
P,=w,x + B,y + 7,5 — 6, =o.

A ces deux courbes correspondront deux surfaces de Ricmann et,
par conséquent, deux cycles &t deux dimensions que j’appellerai K,
et K,. Je dis qu'on aura

K,~ K,.

En effet, considérons les intersections de F = o avec P, + AP, = o,
ol A est réel et positif, mais varie d’ailleurs de o i x; les points de
ces différentes intersections engendreront une variété W a trois dimen-
sions. Quelle est la fronticre de W ? Lille se compose des deux cyclesK,
et K, de sorte que

K,~K,.

1l ne pourrait y avoir de doute qu’en ce qui concerne les points a
I'infini des courbes

F=P,+\P,=o,

ce sont des points de la surface de Riemann S(); & chaque valeur
de A correspondent un nombre fini de ces points, de sorte que, quand A
variera de o a l's, ces points décriront une ligne & une dimension
seulement qui ne saurait constituer une frontiére pour W qui en
a trois.

Ainsi le cycle K, le cycle K, sont homologues entre eux, homo-
logues par conséquent aussi au cycle S(o), ou au cycle S(y) quel que
soit y, ou au cycle & = «,.

Il n’en serait pas de méme avec la convention du Mémoire cilé, car
pour P, = 3, par exemple, on pourrait faire tendre x et y vers I'infini
et en méme temps A vers zéro, de telle sorte que P, tende vers 'intini
et — AP, = P, = 5 vers une limite finie quelconque; or avec cette con-
vention les points z =y=0w%,5=23, el x =y =, 3 = 3, seraient
regardés comme distincts et engendreraient une variété 4 deux dimen-
sions que j'appellerai Z quand 3, et z, prendraient toutes les valeurs
possibles. Alors la frontiére de W se composerait non seulement de K,
et de K,, mais encore de Z.
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On a donc
K,N K. + Z.

Soient de méme X la variété i deux dimensions formée par les
points ol x est fini, y et s infinis, et Y celle qui est formée par les
points ol y est fini, « et 5 infinis; on aura alors

Ki~X+Y
et
Ki~X+Y+7Z,

et cette homologic sera vraic pour tous les cycles K, engendrés par .
les points satisfaisant & l'équation 2,.c + B,y +v,5—¢,=o0, a
moins que deux des coefficients a, 3., v, ne soient nuls a la fors,
auquel cas le second membre devrait étre remplacé par X+ Y si
#,=3,=o0, par X +Zsioay=v,=o0, par Y + Zsi 8,=y,=o.

Je n’entrerai pas dans plus de détails et ne rechercherai pas s'il y a
une homologie entre X, Y, Z, me contentant de faire remarquer que
le cycle x = x, n’est pas homologue & S(o).

Au contraire, avec la convention nouvelle, tous les cycles engendrés
par les points satisfaisant & une équation de la forme

ar+ By +ys=c¢

sont homologues entre eux et, en particulier, il en est ainsi de S(o) et
du cycle z = x,.

Nous devons toutefois faire obscrver que, pour certaines valeurs des
coefficients a, 8, 1, ¢, le cycle ax + By + y35 = ¢ peut se décomposer
et que, en particulier, la surface de Riemann S(y) peut se décom-
poser pour certaines valeurs de y.

Supposons donc que la surface S(y), indécomposable pour la valeur
la plus générale de y, se décompose en S,(g;) et 8,(z) pour y = 5.
11 est clair qu’on aura alors

S(}/) N'S|(Sk) —+ Sz(Ek),

mais qu'il n’y aura en général aucune homologie entre S,(¢;) et
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S,(&x); nous avons vu d’ailleurs u’il arrive alors que S, (i) est
homologue au doigt A(,), plus une portion de S(o).

§ 6. — Homologies entre les cycles.

Ainsi tous nos cycles peuvent se ramener a S(o0) ou a un cycle de la
forme (1). Tous les cycles que 1'on peut former ainsi sont-ils distincts?
Toute combinaison de S(0) et de cycles de la forme (1) est elle-méme
une combinaison de la forme (1) et, par conséquent, en tous ses points
y est nul ou appartient & 'une des coupures. Est-il possible qu'une
pareille combinaison soit homologue & zéro? Clest-a-dire existe-t-il
une variété & trois dimensions W dont une pareille combinaison forme
la frontiére compléte?

Soit W une pareille variété, soit y, une valeur de y n’appartenant
pas & 'une des coupures; soit W(y,) I'ensemble des points de W
pour lesquels y = y,; alors W(y,) formera une ligne ou variété i une
dimension. Cette ligne W( y,) peut-elle aboutir & un point d’arrét?
Non, car ce point d’arrét appartiendrait & la frontiére de W, ce qui
est impossible, puisque, pour tous les points de cette frontiére, y est
nul ou se trouve sur 'une des coupures et ne peut, par conséquent, étre
égal & y,.-A moins que ce point d’arrét ne soit I'un des m points com-
muns a toutes les surfaces de Riemann S(y) et qui sont donnés,
comme nous I'avons vu plus haut, par I'équation

F,(z,0,3)=0.

Soient Q,, Q,, ..., Q, ces m points.

Ainsi W (y,) se composera de cycles fermés et de lignes allant
de Uun des points Q a un autre.

La ligne W(y,) appartient & la surface S(y,); considérons sur la
surface S( ) les points qui correspondent & ceux de W(y,) en vertu
de la loi de correspondance adoptée plus haut; soit W(y,, v,) l'en-
semble de ces points. Je dis que la ligne W(y,, y,) restera toujours
homologue & clle-méme sur la surface S(y,) quand y, restant constant
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on fera varier y,. Sien eflct y, varie d’une facon continue, W (y,) et
par conséquent W( y,, ¥,) varieront d’une fagon continue, sans quoi
le W(y,) pour lequel une discontinuité se produirait devrait appar-
tenir & la frontiére de W.

Il résulte de la par exemple que, s'il y avait des valeurs de y pour
lesquelles W n’admette aucun point, W( y,, y,) devrait étre con-
stamment homologue a zéro sur S(y,) et que, par conséquent, il en
serait de méme de W (iy,) sur S(y,).

De quoi va alors se composer la frontiére de W? Lorsque y, appro-
chera d’un point v de I'une des coupures, la ligne W( y,, ,), tou-
jours homologue a elle-méme sur S(y,), tendra vers W(y, y,) et
W(y,) tendra vers W(v), de telle facon que W(y, y,) soit le lieu
des points de S( y,) qui correspondent aux différents points de W ()
sur S(v;). Quand maintenant y, approchera du méme point par 'autre
lévre de la coupure, la ligne W(y,, y,) tendra vers W (%', y,) et la
ligne W(y,) tendra vers W(¥'). kn général, W(n) ne scra pas
homologue & W ("), car les points de W (¥, y,) sont les points de
S(y,) qui correspondent & ceux de W () considérés comme ap-
partenant a& S(vn); les points de W(y, y,) sont les points de S(y,)
qui correspondent & ceux de W(v') considérés comme appartenant
@ S(n'). Alors, bien que W (7, y,) soit homologue a W(¥’, y,) sur
S(y.), il n’en résulte pas que W(x) soit homologue & W(x') sur
S(n)-

La fronti¢re de W sera alors engendrée par les cycles
W(n) — W(r)

quand on fait décrire successivement &  toutes les coupures. Quand
on fera varier v depuis o jusqu’a ¢ le long de la coupure oz, le cycle
W(n)— W(7'), qui devra s'évanouir pour n =g, engendrera un
doigt A(z ). La frontiérc de W est donc bien un cycle de la forme (r).

Combien pouvons-nous obtenir de cette facon d’homologies entre
les cycles de la forme (1)?

Tout dépend de I'hypothése faite au sujet de la ligne W(y,, »,). Il
est clair que, si I'on remplace cette ligne par une autre qui lui soit
homologue sur S( y,), les deux homologics que 'on obtiendra ainsi ne
seront pas distinctes.
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La ligne W (y,, y,) pourra se composer de I'un des 2 p cyclesde la
surface de Riemann S(y,), ou d’une ligne allant sur cette surface
de Q, & 'un des m — 1 autres points Q,, Q,, ..., Q,, ou d'une com-
binaison de ces lignes, aucune autre hypothése n’est possible. D’ail-
leurs, si I'on envisage deux lignes allant de Q, a Q,, il suffira de
considérer la premiere, car la réunion de ces deux lignes formerait un
cycle. Cela nous fait donc en tout 2 p + m — 1 homologies.

Ces homologices sont-clles toutes distinctes? Si le cycle

W(n) - W(x)

est homologue & zéro sur S(7) et cela sur toutes les coupures, il est
clair que ’homologie correspondant i W se réduit 4 une identité. En
cffet, dans ce cas, les doigts A(e,) qui figurent dans le premier

membre de P'homologie S,(o)—}-zA(sk)No sont homologues &

zéro. plus une portion de S(o); il reste donc S,(0)~ o, S(o) étant
une portion de S(o0); mais, comme une vari¢té ne peut étre homologue
4 zéro sans étre fermée, cette homologie doit se réduire soit a une
identité, soit &t S(o) ~ o. Cette derni¢re hypothtse doit étre rejetée
puisque S(o) n'est pas homologue & zéro. Si I'on peut former ainsi g
homologies sc réduisant a des identités, il n’y aura plus que

2p+m—q —1
homologies distinctes.

Si W(y,)cst un cycle, il faut que W(n)~ W(y'), c’est-a-dire
que le cycle ne soit pas altéré quand y tourne autour du point singu-
lier g, et qu'il en soit de méme pour tous les autres points singulicrs.
Il faut, en d’autres termes, que W( y,) soit ce que nous avons appelé,
dans le Mémoire cité, un cycle incariant; nous aurons done d’abord
autant d’homologics identiques que de cycles invariants, ¢’est-a-dire,
d’aprés le Mémoire cité, autant que de cycles & trois dimensions, ou
encore autant que de cycles a une dimension.

Y en a-t-il d’autres? Supposons que la ligne W (y,) aboutisse 4 un
point Q,, considérons la portion de la variété a quatre dimensions V
voisine de Q,;soit M un point de V infiniment voisin de Q, ; soit IT
le plan tangent & la variété V au point Q,; ce sera une vari¢té plane &
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y
quatre dimensions appartenant & l'espace plan a plus de quatre
dimensions dans lequel nous supposons V tracée; la droite MQ,, si
les deux points M et Q, sont infiniment voisins, sera dans le plan IL.
Portons alors sur la droite MQ, une longueur égale 1 a partir de Q,
et soit H(M) le point ainsi obtenu; les points H(M) appartiendront
a 'hypersphére de rayon 1 et de centre Q,, ou plutét a 'intersection
de cette hypersphére et du plan H, intersection que j'appelle J et qui
est une vari¢té hypersphérique H 4 trois dimensions. Sideux points M
et M’ sont de part et d’autre de Q,, de telle facon que les deux droites
MQ, et Q, M’ soient dans le prolongement I'une de I'autre, les deux
points H(M) et H(M’) seront diamétralement opposés sur J.

Considérons maintenant les points M de W qui sont trés voisins
de Q,; les H(M) correspondants engendreront une variable & deux
dimensions H(W) située sur J; considérons de méme les points M
trés voisins de Q, et tels que y = y,; les H(M) correspondants
engendreront une vari¢té & une dimension H( y,) située sur J. Enfin
les points de W( y,) donneront des H(M) en nombre fini et dont
I'ensemble pourra s'appeler H(W, y,). Si alors un point appartient
a H(y,), il en sera de méme du point diamétralement opposc.

Au contraire, si un pointappartient & H(W, y,), il n'en sera pas de
méme du point diamétralement opposé, puisque par hypothése la
ligne W(y,) s’arréte au point Q, et ne se prolonge pas au dela.
Donc, si un point appartient a H(W ), il n’en sera pas de mé¢me du
point diamétralement opposé, sans quoi nous aurions deux points dia-
métralement opposés sur un méme H(W, y,). '

Si la ligne W ( y,) doit nous conduire aune homologie se réduisant
a une identité, nous venons de voir que W(7) doit étre homologue
a W(n') sur S(v). Je puis sans restreindre la généralité supposer
que W(7) est non seulement homologue mais identique & W(y"). Si,
en effet, il en élait autrement, soit C(y) la portion de S(7) limitée
par le cycle W(yv) — W(x') homologue & zéro. Soit ’(¢;) la variété
a trois dimensions engendrée par C(y;) quand v varie de zéro a ¢ en
suivant la coupure; elle est limitée par I'ensemble des cycles

W(n) — W)
qui la séparent de W, et par C(o, ¢), en désignant par C(o, &) la
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limite vers laquelle tend C(v) quand v tend vers zéro en suivant la
coupure Oc,. Il est clair que C(o, &) est une portion de S(o).
Envisageons alors la variété a trois dimensions

W+ 3 P(e)

ou la sommation indiquée par le signe 2 est étendue aux différentes

coupures.
La variét¢ W avait pour frontiére 'ensemble des cycles

W) — W)

plus une partie de S(o), la variété Z P (&) avait pour frontiére l'en-

semble des cvcles W(v) — W(y') plus Z C(o, &) qui est une partie

de S(o0). Quand nous annexons les deux varié¢tés 'une a P'autre, la
partie commune de la frontiére disparait, de sorte que la frontiére
compléte fait partie de S(o). Comme cette frontiére compléte doit
étre une variété fermée a deux dimensions, ou bien clle se réduira a

’ r N c0 e v .
zéro, de sorte que W + 2‘ P(e;) est une variété fermée, ou bien elle

sera la surface S(0) tout entiére, ce (ui est trés possible puisque cette
surface n’est pas homologue & zéro.

Ainsi, W + 2 P (&) est une variété fermée a trois dimensions; il
est vrai qu'elie présente une circonstance toute particuliére, puisque
pour certaines valeurs de y, a savoir les valeurs y = v, les points de
cette variété pour lesquels y = v forment non plus une ligne, mais
une vari¢té a deux dimensions C(v)). Mais il suffit de déformer infini-
ment peu notre variété pour faire cesser cette circonstance génante.
Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer que W
est une variété fermée et, par conséquent, que W(v) est identique
aW(y).

Alors, H(W)est une variété fermée; supposons d’abord que Q,
soit extrémité d’une des branches de la ligne W ( y,) et n’appartient
4 aucune autre branche de cette ligne; il suffit évidemment que cela
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ait lieu pour une valeur de y, pour que cela ait licu pour toutes. Dans
ce cas H(W) a un seul point commun avec H(y,); ce sont deux
variétés fermées 'une & deux, 'autre & une dimension tracées sur
hypersphére H. Si elles n’ont qu'un point commun c’est qu’elles ne
sont ni 'une ni 'autre homologues & zéro sur Hyj or cela est absurde
puisque H est simplement connewe.

Prenons un cas plus général ; chacune des branches de W(y, ) peut
¢tre parcourue dans deux sens opposcés; nous distinguerons donc un
sens positif et un sens négatif. D’autre part nous attribuerons un signe
al'intersection de H(W) et de H(y,) [d’aprés le signe d’un certain
déterminant ainsi qu’il a été expliqué dans I'Analysis situs (Journal
de U’Ecole Polytechnigue, 2¢ série, I°* Cahier, p. 33 et suiv.)]. Sup-
posons donc que p branches de W(y,) aboutissent a Q, de facon
que Q, soit a la fin de la branche quand on décrit cette branche dans
le sens positif, et n quand on décrit la branche dans le sens négatif.

Alors H(W) et H(y,) admettront p intersections positives ct
nnégatives. Ou bien alors 'excés p — n ne sera pas nul, ce qui est
impossible parce qu’on pourrait avoir H(W) ~ o sur H ct que H est
simplement connexe; ou bien cet excés sera nul et alors la ligne
W(y,) pourra étre remplacce par une autre ne passant pas par Q,.

Il est donc impossible qu'il existe une variété W satisfaisant aux
conditions énoncées; il n’y a donc pas d’autre homologie identique
que celles que I'on déduit des cycles invariants.

En résumé, soit N le nombre des points singuliers ¢,, €,, ..., en
tenant compte du degré de multiplicité, un de ces points pouvant étre
double par exemple s’il correspond & deux cycles évanouissants.

Soit 2p le nombre des cycles de la surface de Riemann S( y).

Soit m le nombre des points tels que Q,, Q,, ....

Soit ¢ le nombre des cycles invariants de S(y), ou, ce qui reyient
au méme, le nombre des cycles 4 une ou & trois dimensions de (o).

Nous aurons N doigts, tous nos cycles seront des combinaisons de
la forme (1), c’est-d-dire des combinaisons de ces N doigts et de S(o0);
nais toutes les combinaisons de ces N -1 variétés ne conviennent
pas; clles doivent satisfaire a la condition (2); cette condition, puisque
S(o) admet 2p cycles, équivaut i 2p conditions simples. Il reste ainsi
N +1— 2p cycles.
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Mais ces cycles sont liés par des homologies, engendrées par les
différentes lignes W(y, ) possibles; il y ena 2 p provenant des 2 p cycles
ferm¢s qu'on peut tracer sur S(y,); il y ena m — 1 provenant des
m — 1 lignes qui vont d’un point Q & 'autre. Si ces 2p +m —1 homo-
logies sont distinctes, ce qui arrive en général, il reste

N+2—4p—m,

cycles a deux dimensions distincts. Mais il y a ¢ homologies iden-
tiques, il y a donc finalement

(3) N+g+2—4p—m

-cycles a deux dimensions.

§ 7. — Application aux surfaces du troisiéme degré.,

Appliquons ces principes a la surface du troisiéme degré. Dans les
paragraphes précédents, un rdle essentiel ¢était joué par les surfaces de
Riemann S( y) correspondant aux intersections de la surface F = o
avec le plan y = const. Si nous prenons les coordonnées homogeénes

Ly Yy 5 L,

ces plans y = const. passent par une droite fixe située a l'infini et qui
a pour ¢quations y = ¢ = o. On pourrait répéter la méme analyse en
faisant jouer le role de cette droite y =¢=o0 a une droite quel-
conque D et le role des surfaces S(y) aux surfaces de Riemanu corres-
pondant aux intersections de F = o avec les plans passant par D.
Cela revient & faire un changement de coordonnées tétraédriques en
prenant cette droite D pour I'une des arétes du tétraédre de référence.
Tout étant projectif, il est clair que le résultat doit rester le méme
quelle que soit la droite D et I'on en comprendra d’ailleurs mieux les
raisons en se reportant a ce qui a été dit aux paragraphes 2 et 3.
L’application de la formule (3) doit conduire au méme nombre de

cycles & deux dimensions, de quelque facon que soit choisie la
droite D.
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Mais, si ce résultat est certain @ priort, il conduit a quelques para-
doxes apparents et il est intéressant de voir par quel mécanisme se fait
la compensation. M. Picard, en étudiant une surface du troisiéme
degré particuli¢re, sur laquelle nous reviendrons. avait déja mis en
évidence certaines propositions paradoxales, dont il avait donné Pex-
plication.

Dans la formule (3), le nombre ¢ représente le nombre des cycles
lincaires. Ce nombre est évidemment indépendant de la droite D. Il
est d’ailleurs nul, comme I’'a montré M. Picard, pour la surface du
troisieme degré.

Le nombre N est le nombre des plans tangents qne ’on peut mener
a la surface parla droite D. Ce nombre est égal 4 12 dans le cas le plus
genéral. '

Le nombre p est le genre de la courbe, intersection de F = o par
un plan passant par la droite D; il est égal & 1.

Les points Q,, Q,, ... sont les intersections de la surface F =o et
de la droite D; le nombre m est le nombre de ces intersections. Il est
égal i 3 dans le cas général. On a donc, dans le cas géncral,

q=o, N =12, p=1, m=3
et, pour le nombre de cycles,
N+g+o2—-4p—m=r.

Supposons maintenant que la surface F = o, restant toujours la
plus générale, la droite D prenne des positions particuliéres.

Supposons d’abord que la droite D devienne tangente & la surface;
deux des plans tangents menés par D se confondront et N se réduira
a 11, mais deux des points d'intersection de D se confondront et m se
réduira & 2. Le nombre N + ¢ + 2 — 4p — m ne changera pas.

Supposons maintenant que I'un des plans tangents menés par D
coupe la surface suivant une courbe présentant un point de rebrousse-
ment; ici encore deux plans tangents se confondront, mais il faut tenir
compte du degré de multiplicité. Or nous avons vu que, dans le cas
d’un rebroussement, il y a deux cycles évanouissants et que, par con-
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séquent, le plan tangent doit étre regardé comme double; le nombre N
reste donc égal & 12.

La surface I = o contient vingt-sept droites que nous appellerons
les droites A. Supposons que D rencontre 'une des droites A. Le plan
de D et de A coupe la surface suivant la droite A et une conique; c'est
donc un plan tangent double avec deux points de contact distincts.

Le nombre des plans tangents distincts se réduit donc & 11, mais
ce plan DA doit étre regardé comme double; il n'y a, il est vrai,
qu’un seul cycle évanouissant, mais la courbe se décompose; cela fait
donc deux doigts simples, I'un engendré par le cycle évanouissant,
'autre homologue & I'une des composantes de la surface de Riemann,
donc N reste égal i 12. .

Les divers plans menés par A coupent la surface suivant des coni-
ues; deux de ces coniques touchent la droite A. Soient P, et P, les
plans de ces deux coniques et supposons que A soit dans le plan P,.
Alors trois de nos douze plans tangents se confondent, les deux points
de contact du plan tangent DA, qui étaicnt distincts et équivalents a
deux points doubles & tangentes sépardes, se confondent en un seul,
équivalent & un point de rehroussement. Nous avons cette fois deux
cycles évanouissants, cela nous fait trois doigts simples dont deux
correspondent i ces deux cycles et un est homologue 4 'une des
composantes de la surface de Riemann (composante relative i la
droite, ou bien a la conique); donc le plan tangent I, doit étre regardé
comme triple ct N reste égal a 12.

Ainsi voili trois cas ot le plan tangent correspond & deux, deux ou
trois plans tangents confondus : ce sont ceux oti ce plan coupe la surface
suivant une cubique & rebroussement, suivant une droite A et une
conique qui la coupe, suivant une droite A et une conique qui la touche;
nous venons de voir que ce plan doit étre alors regardé comme double,
double ou triple. Mais il peut arriver que, dans 1'un de ces trois cas, la
droite D passe par le point de contact, c'est ce qui arrive respective-
ment si D touche la surface en un point ot l'indicatrice est parabo-
lique, si D coupe A en un point ou cette droite rencontre la conique
intersection du plan DA et de la surface F = o, si D coupe A au point
ou cetle droite Louche la conique intersection de DA ct de la surface.
Le plan tangent correspond alors i trois, Lrois ou quatre plans tangents
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confondus, ct il reste double, double ou triple; le nombre N se réduit
donc & 11, mais, comme D touche la surface, le nombre m se réduit
a 2, de sorte que la différence N — m ct le nombre des cycles

N+g+2—4p—m
ne changent pas.

Si la droite D est une asymptote de 'indicatrice en un point de la
surface, le plan langent correspondant équivaut & trois plans tangents
confondus; donc N se réduit & 1o, mais, d’autre part, D coupe la sur-
face en trois points confondus, de sorte (ue m se réduit a1 et que la
différence N — m ne change pas.

Il peut se faire (ue, parmi les plans tangents menés par D, il v en
ait deux ou plusicurs (ui présentent séparément I'une des singularités
que nous venons d’¢tudier; rien n’est i changer alors & ce qui précede.
1 peut arriver enfin que par la droite ) on puisse mener un plan qui
coupe la surface suivant trois droiles A, qui soil par conscquent triple-
ment tangent & la surface. Ce plan correspondra & trois plans tangents
confondus. Quel est son degré de multiplicité, ¢’est-a~dire le nombre
de doigts simples auxquels il correspond? 1l n’y a qu'un cycle éva-
nouissant, mais la surface de Riemann S(¢;) se décompose en trois
parties S, (&), S,(&x), S k) correspondant aux trois droites. Nous
aurons donc trois doigts simples, le premier engendré par le cycle éva-
nouissant, le deuxi¢me homologue & S, (¢, ) plus une partie de 3(0), le
troisicme homologue a 8,(&) plus une partie de S(0). Le cycle qui
serait homologue & S,(e;) plus une partie de S{0) n'est pas distinct
des précédents, car, toules les surfaces S( 1) ¢tant homologues entre
elles, comme nous 'avons vu, on a

S, (&) + S, (%) + S;(ex) ~ 5(0),

de sorle qu'une combinaison de nos trois doigls nous raméne au
cycle S(0). En résumé, ce plan triplement tangent, qui équivaut a
trois plans tangents confondus, a pour degré de multiplicité 3, de sorte
que N reste ¢gal a 12.

Il nous reste & examiner le cas oit D est 'une des droites A. Alors D
rencontre dix autres droites A, que j'appellerai A, et B, A, et B,, A,
el By, A,et B, A, et B,.
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Les droites A, et B; se rencontrent quel que soit ¢ et il n’y a pas
d’autre rencontre entre les droites A ct B. Par D on peut mener cing
plans tangents qui sont les cing plans DA;B;; que sont devenus les
sept autres plans tangents? Soit D’ une droite trés voisine de Dj
par D’ nous pouvons mener douze plans tangents, dont cinq tendront
vers les cing plans D A;B;; vers uclles limites tendront les sept autres
et les points de contact correspondants? Parmi les plans menés par D,
il y en a deux, P, et P,, qui coupent la surface suivant la droite D et
une conique qui la touche. Eh bien, deux plans tangents tendront
vers P, et deux vers P,.

Il reste a4 voir ce ¢ue deviennent les trois plans tangents restants.
Soient M), M}, M, les trois points d’intersection de D’ avec la sur-
face; quand D’ tendra vers D, ces trois points tendront vers trois
points M, M,, M, de D; eh bien, les points de contact des trois plans
tangents restants tendront vers M, M,, M;.

Quant aux cycles & deux dimensions correspondants, voici ce qu'ils
deviennent. Considérons d’abord un plan tangent qui, a la limite, se
réduit au plan A;B;D; la snrface de Riemann correspondant & I'in-
tersection de ce plan ct de la surface se décompose 4 la limite en trois
parties correspondant aux trois droites A;, B;, D ; le doig ¢ correspondant
est & la limite homologue & 'une de ces trois parties, par exemple i la
surface de Riemann correspondant & la droite A; ct que jappel-
lerat S(A;). Voiliv donc déja cinq de nos sept cycles correspondant aux
cing surfaces de Riemann S(A,), S(A,), ..., S(A;). Les sept doigts
correspondant aux scpt autres plans tangents nous fourniront a la
limite, par leurs combinaisons entre eux et avec S(o), un seul cycle
nouveau qui sera la surface de Riemann S(D); cette notation S(A;),
S(D) ne peut engendrer aucune confusion avec S(y), puisque A;et D
sont des droites et y une quantité. 1l nous reste un dernier cycle qui
est S(o), mais

S(0)~S(D) +S(A,) + S(B,),

puisque S(o) est homologue 4 la surface de Riemann correspondant a
I'intersection de la surface avec un plan quelconque, et que, quand ce
plan est le plan DA;B;, cctte surface de Riemann se décompose en

S(D), S(A;), S(B)).
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En conséquence, tous les cycles & deux dimensions de I = o sont
q ’ y
homologues & des combinaisons des sept cycles suivants :

S(D), S(A,), S(A)), S(A,), S(A,)), S(A;), S(B,),

qui ne sont autre chose que des surfaces de Riemann correspondant &
sept des vingt-sept droites A.

Quelques mots maintenant sur les intersections mutuelles de ces
cycles; quel est 'excés du nombre des intersections positives sur cclui
des intersecticns négatives, en adoptant le point de vue du para-
graphe 9 de V'dnalysis situs (Journal de UEcole Polytechnique,
2¢ série, I Cahier, p. 33)? Si nous considérons deux surfaces de
Riemann S(y,) et S(,), cet exeés sera ¢videmment 35 si nous consi-
dérons deux surfaces de Riemann S(A,) et S(A,) correspondant &
deux droites A, cet excés sera 1 ou zéro, suivant (ue ces deux droites
se rencontreront ou non. Si nous considérons deux cycles K, et K,
nous représenterons cet exces par N(K, K, ); si alors

K,~K. K.~ K],
on aura également
NK, Ky)=N(K,, K)).
Si maintenant
K,~n,S(D)+ Xn,S(A;) + n,S(B)),
il viendra
N(K,, K))=n,N[K,, S(D)]+Zn,N[K,, S(A)]+n,N|K,, S(B))],
d’oul cette conséquence que la connaissance des sept exces

N[Kg,S(DH, N[K‘,S(A,)], N[KH S(Bl>]

suffit pour déterminer N (K, K,), K, ¢tant un cycle quelconque.
Soit, en particulier, K, = S(4,), K,=8(4,), A, et A, étant deux
quelconques des vingt-sept droites A; nous voyons que la connaissance
du nombre des points d'intersection de 4, avec D, les A; ct B, suffit
pour déterminer le nombre des intersections de A, avec une droite
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quelconque 4,, c'est-d-dire pour déterminer complétement la
droite A,.

C’est, en effet, ce qu'il est aisé de vérifier; une des vingt-sept droites
scra complétement déterminée quand on saura si elle rencontre une
autre des vingt-sept droites choisie an hasard D, et aussi si elle ren-
contre cinq autres des vingt-sept droites (ui rencontrent D sans se
rencontrer entre elles.

On sait que les surfaces du troisiéme degré sont unicursales. Si en
effet on prend deux des vingt-sept droites A qui ne sc rencontrent pas,
soient D et D’ qu’on prennc un point M sur D et un point M’ sur D’
ayant pour abscisse, par exemple, le premier u, le second ¢, la
droitc MM’ rencontrera la surface en un troisi¢me point M, dont les
coordonnées sont des fonctions rationnelles du « et de ¢. De cette cir-
conslance découlent des conséquences paradoxales sur lesquelles
M. Picard a déja appelé Pattention.

Si les valeurs de « et ¢ correspondent & I'unc des droites A, A,,
A, A, A, qui rencontrent & la fois D et D, la droite MM’ est tout
enti¢re sur la surface et les coordonnées du point M, deviennent indé-
terminées.

Si maintenant nous prenons un point M, sur la surface, les deux
plans M, D et M, D’ se couperont suivant une droite déterminée MM,
les points M ct M’ scront donc déterminés ct, par conséquent, u et ¢
seront fonctions rationnelles des coordonnées de M,. Si cependant le
point M, était sur la droite D, le plan M, D ne serait alors autre chose
que le plan tangent en M, ct ce qui précide subsisterait.

Le licu des points # = = cst une conique ¢’ qui coupe D’ en deux
points et le lieu des points ¢ = est une conique C qui coupe D en
deux points.

Reprenons maintenant la vari¢té V i quatre dimensions engendrée
par la surface F = o; et sur cette vari¢té un cycle K fermé a deux
dimensions et non homologue & zéro. Soit W I'espace plan & quatre
dimensions engendr¢ par les deux variables complexes u, ¢; on pour-
rait d'abord étre tenté de dire que, la surface étant unicursale, Vet W
doivent étre homéomorphes, qu’i tout cycle fermé K de V correspondra
un cycle fermé K’ de W3 que, tous les cycles fermés de W étant homo-
logues a zéro, il doit en étre de méme de tous les cycles fermés de V;
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ce qui serait contraire aux conclusions qui précédent. Les découvertes
de M. Picard nous ont d’ailleurs depuis longtemps mis en garde contre
un pareil raisonnement.

Le cycle K, en effet, peut rencontrer I'une des droites A; ou P'unc
des coniques C ou C'. S'il rencontre C, par exemple, le cycle corres-
pondant K’ ne sera plus fermé, mnais présentera un pointementi l'infini,
ainsi que I'a signalé M. Picard.

Supposons maintenant que le cycle K’ soit fermé et, par conséquent,
homologue & zéro dans 'espace W. S'ensuivra-t-il que le cycle fermé
correspondant K soit homologue & zéro sur V? Pas du tout. Il y a dans
I'espace W cinq points auxquels correspondent unc infinité de points de
la variété V; ce sont les points # = u;, ¢ = ¢; qui correspondent aux
cinq droites A;; nous avons vu cn cffet que, pour ces valeurs de u et ¢,
les coordonnées de M, sont indéterminées. Supposons alors que le
cycle K’ passe par I'un de ces points w;, ¢;5 étant homologue & zéro
sur W, il limitera un domaine & trois dimensions de cet espace. Mais
considérons un point N de R et supposons que ce point se rapproche
indéfiniment de u;, ¢; qui est sur la frontiére de R. Soit M le point
de V qui est le correspondant de N; quand N tendra vers «;, ¢, le
point M tendra vers un point de la droite A; et ce point pourra occuper
une position quelconque sur cette droite, suivant la facon dont N
tendra vers u;, ¢;. Soit R’ un domaine & trois dimensions de V corres-
pondant & R sa frontiére compléte se composera non sculement de K,
cycle de V correspondant & K’, mais de la surface de Riemann S(A;);
car, quand N se rapproche de la frontiére de R, le point correspon-
dant M se rapproche soit de K si N tend vers un point de K’ autre
que u;, v;, soit d’'un point quelconque de S(A;)si N tend vers «;, ¢;.
Donc K n’est pas homologue & zéro.

Dans la variété W, on doit considérer comme distincts les points
u=x,v=r¢ et u=ow,v =0, de méme que les pointsu = u,,v =
et ¥ =u,, v =2, puisque a ces points correspondent des droites MM’
distinctes. On doit donc adopter, au sujet des points a 'infini, non la
convention du Mémoire actuel, mais celle du Mémoire cité. Il en
résulte que les deux surfaces de Riemann « = const. et ¢ = const. ne
sont pas homologues entre elles. D’ott cette conclusion : les cycles K’
de W qui sont tous entiers a distance finie sont homologues & zéro ; mais,
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si 'on tient compte de ceux qui s’étendent 4 I'infini, il y en a deux qui
non sculement ne sont pas homologues & zéro, mais sont indépen-
dants, ce sont justement ces deux surfaces de Riemann u = const. et
¢ = const.

De plus, parmi les cycles K"homologues & zéro, il y en a qui ne cor-
respondent pas a des cycles K homologues a zéro : ce sont ceux qui
passent par I'un des points «;, o; et cinq de ces cycles doivent étre con-
sidérés comme distincts, puisqu’il y a cinq points %, ¢;. Nous retrou-
verons donc bien nos sept cycles distincts et la conciliation est compléte
avec ce qui précede.

Un mot encore sur une circonstance qui peut se présenter pour cer-
taines surfaces du troisicme degré particuliéres; il peut arriver que
trois des droites A, que j'appellerai A,, A,, A,, soient dans un méme
plan tangent P et passent par un méme point M. Clest ce qui arrive
en particulier pour la surface de M. Picard

w:‘ +“‘V3 + :2! = 1.

Si alors la droite D par laquelle doivent étre menés les plans tan-
gents se trouve sur le plan P, quatre des plans tangents menés par D
se confondront avec P, de sorte que nous n’aurons plus que neuf plans
tangents distincts au licu de douze.

1l faut voir & combicn de doigls distincts ce plan correspond. Pour
nous cn rendre comple, prenons la surface de Picard et coupons par
exemple par les plans 5 = const.; la droite D ¢tant alors la droite &
l'infini qui est I'intersection commune de tous ces plans 5 = const. La
courbe d’intersection est

x3—f—y“:1 — 3,
olt 5 est regardé comme un parametre. Les deux cycles sont des com-
binaisons dc lacets tracés dans le plan des « et enveloppant les trois
points singuliers .

r=y1—2z, & =ey1—3°, x=e\1— 37,

e ¢tant une racine cubique de l'unité. Pour z =1, ces trois points
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singuliers se confondent avec O, les lacets se réduisent & un point et il
en cst de méme des cycles, les deux cycles sont donc évanouissants.

De plus, pour 5 =1, la courbe se décompose en trois droites A,,
A, A;; dong, entre les deux doigts provenant des deux cycles évanouis-
sants, nous en aurons deux autres homologues & S(A,) et S(A,); je
ne parle pas de S(A,) qui n’est pas distinct des précédents puisque

S(4,) + S(4,) +5(4,) ~ S(o).

Ainsi ce plan tangent quadruple donne naissance & quatre doigts
distincts. Le nombre N n’est donc pas altéré.

Supposons enfin que la surface présente un point conique H; dans ce
cas, six des droites A, comptant chacune pour deux, passent en H ; je les
appellerai 4,, A,, ..., 3 il y a quinze autres droites qui sont dans
les quinze plans déterminés par les six premiéres. Le nombre des
cycles K se réduit alors a 65 on peut le voir de trois manicres :

1° Nos sept cycles S(D ), S(A;), S(o) du cas général se réduisent
icia 5(4;) (i=1,2,...,6)ect 5(0), parce que, si I'on prend pour la
droite D la droite A,, les droites A; ne sont autres ue les cing autres
droites A;; or, les droites A; forment 1'intersection de la surface avec
le cone tangent au point H qui est du second degré. La surface de
Riemann correspondant & I'interscction de la surface avec une qua-
drique quelconque est homologue i 2 3(0), on a donc I’homologic

£5(4;) ~25(0),

de sorte qu'il ne reste que six cycles distincts.

2° Si la droite D est quelconque, deux des plans tangents menés
par D se confondent avec le plan DH, de sorte que les nombres N, p
et m deviennent ¢gaux i 11, 1, 3 et que

N+2—4p—m=6.

3° Si la droite D passe par H, un plan quelconque mené par D
coupera la surface suivant unc conique, ct cctte conique se décompo-
sera en deux droites, quand ce plan passcra par I'une des six droites A;;
on a donc N = 0, la conique étant unicursale, p == o, et D coupant la
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surface en deux points distincts, m = 2; on a donc
N+2—4p—m=0.

Plus généralement, quand une surface acquerra un point conique,
le nombre des cycles a deux dimensions diminuera d’une unité. Soit,
en cffet, P le point conique, ct supposons d’abord que la droite D ne
passe pas par ce point, le plan PD devra étre regardé comme un plan
tangent, qui comptera pour dewr plans tangents confondus, mais
pour un seulement au point de vue de I’évaluation du nombre N. Le
nombre N se changera donc en N — 1 et les autres nombres ne chan-
geront pas.

Supposons maintenant qu'on fasse passer la droite D par P; les
points de contact de la surface avec les plans tangents menés par 1)
sont les intersections de celte surface avec une certaine courbe gauche,
et cette courbe coupe la surface au point P, non plus en deux, mais
en six points confondus; de plus, ce point P ne comptera plus dans
I'¢évaluation du nombre N puisqu’il n’y a plus de plan PD. Donc N se
changera, non plusen N — 1, maisen N — 6.

D’autre part, le genre p d’une section faite par un plan quelconque
mené par D se change en p — 1 puisque toutes ces sections admettent
un point double. Le nombre m des intersections distinctes de D avec
la surface se change en m — 1 puisque deux de ces intersections sont
confondues en P.

Le nombre N + 2 — 4p — m se change doncen N +1 — 4p — m.

Nous n’avons pas & nous inquicter des plans tangents menés par D
au cone tangent & la surface au point P. kn effet, pour les sections

faites par ces plans, lc point double devient un point/ Ag; rebrousse-

ment, ce qui n’altére pas le genre.
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