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SUR LES FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES., 299

Sur les fractions continues arithmétiques

et les nombres transcendants ;

Par M. Epyoxo MAILLET.

I. — Introduction.
Soit la fraction continue
; A=gqg,+1:a, +1:0,+...,

ol a,, a,, @, ...sont des nombres quelconques > o.

Si I'on prend pour ces nombres des entiers positifs, A est une frac-
tion continue arithmétique ordinaire : 1° Liouville a indiqué des cas
étendus ol A est un nombre transcendant ces nombres ol, pour une
infinité de valeurs de j, a; croit assez vite avec j, sont les nombres
transcendants de Liouville; 2° les nombres A sont encore transcen-
dants quand ce sont des fractions continues qua51-per10d1ques, sous
cértaines conditions. : -

On peutse demander si certaines propriétés analogues ne pourralent
subsister lorsque les @; ne sont pas des entiers positifs. Soit a;==b;c;',
ol b,, ¢; sont entiers positifs, '

J=0byc;' +1:0,¢7' +1:byc)' +...
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~ Dans ce qui suit ( '), j'établis diverses conditions suffisanites pour
qu’une pareille fraction continue soit un nombre transcendant de Liou-
ville, et j’indique, avec précision, des cas élendus ot I'une au moins de
ces conditions est satisfaite. Ainsi, les ¢, étant donnés, J est un nombre
de Liouville lorsque la croissance des b, est suffisamment rapide avec 7,
ou que l'ordre de la suite des b, est assez grand (théorémes I a V).

La considération des fractions continues J divergentes peut aussi
conduire & des nombres transcendants de Liouville (théoréme VI).

Dans des cas étendus, les fractions continues J quasi-périodiques sont
des nombres transcendantsj méme, sous certaines conditions, le dé-
veloppement en fraction continue ordinaire (c’est-a-dire a quotients
incomplets entiers positifs) de ces nombres J est quasi-périodique
(théorémes VII et VIII et corollaires).

Enfin, je m’occupe un peu des fractions continues

K=gy+h:g+h:g,+...

ou les g;, h; sont des entiérs positifs pour ¢ > o (g, rationnel), et qui
se raménent facilement au type J. Dans des cas étendus, que je précise,
ce sont des nombres de Liouville (théoréme IX et X); quand K est
quasi-périodique, les périodes ayant un nombre impair de termes, la
fraction J correspondante est aussi quasi-périodique dans des cas
étendus.

II. —_ Préliminaires.

‘Soient a, >0, b,,, Cn quelconques > o, entiers ou non. Je rappel]e
d’abord "quelques propriétés connues des fractlons continues J et de
leurs pseudo—reduzlcs( ) - B - co :

J,,—-ao-{—l a+1: a,,+~..+1 @y

(') Je désignerai dans ce Mémoire par 1. 7. mon Introduction a la théorie
des nombres transcendarits, etc. (Paris, Gauthier-Villars, 1go6), a laquelle je
férai de fréquents renvois.” Voir un résumé de mon Travail dans les C. R,,
t. CXLIV, 1" sem, igo7, p.-1020, 13 mai,

() Je réserve le mot réduite pour le développement en fraction continue or-
dinaire & quotients incomplets entiers positifs de J. J'adopte Pexpression de’
pseudo-réduite pour bien montrer que, en général, malgré 'apparence, les frac-
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“Elles s'établissent comme les propriétés analogues pour le cas ol

les a, sont entiers (I, T., p. 1 & 5), en supposant, bien entendu, la
fraction continue convergente ('), ce qui a toujours lieu quand les «,
sont 21 des que n est assez grand. Posant : e

.. s ’ Pn+| - P an—H + Pu -1 - ' Qu+| - Qna'n+i -+ Qn 1 )
v ey B !
(1) (P, =a,, Q,=1, P\ =a,a, +1, - Q=a,. etc.,
Ly = Uy == 12 Qg Ty

on a

Y l_g . f 7 ‘ 4 f _ N
(2) ‘I -‘Pn <n Pu+i Qn_P Qn+4_<—[)n7
J — Pl;“vu+l+ I -1
qun+l+ Qu I

B Gy = T = (e ) >0
J est comprls entre J,H etJ,, J — J,, dusigne de J,., — J,;, et
(3) o =] < = 8 = (QLQ )
quand a,¢,,, 21. .
(4) [J =T <|T = Juei 5

c’est le cas, a partir d’une certaine valeur de n, lorsque @,21 & partir
de cette valeur De méme
(5) T — _-—(— r>”<Q,,Q,,H>— = d = (= QL Q)
Tow = Taca = (= QL QU = (Qu Q)] ,
(6) = (= 1" (Quoy Qe )" ( Qs — Qi)
= (= 1’)"7',91}1.4,. (Qy Quy )"

tions J, pounont avou, au pomt de vue arithmétique, des ploputtes sensxble—
ment différentes de celles des rédnites.

@

(‘) On sait qu'il faut et il suffit que la série Ea,- diverge. Voir une démon-

stration smlple de cette propriété due, je crois, a Stern (J. f Malh L. XXXVII)
dans Sueltjes (Ann. -Fac, Toul., v. VIII, 1894, J., p. 31).

Journ. de Math. (6° série), tome III. — Fasc. III, 1go7. 39
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La suite des quantités J, J,, ..., J,,44, ... forme donc une suite dé-
croissante, la suite des quantités J,=a,, J,, ..., J,,, ... une suite
croissante; toutes deux ont pour limite J quand Ia fraction continue

est convergente.
On voit que P;, et Q) sont des polynomes a coefficients entiers formés

avec @y, @, ..., a,, du premier degré par rapport a chacun des a;.
On peut encore écrire

ror—y

1 ' ’ ’ ] ! = N
(7) tb'”:COC‘ "‘can Xn:cocl"'cthn! ‘In:PnQu — G-xu/,n ?

ol w,, v, sont des polynomes & coefficients entiers formés avec by, ...,
bn? CO? RS cn?
! oy ! ? N ’ — 2
(8> mlI-H /JI - wn /,n+| - <_‘ I)H<CO A 'cll) CIH-U

(9 1T =T <(QQus ) < L on )™ (Cor )

J’évalue les limites supérieures et inférieures de Q) et y, : (1) donne
encore
N / ' ' '
. Qu == (2:1—1 an -+ Q11~2 > Qn—l a’ll > e > al d2 . aﬂ’
(9 bis)

! ) ;
Yo > CoCye e Cr@y By @y > Cob byl b,
D’autre part, _
! '
Q():I) Q|<I+a’l;

siQ, Q.. Q), sont plus petits que (1 + a,)(1 + a,)...(1 + a,),

L R ]
Q;1+| - Q:’:an-H +>Q’n-1 <(I+ ai)' . '(I+ au)(l -+ a/l+|)'
On a done | .

(10) (1+a)...(1+a,) >Q,>a,a,...a,
10
\ co(by+c¢)...(by+ ) >UL, >e,b,...b,.

" Ces formules supposent seulement a,> o0, a,, b,, ¢, étant rationnels
ou non; lorsque les b, et les ¢, sont des entiers, les ¥/, et les @), sont
des entiers, et J, supposée convergente, est limite de la suite des frac-
tions J,= &, 7,"'. On remarquera que toutes les formules ci-dessus
obtenues sans considérer .., subsistent quand J diverge.
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Enfin, lorsque a, est 21 & partir d'une certaine valeur de 7, je rap-
pelle que (1. T, p. 3),
n—uw

(10 bis) Q> 7, ' !

ot ¢ est-fini,

s II. — Sur les nombres de Liouville de la forme J.

Je suppose les b, ¢, entiers réels et positifs.

Par définition, un nombre de Liouville réel A est la limite d’une
suite de fractions rationnelles A,=B,C;' (B,, C, entiers positifs,
' premiers entre eux ou non) telles que, pour une infinité de valeurs n
de n,

(11) ‘ oA — A, |G,

si grand que soit le nombre positif «, les C,, n’ayant aucune limite
supérieure quand 7, croit mdeﬁnlment c’est ce que j’appellerai la
condition de Liouville (). Il en résulte qu'on peut choisir les n, de -
facon que C, ne décroisse pas quand n, croit, et que, pour « et n,
assez grands, A, est une réduite de A (1. T, p. 5, prop. 8).
Dés lors, étant donnée une quantité réelle positive A’, qu’on sait
seulement é&tre limite d’une suite de fractions rationnelles
A= B’ c (B, C, entiers),

n’

peut-on écrire une condttwn nécessaire pour que A’ soil un nombre
de Liouville? .

Si 'on sait que la suite des A/, renferme toutes les réduites, sauf un
nombre fini d’entre elles, on devra exprimer que parmiles A} il y en
a une infinité qui satisfont a la condition de Liouville, ce qui sera
nécessaire el suffisant. Mais il est toujours possible de définir un

(*) Ce m’est une occasion de mentionner, pour éviter toute possibilité de
confusion, et bien que cela résulte sans aucun doute, me semble-t-il, de mes
calculs, que les réduites envisagées dans I’énoncé du bas de la page 44 de 7. 7.
sont exclusivement des réduites satisfaisant a la condition de Liouville.
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nombre quelconque A’ comme limite d'une suite de-quantités A, dont
auncune n’est réduite. Par conséquent, a priori, dans le cas de la suite
la plus générale A, on n’a aucun moyen d’écrire une condition néces-
saire pour que A soit un nombre de Liouville : il en est tout différem-
ment quand A est donné parla suite de ses réduites (1. 7., p. 229).,
. Aussi n’essaierai-je pas d'indiquer en général pour J une pareille
condition nécessaire, car rien ne prouve a priori que, parmi les J,, il
y a toutes les réduites de J, sauf un nombre limité.

On peut toutefois écrire une condition suffisante pour que les 1,
renferment une infinit¢ de réduites. Il suffit, d’aprés (9), que, pour
une infinité de valeurs n,den(l.T,;p.5), : .

I ot o (o,

/,nt /_n,+1
ou

(12) o St > 270 (Co - Cn ) Cap

. ‘Mais, méme quand cette condition est satisfaite, on ne sait toujours
pas st la suite J, renferme toutes les réduites, sauf un nonibre limité.
. Peut-on écrire une condition suﬁ'sanw pour que J soit un nombre
de Liouville?
Cette fois'la 76[)0]288 est afrmalwe Il sufﬁra que, parmi les Jn, il y
en ait une infinité J, qui, non seulement sont réduites, mais encore
satisfont 4 Ia condition de Liouville. Il suffira donc; d’aprés (g),

I J —VJR;I <(CO ce cn‘)zcnﬁ-lx;—:' 7:"_;.:_1 < x::a,
ou - _ /.

(13) o (o) Cner e

On déduit de la diverses conditions suffisantes dont je fcral usage :
d’ aprcs (10), il suffit

b b > (00 0Pt (Bt ) (B 6 )]

- ou

a8 | an et >E(Fa) (kg (e et
ou o

@y >E[(1+a,) . (T4a, )P (e)n e )0
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Quand a,21, &0t b;2¢;, 4 partu‘ d’une certaine valeur 7' de £, 1l
sufﬁt :

Coly oo by >N 2Dy by ) (g €0, ) oy

ou

(15) @ >N 2" (DD, ) ey, )

ou encore
(16) | a,,'+,> IS 2’“‘“"”(@, .. .a,,i‘)“‘»‘-’(co‘.'.c,,‘)“ (A const.).

~ On peut en déduire d’autres conditions suffisantes moins premses,~
mais plus simples. o

Dans le cas de (14), soit d; la plus grande des quantités b; et ¢; 2l '
suffit '

Ao @,y > Ch ""“‘“(d....'.d,,‘)““(c,. e Cn )y
ou, a fortiori, : :
A Ay ._émH >ch 2"}""‘"’(?1‘.'. ., ),
(t7). - fou
: ‘ ' by > cf,‘Az.‘"“““)(d, cnd, ) e,

Qu‘md a;21(121"), soit a, (n2¢) la plus grande des quanutes a,
Qyy ony Gy Buy Yales quantltes analogues pour les suites b,, ..:, b,
d’une part, ¢y, ¢, ..., c,, d’ autre part. On aa,2r1,B,2y,; daprés(15),
il suffit :
n+1>()\c )a a‘(a—l)pn.ta—z).},f:?,

ou
' Uiy > (e ) (28, )%
d’aprés (16), il suffit

~(18)

Gy > (M) 250 grte=tymes, ~
(9) . {ou
an,+i > (7\ co)a (2anl Y"‘)'Ha.
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Ceci posé, je me reporte aux classifications des fractions continues
que j'at indiquées ailleurs (/. 7., p. 8, 219 note ('), 228, 237), et
dont je rappelle sommairement les principes généraux. J est
d’ordre (k,p) dans la premiére classification quand, pour n >,

((1)) an<ek<n)9+e)‘
et, pour une infinité de valeurs n, de »,
() @, > e (12 )P,

( entier positif ou négatif, p >, ¢ fixe positif aussi petit qu'on veut);
il est d’ordre (k, p) dans la deuxiéme classification quand on a, au
lien de ces inégalités, les inégalités

() @< e(n),
() | a,, > e (n2~°)

dans les mémes conditions. Les valeurs a, sont les valeurs princi-
pales ou les termes principaux de la suite des a,, ou encore les
quotients incomplets principauz de J. Quand on ne peul trouver
aucun systeme de valeurs de k et p tel que (w), () alent lieu, la suite
est d’ordre + oo quand il en est ainsi pour (u), (¢'), la suite est
d’ordre — .

I. Cas o a;21 a partir d’une certaine valeur i de i. — On re-
marque que, lorsque lés ¢; sont tous égaux 4 1, des inégalités analogues
& (15) et (16) ont déja été indiquées ailleurs (1. 7., p. 228 et suiv.),
et ne peuvent, comme on sait, avoir lieu, sans restriction sur le mode
de croissance des a,, que si la suite des a, est d’ordre > (3,0) dans la
premiére classification, d’ordre > (2,1) dans la deuxiéme.

A fortiori doit-il en étre ainsi quand les ¢; ne sont pas tous égaux a 1.
De plus ces inégalités n'ont jamais lien quand la suite des a, est
d’ordre < (1, ) dans la premiére classification, ou d’ordre < (1,r)
dans la deuxiéme. '

 Premiére classification. — L’ordre des b,, supposé fini, est au
moins égal & celui des a, et celui des ¢, puisque b, 2 @, et b,2 ¢, pourn
assez grand.
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Je vais d’abord établir le lemme suivant :

Lenve 1. — Dans la premicre classification, les produits h, tr,
des nombres de mémes indices de deux suites de nombres Ay, .,
d’ordres finis (k,.p), (ki, p.), avec (k, )2 (k,, ¢,) et, pour n asses
grand, M\, 21, w21 @ 1° forment. une suite dordre (k, e)
lorsque k> k, ; 2° forment une suite d’ordre 2 (k, p) etS(k; o + 1),
lorsquek =k,. =~ ' '

Si Pune des deux suites est d’ordre infini, avec, pour n assez
grand, \,21, 21, la suite des N, ., est d’ordre infint.

11 suffit de considérer le cas ot (k, p) <C + 0.
L’ordré de la suite A, ., est évidemment 2 (k, o).
D’autre part, quand k, < k,

a S e ()P = e, (n)*, lime, =opourn =o,
A, Sep(n)yete, Kot Sex(n)P** (nassez grand).
Quand k, = k, 'ordre, qui ne peut dépasser (k, o + p,), peut étre

égal & (k, p + p,) siles deux suites renferment une infinité de termes
principaux de méme indice 7, car

7\,,,20;((714)?“5, Hn,Zek(m)p‘*e, 7\,1, (J'n,.zclc (’24)9—‘-0‘.—”'
Mais il peut étre aussi égal & (%, p) : en effet, soit
A= e (n)s = ex(n);

il suffit p, + c',; < p + ¢ ceciaura lieu par exemple si les termes

?\2;:’ Fra pier

sont principaux, Ay,., et ., restant finis.
Les modifications du raisonnement relatives aux cas limites ol p
ou p, est nul ou infini ne présentent aucune difficulté spéciale. .
, C. Q. F. D.
Japplique ce lemme & la suite b, = a@,c¢,. On voit que I'on peut
distinguer deux cas : ou bien ordre des b, est plus grand que 'ordre
des ¢, ; ou bien 'ordre des b, et ¢, estle méme, I'ordre des @, pouvant
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étre le méme, ou étre plus petit. Je vais examiner ces deux cas succes-
sivement.

Tugorime [. — Soit (k, ) Uordre des b, avec (k,-p)> (3, 0);
c’est-a-dire k>3, ou p>o0 avec k=3; quand Uordre des c,
est S (kyy00) <(k,p), I est un'nombre transcendant de Liousille. .

En effet, il suffit, d’aprés (18), quand p est différent de o et de oo,
la valeur b, étant principale pour la suite des b,, et ¢ fixe assez
petit : ‘ '

(20)  ex(n+ 1P > ('K:Coy 2}"“%(”*‘)””’"‘?‘6,{, (n + lﬁp‘”;
dés que », est assez grand. Or - ‘. - T
‘ ex(n +1*>e (n+1)"* e, (n, +1)°% -v
' il suffit donc de montrer que - |
ex(n+1) > e (n)" > el (n)y

quel que soit le nombre fixe g > o, dés que n, est assez grand, clest-
a-dire que '

(20 bis) 0k-4.(’24 +1)> ék_, (n,)* > niex., (n),
ou | _ . ' _ ]
Crg(ny +1) > 26 ,(n). - -
Ceci a lieu pour k = 3; qﬁénd k>3, ii suffit
exs (ny+ 1) > 2'le,‘_.3 ('n,jl> log > + ,ek_;-(n.), ‘_ A

ce qui a lieu pour k = 4, etc.

. Il y a un cas limite & examiner, celui oul p est infini [on a
(k'y0)= (k' —1,%)] : alors, si b,=¢;(n),p, n'a aucune limite
supérieure quand 7 croit indéfiniment; on prend pour valeurs princi-
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pales de b, celles pour lesquelles g, est plus grand que p,+ 2¢,
Pr—ty Prozy +oy les calculs restent les mémes. C. Q. F. D

Tumnrmr II. — Soit (k ¢) Lordre commun (les b, et dcs Cps.
et (k,p)> (3, 0); J est encore un nombre transcendant de Liouville
sz a lafozs, o est *oet 75 o, et les a, sont d’ordre > (k,o).

Les inégalités (18) et (20 bis) montrent de suite que, lorsquc k
est == o et de oo, J est encore un nombre de Liouville si les @, sont
d’ordre au moins égal & (k, ¢,) (¢, positif aussi petit qu’on veut, mais
fixe). Toutefois, le cas limite oli = 0 ou o reste un cas douteux que
'on peut, il est vrai, élucider parfois; ainsi, quand on a, dés que n
est assez grand, @,2c3, b,2 c;™ (¢, comme ¢,), les conditions (19) et
(20 bis) montrent encore que J est un nombre de Liouville (on prend

p =, et, pour ¢,,,, une valeur prmmpale de la suite des @,,). On peut
alors conclurc : '

LOROLLAIRE L. — Quand a,Zc; (&, five, positif, aussipeti; qu'on
veut, mais fini, n assez grand), J est un nombre transcendant de -
Liouville dés que la siite des a, est d’ordre fini plus grand que(3,0).

Remarque 1. — 11 ne faudrait pas. croire que les catégories de
nombres de Liouville que Pon vient de trouver renferment toutes les
catégories des nombres de Liouville possibles : les condmons (18)
et (19) permetlent de reconnaitre le contraire.

.]e suppose que, dans (19), & partir d'une cerlaine valeur de n,.
%, 2 Trs P'ordre des a, étant (2, p)>(2,0), J sera un nombre de Liou-
ville si - -

Ay > (2%, )75
supposantl que a,,;ﬂ soi;c une valeur pi-incipale de la suite des a,,
B> € (1, 0P
pour que J soit un nombre de Liouville, il suffit

o - e (n—41)t >‘(2am)zula,
(ZI)' o ,(p-—e)gn‘fi>2n,alog(2an.‘)_

Journ. de Math. (6° série), tome HI, — Fasc. II, 1907, 40 v
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T.a limite supérieure de o, ainsi trouvée est ¢videmment toujours
acceptable, ¢’est-a-dire qu’on peut trouver une suite de quantités @,21,
d’ordre (2, p) satisfaisant a la condition (21) et de la forme b,c;',
b, éant d’ordre <(2,»). En effet, je détermine une sutte de quanti-
tés a, 21 d’ordre (2, p) satisfaisant a (21), ce qui est possible; je choi-
sis les ¢, entiersSa,,, puis les b, entiers, de fagon que @, Sb,c,'Sa,+1,
et a,= b,c;'. Alors la suite des @, est d’ordre (2, p) et, d’apres le
lemme I, les b, sont d’ordre <C(2,). J est un nombre transcendant
de Liouville qui ne rentre pas dans les catégories qu’on vient de

trouver.

Remarque II. — Ce qui précéde comporte diverses conséquences
intéressantes : on sait que, la suite des ¢, étant.donnée, tout nombre
positif peut se représenter par une fraction continue de la forme J
{voir I. T, p. 86, et, plus loin, relations (42), (43)].

Sil’on considére 'ensemble des fractions continues illimitées J pour
lesquelles les ¢, sont donnés, les b, prenant toutes les valeurs enticres
possibles telles que b,Z¢,, J est un nombre de Liouville dés que
I'ordre des b, ou celui des @, est assez grand (). Sous cette forme, on
voit que les fractions continues

ao'*l'I:a.+I:a2+...,

ot les @; sont positifs et 21, ont une propriété arithmétique commune,
que les a; soient entiers ou non. En particulier :

Cororrare Il. — Quand les ¢, sont d’ordre <(3,0), J est tou-
Jjours un nombre transcendant de Liouville dés que les a, sont
d’ordre >(3,0).

Les c, étant d’ordre < (3,0), si J r’est pas un nombre de Liou-
ville, les b, et les a, sont d’ordre (3, o).

Deuxiéme classification. — Je considére les deux suites de quan-
tités

r

(22) Ap=c (mP)logal,  C,= e (mfo) logd),

(*) On traitera plus loin le cas ot les a,, b, ou ¢, peuvent étre d’ordre infini,
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en supposant 'ordre d’une des deux suites @, c,, plus grand que (k,, p,)
(e comme précédemment). Je fais un raisonnement analogue & un rai-
sonnement connu (/. 7., p. 238) : je porte en abscisses m, en ordon-
née la plus grande des deux quantités A,, et C,,; j’obtiens des points P,
P,, ... pour lesquels je forme un polygone joignant une infinité de ces
points, d’ordonnées constamment croissantes avec m, au dela de toute
limite, et laissant tous les autres points au-dessous. L’équationy =log ¢,
(coordonnées cartésiennes) de ce polygone définit une foncnon Qs
constamment croissante ('), et telle que

Am:: log ?m; ("mz log ?1‘117
(23) loga, le ,(mP®)loge,,  loge,Se, _j(mh*)logy,,

une de ces inégalités au moins devenant une égalité pour une infinité
de valeurs de m.. ‘

Quand P'ordre des @, est plus grand que celm des ¢,,, supposé plus
petit que —+ oo, cette dcrnlcrc condition est alors évidemment satisfaite
pour la suite des @, par une infinité de valeurs m, de m, si'l'on choi-
sit Vordre (k,, p, -- ¢) fini intermédiaire entre 'ordre des a, et celui
des ¢, ; alors, en effet, C,, est <{1 pour m assez grand. On a méme,
quand (k,, p,)>(1,0), G, aussi petit qu’on veut pour les valeurs m,
de m en question. En effet,

< —2€
log Cm = cﬁ‘,»i(mP' )1

ey (mP) > we, _ (mf2e),

s1 grand que soit w, dés que m est assez grand et (k,, p,) > (1, o), car
ceci a lieu pour k, =1; pour k,>1, il suffit

Ci-a(mP ) > we, o (mP*) > logw + ¢, ,(mF*),
ce qui a lieu pour &, = 2, .... Dans ce cas,

(24) log(a,,, &z ) =(8m,—C ) es (M= )Z1 A, 0 () =1 log

myt

() La méthode indiquée pour deux suites de quantités s’étend évidemment
a un nembre quelconque.
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On pourra d’ailleurs, dans tous les cas, que l'ordre des «), soit ou
non “infini, pour tenir compte éventuellemént de lirrégularité dela
‘croissance des a,, et des c,,, dire provisoirement que Vordre des a,
est au moins égal a celui des c,, pour une infinité de valeurs m, de m
‘quand la premiére 1negahte (23) devwnt une égalité pour les va-

leurs m,.
Ceci posé, solent @ny bns ¢, d’ordres plus petits que + oo. J'établis

ce lemmc analogue au lemme I :

Lemve 1. — Dans la deuxiéme classification, les produils A,
des nombres de méme indice de deux suites de nombres k,, w,
d’ordres (k, p), (kiy p.) plus petits que + o, avec (k, p)Z(k,, py) et,
pour n assez grand, \,21, p,21 :.1° forment unc suite d’ordre(k, p)
lorsque (k, 0)2(1, 0); 2° forment une suite d’ordre >(k, p) et < (0, )
lorsque (k, p)<(o,), d’ordre (o, p) quand k = o, k,< o, d’ordre
S(o,p+ ps) quand k =k,=o (').

D’abord I'ordre de la suite des A, ., est 2(k, p).
D’ autre part, soit (k, p)2(1,0): pour 7 assez grand,

MathnS x(197) €0 (R (S ey (),
car il suffit pour que ceci ait lieu, quand k =1,

? p+€< np+2¢€
e 2n e y

et, quand k >1,
' Crt (WP S gy (RPT20 )
ceci est vrai pour k = 2 et, lorsque & > 2, exige seulement

lo.gz +'e,f_§(n‘”€)§ 2ek;2.(1z9“)§ Cr (PPFE), - ...

La suite des At est dordre (K, p) (2).

~ (") Lorsque P'une des deux suxtes l,,, ;..L,, est d’ordre 11)f|1| la suxte des )\,l p.,,
‘est évidemment d’ordre infini.

(2) Je vappelle que l'on a (£, 0) = (k — 1,00) (I. T., p. 10 et note 11)."
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‘Soit maintenant k = o, (k, p) < (0,) :

o Ayt S €4, (1€ e,
Sik, <o,
: ek,( npg«e) < H’Ea A, Hn S nprees
si ky = 0, ' '
)‘\n P*n < pf+e+2e,

Enfin, quand (k,p) et (k,, p,) sont quelconques, mais < (0, ®),
Pordre des Auprn est <L (0, ). : . C. Q. F. D.
Yapplique ceci & la suite b, = a,c,, en supposant les a,, par suite
les b,, d’ordre Z(2, 1). On peut encore, comme pour la premiére clas-
sification, distinguer deux cas : ou bien l'ordre des b, est plus grand
~que celui des ¢,; ou bien 'ordre des b, est le méme que celui des ¢,
Pordre des a, pouvant étre le méme ou étre plus petlt Je traiterai
seulement le premier cas. ;

Tugorime I1I. — Quand Uordre (k, ) des b, st plus grarid que
Pordre des c, et que (k,p)>(2,1), J est un nombre transcendant
-de Liougille.

- Je pose ici b, = a,,, ¢,= ¢, ct je me sers de (18), dc( 3) et de (24)
D’aprés (18) il suffit, pour une infinité de valeurs n, de n,

(25) S log ,,+l>n oclog([d%,,‘),
Je choms pour les valours n, celles pour lesquelles
~ log b,’,!_;,': e[ (g 1)2%|logo, .,

i(‘k-“ o4 -— ) étant‘<(z’f' e) et'plus grahd que P'ordre des ¢,.
1l suffit alors, d’ aplcs (24),

e[ (7 + I)"fﬁ] log?n.+:> /m ey (7)) log?n.
, a fortiort, pmsque o, est crcnss_ant,

(26) eh_‘,[(n, “+ 1)":—5] > log(4n, oz) + eh_i(nF‘ ¢
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Quand k, = 2,

1 \f—¢ P1—€ o e
— __ ~& __ —E . I . > p1—E—1
(n,+ 1) nft=nf [(1 + 'h) 1]= T,

qui est > log g(4n, o) pour n, assez urand lorsque p, > 1+ ¢; on peut
" toujours satisfaire a cette condmon quand les b, sont d’ordre >(2,1)
(& assez petit).

Quand &, = 3, il suffit

. pi—=
c(n,+1)9"—'—~nfi_!___ Ii e — >

N log(/ nya),

2y

ce qui a lieu pour 72 assez grand.
Quand %, > 3, il suffit

ehs[ (7 + 1P > A0y e (075,
era[(ny+1)P | > log(4n,a) + gl'_a("’p. ),

ce qui a lieu pour k, = 4, ete. : C. Q. F. D.
}

Remargque. — Ici encore on peut montrer qu’il y a d’autres caté-
gories de nombres de Liouville que ceux qu’on vient d’obtenir. Ainsi, '
je suppose que les a, soient d’ordre (k,0) > (1,1) et<(2,1) : pour une
infinité de valeurs n, de n, a,_, > e,(nf~); d’apreés (18) et (25), il
suffit, pour une infinité de ces valeurs »,,

(27) et () > nyalog(4B.),  (1,1) < (k, p)S(2,1),

ce qui donne pour 3, une limite supérieure toujours acceptable, c’est-
a-dire qu’on peut trouver une suite de quantités b, et a, satisfaisant
a (27), b, étant d’ordre <(2,1). En effet, je suppose a@,2¢,, b,Saj,

B.Sal;je détermine une suite de quantités a, 21 d’ordre (k,p) satis-

faisant a
e () > 2n,alog(4a])

pour une infinité de valeurs n, de n. Je choisis les ¢, entiers tels que
¢, S a,, puis les b, entiers de fagon que

r< ot . — 1
an= blcn =au + 1 et all - bn(’u. .
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La suite des a, est d’ordre (k, p), et les b, sontd’ordre (k, p)S(2,1),
d'aprés le lemme II. J est-un nombre de Liouville qui ne rentre pas
dans la catégorie trouvée au théoréme III.

Cas ot les b, sont d’ordre infini dans les deuw classifications. —
Une suite de quantités d’ordre infini dans une des deux premiéres
classifications I'est aussi dans Pautre (1. T, p. 237). Il me suffit d’en-
visager la deuxiéme classification.

" On pourra distinguer deux cas, suivant que la suite des ¢, est d’ordre
plus petit que l'infini ou d’ordre infini.

1° La suite des ¢, est d’ordre plus petit que l'infini. D’aprés le
lemme II, la suite des b, étant d’ordre mﬁm, il en est de méme de la
suite des a,

K apphque dés lors les formules (19) et (23) en prenant O = a,,
Cn=Cpy (k5 2.) > (2,1 + ¢), et Vordre des ¢, inférieura (k,, p, — ¢).
Il suffira, pour une infinité de valeurs n,, :

loganl+l > n,a ]Og<4 a’ln Y”i) ;

je choisis les valeurs n, telles que

1Ogvan~,+: == ek.—l [(’2’4 -+ I)p'_E] 10g?n,+l ;
il suffira

(28) Cht [(nl + 1)t > An,dek‘_,<n‘f‘fa), :

dés que 7, est assez grand : c’est une conséquence de (26), et, par
suite; J est un nombre transcendant de Liouville.

2° La suite des ¢, est d’ordre infini.

On pourrait chercher ici a classer au préalable les suites de quantités
d’ordre infini d’aprés les principes que j’ai indiqués sommairement
ailleurs (*), et distinguer un certain nombre de cas ot une des condi-
tions (15), (16), ( 18), (19) est satisfaite. Je me contenterai d’un é¢noncé

( ) Bull. Soc. Math., t. XXXIV, 1906, p. 217-218. Dans D'application de ces
principes ( par e\emple le Corollaire 1, p. 219), 'ordre de la suite des 4, & con-
sidérer est évidemment l'ordre, en foncuon de n, de la suite de celles des quan-
tités kn qui sont positives,
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moins précis, mais probablement plus général : j’envisagerat le cas o,
suivant ce que j'ai dit a propos de (23), l'ordre des «,, est au moins
égal & celui (') des ¢, pour une infinité de valeurs n,+ 1 de n. On
est encore conduit, d’aprés (19) et (23) 4 l’mcg’xhlc (28), et J est un
nombre transcendant de Liouville. :

En résumé:

TutoriMe IV. — La suite des b, étant d’ordre infint, J est un
nombre transcendant de Liouville : 1° quand les ¢, sont d’ordre plus
petit que Uinfini; 2° quand les c, étant d’'ordre infint, Uordre des a,
est, au sens défini plus haut @ propos de la formule (23), d’ordre
au moins égal a celut des ¢, pour une infinité de valeurs de n.

L Casouz, parmz les a;, ily en auneinfinité dont la valeuresl <1. '
— Une des conditions (14) ou (17) ne peut &tre satisfaite. que si, pour
une infinité de valeurs n, de n, by €8t >, ,,, et méme, quand on
ne fait aucune restriction sur le mode de croissance des b, que si la
suite des b, est d’ordre > (2,e) dans la premiére classification,
d’ordre Z(2,1) dans la deuxiéme (1. T 33 228 et suiv.). Les méthodes
a employer restant les mémes que tout & I'heure, j'observerai seule- .
ment ce qu1 suit ;.

Ogrpres Now inFINIS : Premiére classif ication. — Quand 'ordre (k, p).
des b, est plus grand que (%, p,) qui est plus grand que l'ordre des c,,
et (k‘,p )>(3,0), la seconde condition (17) a lieu, b, étant une
valeur principale de la suite des b,, si

ex(ny 4+ 15> cf 2" ey Yeromtetie, (n, + 1)P°;
ceci est une conséquence de (20), quand on y change « en « + 2;J est
donc alors un nombre de Liouville. Le cas limite p = oo n’offre pas de
dlfﬁcultes

Deuxiéme classification. — Quand lordre (k, ) des b, est plus
grand que celui des ¢, et > (2,1), la seconde condition (17) conduit
i une condition tout a fait analogue a (25),0u8,, quiestla plus

* (1) On pourrait se placer au méme point de vue lorsque les @, les b, el les Cm
sont d’ordre plus petit que -+ oo, - -
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grande des quantités d,, ..., d, , remplace §, : J est encore un nombre
de Liouville. '

Lorsque'la suite des b, est d’ordre infini, on distingue deux cas :
1° si la suite des ¢, est d’ordre fim, d’aprés (24), ol

f /
a,, = b/m C = Cm>
on a
log b,,¢;! 21 logh,,

pour une infinité de valeurs de m telles que
log b,, = e, _, (m*%)log 9,3

écrivant la seconde condition (17) pour ces valeurs n, + 1 de m, (23)
conduit 4 une condition analogue a (28), qui a encore lieu pour n,
rassez grand. 2° Si la suite des ¢, est d’ordre infini, en supposantla
suite des a, d’ordre au moins égal & celui des ¢, pour une infiniié de
valears de n, on appliquera la troisieme inégalité (14) et (23), avec

' '
— SO
a’m = s (’m = Cp-

1l suffit d’aprés (14), et

log(coc,Ca-n €)' S(n +1) (2 +1)¢;_,(n," ) logg,,
log(t +a,)S2¢,_,(nf*)loge,, min,,’

que \
' era [(ny+ 1] > (n07). 4, (a+1),

ce qui est une conséquence de (28).
En résumé : '

Tutonime V., — Lesthéorémes 1, 11l et IV se conservent quand,
parmi les a;, ily en a un nombre infini qui sont’ < 15 la fraction
continue est alors forcément convergente ().

(') Car 2 a; diverge, d’aprés les énoncés des théorémes 1 21V,
1

Journ. de Math. (6¢ série), tome I, — Fasc. III, rguy. [1 I

.
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Je me dispense d’examiner sil’extension du théoréme Il est possible,
et s’il y a des cas particuliers analogues & ceux qui ont été rencontrés
a propos des théorémes I 4 TV,

IV. — Des fonctions continues divergentes.

Je me propose de montrer rapidement que ces fractions continues
peuvent aussi conduire a considérer des nombres de Liouville. Soit

encore .
J=a,+1:0,+...41:a,+..., a; > o.
D’aprés (2)
J,=P, Q™" + (P Q'“’ — P! Q"'),—i—‘...
R - +(PnQ ! - u lQm—l)’
(29) Syt } iy
=PQy + (QQ )" —(Q, Q)" +.
-+ (" I)n_‘ (QnQn—c>_| :

La valeur absolue des termes du second mcmbre diminue de gauche
d droite 4 partir du second, car

' t
m— < Pm-(-q H Qm-—f < Qm+|7
d’aprés (1). Les pseudo-réduites d’ordre n pair augmentent, en restant
inféricures a toutes les pseudo-réduites d’ordre 7 1mpair, qui diminuent,
car

v

J2r < J2r+2 < ‘]:2r+| < J‘lr—l >

Donc
limJ,,,, = L,, limJ,, = L,, L2z_‘L‘ .

Quand Q;_, Q), qui croit toujours avec n, tend vers une limite A
finie > o, on a

(30) ]42:1‘{ +%)

la fraction continue diverge, Q,, > Q, =1, 1 Q};,, > Q| = a, tendent



SUR LES FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES. 319
. . . w© . : .
vers des limites finies ¢, et ., E a, converge (). Cette derniére condi-
. ' 1 .
tion est nécessaire, et aussi suffisante. D’aprés (6),

(31) i Jm“ - -J'”_' = (* I)m_‘ Qs (le—| Q’m+l)—'
= (=) (Qn Q) — (R Q)]
et - ) o
, Jor=To+ (Jy—=T) e (Jo — Vo),
(32) ; o o
J‘-"‘-H : Ji +(‘ls - ']1) +. .t (Jzn—» - er—t)'

Q,.., et Q,,_, tendent vers la méme limite ¢, égale & ¢, ou ¢., et

sont, dés que m est assez grand, > %et < 2¢q. Done, d'apreés (31),

2 ‘. . . @yt i 9 | [{am-%«l
(35) . W < l‘]m+| - 'Ilu—ll< _*}IT'—:'

L.a somme

Em.—(~bl = 1 (J-n;-w - Jlu—-l) -+ (JI'H-.:% - ']m+q> +.. I = IL -

* m—0‘7

ot Liest L, ou Is, sutvant que m est pair ou impair, est telle que

(34) Em-&-l < /l q’ 2(@",+1 -+ aln+:1 “+.. ‘) < 49"2<am+q -+ aIIL+2 + )
R PR R R r . . s .
Tei1, la série 2 @, converge; par conséquent, & partir d'une certaine

1 -
valeur de n,,on a (*)

a,<p 'y ) >,

(1) On trouvera une démonstration dans le Mémoire précité de Stieltjes (4nn.
Fac. Toul,, 1894, J, p. 30 & 32), ou il suffit de changer P, en P}, Q, en Q,, L
en L,, Ly en L,. On peut aussi consulter Or1O Srorz, Vorlesungen iber allge-
meine Arithmetik, Leipzig, Teubner, 1885-1886, t. 1I, Chap. VIII, en parti-
culier, p. 282.

() Dés lors, la suite des «,' est d'ordre 2(0,1) dans les denx premiéres clas-
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si grand que soitle nombre u donné : on voit que, a cotéde Vordre(k, p)
des &' = ¢,b;', on peut envisager une quantité analogue définie dela
facon suivante, avec la premiére ou la deuxieme classification respec-
tivement : si 'on a, pour n > ¢,

(35) a,' > e (n), ou a;' > e, (n°F),
et, pour une infinité de valeurs n,de »,
(36) a,! < e/(n,)*, ou a,! < e (i),

¢ fixe positif aussi petit qu’on veut dés que ¢ est assez grand, on pourra
dire que la suite des a' est d’ordre minimum ([, o), en remplagant
alors ici Pexpression « d’ordre (k, ¢) » utilisée dans les paragraphes
précédents par celle d’ordre maximum (k, ¢). Cette nouvelle déno-
mination ne devient nécessaire que si l'on considére simultanément
I'ordre maximum et I'ordre minimum ('). A 'ordre minimum corres-
pondent évidemment une infinité de valeurs principales @, , comme
pour I'ordre maximum; U'on a (4, o)} (k, p).

Cect posé, je me sers de la premiére classification, et je sup-

>
sifications, sans quot I'on aurait, a partir d’'une certaine valeur de »n,
1
—1< <
a;'3n, -Za
n n =*n»

et la série ne serait pas convergente. Grice 4 un raisonnement complémentaire
analogue, on peut donc, avec ma terminologie, énoncer incidemment ce lemme :

Lexue. — Dans une série convergente & lermes positifs X a,, la suite des a,,'
est d’ordre > (o,1) dans les dewz premiéres classtfcations.

Pour une foncaon entiére a termes positifs X a, ", la suite des a;,' est d’ordre
minimum 2 (1,0) dans la premiére classification, d’ordre minimum 2 (1,1)
dans la deuxicme; et réciproguement, sauf un cas doutewr quand cet or dre
est (1,1) dans la deuzxiéme classification,

(') L’extension aux fonctions entiéres est immédiate : les deux ordres se con-
fondent pour les fonctions entiéres & croissance réguliére. (Comp. Borew, Legons
sur les fonctions entiéres, passim, en particulier, p. 22 et 120.)
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pose(l, 6)>(3,0). D’aprés (35)
a/L< e‘l(n>sba7

ppaes F G+ <2 AQ L
mA1

Or
e (n +1)°>2¢;,(n)",

d’aprés (20 bis); donc :

Ay + Qg+ N 01(772 + ]>e*6< I+ é + Zig +.. ) <2L’1(m+ I)E"G,-
et, d’apres (34),

(37> zm+( < 8(1—261(7774 = I)E_'g,

D’autre part, on a, d’aprés (7),

fam g

J = mmLm ) I‘l

U’zz

'
w
—0—2.,”,; I.J.):’——‘?Ii—“' —Z._,,VH-

o7
Lzr Lertt

D aprés (37), pour que L, et L, soient des nombres de Liouville, il
suffit que ' .

89‘20,(21'—}— 2)+ L 77, 8g-2e,(2r+ 3y <yt
respectivement, pour une infinité de valeurs de r, ou encore, .
(38) 8yl <L q%e(ar+2)F 8ys., < q? C[(.ZI‘ + 3)°*

Ici, d'aprés(35), a partir d’une certaine valeur de n, ¢,>,;
(10) donne alors 7, < 2™y4*", on v, est la plus grande des quanti-
188.Cyy €4y -+ oy Cuny Doy Uiy + v -y by Il suffiva que Pon ait, pour une infi-
nité de valeurs paires et de valeurs impaires de m, -

(39) (2myit Y < gte(m + 2)%E,

Je suppose les ordres maximum et minimum des @' égaux a (¢, 0)
et(,0),1 01(110 maximum des b, au plus ¢gal a (£, 0,), o8, 0,, 0, sont
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finis >0, ¢ =10,. Alors les ordres maximum et minimum des c,
sont égaux & (4,7), ({,7,) (lemme I ou raisonnements analogues),
avec T, 7, finis > o; il suffira, pour m assez grand,

a[mloga—+(m +1)(7 + e)e,, (m)] < (o — )e,, (m + 2)+ log%:

.ce qui résulte de (20 bis). Donc :

Tutorime VI. — Lorsque J est une fraction continue dicergente,
les a' étant d’ordre maximum et minimum (1,0) et (£,9,) plus
grands que (3,0) et les b, d’ordre £(1,0,), (0,0,0, étant finis
et > o), dans la premiére classification, les pseudoréduiles d’ordre
pair et impair tendent respectivement vers des limites distincies 1.,
et L, qui sont des nombres transcendants de Liouville. '

Je ne m’attarde pas davantage sur les fractions continues diver-
gentes : on pourrait trouver d’autres exemples dans les deux classifi-
cations, en s’inspirant des idées contenues dans un Mémoire antérieur :
Surles fonctions monodromes et les nombres transcendants (Journ.
de Mathém.,19o4, p. 288-303). Je remarque seulement que, d’aprés (')
un passage de Stieltjes, les psendoréduites d’ordre pair sont les pseudo-
réduites d’une fraction continue convergente

My Sy == 10y DTy == My 1Ty ==y

dont les numérateurs — mz,, — m,, ... sont négatifs, ce qui donne le
. moyen de former des fractions continues convergentes de ce type et
qui sont des nombres de Liouville.

V. — Des fractions continues gquasi-périodiques.

Une fraction continue J =a,+1:a, +1:a,+.,. est quasi-pério-
dique lorsque I'on peut trouver parmi les nombres a,, @,, @, ... une
infinité de suites de s,, $,, ..., Sp, ... nombres a; consécutifs et dont
chacune est formée par la répéiition un nombre k,, ky, ..., Ky, - -

{') Mémoire précité, p. 3, formule (1¢).
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aussi grand qu’on veut de fois (dés que m est assez grand ) d’un méme
groupe ou arrangement de nombres consécutifs ¢,. On.sait (1. T,
p- 127, 131 et suiv.) que, les @; étant entiers > o, lorsque k,, croit
assez vite avec m par rapport & s,k ¢t au nombre o,, des nombres a;
de la partie non périodique qui précéde les périodes J est un nombre
transcendant. Dans des cas étendus ('), la racine carrée d'un nombre
transcendant de Liouville est une fraction continue quasi-périodique.
Je vaisindiquer ici des cas analogues on, J étant quasi-périodique et
les a;= b,c™", entiers ou fractionnaires 21, J est un nombre transcen-
dant. , ’
Je conserve les notations de ma démonstration relative au cas ol a;
est entier (/. T, p. 131), et je suis la méme marche, en remplacant I
parJ.
Si p;g7' estla /¥m¢ pseudo-réduite de J et de Y,,, on a encore la for-

mule (3,) (I T., p-132)
(3‘1) ) ‘ RILYi + Rlll Yn+ RZ = O,

avec

l

Rn 9o, D apirn—t =~ o1 G aptrn
(40 R = ' ' S
) 7= 7 GaaParirimt — PonQanidst T Qaprrn Pant + Fopa Paisny
D 7 :
Rn = PaPasrn—17 Pap—1Poyrdn

Or, d’aprés (1) et (10), on voit que R,, R/, R ont leur valeir
absolue limitée supérieurement en fonction de a,, A, et des &, + A, +1
premiéres quantités a,(i =0, 1, ..., &, + A,).

On doit remarquer que, lorsque les @; ne sont plus tous entlers,
Y, peut étre un nombre rationnel ou quadratique, tandis qu'il est-
forcément quadratique quand les a; sont entiers. Il suffit de citer la
fraction continue .

:%4—1:’_—1—}-1:3—1— w*—f_‘-,x—nlzo, x = 2.

1l devient donc nécessaire de dlstmguer deux cas : Y, est ou n’est pas
I‘atlonnel

(') Bull. Soc. math., 1906, p. 215, théoréme 1 et p. 219, corollaire I.
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Je vidis d’abord vérifier que la relation (3,) n’est pas une identité.
En effet, si
R,=R,=R,=o,

__ Y= Pea

9oy = 7o "l 9 ot hn—12 Ponir, = "P—a _ Poptra-12

Pa 9 ): o.

R:; = (Pa,,n,.—, 91— 9’a,.+;\,.w1Pa,._a)(m - -

‘Or

P Ga,  _ PanGas—t™ Pa,—19a. _;é o
Pon—t Fon-1 Po,Ga,~1 ’

d’aprés (2); il faudrait donc

Poptin—1 __ Pt ,
9t pt-hn—1 Foan—1

ce qui est impossible, d’aprés (29), puisqu’il n’y a pas deux pscudo-

réduites égales. Y, sera donc déterminée par (3,) et deux des quan-

tités R,, R,,, R, sont £ o0 : »

1° Y, est rationnel, pour une infinité de valeurs de 7, bien entendu.

Il résulte de (3,) que le numérateur F, et le dénominateur G, de Y,
s |

mis sous forme de fraction irréductible F,G' sont des entiers limités
en fonction de o, A, et des «, -+ A, -+ I premiéres quantités b;, ¢;

(i=0,1,2,...,0,+4,),

d’aprés (7). Je me dispense de faire le calcul qui n’est pas bien diffi-
“cile. Dés lors, d’aprés (9),

I J— P a:,.+1.~,,>.,.q ;,:4-/.-,.).,, ' < 9';,?+.4~,.x,., : l Ynn — Pogiaha 9;,:+k,,>.n | < g ;3+A~")\”7
(47> I J - Yﬂ | < 2 g;I:-’+le)‘ll'

Si J n’est pas rationnel (') (et égal 4 Y,), supposant qu'il y a une

(*) Si J est rationnel et égal a pg~', |J — pig7i' | < g¢i'qatys d'aprés (9),
Qi <<GqiCoCy.--C;; d'aprés (10), on a, quel que soit i ' .

A Ay, o Qi< GCyC1e s+ Cpe
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infinité de valeurs de 7, telles que &, soit assez gland el que, d’aprés
(10 bis),

G cptbindn > GZ )

si grand que soit le nombre fixe «, J est un nombre transcendant de
Liouville.

2° Y, estirrationnel, pour une infinité de valeurs de n, bien entendu.
Il est quadratique; (4,) a encore lieu. Si J n'est pas quadratique (et
égala Y,), onaJ — Y, = o et, dans (3,); R, et R}, sont =~ o.

Je suppose J algébrique et racine d’une équation donnée f(x)——- o
de dcgjre d, dont les coefficients, entiers, ont leur valeur absolue £a';

d'apres (7) et (4o0),

1YY, = [ RERS| < IRE | (€04 va,)? Coprre - Caarn = | R0,
: |Y! | < |MR%0,],

-
M constante, le second membre 21,

1f(Y Y|[Sa (d—l— I)[MR 0,1%.
Y, est racine de I’équation
R.0, Y2+ R,0,Y,+R,0,=
a coefficients entiers. On prend B, = R, 0, ¢t 'on conclut qu’il faut -

1 =Y, (2| M, & (d + 1) (MR, R, 02)4 .

non

Cetle inégalité sera impossible si l'on prend £, assez gmnd par r ap—

port & a,, A, et aux b;, ¢; (S, + A )pour que, pour une “infinité de
valeurs de n,

(40 bis) Garein, 22| R, R0,

non

s1 grand que soit le nombre fixe w. Donc :

Tutorime VII. — Si, pour une infinité de valeurs de n, k, dé-
Journ. de Math. (6° série), tome II. — Fasc. HI, tg07. 42
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passe une certaine limite inféricure (V) qui dépend de «,, A, el des-
by, ciy avec a;=b;c;' 21, tSa,+ A, J est un nombre rationnel,
quadratique ou transcendant.

- Remarque 1. — Dans le cas ol Y, est quadratique pour une infi-
nité de valeurs de n, telles que (4o bis) ait lieu; on peut chercher a
déterminer plus exactement la nature arithmétique du nombre J sup-
posé transcendant. Soient

(4 I=C+1: 0+ 4+, Y, =0 +0:0+: 0+

ott les {;, {, sont entiers positifs 21, les développements en fraction
continue ordinaire de J et Y,. Le développement {+1:0, +1 U4l
est périodique; or, le nombre des termes de la_partie non périodique
du développement en fraction continue ordinaire de la racine,

P S =y 10 (A entier positifnon carré parfait),

La*—2aMz+N=o

(D==x=L,E==xM, A=M*— LN, L, M, N entiers, notations de

Serner, Algebre supéricure, t. 1, 5M¢ édition, Paris, Gzlulhier-‘\’il-

fars, 1885, p. 38-45) est < <lo“[D'

“Toga + 3 4+2A (?) et la période a au

(') On peut évidemment se proposer de trouver des limites inférieures plus
précises de la croissance des £, i 'aide des calculs précédents; je ne m’en occu-
perai pas.

( ) Soit ny le plus petxt entier tel que ( Notations de Serret) Q2 >|L|=|D: D,

n;—"
et E sont positifs pour n2n; or Q,>2 * (I T. p.3el42). Soit n' le plus
grand entier, tel que 2" *Z|D |; on a

log[D|
loga

Qi > o> | D}, nE3 4 21 msal.

Mais, d'aprés le raisonnement de Serrvet, on peut seulement affirmer que la
partie non périodigue a au plus, non », ter mes, en dehors de £, mais n, + 2A

termes et p, << 2 VA pour 2 2R,
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plus 2A. termes; enfin les termes de la partie non périodiique ne dé-
passent pas I = 2 N o, si g estlaplusgrandedes qudntitéé 2 VA, | L1,
M|, |N|, les termes de la partie perlodlquc ne depasscnt pas 2 \/A< F.

~ Iei, Y, est racine de I’équation (3,), qu’on peut écrire

T,Y: +T, Y,1+T" = o,
ouT,, T,, T sont entiers, avec
L=T,=2R,0, —2M=T,=2R,0,, N=T,=2R0,
TA=M*—LN=1(T? —4T, T").
Ceci posé, on voit que | J — Y, | est limité superleurement en fonc-
tion des &, -+ A, + 1 premiéres quantités b, ¢;, de a,, de &,, de k,, et

inféricurement en fonction du nombre de quotients incomplets que
~'on suppose communs aux développements (41).

D’autre part, d’aprés la formule (11), page 42, de Serret, quel que soit 7,

Q. A D} 2VAQ,  |D| \
D, Qi (2 A+ I ,>: L < 2VA +1|D]|,
I ’ L Quer-H \/ QuQn-&—l Qn+1 72¢+1 v . [ l
et, d'aprés (4) et (5) (p. 44 de Serrét), | D, | étant entier, on obtient une limite
‘supérieure S de a,, quel que soit n, en fonction de L, M, N, limite applicable
aux n,-1 premiers quotients. Sans trop chercher la précision, soit ¢ la plus
grande des quantités |D|={L}, [E|=|M], |D_,|=IN]et2y/A; on trouve

P s2 \/5 ¢=S5
Il en résulte que les quotlents incomplets de la partie non périodique de
E
@ = -+ \/ ne peuvent dépasser 5, et méme, ceux d’indice supérieur a E’r?—];—' +3

ne dépassent pas 2\/A. Ces derniers, comme nombre et valeur, ont les mémes
limites supérieures que les quohenls d’une période et jouent, & cet égard,
méme role.

Ceci éclaircira et permettra de compléter un passage de mon article du Bul—
letin de la Société mathématique, 1906, page 222, si on observe : 1° que Yo
y est, en réalité, non le nombre des termes de la partie non piviodique de X,
comme je I'ai dit i tort, mais,d une unité prés, la valeur de » & partir de laquelle
D, et E, sont positifs; 2° que ces v, lermes ont une limite supérieure QY%
(6, fini), d’aprés les notations de cet article.
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Soient, en effet, ¢, 7., les deux premiers quotients incomplets
dilférents de.méme indice, &,.,, €., les quotients complets corres-
pondants, p; ¢;”" les réduites de Y, : avee mes notations (1. T, p. 4),

: rogt !
] I)m qm+1 +I')m- — pmgm-!—i -+ pm—-c
Lk _‘g——‘—‘) n— TEr i
TmSm+t Gy Imsmiy + Gy

| \ l o | Shmr+1 7 £m+l ]
n

o £ el R A
((/;n Em-&-l -+ qlnl—t) ((/m EI}I+| -+ (/)Il‘l) >(4 (]"l> I "l+l ‘3"”—‘

on a de plus . P v 5 )~
GobF +1 <2k, LS >(z ) :
v 7
Quand Conei < C.m-i—l.S_r) Smetyy O A

. 2 - 2 F 41
;/zqr=]+E,,,+‘;>1+(21‘> ':.-—;-F_—,

rr— 2 F r S ri-j 1 .
S <5Fr S T S 20— B > s

B> e > > (41,

(2F+1)£1n+1gnl+l 2("1‘4—])(21‘
L r
Quand~ Gt > 2 ~’=:u+|7
r— -1 > - -
Simer " S -2*;’ (['14) >(4r)

Quand qu—l < EIIH—{ m+| - :;%'-27
Em+l _ Em~H E;::-:-g > (2F>~”
i = Bt > spr—— > (2F)* > (4F).

2k ¢ Sm+1 gm~l—

Finalement, on a toujours ]E"m =B >4F) et

|3 = YaI>(4gn)y (4 F)7;

enfin, d’apreés (10), S
m=2m<1 .. 111—(214)"1'

d’ou, tenant compte de (4,),

2021102, > [T = Ya| > (a2t Fams o,



SUR LES FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES.: 329
" ou

2ok [R2m+d ~, Qa,.-*-k,,) > 2%ty v fini,

d’aprés (10 bis). Le nombre m est ainsi limité inférieurement en
fonction de o3 comme la période du développement (41) de Y, a au
log|L|
log 2
on voit que, si k, est assez grand, les développements (41) ont autant
‘e périodés communes que I’on veut. Par conséquent :

‘plus 2 A termes, et la partie non périodique 3 + ——— + 2 A termes,

Cororratre. — Tout étant posé comme au théoréme V11, lorsque,
pour une infinité de valeurs de n, Y, est quadratique, et que k,
.dépasse une certaine limite inférieure qui dépend de o,, X, et
des by, c; (ESa,+ A,); le développement en fraction continue ordi-
naire (c’est-a-dire a quolients incomplels entiers positifs) de J est
periodique ou quasi-périodigue. :

Remarque 1I. — 1l existe des cas ¢tendus on I'on peut préciser un
peu plus et certifier que J n’est pas rationnel, et méme qu’ il est trans-
cendant.

Lasuite des ¢; étant donnée et ¢; 21, j’admets que I'on puisse br ouver
un mode de représentation des nombres positifs par les fractions con-
tinues

- By b, b,
Pt He ik Ll P
Co Ca

ou les b,, entiers > o, satisfont au besoin a certaines conditions, mode
tel qu’a tout nombre positif N correspond une et une seule fraction
continue de cette forme : ce sera le cas,' comme on sait, quand ¢; = 1;
ce sera encore le cas, comme on va le voir, quand on prend &; 2 ¢, ¢;_,
pour ¢ > o.

En effet, soit N’ un nombre positif, et la suite des ¢; donnée : je puis
trouver b, entier positif tel que

(42) N/"—lﬁ ‘]‘<'1" o >éoy o:E(N’ct))iO.:



330 ED. MAILLET.

puis by, b,,.. .. entiers positifs tels que
bl i I . . >
g — — = — < — £, > cCy, b‘=E(C.€0)=C«Co,
o &g e |
(43) b 1 1
a1 . — F >,
' 02——32<62’ €y > Cyy by=E(c,e,)2c.c,,

Ona ¢;> ¢, en sorte que, si la fraction continue est limitée, le dernier
quotient ¢,_, = b, ¢;' est > ¢,_,. '
Ce procédé- donne pour tout nombre N'>o un developpement
unique en fraction continue, évidemment convergent, puisque ¢; 21,
a;=0b;c;'2v({. T., p. 3). Inversement, deux développements’.
N':.b_"—}—lz—bl—l—liﬁ—{—..., N, = °+r b’+1:2'i;1+...,.‘
o ¢y Cy ¢ ¢
avec b, b, ¢;y c;>o0etbiZc;ciy, b;Zcicimy, le dernier quotient ¢,_,,
dans le cas d’une fraction continue limitée étant > ¢, ,, représentent
deux nombres distincts; car, si N'= N/,

b 1 ) b
N'=£’9+——-—+—, e, 24, szi
) €y €p Cy - —C
d’ou ) »
L by — b, | _ _ ‘
! o ] 1—{ —_ ’
€ > Coy €y > Co L %o =g — ¢y I<co.7' b, = b,
b by b, :
N’=§3+1:—‘+1:s,=-‘3+1:—'+1:e s
Co ¢y €y ¢ !
b, b ;

o Tl F“:"c_l + 1.
En vertu du méme raisonnement, ciui peut évidemment se continuer
indéfiniment, b, = b, b, =0/, etc. Donc N' =N/, (")
Le développement ainsi obtenu de N’ ne peut évidemment s’arréter
que st N’ est rationnel : pour une certaine valeur ¢ Yon a alors

(') Ce qui précéde reste vrai, méme si les ¢; 21 sont rationnels ou irrationnels,
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exactement
' g =bic;' >ciy.
La réciproque est vraie; on le vérifie par la méme méthode (')
que lorsque les ¢; sont én'aux ar..
Soit en effet N’ = T’ avee A, A, entiers premiers entre eux : les
H
relations (42), (43) s’écrivent

A
Acy —Ab=A= xC(}<An g = "iﬁ’
2
Asc Asc
A, coc A»bf—'As:-"f—‘l<A‘v1 g = ‘&3"

Les A,, A,, ... sont des entiers positifs qui ne peuvent diminuer-
indéfiniment : I'un deux s’annule, et N’ se représente par unc fraction
continue limitée, Donc:

Dans le mode de dc’veloppemenl en fraction continue défini par
(42) et (43), les c; élant entiers > o, les irrationnelles sont carac-
térisées par un développement en fraction continue illimitée.

Supposant que le développement J = a,+1:@,+1:@,+ ... salis-
fasse aux conditions (42), (43), il en est de méme de Y, quin’est pas
rationnel. Dés lors:

Tukoréme VIII. — Tout étant posé comme au théoréme V11, lorsque
Ponab;Zcicio (i =1,2,...), J est quadratique ou transcendant;
par suite, st k, satisfait auw conditions du corollaire précédent, lé
developpemenz en fraction continue ordinaire de J est pér zodzquc
ou quasi-périodique.

On peut dans certains cas préciser un peu plus. Ainsi:

Cororrame (*). — Tout étant posé comme au théoréme VIII; J est

(') Senner, Algébre supéricure, t. I, 5¢ édition, 1885, p- 7.
(*) Voici des indications sur la démonstration.
Pour le développement en fraction continue du type (42), (43) d’une irration-
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transcendani quand, l’on a, pour une infinité de valeurs de i,
bi>afcye .. cimy) e

st grand que soit a. Ceci est le cas quand les ¢; sont lous limités et
que b; > o pour une infinité de valeurs de i. ‘

Si de plus k, satisfait aux conditions du corollaire du théo-
réme VII, le développement en fraction continue de J est quasi-
périodique. '

VI. — Autre forme de fractions continues.

Au lieu d’envisager des fractions continues de la forme J, on peut
aussi considérer les fractions
R Ve oy
(44) K= got hy ’
. 15" +

gat .
que j’écrirai plus simplement (les confusions de notations étant faciles
a éviter)
K=g,+h:g +h:g.,+. ...
On les raméne de suite aux fractions J, car

Sot+higi=gy+1:g,07,
Go+hiigi+hyig =g+ 1:g b+ b0 gy
=go+1:g 0k +1:2,0 R},

..................................................

nelle quadratique, les calculs de I'digébre supérieure de Servet (t. I, 1883,
5¢ édition, p. 38-43) se conservent; mais P, Q;! devient une pseudo-réduite, et
I'on nessait plus si les D,, E, sont entiers. La formule (11}, page 42-43, et les for-
mules (4) et (5), page 44 de cet Ouvrage donnent pour n assez-grand, d’aprés
ma formule (7),

oVAa;'>D,>|Delel...ci |7, D.>o,
et méme, quel que soit »,

(2VA-+1D|)az!>D,>|Delel...c |

E.| < VA,

ceci limite b,= a, ¢, en fonction de VA, | D], ¢5 ..., Cu—y, Cu. Siles ¢, sont
limités, 6, << 6%, ou 6 est une constante convenable.
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Finalement,
(43) K=a,+ra +ue+..,
avec
h h‘; Ngn—y
a2 ozn___,__»__, ao: go,
. g llg/lﬂ -1L2It
(46)
P TSR = g, I}’
i 2"'*"-—"3"’"'*'"/1['/!3 "/l2n4-1’ ay =g .

Les deux fractions (44) et (45) ont mémes pseudoréduites, et sont
par conséquent a la fois convergentes ou divergentes: on peut aussi
écrire : T

-

S : S VRPN -
(/'7) ai:mgh aa’l—t"otgx- , ‘.

Ces formules permettront d’appliquer les résultats précédemment
trouvés pour le cas ou les a,, sont rationnels > o aux fractions con-
tinues (44). Je me bornerai 4 quelques indications, en supposant g,
rationnel > o, et les g;, &, entiers positifs pour > o.

Il n’y a qu’a se reporter aux formules (14) et (17), en observant
que b; et ¢; n’y sont pas forcément premiers entre eux, et posant

bi=gili h,. L ci=hh;_,...,

pour obtenir des conditions trés générales suffisantes quand on veut
que K soit un nombre transcendant de Liouville (*). Mais je me con-
tenterai de faire une application des théorémes I ct suivants.

Premiére classification. — Je suppose que la suite des A; soit
d’ordre £(k,, p,) plus petit que Pordre (k, p) > (3,0) dela suite des g,

et je prends pour g; une valeur prm(;lpale Ona a;,= b;c;',

i—gz>°k< )p € ci’__fc,,l(i)pl*’eeh(i — I)l’(pl+5)< C‘k(i)P‘EE;

(') Cest ici le lieu de rappeler que (Licenore, Lléments de Géométrie,
g édition, Paris, F. Didot, 1812, Note 1V, p. 290, lemme I et O. Svorz, Alige-
meine Arithmetik, t. 11, p. 297) K est irrationnel si, a partir d'une certaine
valeur de £, 2, £ g;. K est alors convergent, car, d'aprés (47), a; ou @, est > 1.

Jowrn. de Math. (6 sériej, tome 1 — Fasc, I1I, 1go7. 45
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il suffit en effet, prenant (k,, p,)S(k, p — 4¢),
e, (i = 1029 < (i)

pour [ assez grand, ce qui est une conséquence de (20 bis). Les cas
limites ot Pordre des g; est (k, %) avec k23, ou méme est infini se
traitent sans difficulté. D’aprés les théorémes I, IV et V:

TutoriMe IX. — La fraction continue
Zot+hyig +hyig,+. .,

ol g, est rationnel >> o, et les g;, h; sont entiers > o, est un nombre
transcendant de Liouville lorsque Uordre de la suite des g; dans la
premiére classification est > (3,0) et > Uordre de la suite des h;
supposé plus petit que + ».

Deuxiéme classification. — Je suppose Iordre des g, plus grand

que (k, 8) > (2,1), et (k, ¢) > (k,,,) qui est plus grand que I'ordre
des 4; supposé mnon infini. On a, en prenant pour g; une valeur

principale,

b;2 g2 ex(iF), e; < e, () < Ck,(ip')
( comme ¢), car il sufﬁt .
te, () <L e ()
prenant k, 2 2, il suffit, quand ¢ est assez grand,
logl; + e () < 2Cps () < e, ();
- pour k, = 2, ceci a lieu; pour k,> 2, il suffit
log2 + ¢, _, (%) < 2, (2" < e, (i%),

ce qui a lieu pour.k, = 3, etc.
D’aprés les théorémes TH, [V et V, on conclut :

Tugorkme X. — La fraction continue

Gotligi+hygi+.. .,
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ol g, est rationnel, et les g; h; sont entiers, est wun nombre
transcendant de Liouville lorsque Uordre de la suite des g g:dans la
deuziéme classification est > (2, r) el plus grand que lordre de la

19

suite des h; supposé plus petit gc,a_g: 3 0.

On pourrait encore chercher des exemples de fractions continues (44)
qui sont des nombres transcendants de Liouville, sans que les deux
théorémes ci-dessus leur soient apphcablcs, ou f'ure d’autres apphca—
-tions des théorémes I 4 V et de leurs corollaires ; mais je ne m’y arréte
pas '

Je dirai toutefois encore quelques mots du cas oti (4 4) est périodique
ou quasi-périodique.

On dira que K est périodique lorsque les suites des g; et des h; sont
périodiques; si les deux périodes ont chacune p et g termes, soit 2.7 le
plus petit commuun multiple pair dep et ¢; les deux suites admettent
toutes deux une période de 27 termes. Alors '

h; Iy

+9p—) ipop—3- -

Civar = ivar - =a;h,
LivarNipar—y

/li+2r—¢hi+2r-—3 /'I—H

ou A; = ; soient %, Nyy. .., Mo les termes de la

higarPivar—s. . Pise
période des /i,; lLH_” Pivay-- k,ﬂ,représentent ces termes dansl’ordre

Mjs Njtrs -+ Nars Nuan ey Nj— = A est ainsi susceptible des deux valeurs
inverses 'une de l'autre

)\l _ 71;]7]:1- . -"1:;'41’ )\/1’”____ )\I_.q.
PLTOIINM

Quand X' = X" =1, @i, = a;, et (45) est périodique : ce sera le cas
en particulier quand p et ¢ sontimpairs, carles g, et les 2, admettent
une période de 7 termes, oti 7 est impair =25+ 1, et

Ny = Nos+ay na;n2:+3>"°,n2:;nhs+i9 Noget = Nisea = Nape

La suite des a; et la fraction continue (45) ont alors une période
de 2 r termes.

On passe de la au cas ot (44) est quasi-périodique, une infinité des
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systémes de périodes ayant tous dans leur période un nombre impair
de termes : (45) est quasi-périodique (*). On déduit de la le moyen
d’appliquer les théorémes VI et VI1I ct leurs corollaires aux fractions
continues (44) : je ne m'y attarde pas.

(! ) Sous certaines conditions évidentes relatives au nombre de Lermes de la
partie non pemodlque des deux suites des g; et des /..

Bourg-la-Reine, mai 1907.




