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JOURNAL 
t 

DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Réduction d'un réseau de formes quadratiques 

ou bilinéaires ; 

PAR M. Camieee JORDAN. 

DEUXIÈME PARTIE. 

RÉSEAUX DE FORMES BIL1NÉAIRES. 

37. Soit 
Τ/ 

mn
 Σ ίί

α
ργ Αχ fAp X y 

une forme trilinéaire par x-apport aux l variables λ, aux m variables μ, 
aux η variables x. 

Proposons-nous de la ramener à une forme canonique par des subs-
titutions linéaires opérées sur chacun de ces systèmes de variables. 

Cette question est analogue à celle que nous venons de traiter dans 
la première Partie de ce Mémoire; mais, quoique la méthode soit la 
même, les résultats qu'elle donne seront plus variés. 
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On peut écrire 
Τimn —■ Σΐ^βγρ.βί)/γ, 

les L étant des fonctions linéaires des λ. S'il en existe seulement l' qui 
soient indépendantes, on pourra les prendre pour variables indépen-
dantes à la place d'une partie des λ et réduire ainsi le nombre des 
variables du premier système qui figurent dans la forme trilinéaire. 

On réduira de même, s'il y a lieu, le nombre des variables μ et 
celui des variables χ. ' 

Nous supposerons qu'aucune simplification de ce genre n'est pos-
sible. Nous dirons dans ce cas que Τlmn est irréductible. 

On aura alors nécessairement l^mn. Car, les fonctions étant en 
nombre mn, il ne peut y avoir plus de mn de distinctes; mais il y en a 
au moins /, par hypothèse. 

On aura de même m^ln, n = lm. 
Si donc l'un des nombres l, m, n, par exemple /, se réduit à l'unité, 

on aura m = n, et 

d- \nn — [Χβ-^γ ^ Gt, p . - 1, 2, .. ., n) 

Cette expression peut s'écrire 

T,„„— λΣΜγ.Χγ, 

les Μγ étant des fonctions distinctes des μ. En les prenant pour va-
riables indépendantes, on obtiendra l'expression canonique 

ΤI an '— [Αγ ·7' γ. 

La solution du problème est beaucoup moins simple si l, m, n sont 
tous ι. Nous nous bornerons à l'étude des deux cas suivants : 

ι0 Ζ = 2 ; 
2° / = m = n = 3. 

§ I. — Réduction de T2„„. 

58. On a 
1 inn — ^t ψ ι ψ2 > 

φ,, φ
2
 étant bilinéaires par rapport aux p. et aux x. 
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La réduction de ce faisceau est un problème semblable à celui de la 
réduction d'un faisceau de formes quadratiques (première Partie, §1). 
Mais, les Mémoires auxquels nous avons renvoyé (n° 3) ne contenant 
pas la solution de cette nouvelle question sous une forme absolument 
explicite, il conviendra d'entrer ici dans plus de détails qu'au para-
graphe I. 

Nous établirons que l'on peut, par des substitutions opérées unique-
ment sur les p. et les x, ramener simultanément φ, et <p

2
 aux formes 

suivantes ; 

?< — ?(+ ψ, +·· ·> ?2 — <p
2
 -+- ·+*· · ·} 

lés systèmes simples (<p'
(

, <p'
2
), (<p°, φ

2
), ... n'ayant aucune variable 

commune, et les deux fonctions φ',, φ!, qui composent l'un de ces sys-
tèmes ayant l'une des quatre expressions suivantes : 

1 / ν ( ?'< = fL x< V-*x* + · · · +urxr, 
{ <p

2
 = μ

2
χ, +■ μ

3
χ,

2
 ■+■... 4- μ

Γ+
,χη 

/ x- ( ?'« = Ρ·37· ■+- Pr^v, 

( ?
2
 = P·) «2 -I- P-2 »,-·+- · · · -t- , 

(3) | φί = ρ·, χ κ -+■ μ2»'2 -+-·.. -ι- i*.rxr, 

\ <ρ
2
 = μ

2
χ·, -ι- μ

3
χ

2
-{-..(M

r
x

r
_, -h s(iχ,χ,-l·- μ

2
&·

2
-(-.·.-I- μ.

Γ
χ,), 

t — [λ2 Χ, -+- ρ.
3
 Χ

2
 -+-. . · -Η ρ.

Γ
3Τ

Γ
_, , 

(4.) 
<ρ, = ρ.,3;, ρ.2^2 + · · ·+■ f^r^V· " 

(Le coefficient « qui figure dans le système (3) est un invariant. Le 
système (4) peut être considéré comme une dégénérescence de (3) 
correspondant au cas où s = op.) ; 

39. Démonstration. — Supposons d'abord que l'une au moins des 
deux fonctions φ,, φ,, par exemple <p

2
, puisse être ramenée à ne con-

tenir qu'une partie des variables μ, x\ il en sera ainsi : i° si m^/i; 
2° si, m, η étant égaux, le déterminant de <p

2
 est nul. 

On peut en effet écrire . 

Ψ
2
 —7 M, .... -F- M„JJ

n
j 
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M
0

 M„ étant des fonctions linéaires des μ. Soient M,, ..., M* 
celles de ces fonctions qui sont linéairement distinctes : k sera au plus 
égal au plus petit des nombres m, η ; il sera moindre, si, m, η étant 
égaux, le déterminant est nul. Remplaçant d'ailleurs M

A+)
,'..., par 

leurs valeurs en M,, ..., Ms, il viendra 

<p
2 — M, X, +...4- ΜΑΧΛ, 

les X étant des fonctions des χ, linéairement distinctes. 
Prenons pour variables indépendantes les M et les X à la place 

d'un nombre égal des variables μ et x. On pourra, sans altérer la 
forme acquise par <p

2
 : ' 

i.° Opérer une substitution linéaire quelconque sur l'un des deux 
systèmes de variables M, X, pourvu qu'elle soit accompagnée de la 
substitution inverse, effectuée sur les variables de l'autre système; 

2° Altérer arbitrairement les autres variables qui par hypothèse ne 
figurent plus dans <p

2
, et que nous désignerons par χ,, x\, ...; m,, 

m\, .... 
Il n'existe pas nécessairement des variables de chacune des deux 

espèces x,, m, ; mais il y en aura de l'une d'elles au moins. Supposons, 
pour fixer les idées, qu'il y en ait de l'espèce χ,. 

40. Les dérivées , · ■ · sont des fonctions linéaires des va-u cc ι υ oc j 

riables M et m
t

. Elles sont distinctes, car, si elles étaient liées par une 
relation 

dx+aop+...=0 

une substitution linéaire qui remplace χ,, x\, ... par ax,·4-..., 
a'x

{
-f-..., ... ferait disparaître xt de la fonction φ,; le fais-

ceau λ, φ, -t- X
2

<pjj ne serait donc pas irréductible. 

41. Supposons d'abord que parmi ces dérivées il y en ait une, ^ 0&\ 
par exemple, qui contienne les variables m,, m\, .... Prenons-la pour 
variable indépendante à la place de l'une de celles-ci et appelons-la μ,; 
les termes de φ, qui contiennent xt et μ, seront de la forme μ, (χ,.....); 

/ 
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par le changement de la variable ils se réduiront à un seul, p., x
t
 ; 

on aura alors <p, = pt, X
K
 -+- φ',, φ', ne contenant plus p., ni x

i
. 

Nous avons ainsi ramené le système proposé (φ,, φ
2
) à la somme 

d'un système simple ο) [c'est un système de l'espèce (3), où 
r == τ, s = o] et d'un autre système (<p'

(
, <p,) qui restera à réduire. 

42. Supposons au contraire que les dérivées '—■> ■■· ne contiennent 

que les variables M. Prenons-les pour variables indépendantes à la 
place d'un nombre égal de celles-ci, et appelons-les p.,,.p·',, ■ ■·, en con-
tinuant d'appeler M,, M

2
, ... les autres variables de l'espèce M, s'il 

en reste. 
On aura à ce moment 

f
{
 — p., x, -F- p.', x\ +... ·+· φ |, 

φ', ne contenant plus a?,, x'
n
 Si elle contient encore des termes 

en p.,, p.',, ..., on les fera disparaître en changeant les variables x
n 

Quant à <pa, elle est bilinéaire par rapport aux variables X d'une 
part, p., et M d'autre part. Son déterminant n'étant pas nul, les 
dérivées 

dp2, dp2, ... ; dp2, ... 

seront distinctes. Prenons-les pour variables indépendantes au lieu 
des X et appelons-les a?

a
, x'

2
, ...; X,, ...; l'expression de ©

2
 sera 

devenue ' 

p., x2-\- p.', x'2 -+-... -F- M, X, -t-... = p., x
2
 -h p.', x'

2
 4-... -t- φ'

2
, 

celle de φ, étant conservée. 

45. On peut, sans altérer la forme des expressions obtenues : 
i° Opérer sur les M une substitution quelconque accompagnée de 

la substitution inverse faite sur les X; 
i° Opérer de même une substitution quelconque sur les x

2
, x'„, . .., 

Journ. de Math. (6e série), tome 111. — Faso. I, 1907. 2 
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pourvu qu'on soumette les x
K
,x\, ... à la même substitution et les p.,, 

p.',,— à la substitution inverse ; 
3° Enfin accroître les x2 de fonctions linéaires des X, à condition 

d'opérer des changements correspondants convenables sur les 
variables M, p.,, χ,. 

En effet, changeons, par exemple, x2 en x2 -+- «X, -+- βΧ
2 -I-

Nous aurons introduit dans ©2 les nouveaux'termes 

p.
t
 (αΧ, βΧ2

 -(-...). 

Mais on pourra les détruire en changeant M,, M2, ... en 

M, — αμ,, M2—βρ.,, .... 

Cette nouvelle opération introduira dans φ, des termes de la forme 

- u1 (a dp1 + p dp1 +...) 

qu'on détruira à leur tour en changeant x
t
 en 

x1 + a dp1 + p dp1 +... 

Ces opérations vont nous permettre de réduire le système des deux 
fonctions partielles φ!,. 

44. Les dérivées 4^-j -r-f> ··· sont des fonctions des variables m 

et M. Supposons d'abord qu'elles ne soient pas distinctes. On pourra, 
par une substitution linéaire opérée sur les x2 (et accompagnée de 
changements convenables opérés sur les x, et les p., ), faire disparaître 
une de ces variables, telle que x2, de la fonction çp^. Si donc nous 
posons pour abréger 

Ρ·ί — Φ,, p., x'
2
 ·+■.. . 4- <p

2
 — Φ

2
, 

le système (φ,, <p
a
) aura été réduit à la somme du système simple 

(p.,aq, μ,χ
2
) et du système (Φ,, Φ

2
) qui restera à réduire. 
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4S. Supposons en second lieu que, ces dérivées étant distinctes, l'une 
d'elles, la première par exemple, contienne les variables m. Prenons-la 
comme variable indépendante à la place de l'une de celles-ci et dési-
gnons-la par p

2
. On aura pour φ'

(
 une expression de la forme 

p
2
(#

2
-+- ax

2
 + .. .-ι- βΧ,.Η- φ,, 

φ'ί étant indépendant de ρ
2
 et de x2. Mais, en combinant les opéra-

tions (20) et (3°), on peut changer 

x
2
 -4- ax

2 4-.. .-l·- βΧ, -4- ... en x
2

, 

de sorte que les variables x
n
 x

2
, p.,, p

2
 ne paraîtront plus dans φ, et φ

2 

que dans les termes ρ, x, -4- p
2
.r

2
 et p, x

2
. Nous aurons donc ici encore 

isolé un système simple 

(p,a·, -4- p2œ2, ρ,ί&·2). 

46. Enfin, si ces dérivées sont distinctes et ne contiennent que 
les M, prenons-les pour variables indépendantes à la place d'une 
partie de celles-ci; désignons-les par p

2
, p

2
, ..., en continuant d'ap-

peler M,, M
2

, ... les autres variables M, s'il en reste. La fonction φ', 
aura la forme 

ρ
2
(ίτ

2
 -4- aX, -)-. .-4- p2(a?2 -t- oc' X, -4-...) -4- cp,, 

♦ 

<p" étant indépendant de x
2

, x'
2

, ..., p
2

, p
2
, .... Par des substitutions 

de l'espèce (3°), on la réduira à 

p2 x2 -t- p2
 A'

2 4-... -4- <p", 

de telle sorte qu'on aura 

®
{
 = (lj.

t
x

{
 -4- p2a?2) + (p't x\ + p2'^'2) +■··+<?';, 

<p
2
 = pta

-

2H- p',£C2 + .. .-4- M,X, + 

47. Par une suite de raisonnements toute semblable à la précé-
dente, on pourra soit isoler un système simple de l'une des deux 
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formes 

(μ,χ, -t- μ-2%2, [J.,.x'
2
+ p-

2
«

3
), 

( μ,χ, -+- μ.2χ2 -f- μ3Λ·3, α, χ., -h μ2χ3), 

soit mettre φ, et φ2
 s°us la forme 

φ, = (μ, χ, + μ,χ., -+- ρ.3.%·3) -1- (μ\χ\ ■+■ μ'2χ\ ■+- μ,a?',) ©'", 
f2= (μ, x

2
-h μ2χ3) + (Ρ·'Χ> + μ'·2Χ'3) +··■ 

. . + Μ1Χ,-4-Μ2Χ2 + .... . 

Cette suite d'opérations ne pouvant se jjrolonger indéfiniment, on 
finira nécessairement par isoler un système simple. 

48. Nous avons supposé, dans la démonstration qui précède, que 
l'une au moins des deux fonctions ©,, ©2 ne contienne pas toutes les 
variables. Cette hypothèse ne sera pas réalisée, si, m étant égal à ri, 
ψ, et φ

2
 ont des déterminants différents de zéro. 

Considérons dans ce cas, au lieu de ©
2

, la fonction ψ2 = ©2 — s©,, 
la constante s étant choisie de telle sorte que le déterminant de ψ

2
 soit 

nul. Cette condition fournit pour s une équation de degré n. Ayant 
pris pour s une racine de cette équation, on pourra, én appliquant à <p, 
et ψ

2
 la méthode précédente, extraire du système (©,, ψ

2
) un ou plu-

sieurs systèmes simples. Puisque ψ, contient par hypothèse toutes les 
variables, chacun de ces systèmes devra être de la forme 

©ί = μ, X, -h. .. -h U.
R
X

R
, ψ2 = U->X, -+- . -I- [J-RXR-L ■ 

On pourra donc, du système 

(<?o ®
3
) = (φ., ψ* + sp1) 

extraire le système simple 

(©;, ψ:;-r-N<p'
(
 >, 

lequel est de l'espèce (3). 

49. L'expression ' réduite du système (©,, ©2) à laquelle nous 
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sommes arrivés en modifiant les seules variables μ et^x, contient 
autant d'invariants que l'équation en s a de racines distinctes. Mais, si 
l'on soumet aussi les variables λ à des substitutions linéaires, on 
pourra donner des valeurs arbitrairement choisies à trois de ces inva-
riants. 

Soit en effet (cp'
(

, <p
2
) un de nos systèmes simples. Le changement 

de λ,, λ
2
 en αλ; 4- βλ

2
, γλ, δλ

2
 changera λ, φ'

(
 -+- λ

2
φ

2
 en 

λ, (αφ', 4- γφΐ) 4- λ
2
 ( β<ρ'

(
 4- όφ

2
 ). 

Supposons d'abord que le système simple considéré soit de l'es-
pèce (i) 

<p', = μ, a?, 4-... 4- p,.ay, φ
2
 = μ,»·, 4-... 4- μ

Γ+ι
 x

r
. 

L'effet de la substitution opérée sur les λ pourra être contrebalancé 
par d'autres substitutions opérées sur les μ et les x. 

En effet, les substitutions qu'on peut faire subir aux λ dérivent des 
trois opérations élémentaires suivantes : 

i° Multiplication de λ,, λ
2
 par une même constante. Divisons les χ 

par.cette même constante; λ, φ', 4- λ
2

φ!, restera inaltéré. 
2° Echange de λ, et de λ

2
. On n'aura qu'à remplacer μ,, μ

2
, ..., 

P-r-M ι j · · · ) psr μ
Γ
+,, μ,·, .. ·, μ,, X,-, · · ·, x \ · 

3° Changement de λ, en λ, 4- Α
2
 ; <ρ', ne sera pas altéré, et <p

2
 sera 

changé en 

Ta *Tt = (pa 4~ *μ,) », 4- (μ, 4- /p
2
)cc

2
4-· · .4- (μ^+, 4- l\3.

r

)x
r

. 

Cette expression est un cas particulier de la suivante : 

(μ
2
4-<2μι)ΰ4 + (p3 4- 6 μ

2
 4- ομ,)3?24-···4-(μ,-Μ4-^pr4-...4-^p()^r 

qu'on ramène aisément à φ
2
 par des substitutions qui n'altèrent pas φ',. 

En effet, on fera disparaître d'abord le terme a μ, x, en changeant μ
2

, x, 
en μ

2
 —αμ

(
, a?, 4- ax.

2
\ puis, sans rétablir ce terme supprimé, on 

, fera évanouir les termes (ύμ24- cp.
(
)i6'

2
 en changeant μ„, x„, x

K
 en 

μ,— δμ
2
 —cp

(
, a?24-bx

3
, x

{
-\-cx.

3
:, etc. Enfin, en modifiant μ

Γ+)
, 

on fera disparaître les derniers termes (/τμ,.4-.. .4- la
{
)x

r
. 
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- Les mêmes considérations s'appliquent aux systèmes simples de la 
forme (2) qui ne diffèrent des précédents que par l'échange des μ 
avec les x. 

SO. Supposons enfin que le système simple considéré soit de la 
forme (3) 

?', = A? <p
2
 = B 4- s A, 

en posant pour abréger 

A ,— μ, X
T
 -f- . . . 4" JJ.

R

X
R}

 Β — | 4" ?.. 4" fJ-RXF-I · 

Soient a, b, c des constantes quelconques (a, c n'étant pas nuls). Il 
est aisé de vérifier que aA -+- b B, cB peuvent être transformés simul-
tanément en A, B. 

. Posons en effet a = α c, b — βο. Par le changement de μΑ, xk en 
α_Α+,μΑ, c~ia.kxk, on transformera tout d'abord αΑ-t-èB, cB en 
A 4- βΒ, B. On peut ensuite, sans altérer B, transformer en A l'ex-
pression A 4- βΒ, ou plus généralement l'expression 

μ, a;·,-t-μ
2
(α?

2
-+-a»·,) 

4- μ
3
(»·

3
 4- bx

2 4- ex,) 4-.. .4· p
r
(x

r
-{- kx

r
_

{
 -f-.. .-h lx

t
) 

dont elle est un cas particulier. 
En effet, oii fera disparaître le terme ax

t
 par le changement de a?,, 

μ
2
 en x

2
 — αχ,, μ2 4- «μ3 ; puis les termes bx

2 4- ex, en changeant x3, 
μ

2
, μ, en x

3
 — bx

2
 —^cx,, μ

2
 4- &μ

4
, μ, 4- ομ,, etc. ; et enfin les termes 

kx
r
_, -H. · ·4- lx

t
 par le changement de x

r
. 

De ce résultat, semblable à celui trouvé au n° 5 (pour les fonc-
tions A^, B".), on peut tirer la même conséquence, à savoir qu'un 
changement de variables λ,, λ

2
 (combiné à des substitutions conve-

nables opérées sur les μ et sur les x) a pour effet d'opérer sur les 
invariants s unè même transformation homographique, ce qui pèr-
mettra d'assigner à trois d'entre eux des valeurs déterminées, telles 
que o, co, 1. 

En dressant, d'après ce qui précède, le Tableau des types cano-
niques pour chaque système de valeurs de m, η, on devra, pour éviter 
les doubles emplois, assigner, par des considérations toutes semblables 
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à celles du n° 9, un ordre de succession bien défini aux invariants s, 
s', et réduire le premier à zéro, le second à co, le troisième à 
l'unité. 

51. On obtient ainsi le Tableau suivant : 
. Pour m = 2, η == ι, un type 

I 
(A) λ, IA,ÎC, -t- λ,|Α

2
»,. 

Pour m = ι., η = 2, un type 

(Β) λ, μ,α;, -+- λ2μ,α;2. 

Pour m = 2, n — 2, deux types : 

(G) λ,μ,χ·, -t-Xap-jiCj, 

(D) λ, (μ,a·, -+- μ2»2) -+- λ
2
μ2.%·

(
. 

Pour m = 3, η = 2, deux types : 

(Ε) λ, μ, a, ·+- λ
3
(μ

2
χ, -+- μ3χ3), 

(F) λ,([Α,ί6·4 -+- μ2
£ε

2
) ■+■ λ

3
(μ

2
χ, -t- μ3χ«). 

Pour m = 2, n = 3, deux types (déduits des précédents par 
l'échange des μ avec les x) : 

(G) λ, μ, x, -t- λ,(μ,ί»
2

-ΐ- μ2&'3), 

(Η) λ,(μ,a·, -+- μ2Χ·ι) -+- λ,(μ,.χ·2 + μ
2

2Τ
3
). 

Pour m = 3, α = 3, six types : 

(I) λ,Ο,α:, 4- μ3.Χ'2) -t- λ2
(μ

2
®, -t- μ2.χ·2), 

(J) λ,(μ,χ, + μ.
2
«

2
 + μ

3
®

3
) + λ2"(μ

2
®, -+- μ3#2), 

(Κ) λ,(μ,£&·, -t- μ
2

ΛΓ
3
 ) λ,μ

3
α?

)
 j 

(Μ λ,(μ,χ, -+- μ
2
ίτ

2
) -+- λ

2
(μ

3
»

ι
 -1- μ

3
Χ

3
), 

(Μ) λ, (μ, χ, 4- μ
2
»·„) -+-μ

3
χ

Λ
, 

(^) (P'i ®ι "t~ Pa·®'») -t-λ»(μ»μ
3

Λ'
3
), 

etc. 
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§ II. — Réduction de T333. 

52. L'expression 

T333 — ^^αβγ^α Ρ·β·®γ — ψ i ""t" ^2 ψ2 "t- ^3 ψ s· 

représente un réseau de formes bilinéaires des variables μ et x, dérivé 
des trois formes génératrices <p

(
, ©

2
, <p

3
. Une substitution linéaire effec-

tuée sur les paramètres λ revient à changer le choix de ces formes 
génératrices. 

A chaque point Ρ = (λ,λ
2
λ

3
) du plan des λ correspond une forme 

du réseau (définie à un facteur près). Son déterminant A est homo-
gène et du troisième degré en λ,, λ2, λ3. Les formes de déterminant 
nul correspondent donc aux points d'une cubique, A — o. L'une quel-
conque d'entre elles pourra, par un choix convenable des variables p. 
et x, s'exprimer par une somme de deux termes 

p., a?, + u.,x2. 

Si non seulement Δ, mais tous ses mineurs sont nuls, elle sera réduc-
tible à un monome 

μ,χ,. 

Mais le réseau ne contiendra de telles forme.s que dans certains cas 
exceptionnels. 

Soient P
(

, P
2
 deux points quelconques; ψ,, ψ, les formes corres-

pondantes. Aux divers points de la droite ® = P,P
2
 correspondront 

les formes du faisceau 
Il ψ, 4- l2 +2, 

que nous appellerons le faisceau de la droite Φ. 

Si parmi les six dérivées il y en a ρ linéairement distinctes ; 

si, d'autre part, parmi les six dérivées il y en a q distinctes, on 

pourra choisir les valuables de telle sorte que dans les expressions de ψ, 
et de ψ

2
 figurent seulement ρ des variables p., et q des variables x. 
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Si ρ = q — 3, le faisceau sera irréductible, et pourra être ramené à 
l'une des six formes canoniques I, J, ..Ν du n° 51. Dans le cas con-
traire, il pourra se ramener à l'une des huit formés À, Β, ..H du 
même numéro. 

Nous dirons que la droite considérée est.de l'espèce (Α.), (B), etc., 
suivant que son faisceau a pour expression réduite A ou B, etc. Et 
nous considérerons l'espèce (A) comme plus simple que l'espèce (B) ; 
celle-ci sera plus simple que l'espèce (C), etc. 

Aux points d'intersection de la droite ® avec la cubique Δ corres-
pondent celles des formes du faisceau 

l
{
 ψ, -+- l.

À ψ2 

dont le déterminant est nul. Ce déterminant est homogène et du troi-
sième degré en Z,, h. 

Si © est de l'espèce (N), ce déterminant se réduit à 1,1^(1, -+- h). Il 
y a trois points d'intersection distincts, et les formes correspondantes 
sont ψ

2
, ψ,, ψ, — ψ

2
. 

Si © est l'une des espèces (L) ou (M), ce déterminant se réduit à 
Deux intersections sont réunies au point dont la forme est ψ2 ; le 

dernier point d'intersection a pour forme ψ,. 
Si © est de l'une des espèces (J), (K), le déterminant étant égal 

à les trois intersections se confondent en un seul point. 
Enfin, si © est de l'une des espèces (A), (B), ..., (I), le détermi-

nant étant identiquement nul, la droite ® appartiendra tout entière à 
la cubique Δ. 

Ces préliminaires posés, pour opérer la réduction du réseau à sa 
forme canonique, nous choisirons les côtés λ,, λ,, λ

3
 du triangle de 

référence de la même manière qu'au n° 15, et nous aurons plusieurs 
cas à discuter successivement. 

• 55. PREMIER CAS : Δ indécomposable, sans rebroussement. 
La droite λ., rencontrant Δ en trois points d'inflexion distincts, son 

faisceau F sera du type ( Ν ). 
Changeons, pour plus de symétrie, les signes de se, et de λ

2
, nous 

pourrons écrire 

F = X
)
(u

j
a;

l
 — Ujaq)-ί-X

2
(p.

3
a;

3
— μ,χ,) — λ,φ,-H λ

2
φ

2
. 

Journ. de Math■ (6· série), tome III — Fuse. I, 1907. 3 
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Ce faisceau contient trois formes de déterminant nul 

ft, fi, — (fi -+" ?») = Ηχζ— Ρ·«®« 

correspondant aux trois points d'inflexion situés sur λ
3

. 

Soit * * 

fa — ^&ikf^i^k 

la troisième forme génératrice du réseau. On aura 

^4 I ^3 ~~f~ ^4 ^2 4 ^3 ^3 4 ^3 

Δ tï(2^-3 ^22^3 ^2 ^32^3 

cî j n λ 
3
 α .->

 3
 Χ 

3
 α 

3
 g Χ 

3
 λ ι ι X. 

Mais, λ
η
 λ

2
 étant des tangentes d'inflexion, A doit se réduire à la 

forme 
Αλ

3
 λ, λ

2
(Βλ, -j- CX

2
 + DX

3
); 

d'où les équations de condition 

0\ ι O) ^22 

α, 2 0% J = ^2 3 ̂ 32 ^3 \ G'\ 3 · 

Les deux produits a
{i

a
2i

a
3i

 et α24α32α43 ne peuvent être nuls à la 
fois; car on'aurait, en achevant l'identification, A = o; Δ ne serait 
donc pas indécomposable. 

D'ailleurs, ces deux produits s'échangent entre eux, si l'on .permute 
les indices ι et 2 en changeant en même temps le signe de λ,, λ

2
 (ce 

qui n'altère pas l'expression de F). Il est donc permis de supposer que 
α,

3
a23a

3
, n'est pas nul. 

On peut encore, sans altérer F, multiplier p.,, μ
2

, μ
3

, x
t
, x

2
, x

a
, λΜ 

λ
2
 par des facteurs de proportionnalité t,, Ç, l

3
, u

n
 u.

2
, ιι

3
, ρ, ρ satis-

faisant aux relations 

/ ] M ^ 1— / U <) — — t .j IC υ — — 

et du reste arbitraires. Par cette opération, aik sera multiplié par t{uk ; 
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les produits a
vl

a.
2
,, u.

2Z
a

32
, α3,α,3

 par a
33

 par 'et l'on pourra 

réduire a,,, a23, asl à l'unité. Nous devrons poser à cet effet les 
équations 

a, 2 2, «2 = «23 L uz = a;ul2 ut — ι 

ou, en tirant les u des équations précédentes, 

a12 l1 Vl
2
, «23L ^3) «31 L vtf. 

Ces équations détermineront les rapports t, : t2 : i3, si ν satisfait à la 
relation 

ρ3 = ai2aî3a3,. 

Posons, pour abréger, 

a12a21 = p, a33 =o, 

les coefficients «2|, «33
, «,3

 seront réduits à ρ et «
33

 à σ.. 
Nous obtenons ainsi pour <p

3
 une expression canonique 

®3 = Ρ·|(®2+ p®
3
) + +®a) -+- PsC^i + P»2-l· σχ

3
) 

aux deux invariants ρ, σ. 
Remarquons, toutefois, que, ν étant donné par une équation cu-

bique, ρ et σ ne sont pas rigoureusement déterminés. On pourrait les 
remplacer par Op, θ2σ, 0 étant une racine cubique de l'unité. 

Il existe, d'ailleurs, autant de manières distinctes de réduire le 
réseau à une forme canonique de l'espèce précédente que Δ possède de 
couples de points d'inflexion, soit 36 dans le cas général et 3 si Δ a un 
point double. Ces divers modes de réduction donneront en général 
des valeurs différentes pour ρ et σ. 

54. Voyons en particulier comment se modifient ces invariants 
lorsqu'on permute les trois points d'inflexion situés sur une môme 
droite λ

3
 et les tangentes correspondantes. 

i° Échangeons d'abord λ, etX
3

. Le réseau 

y1 f , ■+" λ3
®8 
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sera changé en. 
λ| ©2 + ù

2
 ο, -+- λ

3
 <ρ

3
· 

Or, si nous changeons 

u
t

, p
2

, x
t
, x\, x

3
, λ

3
 en . p

2
. p.,, — x

z
, — x,, — x

3
, — ^λ

3 Γ 

o
2
 s'échange avec φ,, et λ

3
©

3
 se transforme en λ

3
φ

3
, ©

3
 étant la fonc-

tion qui se déduit de φ, par le changement de ρ, σ en y y 

i° On arrive au même résultat si l'on remplace la droite λ
(
 par la 

tangente au troisième point d'inflexion. 
Le déterminant Δ étant ici égal à 

(ρ3 — ρσ -+- ι)λ
3
 -+- λ,λ

2
(λ, — λ, — σλ

3
), 

cette dermière tangente aura pour équation 

λ, — λ 2 — σλ
3
 = ο. 

A l'ancien triangle de référence (λ,, λ
2

, λ
3
) nous substituons celui 

formé par les trois droites 

(λ, λ
2
 ο"λ

3
, λ

2
, λ3). 

Les formes correspondantes à ses sommets seront : 

= ρ,χ, — p3a;3, 

<p'
2
 = ?<-+- φ2 = p.»') — μ-2^2) 

?3 — ?3 + σ?Ι = P< (σχι "+" xi "+" Ρχ·j)+ psCp^i +®s) + ps(«h + p^'
2
)· 

Si nous changeons 00 | y OU o J 00 ij ^ pi î p3 "^2Î p3j Ρ ι 
les deux premières se transforment respectivement en<p

t
, — φ2

 et la 
dernière devient le produit de la constante — ρ par 

p, (a^-h *-x^j -t- p
2
 {yyX^X^j + p

3
 (x

{
 + ~ x

3
 + ^ x^j ■ 

C'est une expression analogue à ®
3
, mais où ρ, σ sont remplacés 

par - > - · 
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55. Quelques cas particuliers méritent d'être signalés : 
i° Si σ = ο, les trois tangentes d'inflexion sont concourantes; 
2° Δ aura un point double, si l'on a 

27(ρ3- ρσ + ι) + σ3 = ο; 

3° Le réseau contiendra une forme monomesi l'on peut déterminer 
" les X de telle sorte que tous les mineurs du déterminant 

λ, λ;, ρλ;, 

Δ ■ ρ Χ *"™ Χ ο Χ „ 

λ., pXs ^^"3 — ^"2 
soient nuls. 

Cela donne, entre autres équations de condition, celles-ci : 

j3 (Xj -t~ p^o) — ο, Χ., (ρ· Χ
2
 4- X

2
 ) — ο. 

Si X
3
 était nul, les autres équations donneraient 

X, X
2
 = ο, X,(X, ■+■ λ

2
) = ο, X

2
(X, -+- Xo) = ο ; 

d'où X, = X
2
 = o, ce qui est inadmissible. 

On doit donc avoir 

Χ3 H-ρλ2 — ο, ρ2λ
3
 -f- X,— o; 

d'où 
p3=I, X3 = pX2 ■ 

Il viendra ensuite 

o — λ, X
2
 + pX~ — X,X

2-t- Xô — X
2
(X, -+- X

2
). 

Mais X
2
 = o donnerait X

3
 = o, solution rejetée. Donc X

(
 = — X

2
. 

Enfin, l'équation 
k2 (ok3 ÀJ —|— Λ

2
) H- PXG — O 

deviendra 
ο = λ

2
(— ρσ + 2 -H 1); 

d ou 
σ = 3p2. 
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On vérifie aisément que ces valeurs de ρ et de σ et des rap-
ports λ, : λ

2
 : λ

3
 annulent bien tous les mineurs de Δ. · 

156. 4° Pour que Δ soit indécomposable, ainsi que nous l'avons sup-
posé, il faut que le coefficient de Λ3 

ρ3 — ρσ -+-1 

soit< o. S'il était nul, Δ serait le produit des trois droites 

Λ,, λ
2

, λ, — λ., — ετλ.,. 

Les faisceaux de ces droites 

λ
2
φ

2
·+ λ

3
<ρ

3
, λ,ο, 4-λ,<ρ

3
, λ

2
(<ρ

2
-|-Φ

1
)^λ

3
(φ3+σφ

ι
) 

sont irréductibles. Considérons, en effet, le premier. Les dérivées 

io< dx« = .[¿o à<?i _ dx- = P'S = -fX. 

sont linéairement distinctes. De même pour les dérivées 

io< dx« = .[¿o à<?i _ dx- = P'S = -fX. 

La même vérification peut,se faire pour les deux autres faisceaux. 
Réciproquement, tout réseau où Δ se décompose en trois droites D,, 

D
2

, D
3

, dont les faisceaux soient irréductibles, pourra d'une infinité 
de manières être ramené à la forme réduite ci-dessus, les invariants 
étant liés par la relation ρ3 — ρσ -+- χ = ο. 

Soit, en effet, δ une droite arbitraire coupant D,, D
2

, D
3
 en trois 

points distincts, qu'on peut considérer comme des points d'inflexion, 
où D,, D

2
, D

3
 seront les tangentes. Si donc nous prenons D,, D

2
, δ 

pour les côtés λ
(

, λ
2

, λ
3 du triangle de référence, on pourra donner 

aux formes génératrices du réseau les expressions suivantes : 

Φ
4
 — P{·Ι:Ι PS®A> Ça.— PA^'A PA ',:·η Ça — P.,·.X'/F 
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et, Δ devant se réduire à la forme 

λ,λ2(Βλ, -H CXo -+- DX
3
), 

on aura les relations 

a1I ®2 2 ® 1 2 ®2I ^23 ®3 2 ®3 I ®I 3 » 

et l'on pourra achever la réduction de.(p
3
 comme nous l'avons fait, à 

moins que les produits a
{2

a.
23

a
3{

, α
2
,α

32
α,

3
 ne soient nuls tous les 

deux. Mais ce cas ne peut se présenter si les faisceaux 

λ
2

Φ
2
 -f- λ

3
<ρ

3
, λ, φ,-t-λ

3
φ

3 

des droites λ,, λ
2
 sont irréductibles, ainsi que nous le supposons. Il 

faudra, en effet, que <p
3
 contienne les variables μ

2
, x

%
 qui ne figurent 

pas dans φ
2
, et aussi ρ,, χ,, qui ne figurent pas dans <p,. On ne pourra 

donc avoir à la fois ni a
t2
 = «

13
 ==o, ni «

2)
 = α

23
 =o, ni α

2
, =α

3
, — o, 

ΠΙ Τ== <^32 —- Ο. 

Mais d'autre part, si l'un des produits α,
2
α

23
α

3|
, α

2
,α

32
ά,

3
 est nul, 

les produits égaux a,2«2), a23a32, a3{al3 le seront aussi, et, comme on 
peut permuter les indices ι et 2, il est permis d'admettre que α

2
, = o. 

Mais alors les conditions précédentes donneront successivement 

α
23
 ̂ υ, a

3l
 <0, puis «

32
 == o, a

t3
 = 0 et enfin a

)2
^o, d'où a

{2
a.,

3
a

3{
 ^o. 

Il ne convient pas toutefois d'adopter comme type canonique des 
réseaux où Δ est formé de trois droites dont les faisceaux soient irré-
ductibles l'expression réduite que nous venons de trouver. Car, la 
réduction pouvant se faire d'une infinité de manières, on ne saurait 
pas décider si deux réseaux sont équivalents ou non par la comparai-
son de leurs réduites (lesquelles contiennent une indéterminée). Il 
sera préférable dlemployer un autre procédé de réduction exempt 
d'ambiguïté. Nous le donnerons plus loin, et il nous conduira à des 
expressions beaucoup plus simples que la précédente. 

Nous maintiendrons donc l'inégalité 

ρ3 — ρσ -I- i^o' 



14 C. JORDAN. 

comme partie intégrante de la définition du premier type canonique 

(I) λ, (p., a?, — (j..,x
3) 4- λ2

(x
3
 —■ a

2
x,) 

4- A
3

f [A
1
(aq4- px3) 4- p.

2
(pa?, 4-a;

3
) 4- ρ.

3
(», 4- ρχ

2
 + σχ

3
)]. 

57. DEUXIÈME CAS : Δ est indécomposable, niais possède un point 
de rebroussemenl Ρ el un point d'inflexion Q. 

Prenons pour Χ,, X
2
 les tangentes à Δ aux points Q et P, pour X

3
 la 

droite PQ ; Δ sera de la forme * 

Αλ;-ΗΒλ?λ, (AetB^o). 

D'autre part, λ
3
 rencontrant Δ en deux points confondus en 

Ρ — (X2X3), et au point Q = (X,X3), son faisceau F appartiendra à 
l'un des deux types (L), (M), ou, en changeant a?,, x2

 en x
2

, — a?,, 
à l'un des deux types 

(L)' F = X, (ρ*.,a7
a

— pu,a?,) 4- X2(pu,a>a4- pht#3)> 
(M)' F = X, (p*., a?

2
 — ) 4- X

2
p.

3
rc

3
. 

Discutons successivement ces deux hypothèses.' 

58. i° Supposons F de la forme (L)'. 
Soit 

ψ s = Za
ik

\j.iX
k 

la troisième forme génératrice correspondant au sommet (X
2

X
3
) du 

triangle de référence : on aura 

®II^S ^21X3 X{ ®3|Xj 
Δΐ —— Or,

 2
 X 

3
 [ X, Uj ο Ο X 3 I Χ >| Οι 

3
 >| Χ 

3
 , 

ίϊ,
3
λ3 ^23^3 ®33^-3_t— Xa 

expression à identifier avec AX;j -1- BX^X
2

. 
On en déduit d'abord 

dK{ ûf33 Ο, (X^K &\2·) 
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puis, en tenant compte de ces premières relations, 

CtiZ&tn Ct§\€t{% — O, 

^3 2^13 ~Ί~~ ^23 = 0 

^2 1 ^32^13 ^31^12^23 * ^3 \ ^ \ 3 ^2 2 À^o. 

Donc α
42

, α
24

, a
sl

a
l3

 seront ^o. Car, si l'une de ces quantités était 
nulle, les deux autres le seraient aussi; donc A serait nul, et Δ décom-
posable. 

Mais on peut supposer a.,
2
= o. Changeons en effet μ

4
, χ, en 

μ
4
+£μ

2
, x

K
 -h tx

2
, ce qui n'altère pas F; a

22 sera changé en 
α

22
-+- ί(α

12
-+- α24), expression qui s'annulera pour une valeur conve-

nable de la constante t. 
Changeons enfin μ,, μ

2
, μ

3
, x

it
 x

2
, x

3
, λ,, λ

2
 en /, μ,, ί2μ5, l3 u3, 

u
t
x

4
, ιι2χ.,, u3x3, -Α., —î-, les indéterminées u étant liées par les 

relations 
t/ y ILq ■ Ut£ —— Wj · 

F restera inaltéré, et α
42

, α,
3

, a32 seront multipliés par les facteurs 
arbitraires 

t, W2, t \ ll3 — U2 j ^3 M2 · 

On pourra donc les choisir de manière à réduire à l'unité a,
2

, a
i3 

et aussi a
32

, s'il n'est pas nul. Les équations de condition donneront 
les valeurs des autrés coefficients. 

Cte% | lûj g I ) Ufjj | — β j g -— I , Ci 03 ^32 ·~* I OU O * 

Nous obtenons ainsi les deux types réduits : 

(II) λ, (μ4x2
 μ

2
3?

(
) -+- λ

2
(μ

2
θ?

2
 -t- μ

3
x

3
) 

+ ^3 [fu (#a + xs) "+~ F-a(^i + #3) + f^"3( x\ + ^2)]» 

ΠΓΠ (
 μ

2

Χ,)-Ηλ
2

(μ
2

Λ;
2

-}-μ
3

χ
3

) 
I -t-|^μ, (ît

2
-+-A'j)-(-μ

2
Λ7( μ

3
3?,]. 

Jam η. de Math. (6· série), tome III. — Fasc. I, 1907. 4 
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Ces deux types sont bien distincts : on peut d'ailleurs le conlirmer 
comme il suit : , 

Changeons le rôle des λ et des ρ en considérant λ, <p, -+- <p
2
 -ι- λ

3
<ρ., 

comme une forme bilinéairç des variables λ, χ, dépendant des para-
mètres p; son déterminant sera une cubique Δ'(ρ,, p

2
, p

3
) analogue 

à Δ. Or on aura pour le type (II) 

Δ'= — μ-,(ρ«·1 H- p-f) π- ρ';), 

cubique à un seul point double; et pour le type (III) 

Δ' =f*î), 

système de trois droites. 

59. 2° Supposons F de la forme (M)'. 
Son expression ne changera pas si l'on opère sur p

t
, p

2
 et sur oç

{
, x

2 

une même substitution linéaire, en divisant λ, par le déterminant de 
cette substitution. Par cette opération on pourra, dans l'expression de 
la troisième forme génératrice 

<p
3
 — ^i&ik p, xk, 

rendre nul le coefficient a,,. En effet, par le changement de p,, x
2
 en 

p
2
 ip

t
, x

2
 + ίχ,οη le change en a,, + t(a

{2
 + à

2l
) -+- t2a

ù2
, expres-

sion qu'on pourra rendre nulle si α,,^ο. Si a.
22

 était nul, on l'échange-
rait avec a,, en permutant p(, xK avec p2, x2. 

Soit donc an
 = o. On aura 

Ο Α·Ι Ι X
3
 ΛΙ Β, | Λ, 

Δ Q/, Ί Α 
3

 [— Α' | Ct2*i A. <j ο A g . 

®13^"3. ' ^23^·3 TÏJ
3

-XJ -1- Λ
2 

Identifiant cette expression avec AAj' -t- Βλ*λ
2

, il viendra 

β,, — ο, , et,ο — — Oj dou β,) Ο, 
Cl.)

 3
 Ct g, âf32 et,

 3
 — Ο, ίΖ,

 3
 βί

2
 iâE 

3
, — A ̂  ο. 

Multiplions ρ,, ρ
2

, μ.
3

, Οϋ | j Où .» J ÎÎj .j j λ | j λ·ι ρ at ^"2 ) ^ !î ) ^ I î 2 J ^ 3 j 
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7—> 7-—> les facteurs t, α étant liés par l'unique relation l, u
2
 = t

2
u,. 

On pourra les déterminer de manière à réduire TTunité a
l3

, α
22

, a
3l

, 
et aussi «32, si ce dernier coefficient n'est pas nul. Les relations précé-
dentes donneront enfin a

23
 = a

32
. 

Assignant successivement à a
32

 les valeurs 1 et o, nous obtiendrons 
les deux types réduits : 

(IV) X
(
(fA

(
a?

2
 —fA

2
rr,)-f-X

2
p.

3
a;3 + fJu(a;

2
-l-a;

3
)-l·- Η-,ΊΟ^Ι +a?î)]» 

(V) X,(^;a?s —p.,a?l)4-X,ftia;s4-X,(p.la;3+(Asa;a-+· {Ajflî,). 

Chacun d'eux contient une droite monome Xs; les réseaux des 
types (II) et (III) n'en contenaient aucune. 

Formons, d'autre part, comme au numéro précédent, la cu-
bique Δ'(μ,, μ

2
, μ

3
) analogue à Δ; on aura pour le type (IV) 

Δ'= μ3(μ? -I- μ2 + p-apa) (droite et conique), 

et pour le type (V) 

A'= μ3(μ? + μ2) (trois droites). 

Ce caractère invariant distingue nettement ces deux types l'un de 
l'autre. 

60. Passons à l'examen des cas où A est décomposable ou identi-
quement nul. 

TROISIÈME CAS : Δ admet en facteur une droite d'espèce (A). 

Prenons-la pour X
3

. Son faisceau F aura pour expression 

F = X
(

p.
)
 ic

) +X2(i^I = λ, φ,4-λ
2
φ

2
. 

Soit 
*P3 — 2^/4 F-I®· A 

la troisième forme génératrice. Nous pourrons la simplifier par les 
opérations suivantes qui n'altèrent pas F : 

i° On peut remplacer <p
3
 par une autre forme φ

3
 — ίφ, — u(p

a
 ; 

20 Changer arbitrairement les variables μ3, x2, xs que F ne con-
tient pas; 
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3° Opérer sur μ,, μ
2
 une substitution linéaire arbitraire (accompa-

gnée de la substitution inverse effectuée sur λ, et λ,). 

61. Supposons d'abord a
33

^o.Par les opérations(2) on réduira a
33 

à l'unité, α,3, α23, α3ι, a32
 à zéro. 

Par l'opération (1) on détruira ensuite α,,, a2{
\ on aura alors 

9s = 2Ρ·( "+" ^22 P2)*^2 "t- ps^'aj 

a)2
 et a

22 ne peuvent être nuls à la fois, car φ
3
 doit contenir x

2
. Par 

une opération (3) on le réduira à μ
2
«

2 μ3α?3. 
Nous obtenons ainsi le type 

(VI) λ, μ,#, -t- λ2μ2α?, -f- λ
3
(μ2α;2 -t- μ3#3) 

ou 
λ, λ2 ο 

Δ= ο λ
3
 ο =λ

3
λ, 

ο ο λ3 

est formé d?une droite double λ
3
 d'espèce (A) et d'une droite simple λ,, 

d'espèce (G). 
Soit a

33
 = o, mais «

32
<o. Ce cas se ramène au précédent par 

l'échange des variables x
2

, x
3

. 

62. Soit enfin α
33
 = α

32
 = ο. Comme <p

3
 doit contenir μ.,, α

3ι 

sera ^o; et, par le changement de μ
3
, on pourra réduire α,,, a

2)
, a3l 

à ο, ο, 1. 
D'autre part, <p

3
 contiendra x

2
, x

a
, respectivement multipliés par 

α,
2
 μ, -+- α22μ2, α(3μι

 4- a23p2· Ces deux fonctions sont linéairement 
distinctes; car, si elles ne l'étaient pas, soit t leur rapport, x

% et x
3
 ne 

figureraient dans <p
3
 que par la combinaison œ

2
-t- lx

3
, et le réseau ne 

serait pas irréductible. 
On pourra donc par une substitution linéaire opérée sur μ,, μ

2 

(opération 3) réduire les termes en x.
2

, x
3
 à la forme plus simple 

μ2χ3 -t- μ,χ3. 



RÉDUCTION D UN RÉSEAU DE FORMES QUADRATIQUES. 29 

Nous obtenons ainsi le type 

(VII) λ, p., a;, -f- λ
2
μ,#, -+- λ

3
(μ,#

3 -+- μ2#2 -+- μ3#, ). 

Ici 
λ ι λο λ g 

Δ = ο λ
3 ο = — λ* 

λ3 ο ο 

représente une droite triple, d'espèce (A). 
Dans chacun des deux types (VI) et (VII) les mineurs de Δ s'annu-

lent tous pour λ
3
 = ο. Il existe donc dans le réseau une infinité de 

formes monomes. 

65. QUATRIÈME CAS : Δ admet en facteur· une droite d'espèce (B). 
Ce cas fie diffère du précédent que par l'échange des deux systèmes 

de variables p. et#. Cet échange nous fournira deux nouveaux types : 

(VIII) λ, μ ,Χ, -+- λ
2
μ,#2-|- λ3(μ2#2-|- μ3#3), 

(IX) . λ, μ,#, 4- λ
2
μ,#

2
 + λ

3
(μ,#

3
 μ

2
#

2
 -f- μ

3
#

(
). 

Dans le premier, Δ sera formé d'une droite double d'espèce (B) et 
d'une droite simple d'espèce (E). Dans le dernier, Δ sera une droite 
triple. 

Chacun de ces deux réseaux contiendra d'ailleurs une infinité de 
formes monomes. 

64. CINQUIÈME CAS : A est decomposable; son facteur linéaire le 
plus simple est d'espèce (C). 

La droite λ
3
 aura ici pour faisceau 

F = λ, μ,#, 4- λ
2
μ

2
#

2
 = λ,φ, -t- λ,Φ

2
. 

Soit 
Φ

3
 = Σα,·Αμ,·#Α 

la troisième forme génératrice du réseau. Pour la simplifier, nous dis-
posons des opérations suivantes cjui laissent F inaltéré : 

i° Changement de <p3
 en ©

3
 — ΐφ, — up2 ; 
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2° Changement arbitraire des variables x3, p
3
 ; 

3° Échange des indices ι et 2; 

'4° Remplacement de p*, x
h
 λ,, λ, par ζ,υι,·, u

t
x

h
 l

h
 u, 

étant des facteurs de proportionnalité arbitraires. 

65. Supposons en premier lieu a
33

<o. On réduira a
33

 à l'unité, 
a,

3
, a

23
, a

3t
, a

3i à zéro (opération 2), puis α,,, a
22 à zéro (opéra-

tion 1). 
Enfin, par l'opération (4), on réduira à l'unité ceux des coefficients 

restants, a,
2

, a
3t

, qui ne sont pas nuls. Comme on peut d'ailleurs 
échanger «

)2
 avec «

2)
 (opération 3), on n'aura que trois cas à 

distinguer : 
i° α

)2
 = a3{ = 1, d'où le type 

( X) p, Χ\ "t" λ2 P2 ~h ^3 ( pl *^2 p2 ̂ i p3 ̂ 3 )· 

Ici 
Δ = A

3
(A

t
A

2
 — A

2
) 

est formé d'une droite et d'une conique qui se coupent ; λ,, λ
2
 sont les 

tangentes en leurs points d'intersection. 
Le réseau contient deux formes monomes. 
20 a,

 a
 = 1, a

21
 = o. On a le type 

(XI) p< ·Χ i ^2p2^2 "Έ ^3 (pi ^2 p3 *^3 ) ? 
Δ = λ,λ2λ3 

est formé de trois droites non concourantes λ,, λ
2

, λ
3

, d'espèces (Ε), 
(G), (C) respectivement. 

Il y a deux formes monomes. 
3° α12 = a2( = o. On a le type 

( XII ) X 4 p 1 | -i- ^2 p2 Χ'ί ~t" ^3 p3 ̂ 3 ? 

Δ = λ, λ
2
λ3. 

Les droites λ,, λ
2

, λ
3
 sont toutes les trois de l'espèce (C). 

Il y a trois formes monomes. 
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66. Supposons maintenant α
33
 = ο; φ

3
 devant contenir μ

3
 et x

3
, 

ni a
3)

 et a3î
, ni a

ls
 et a

23
 ne peuvent être nuls à la fois. Donc l'un au 

moins des quatre produits a
t3

a3l-, at3
a

32)
 a

3l
a

23
, à

32
a

23
 sera^o; et, 

comme on peut permuter les indices ι et 2, il est permis d'admettre 
qu'on ait 

®(3α3Ι<0 d
)3

<2
32

^0, 

d'où «,
3
<o dans tous les cas, et α

3Λ
 ou a,^o. 

Si a,
3
 et a

3t
 sont tous deux <0, on les réduira à l'unité, et a

u
, a,

2
, 

a
2)

 à zéro (opération 2); on annulera également a
23

 (opération 1). 
Enfin on réduira à l'unité ceux des deux coefficients restants a

23
, a

31 

qui ne sont pas nuls (opération 4). 
On obtient ainsi quatre types, représentés par la formule 

(XIIIàXYI) λ,-}— λ
2

pfc
a

a2
2
-t-X

3
[pi-i«23^2^3+ p-3(f?( -+- a32 #■_>)] 

et correspondant aux quatre systèmes de valeurs a
23

 — 0,1, a
32

 = ο, 1.' 

λ, Ο ^·3 
Δ Ο ^3 2^3 ^

3
 (^

2
 "~I ^23 ^32 ) 

~Κ3 ct
2 3X3 ο 

sera le produit de la droite double λ
3

, d'espèce (C), et d'une droite 
simple. Celle-ci sera : ' 

D'espèce (I), si a23~a32 = ι 
» (G), si ci23~ o, #32—- 1 
Ώ (Ε), si #23 J j ^32 —- η 
» ( D si ^23 ^32 —- Ό 

Chacun de ces quatre réseaux contient'deux formes monomes. 
Le cas où a,

3
a

3
, serait nul, mais α

23
α

32
ζυ, se ramènerait au précé-

dent par l'échange des indices ι et 2. . . ., ... 

67. Reste à discuter le cas où «,3α3| = a
a3

a
3i

" = o. L'un au moins 
des produits α

(3
α

32
, α23«3, sera ^o; et, comme on peut échangerles 

indices 1 et 2, il est permis de supposer a,
3
 a

32
<o. 

On aura dès lors a
3l

 == a
33

 as o. On pourra réduire â,,, a
22

 à zéro 
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par l'opération ι, α,
2
 également par le changement de la variable p

3
. 

Enfin, par l'opération 4;
 on réduira à l'unité les coefficients α

Ι3
, a

î2
, 

et aussi le coefficient a2t, si ce dernier n'est pas nul. 
Si a

2l
 =i, on aura obtenu le type 

( XVII) ^ [A, Xj -f- X
2
 p*

2
 X

2
 -4- X 3 ̂  pA ι ^3 ~ί- ps χ , -f- p. g x

2
 ), 

où Δ = est une droite triple d'espèce (C). 
Ce réseau contient deux formes monomes. 
Si a

2
, = o, on aura le type 

(XVIII) λ, ρ, a?, -+- λ
2
ρ

2
λ·

2 + X3(p,a;
3
 4- p

3
 x

2
). 

Ici Δ est identiquement nul. 

68. SIXIÈME CAS : Δ est decomposable ; son facteur linéaire le 
plus simple est de l'espèce (D). 

Le faisceau de λ3 sera 

F == A
t
(p|ic, 4- p2

:r
2
) 4- X

2
p,ic,. 

On dispose, pour simplifier l'expression de 

<?3 — k aikuixk, 

des opérations suivantes, qui laissent F inaltéré : 
ι ° Changement de <p

3
 en φ

3
 — ly, — «φ, ; 

2° Changement arbitraire des variables p
3
, x

2
 ; 

3° Changement de ρ,, λ
2
 en ρ, — ίρ

2
, λ

2 4- t\t
 ; 

4° Changement de x
2%

 λ
2
 en x

2
 — tx

u
 λ

2
 4- l~k

{
 ; 

5° Changement de uq, χk, λ,, λ3 en ί,-ρ,·, ukxk, les fac-
teurs tj, Ui étant liés par la relation t, u

{
 — t

2
u

2
. 

69. Supposons d'abord α
33

 ^o. 
Par l'opération 2 on réduira α,

3
, α

23
, «3I, «

32
, a

33
 à ο, ο, ο, ο, ι ; 

puis on annulera a,,, par l'opération i. 
Cela posé, si a

l2
 n'est pas nul, on pourra le rendre égal à ι (opé-

ration. 4), puis annuler a22 par l'opération 3. On aura ainsi le type 
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réduit 

(XIX) λ, ({A,a?, -h p
2

a?
2
) 4-X2 p.2#t 4-Χ3(|λ|Λ·2 4- μ3

.ν
3
), 

où la cubique 
Δ = Χ

3
(Χ;-Χ

2
Χ

3
)' 

est formée de la droite λ3
 et d'une conique tangente. 

Si a,
2
 — o, mais a,

2
^o, on pourra le rendre égal à l'unité, et l'on 

obtiendra le type 

(XX) Xt(p,Œ, 4-p2a;2) 4-Χ2ρ·2.χ, 4-Χ3(μ2#2 4-{A
3

ÎC
3
). 

Ici la cubique 
Δ — X

3
 λ, (λ

3
 -+- λ, ) 

est formée de trois droites concourantes 

λ
3
, d'espèce (D), 

λ,, d'espèce (G), 
Xj-t-X,, d'espèce (E). 

Resterait l'hypothèse α,
2
= «

22
 = o; mais elle doit être rejetée ; car 

le réseau contiendrait la droite X,, dont le faisceau, se réduisant à 
Χ

2
μ

2
ίτ, 4- X

3
p

3
»

3
, serait d'espèce (C); X

3
 ne serait donc pas le facteur 

le plus simple de Δ. 

70. Passons au cas où a
33

 == o. 
Si o, on pourra annuler a

23
 (opération 3); puis rendre a

{3 

égal à ι, a,.
2
 égal à o, et a,, égal à a

22
 (opération 2); faire disparaître 

"ensuite a\,, α
22

, a
2l

 (opération x). 
Cela posé, si a,

32
 n'est pas nui, on pourra le rendre égal à 1, puis 

annuler a
31

 (opérations 2 et 4). On obtient ainsi le type 

(XXI) X, (p., χ 1 -4- TA
2
a;

2
) -y- X

2
p.

2
a?, 4- X

3
(u.,a;

3
 4- ρ.

3
.τ

2
), 

où 
Δ = X

3
2X

2 

Journ. de Math. (6· série), tome III. — Ease. I, 1907. 5 
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est formé d'une droite double λ
3
 d'espèce (D) et d'une droite simple λ

2 

d'espèce (I). 
Si a

32
 est nul, a

3
, ne le sera pas, car cp

3
 doit contenir p.,. Par Topé-

ration 5 on le rendra égal à i, ce qui donne le type 

(XXII) λ, ( p., x, 4- p.2a?2) -ι- λ2 μ2χι
 + λ

3
(μ

3
χ, +■ p.,x

3
): 

Toi 
A = — λ^λ, 

est formé delà droite doubleλ
3

, d'espèce (D), et delà droite simple λ,, 
d'espèce (E). 

71. Reste le cas où a
33
 = «

)3
 = o. 

Comme φ
3
 doit contenir x

3
, a

23
 ne sera pas nul. 

Si l'on a également «
32

 ̂  o, on pourra annuler a
31

 par l'opération 4 ; 
puis par le changement de μ

3
 réduire a

{2
 à zéro ; par celui de x

3
 ré-

duire α
2Ι

, a
22

 à o, a,, ; puis par l'opération ι faire disparaître les 
termes multipliés par a

{
,. Enfin, par l'opération 5 on réduira à l'unité 

les seuls coefficients restants α
23

, a
32

. 
On aura ainsi le type 

(XXIII) λ, (p.,#, -+- p.2a?2) -I- λ2
ρ.

2
ίτ, 4- X

3
(p.

2
.r

3 4- μ3Χ2). 

Α = -λμ, 

représentera ici une droite double, d'espèce (D), et une droite simple, 
d'espèce (G). 

Enfin, si a
32

 est nul, ne le sera pas, car φ
3
 doit contenir μ

3
. Par 

le changement de μ
3
 et de #

3
on pourra annuler «,,, α

2ι
, a22. Par l'opé-

ration 5 on rendra α
23

, a3l égaux à x, ainsi que a{2, si ce dernier coef-
ficient n'est pas mil. 

On aura, pour «
t2
 = i, le type 

(XXIY) λ, (p.,#, 4- μ2%2) 4- \μ2Χ, 4- λ
3
(μ,«

2
 4- μ2χ3 -h μ3&,). 

Ici 
A = k3 

représente une droite triple, d'espèce D. 
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Enfin, pour al2 = o, on a le type 

(XXV) λ,(μ,37, -H p.
2

a;
2
) ·+■ λ2

μ
2
.χ, 4- Xj(p

2
a;

3
+ {A

a
a?

t
), 

où Δ est identiquement nul. 

72. Remarque. — On vérifie aisément que, pourles réseaux (XIX) 
à (XXV) que fournit l'étude du sixième cas, les mineurs de Δ ne 
peuvent s'annuler à la fois que pour λ, = λ

3
 = ο. Ils ne contiennent 

donc qu'une forme monome. Ce caractère invariant les sépare des 
réseaux (VI) à (XVIII), qui en contiennent au moins deux. 

73. SEPTIÈME CAS : Δ est decomposable ; son facteur linéaire le 
plus simple est de l'espèce (E). — On a ici 

F = λ, (Λ, χλ -t- λ2(μ2χ, μ3χ2). 

On peut simplifier φ
3
 par les opérations suivantes, qui n'altèrent 

pas F : ' , . 
i° Changement de <p

3
 en φ

3
 — if, — u çpa ; 

2° Changement de la variable xs ; 
3° Changement de μ

2
, x

2
 en μ

2
 — tμ

3
, x

2
 -h tx, ; 

4° Changement de μ
2

, λ, en μ
2
 — ίμ,, λ, -+- ίλ

2
 ; 

5° Changement de μ
(
·, xh λ,, λ2

 en Ιίμί, UiXh ~-J · Cj IL J &2 "l 
les t, u étant liés par la seule relation t

2
u

t
 = t

3
u

2
. 

Soit 

®
3
 —^a^x^ 

Toutes les opérations précédentes laissent le coefficient a
23 inva-

riable ou le multiplient par un facteur arbitraire autre que zéro. Nous 
aurons donc à discuter les deux hypothèses distinctes 

a.23—i, a2 3 — o. 

74. Première hypothèse : <z
23
 = ι. — On pourra annuler çi

33
 et α,

 3 

(opérations 3 et.4); puis annuler a
22

 et rendre a2, égal àa„ (opéra-



36 C. JORDAN. 

tion 2); cela fait, l'opération 1 pourra faire disparaître a
tl

, a
2l

, a
32

; 
enfin, par l'opération 5 on rendra égaux à 1 ceux des coefficients res-
tants a

( 2
, a

31
 qui ne sont pas nuls. 

Ils ne peuvent être nuls à la fois; car, <p
3
 se réduisant à μ

2
 x

3
, 

A contiendrait en facteur la droite λ
2

, dont le faisceau 

λ, p., a?, -t- λ
3
μ

2
α?

3 

est de l'espèce D; elle serait donc plus simple que λ
3

. 
Restent les trois solutions 

(TT | 2 ^3 T — 1 \ 2 ~■ OJ | —— I F CI \ ET — I, Û/J I —— Ο « 

La pi'emière donne le réseau 

(XXVI) λ, p.,.·», + X
2
(p.

2
a;

)
 -+- μ

3
α;

2
) + λ

3
(μ,&·

2
 -t- μ.

2
χ

3
 -+- μ

3
ίτ

(
), 

où 
A = λ

3
(λ

3
 — λ,λ

2
) 

représente une droite et une conique qui se coupent. 
La deuxième, le réseau 

(XXVII) λ, [Α,ίρ, -t- λ
2
(μ

2
α;, -+- μ3χ2

) + λ
3
(μ

2
θ;

3
 μ

3
Λ?, ). 

Δ = — λ,λ
2
λ3 

y représente trois droites non concourantes λ,, λ
2

, λ
3

, respectivement 
d'espèces (H), (Ε), (E). 

La dernière, le réseau 

(XXVIII) λ, μ, a?, -I- λ
2
(μ

2
ίτ, -+- μ

3
#

2
) + λ

3
(μ,χ

2
 -ι- μ2#3)· 

Ici encore 
Δ —- λ< À2 λ3 

sera le produit de trois droites non concourantes ; mais elles seront 
des espèces (I), (G), (EL 
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78. Deuxième hypothèse : a
23

~ ο. —I. Supposons d'abord 

a13 < o, ®3·3<0· 

On annulera «3, et l'on rendra a32 égal à «2, par le changement de 
la variable 24; puis par l'opération τ on fera disparaître «,,, a

2{
, a

32
. 

i° Si maintenant a2
n<o, On fera disparaître «,

2
 par l'opération 4; 

enfin l'on rendra α
ι3

, «
33

, a
22

 égaux à 1 (opération 5). Et l'on aura 
le type réduit 

(XXIX) λ, -f- X
2
(p.

2
»·, -t- p-3a;2) 4- X

3
(p.,a7

3
 4- p.

2
ic

2
 4- p.

3
»

3
), 

où 
Δ — λ

3
(Χ,λ

3 X2) 

représente une droite et une conique tangentes. 
i° Si «

22
 est nul, «

)2
 ne pourra l'être; car la droite X

2
 aurait pour 

faisceau 
λ, [Al®! t- X 3 ( 3 Ρ* I X3 "t" αΛ3 f*3 &») 

qui est évidemment réductible à l'espèce (C). Ce serait donc un divi-
seur de Δ, plus simple que X3. 

Cela posé, on pourra réduire «
)S

, α
33

, «
)2

 à l'unité, ce qui donne le 
type 

(XXX) Χ, [Α,θ7, -ι- X
2
(pi

2
a?, 4- μ3χ2) -t- X

3
(p.,a;

2
 -t- μ,χ

3
 4- μ3χ3), 

où 
Δ = λ

3
Χ

2
(Χ

2
 — X

3
 ) 

représente trois droites concourantes, d'espèces (E), (G), (E). 
(.En efFet, considérons la droite X

2
 — X

3
 par exemple. Son faisceau 

sera 
Χ,ρ.,», 4- X

2
[p.

2
a7, 4- (p., + ρ.3)(«24-#3)1 

- et se ramène immédiatement à E en changeant p.
3
, x

2
 en p.

3
— pi,, 

x
2
 x

3
 ). 

76. II. Supposons en second lieu«)3>o, a33 — o. On pourra, en 
changeant la variable x

3
, réduire «,,, «

12
, «

l3
 à ο, ο, i. 
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i° Cela posé, si «22< o, on rendra a
2l

 égal à a
38

 (opération 3); puis 
on fera disparaître ces coefficients (opération i). Enfin, par l'opéra-
tion 5, on réduira à l'unité a

22
, et aussi «3), si ce dernier coefficient 

n'est pas nul. 
Si «

3
, = r, on aura le type 

(XXXI) λ, μ, a?, -+- λ2
(μ

2
ΐτ, -f- |Α

3
37

2
) -h λ

3
(p.,£C

;î
 -+- μ2#3 -I- μ3Λ·,). 

Δ = λ
3
(λ

2
 — λ

3
) représente encore trois droites concourantes. 

La première est de l'espèce (E) et les deux autres de l'espèce (G). 
Considérons, en effet, l'une des deux autres, λ

2
± λ

3
. Son faisceau 

λ,μ,ίτ, -f- λ
2
[μ

2
», -+- μ

3
ίΤ

2
Γρ(μ,Λ7

:
,-)- μ,,χ.,-h μ

3
ίτ,)] 

dépend seulement des cinq variables 

μ., μ2π-μ3, χ2ΐ *®3· 

D'ailleurs, il contient une forme monome μ,»,. Il est donc de l'es-
pèce (G). 

Si a
3)
 = o, on a le type 

(XXXII) λ, μ,a?, -1- λ
2
(μ

2
.'τ

ι
 -+- μ

3
χ

2
) + λ

3
(μ, χ

3
 -f- μ2&2). 

Δ = λ
2
λ

3
 est le pi'oduit de la droite simple λ, d'espèce (E) par la droite 

double λ
2

. Celle-ci est d'espèce (G), car son faisceau dépend des cinq 
variables μ,, μ

2
, x

n
 a?

2
, x

3
 et contient la forme monome μ,»,. 

2° Si a
22 est nul (α

|3
, a)2, ati, a.î3, a33 étant déjà réduits à ι, o, 

ο, o, o), on pourra, par l'opération i, annuler aî{ \ puis, sia32
 n'est pas 

nul, annuler a3l (opération 3); enfin, réduire a32 à l'unité (opéra-
tion 5). On aurait alors le réseau 

λ, μ, a?, -f- λ
2
(μ

2
37, + μ33?2) -+- λ

3
(μ, x

3
 -+- μ

3
ίτ

2
) 

où 
Δ = λ

3
λ

2
(λ

3
 -+- λ

2
). 

Mais ce cas est à rejeter, car la droite λ
3
 -+- λ2, dont le faisceau 

λ, μ, χ, -+- X
2
(u

2
a7, — μ, a;

3
) 

ne dépend que de quatre variables, serait plus simple que la droite λ
3

. 
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S fljj était nul, ç
3
 se réduisant à-p.,a;

3 -κα3, [x3Λ?,.j le.faisceau de λ2 

λ. Ρ·ι », -H 'X,(p.,a?
3
 -h a

;u
 μ

3
χ, ) 

ne dépendant que de quatre variables au plus, Δ admettrait un facteur 
linéaire λ

2
 plus simple que λ3. Ce cas est donc encore à.rejeter. 

77. III. Supposons, enfin, a
Vi
 = ο (avec α

23
 = o). La. forme ç>3 de-· 

•vant contenir x,
3

, a3s sera <o. En changeant la variable x3, on pourra 
le ramener à l'unité, annuler a3l et rendre a,s égal à as,'; puis, par 
l'opération i, faire disparaître α,,, a2), a32; <p3 sera ainsi ramené à la 
forme . , . . 

a,2μ, χ., -+- α22ρ.2χ·2 -+- ρ.3&·3. 

Les coefficients α|2, α22 ne peuvent être nuls tous deux; car la 
droite λ2, dont le faisceau se réduirait à 

λ, μ, x, -1- λ
3
 \ι

3
χ

3 

ét ne contiendrait que quatre variables, "serait un facteur, de Δ plus 
simple que λ

3
. > . ' 

D'autre part, si «
22

 ̂ o, l'opération 4 permet d'annuler a
{2

. Donc, 
un seul des deux coefficients α,

2
, a

22
 différera de zéro. L'opération 5 

permettra de le rendre égal à l'unité. Faisant donc successivement 
al2 = ο, α22 = ι et α,2 = ι, a22.=' onous obtiendrons les deux types 

(XXXIII) λ,ρ.,α;( + λ2(μ2α;1-)-μ3372)-)-λ3(ρ2
£(;2-{-p3a?

3
), 

(XXXIY) λ, p., x
t
 -+- λ

2
(ρ.

2
χ, -+- p-3a;

2
) -+- X

3
(p.

)
a;

2
 -+- p.

3
a;

3
). 

Dans le premier, Δ = —λ,λ
2

. Le facteur double λ
3
 est de l'es-

pèce (E) et le facteur simple λ, de l'espèce (H). 
Dans lé second, Δ = — λ

2
λ

3
; λ

3
 sera encore de l'espèce (E); mais 

le facteur simple, λ
2
 sera de l'espèce (G). 

78. HUITIÈME CAS : Δ est décomposable; son facteur linéaire 
le plus simple est de l'espèce (F). — Lefaiseeau F de λ

3
 est ici delà 

forme . . 
λ, (p,a;, q- p.

2
a?

2
) 4-λ

2
(ρ.

2
 »,·-+- ρ.

3
.τ

2
). 
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Il reste inaltéré par les opérations suivantes, dont on pourra se 
servir pour simplifier l'expression de <p3 : 

i° Changement de φ
3
 en <p

3
 — Z<p, — «®2 ; 

2° Changement de la variable x3 ; 
3° Echange de λ,, p.,, », et de λ

2
, p.

3
, a?2; 

4° Changement de λ,, p
2
, p.

3
 en λ, 4- Λ

2
, p.

2
 — £p,, », + lx

3
, 

p.3 2 /p.2 4- /" p., 5 
5° Changement de.p.,·, »,·, λ,, λ

2
 en ί,-ρ.,, ·—-> les fac-

teurs lh u
t
 étant liés par les relations 

11 U | ■ ■ t>2 l&'i j ^ | ίβ ί^2 « 

Les opérations 3 et 4? combinées entre elles, permettent d'effectuer 
sur λ,, λ

2
 une substitution linéaire quelconque (à condition d'en 

détruire l'effet par des substitutions correspondantes effectuées sur les 
variables ρ et x). Cela revient à déplacer à volonté sur la droite λ

3 

les sommets (λ,λ
3
) et (λ

2
λ

3
) du triangle de référence. Au lieu d'exé-

cuter sur Φ
3
 ces substitutions assez complexes, il sera préférable de se 

donner a priori autant que possible la position de ces deux sommets, 
et de voir, d'après leur situation relativement à la cubique Δ, les con-
ditions qui en résultent pour la fonction 

<?ï = 2 «/*{*,· «A· 
On a 

ct\ι λ
3
 4- λ, #

2
,λ

3
4-λ

2
 ®3,λ.

3 

Δ = 2 λ
3 ^22^-3 "h ^?3 2 ̂ 3 ^2 == ^3 (*^33 "Ί- ^23 ^1^2 "~t"" 3 ^2 · · ·)' 

ίϊ,3λ3 ^23^·3 ®33^3 

Le facteur entre parenthèses représente une conique qui peut être 
décomposabfe, mais n'est pas identiquement nulle, et ne contient pasA

3 

en facteur; car, »
3
 devant figurer dans <p

3
, α,

3
, α

23
, a

33
 ne sont pas 

tous nuls. 
Cette conique rencontre λ

3
 en deux points : s'ils sont séparés, on 

les-choisira comme sommets du triangle de référence; on aura, dans 
ce cas, a, 3 = a

33
 = o, et l'on pourra supposer a

23
 — ι. 
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S'ils se réunissent en un seul, on le prendra pour le sommet (λ,λ
3
), 

laissant l'autre sommet indéterminé provisoirement. On aura, dans 
ce ctiSj CL^G —— CL>22 — ο, ^33 — 1 · 

Discutons successivement ces deux hypothèses. « 

79. Première hypothèse : α13 = α
33
 = ο, «

23 = 1. — Par le chan-
gement de x

3
, on rendra a

22
 et a2, respectivement égaux à α,,, <z

32
; 

puis, par le changement de <p3, on fera disparaître ces quatre coef-
ficients. Enfin, par l'opération 5, on rendra α3|, al2

 égaux à ο ou à 1. 
Pour a3i = α

ι2
 = 1, on aura le type 

(xxxv)X
(
(.^

)
a7
l
-(-fi.

2
a72)-+-X

2
(fA2

ar
t

-(-p.3a;
2
) 

+ k3 (u1x2 + u2x3 + u3x1) 

Δ= λ3(λ
3
 — λ,λ2) 

représentera une droite et une conique qui se coupent. 
Pour a

3l = Oj α,2 = 1, on aura le réseau 

(XXXYI) λ, (μ, χ, -+- μ2χ2) -+- λ2
([Α

2
Λ;

)
 -Η μ3Χ2) -+■ 13(μ,χ2 -+- μ2Χ3)· 

h —™ λ, λο λ 3 

représentera trois droites non concourantes, d'espèces (I), (H), (F) 
respectivement. 

Le cas où «
3|
 = ι, a

)2
=o se ramène au précédent par l'opé-

ration 3. 
Enfin, pour α

3
, = α,

 2
 = o, on aura le type 

(XXXVII) λ, (p., χ, -+- μ2Χ2) -r- X2
(|A2:r, 4- μ3#2) -t- λ3 μ2Χ3, 

où 
Δ = — A, A.jXg 

représente trois droites non concourantes et d'espèces (G)-, (G), (F). 

80. Deuxième hypothèse : a
l3
 = a

23
 — ο, a33 — 1. — Par le chan-

gement de x
3

, on annulera a
3l

 et l'on rendra «
32

 égal àa,,; puis, par 
le changement de <p

3
, on fera disparaître α,,, a

2l
, a

32
. 

Journ, de Math, (6* série), tome III. — Faso. I, 1907. 6 
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Si maintenant α
22

 n'est pas nul,' on fera disparaître α,
2
 par l'opéra-

tion 4; enfin, on rendra «
22

 égal à ι par ^opération 5, et l'on aura 
ainsi le réseau 

λι ^ λϊ^ίΛ?· + μ3^ 

(XXXVIII) λι ^ λϊ^ίΛ?· + μ3^ 

où 
Δ = λ

3
λ, (λ, -t- λ3

) 

représénte trois droites concourantes,' d'espèces (F), (H)', (I) respec-
tivement. , 

Si «22 — °> mais α,,^ο, on pourra le rendre égal à ι par l'opéra-
tion 5, et l'on aura 

ÎVVVIV \
 1 ~Ί~ Λ

2

(Ρ.
2

3?
(

 ■+" PA®*) 

-I- Η- μ
3
Χ

3
). 

Δ —λ
3
(λ3— λ

2
λ

3
) 

représente une droite et une conique tangentes entre elles. 
Enfin, si α2ι = a22 = o, on aura le type 

(XL) λ,(ρ.,α;, -f- μ3χ2) -t- λ
2
(ρ.

2
α;

ι
 -f- μ3Χ2) 4- λ3

μ
3
χ

3
. 

'Δ-λ;λ
3

. 

La droite double·λ, est d'espèce (G); λ
3
 est d'espèce (F). 

81. NEUVIÈME CAS : Δ est decomposable ; son facteur linéaire 
le plus simple est de l'espèce (G) ou de l'espèce (H). — Les fais-
ceaux G, H ne diffèrent des' faisceaux E, F'que par l'échange des 
deux systèmes de variables μ et x. Les types cherchés se déduiront 
donc immédiatement des types XXVI à XL par cette même opé-
ration. 

On doit toutefois rejeter, parmi les nouveaux· types obtenus, tous 
ceux où Δ contiendrait un facteur linéaire de l'une des espèces ( E), 
(F) plus simples que (G) et (H). Ce sont ceux que l'on pourrait 
déduire de ceux des types XXVI à XL. où Δ contient un facteur de 
l'une des espèces (G), (H). 
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Il ne 'restera ainsi que quatre types nouveaux, déduits respecti-
vement des types XXVI, XXIX, XXXV, XXXIX. Ce sont les sui-
vants ·.; Ν · 

(XLI) , λ,μ, X
{

~1- λ
2
 ( μ,, x

2 tf- ρ·
2
»

3
),-(- λ

3
(μ

2
Χ, + u3x2 + u1x3), 

(XLII) ^ λ,μ,χ, λ
2
(μ,χ

2
 -I- μ

2
χ

3
.) 4- ^■3(ρ-3-^)ΐ4—'P-aa^ 1 'P-s-a-si)^ · 

,YT T.TT\ Ί
 ^,(P.

L

A;
)

-H U.
2

A;
2

) + X
2

(^
)

A;
2

-T-P.
2

A;
3

) 

\ ~+" Α
3
(μ

2
-Χ'

(
 -+- P-3-G P"l ®3 )) · 

(xliv) 1 λ
(
 (μι x

t
 4- μ

2
 χ·

2
) -+- λ

2
 (^p.j x2

 4- p
2

a;
3
 ) 

| -4-λ3(μ,.χ( -μ μ3χ3)ν 

La cubique Δ s'y décompose en une droite λ3
 et une conique. 

La droite λ3
 est de l'espèce (G) dans les types XLI et XL1I; de 

l'espèce (H) dans les deux autres. 
Elle .coupe,-la conique en-deux points distincts dans,les types XLI 

et XLIII; elle la touche dans les deux autres. 

82. DIXIÈME CAS : Δ est decomposable ; mais tous ses fadeurs 
linéaires sont de l'espèce (I). — Soit λ

3
 l'un de ces facteurs ; son 

faisceau sera réductible à la forme 

F — λ^μ,χ, -+- μ3#2) 4- λ2
(μ

2
χ·, -h μ

3
χ·

3
). 

Mais la discussion sera-plus claire si, en changeant χηχΛ,χ9
 en —..a?,., 

χ·,, x
2
, nous lui donnons la forme équivalente , 

F = λ,(μ
3

.χ·, - μ,χ
3
) -ι- λ2

(ρ..,χ·
2
 — μ

2
χ

3
).· 

Cette expression reste inaltérée : 
i° Si l'on opère une même substitution linéaire sur les deux sys-

tèmes de variables p.,, μ
2
 et x,, x

3
, et sur λ,, λ

2
 la substitution inverse 

de celle-là ; 
20 Si l'on change μ,, μ

2
, x

n
 x

3
 en μ,-Μμ

3
, μ

2
-4Μμ

3
, .Χ,-I-ÎÎC

3
. 

χ3 -t- ux5. 

Cela poséj considérons la fonction-φ,. Elle- peut se mettre sous la 
forme 

<p3 — S -+- Λ>, 
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S étant symétrique et X alternée par rapport aux deux systèmes de 
variables p.eta;. 

S sera la polaire par rapport aux μ d'une forme Q quadratique 
en a?,, x2, x3. 

Les substitutions ι et 2 permettent, comme l'on sait, de réduire 2Q 
à l'une des huit expressions suivantes : 

2«,«, + ̂ , -2XtX.r, XI 237, X3, x\-\-x\, 

x2, ix
2
x

3
, x'l, o; 

dont les polaires, divisées par 2, seront les expressions réduites de s. 
Quant à x, elle sera de la forme 

a(iJ.,x.
2
 — μ2ί£,) + 4'(μ

3
Λ7, — μ,x

3
) H- ο(μ

3
α·!,— μ22?3) 

et le changement de φ
3
 en φ., — bf, — c<p2 la réduira à son premier 

terme , 
α(μ, x

2
 — μο^,). 

Soient respectivement s', X' l'ensemble des termes de S et de χ qui 
contiennent les produits de μ

(
, μ2

 par x
n a?2; si le déterminant de S' 

n'est pas nul, a2 représentera le rapport des déterminants de X' et 
de S'. C'est donc un invariant du réseau. On pourra seulement 
changer le signe de a en permutant les indices 1 et 2. 

Dans tous les autres cas, en multipliant.les variables λ, μ, χ par des 
facteurs de proportionnalité convenables, on pourra réduire a à l'unité, 
s'il n'est pas nul. Si, par exemple, 

2Q = xl -t- o.x
t
x

3J 

d où 
S = μ2α?2-+- μ,^,-t- μ3χ,; 

\ 

il suffira de changer μ
2

, μ
3

, x
2

, x
3
, λ,, λ

2
, λ

3
 en αμ

2
, α2μ

3
, αχ

2
, α3χ3, 

k1, «*' α*' ^ 2Q ne cont^ent Pas on changera μ,, x
{

, λ, en 

u1, x1, ak1. 
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85. Discutons les solutions trouvées ci-dessus : 
Soit 2Q = %x

K
x

2
 4- x\ : on obtiendra le type 

(XLY) !*■»~t~ ^2(F-3) + k2 (u3 
4- X

s
[(i + α) μ,a?

2
-+-(I - as)p.

2
a?

t
 4- p.3a?3|. 

Δ = λ
3
[(α2—ι) — 2λ,λ

8
| 

se composera en général d'une droite λ
3
, d'espèce (I) et d'une conique 

qui la coupe. 
Si a = ± 1 (ces deux cas se ramènent l'un à l'autre), Δ dégénère 

dans le produit de trois droites non concourantes λ,, λ
2

, λ
3

. La droite λ
3 

est d'espèce (I), les deux autres d'espèees(F)et(H). Leréseau(XLV) 
doit donc, pour cette valeur de as, pouvoir se transformer dans le ré-
seau (XXXVI) qui est le seul, parmi ceux précédemment trouvés, où 
Δ se décompose en trois droites non concourantes des espèces précitées. 

Effectivement, soit, pour fixer les idées, a. = 4- 1. Le réseau XLV 
deviendra 

X,(p.
3

a?
(
 p.,a?

3
) 4- X2(p.

3
aj

2
 p.

2
a?

3
) 4- λ3(2ρ.|&·24- μ3®3 ), 

expression qui se transforme en XXXVI, si l'on change 

X)J Χ·2> Χθ» μ·2» f"3» ®3 
en 

- λ3, ^Χ
2

, λ
(
, μ

(
, j μ3> Ρ·2' ·®2· 

Il faudra donc, pour éviter un double emploi, soit introduire la con-
dition a1 ^ 1 dans la définition du type XLV, soit supprimer cette 
condition, mais en rayant du Tableau le type XXXVI, qui ne serait 
plus qu'un cas particulier de XLV. 

84. Soit 2Q = %x
x
x

2
. On aura le réseau 

X)(tA3a'l P-l ®s) + k2 (u3x2 - u2x3) 
(xlvi) [ 4-X

3
[(I 4- α)μ,®

2
4-(ϊ — α)μ

2
®,]. 

ο (ι—α)Χ3 Χ, 

Δ= (ι 4- α)Χ
3
 ο Χ

2
 = —aX, Χ

2
Χ

3 

— λ, ■ Χ2 ο 
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représentera trois droites non concourantes. Leurs faisceaux dépendant 
en général de toutes les variables seront de l'espèce (I). 

Il y aura toutefois dégénérescence si a1 = ι. Soit, pour fixer les 
idées, a = -t- i. Le réseau deviendra 

X.CF-sah — F·,®,)— p
2

a?
3
)n-X

3
.2p.

t
a;

2
, 

Le faisceau de λ,, ne dépendant que des cinq variables ft,, p2, p.3, 
x.

2
, x

3
, et contenant une forme monome 2p, a;2, sera de l'espèce (E). 

Celui de λ
2
, ne dépendant que de p,, p3, xn x3, x3

 et contenant 
cette même forme monome, sera de l'espèce (G). Celui de λ, sera tou-
jours de l'espèce (I). 

Le réseau particulier que nous considérons doit donc être équivalent 
au type XXVIII qui, seul parmi les précédents, jouit des propriétés 
ci-dessus. Effectivement, si nous remplaçons· 

k1, λ
2
, X3» Ρ·)' P*2 * F·" OC j ^ OC 2 y OC j 

Par 

X
3

» ^2» ?X(> F-U F'3' F"2' ^3» ^2 

l'expression précédente se transforme dans l'expression XXVIII. 
Il faudra donc introduire encore la condition o2< 1 dans la définition 

du type XLVI, ou, si l'on veut supprimer cette restriction, rayer du Ta-
bleau le type XXVIII, qui ne serait plus qu'un cas particulier de XLVI. 

83. Revenons au cas général, oiia'p. La cubique Δ se décompo-
sant en trois droites de même espèce, on pourra choisir arbitrairement 
parmi elles celle que l'on prendra pour X

3
. 

Dans quelle mesure la valeur de l'invariant dépend-elle de ce choix ? 
i° Nous avons vu que l'expression XLVI ne change pas si l'on per-

mute les indices 1 et 2, en changeant le signe dé a. Cet invariant ne 
fait donc que changer de signe si l'on permute les droites λ,, λ

2
. 

2° Permutons maintenant X
2
 et X

3
. Le réseau deviendra 

-λ,(ρ.
3
«, — p,2r

3
)+ X

2
|(H- a)u.

t
x.,-h(i — a)p

2
a·,] 

-+- X
3
(p

3
a?

2
 - u.zx3). 

Changeons 
F"U F'3' F"3> *^3) X3 
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en 
[A

3
,
 a_J' pf> '

 X
31 a _j_ ,·> · a?u (® ΐ)^·3· 

Cette expression sera changée en 

λ I ( [Aj pi ^3 ) "+" ( p
3
 X., μ

2
 X.j ^ 

+· λ
3
[(ι — a) u.,x

3
 -+- (1 4- α) p

3
./;, | 

et l'on voit que l'invariant, ici encore, a simplement changé de signe. 

86. Soit 
2Q = x\ -f- ix, x3 ; 

on aura 
f

3
 = jA,a-3-l-p3a,·,+ α(μ,#2- p2ir,), 

a étant égal à 1 ou à o. 
L'hypothèse a — ο doit être rejetée, car la droite λ, — λ

3
, ayant 

pour faisceau 

λ
2

φ
2
-ί-λ

(
(φ,-+-φ

3
) = λ

2
(ρ

3
ίρ

2
— p

a
œ

3
) -h λ^μ^ 4- 2|α

3
#,) 

qui ne contient pas la variable p,, serait un facteur de Δ
η

 d'espèce 
plus simple que (1). 

Posons donc a — 1 ; nous aurons le type 

CXLVin i X,^3a7'~ Ρ,«3).-ι-λ2(ρ3α·,.— p.,a?3) 
' + λ

3
[ρ,(Λ·

2
 + .u

3
)H-p

2
(a% — x

t
) 4- p

3
a·,]. 

ο — λ3
 λ

3
 4- λ, 

Δ= λ
3
 λ

3
 λ

2
 =λ.,(λ3—λ3— 2λ

2
λ

3
) 

λ., — λ, — λ3 ο 

représente une droite et une conique tangentes entre elles. 

87. Dans les cas qui nous restent à examiner, Q ne contient plus la 
variable &·,, et a doit être supposé égal à ο ou à 1. Mais l'hypothèse 
a = ο doit être rejetée. 

En effet,, les variables μ,, x
{ ne figureraient pas dans la fonction φ,, 

non plus que dans la fonction φ
2
 = μ

3
4;

2
— p2ic3. Le faisceau de la 
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droite λ, contenant au plus quatre variables, cette droite serait un 
facteur de Δ, d'espèce plus simple que (I). 

88. Soit 2 Q = x\ -+- xl, et a — i. Nous aurons le type 

(XLVIII) j Ι"*·! *®3 ) "t" ^-2 ( Ρ·3®'2 Ρ·2·^3 ) 
( -+- λ

3
(μ

2
χ

2
 -h μ.

3
χ

3
 μ,α;

2
 — p.2aq), 

ο — λ3 λ, 

Δ = λ
3
 λ

3
 λ

2
 = λ

3
(λ

3
Η-λϊ) 

λ, λ
2
 λ

3 

représente trois droites concourantes. Toutes trois sont de l'espèce (I). 

89. Soit 2 Q — x\, a = i. Nous aurons le type 

(XLVIII) j Ι"*·! *®3 ) "t" ^-2 ( Ρ·3®'2 Ρ·2·^3 ) 
( -+-λ

3
(μ

2
ίτ

2
-^ μ,#

2
 — μ

2
#,). 

Δ=λ3λ: 

se décompose en une droite double et une droite simple, toutes deux 
d'espèce (I). 

90. Soit 2Q = x2x3, et — 1. Nous aurons le réseau 

Χ I Cf*"3 < Ρ1) ^2 ( P'3'^'2 - u2x3) 
+ k3 (u2x3 + u3*3^2 I p2*U - u1x2). 

ο — λ3 Χ, 

Δ = λ
3
 ο λ

3
 -+- λ

2
 = 2 Χ ι λ

3 

' λ, Χ
3
 — Χ2 ^ 

est encore le produit d'une droite double par une droite simple, toutes 
deux d'espèce (I). 

Mais un réseau de ce genre est susceptible de deux formes réduites 
distinctes suivant qu'on prend pour X

3
 la droite simple, comme au 

numéro précédent, ou la droite double, comme ici. Une de ces expias-
sions doit être rejetée, si l'on veut éviter un double emploi. Nous 
pouvons donc laisser de côté ce dernier type. 
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91. Soit a.Q = a= 1. Nous aurons le type 

(L) p., Χ3^ -I- λ2
(μ

3
ίυ., p,»it"

3
) -+- X

3
(μ

3
Î6'

3
-+- p,X., - μ

2
£6',). 

ο λ3 λ, 

Δ = λ3 ο Χ2 = λ3 

λ( λ2 Χ3 

représentera une droite triple. 

92. Soit enfin Q = ο, a — 1. On obtiendra un dernier type 

(LI) X
(
(p.

3
a?, — p.,a;

3
) -+- λ

2
(μ

3
χ2 — μ

2
#

3
) -+- λ

3
(μ,;»

2
 — μ2®,), 

qui, par le changement de λ,, λ2 en λ2, —λ,, pourra s'écrire sous 
forme de déterminant 

λ, μ, χ, 

λ
2
 μ

2
 χ.

2 

^3 Η·3 ®3 

Δ sera identiquement nul et contiendra toutes les droites du plan. 
Mais elles seront toutes de l'espèce (I). Car, si l'une d'elles était d'une 
espèce plus simple, le réseau actuel devrait être équivalent à l'un des 
types précédemment trouvés pour lesquels Δ est nul. Ce sont les 
types XVIII et XXV. 

Mais le réseau XVIII contient deux formes monomes, le réseau XXV 
une seule, le réseau LI aucune. Ces trois types sont donc nettement 
distincts. 

95. Nous donnons ci-après comme résumé le Tableau des 5i types 
que nous avons formés et des caractères invariants qui les distinguent. 

La colonne intitulée : Fadeurs de Δ demande quelques explica-
tions. Le symbole Δ représente une cubique indécomposable : Q dé-
signe une conique indécomposable; A, Β, ..., I des facteurs linéaires 
correspondant à des droites d'espèce A, Β, ..., I. 

Ainsi A2G, mis dans cette colonne, signifie que Δ se décompose en 
une droite double d'espèce A et une droite simple d'espèce G; 
III que Δ est formé de trois droites distinctes d'espèce I; etc. 
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C-. 
Ο 
W ο 
5? 

FORMES GÉNÉRATRICES 
NUMEROS _ ' FACTEURS PROrRIÉTES INVARIANTES wumuRft 
des types. T^" "^ de Δ. de ces fadeurs.

 dc8 

φ,. ^
a>

 formes monomes. 

/ ν / ν l Cubique générale . , . 
r ~ tul- (Λ7--4- ρλ;

3
) ·μ,(ρ-+-#·») i \ . , ο en general 

1 μ
3
^3— μ*®, , , s,, > win A (un point double S) .. ° 

+ Μ®
1
 + ρβ

1
+σ«,),(ρ'-ρσ+.|ο)(·) )2, ( p3 Jpff + l} + σ* = 0 Ρ

3
 ='> ° =

 Λ
 Ρ 

II....:.,. μ,a;
2
—μ-,χ, μ

2
χ

2
-μμ

3
χ

3
 μ, (x

2
+x

3
 ) -μ μ

2
 (χ

ι
+χ

3
 ) -μ μ

3
(— χ, + χ

3
) ± Cubique à rebroussemenl

 0 

lu Id. ' Id. μ,(χ
2
-μχ

3
)-μμ

2
χ,— μ

3
χ,

 4
. id. ο ' 

ιν id. μ3χ3 μι®3+ μ2(^5 + ®3) + ι>·Αχι-ι-&ι) Δ· id. 1 

ν...·. ■ id. id. μ(®3+μ»^-»-μ3Λ
;

Ι Δ id.
 1 

VI μ,®, μ,®, μ
2
Χ

2
+μ

3
Χ

3
 A2 G 03 

VII Id. Id. μ.·®
3
+ μ

2
Χ

2
 + μ

3
Χ, Α

3 03 

VIII Id. μι37, μ,χ2+μ3χ3 Β
2
Ε

 00 

IX Id. Id. μι^3+ μ2χ2
-μ μ3χ, Β

3 00 

x Id. .μ
2
χ

2
 μ,χ

2
-μ μ

2
χ,-μ μ

3
χ

3
 CQ 2 

XI Id. Id. μ,χ,-μμ,χ, CEG
 2 

XII Id. Id. μ
3
χ

3
 CCC 3 

XIU Id. Id. μ,Δ^-Η μ
2

33
3
+ μ,(Χ,-μ x

2
) c

2
l
 2 

XIV Id. Id. μ,χ
3
-μ μ

3
(χ,-μ x

2
) C'G

 3 

XV Id. Id. μ,χ
3
-μ μ

2
χ

3
+μ

3
χ, C

2
D

 2 

XVI...... Id. Id. μ
1
χ

3
+μ

3
χ

1 C
2
E

 2 

XVII μ.Δ;, μ2®2
 μ,χ

3
-μ μ2χ,-μ μ3Χ2 C3 3 

XVIII.... Id. Id. μ,χ3-μ'μ3χ2 Δ = ο
 2 

XIX μ,ιε,-μμ,χ., μ
2
χ, μ

ι
χ34-μ

!
χ3 I>Q Tangentes. 1 

XX Id. Id. μ
2
χ

2
4-'μ

3
χ

3
· ' _ DEG Concourantes. 1 

XXI Id. Id. μ,x
3
-μ μ

3 
x

2 #
 D2I 1 

XXII Id. Id. μ,,χ,-μμ,χ,, D2E 1 . 
XXIII .... Id. Id. μ2χ3+μ3Χ2 D

2
G

 1 

XVIV Id. Id μ,χ2-μ μ
2
χ3-μ μ3χ, D

3
 ' 

(*) Observations, — Si ρ3 — ρσ -t- ι était nul, ce réseau serait équivalent à XLVI (ou ù XLVIII si l'on avait aussi <T = o). 
ι î) Δ' est une cubique à un point double pour le type II ; elle se décompose en une droite et une conique pour le type IV ; en trois droites pour les types III et V. 
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σ 
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ο 
h M 
Ο 
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CS' 
2 

s. 
C/î 
31 
5> 
es 

Ο 
35 

33 
Ο 
53 
g* 
35 
Cfl 

fO 
G 
> 
c 
58 
> 
H 
Ο 
es 
31 
C/J 

FORMRS GÉNÉRATRICES namnuw 
NUMEROS

 |
 ^ __ FACTEURS PROPRIETES. INVARIANTES 

des types. ^ " "" / de Δ. de ces fadeurs. ^es 

φ
3
 φ

3
 formes monomes. 

XXV. P-2^2 1*2^1 ^2^3+ ^3^1 Δ = 0 I 

XXVI μ,Λ?; μ
2
^,+μ

3
^ μ

(
 x

2
Η- μ

2
λ;

3
 -μ μ

3
Χ, EQ ι 

XXVII Id. Id. ΕΕΗ t 

XXVIII... Id. Id. μι^+μϊ^ EGI 1 

XXIX Id. Id. μ,^34-μ2^4-μ3^ . EQ Tangentes. ! 

XXX..... id. Id. μ,Ι^-μ^-μμ^ . EEG Concourantes. ι 

XXXI.... id. Id. μ,Λ;3-ί-μ2^4-μ3^ ECO Concourantes. , 

XXXII Id, Id. EG2 ι 
XXXIII... id. Id. μ2#2-μ μ3273 Ε2Η ι 
XXXIV... Id. Id. μ,#2-μ μ3Λ?3 · - E2G ι 
χχχν— μ,^ι-μμ5#, μ3^,-μμ3^2 μι&ι-+-μ^-Εμ.ν^» eq ι 
XXXVI... id.· Id. μ,^-ί-μ2θ

;
3 ΕΗΙ ο 

XXXVII.. Id. Id. μΛ FGG ι 
XXXVIII. Id. Id. μ:^2+μ3#3

 FHi Concourantes.
 0 

XXXIX... Id. Id. μ^Η-μ,Λϊ, EQ Tangentes.
 0. 

XL Id. Id. μ33;3 . FG2 ι 
XLI. μ

1
^;

ι μ,Λ^-μ μ2Λ?:ι μ32?ι -μ μ3#2Η- μ, GQ 1 
XLU Id. Id. μ3#ιΗ- μ2^2-*- μ3^3 GQ Tangentes. ι 

XL1I1.... μ, -+- μ2
ίΖ

'3 Ι*'. μ^ι-μ μ3#2Η-μι#3 HQ ο 
XLIV Id. Id. μ^, -μ μ3^;ι GO Tangentes. , ο 
XLV \h

cc
\~ —μΛ (Ι-^-<2)μ,Λ;2-μ(ι — α) μ3Λ7,-μ μ3Λ73, α*^ι(ι) IQ ο 

ΧΕΛΙ,.... Id. Id. (ι + ίΐ) μ1Λ?2-μ(ι—α)μ2χν III ο 
XLVII.... Id. Id. Ei(3?2-E #3) -+- μ2(^2 — ̂ ιΐΗ-μΒ^ι IQ Tangentes. ο 

XLVUL... Id. Id. μ[^2Ί-μ3(^2—^ιί-Εμα^ϊ H' Concourantes. . ο 
XLIX Id. Id. μ,#2·-μ μ2(#2—xK ) Ι2Ι » 
L Id. Id. μ3®3-μ μ,a;,— \*·ι

χ
ι
 F 0 

LI Id. Id. μιχ2— ix2Xj Δ = ο ο 

t1 ) Observations. — Pour λ* = ι, le type XLV serait équivalent à XXXVI et le type XLV1 à XXV11I. 


