
HENRIK PETRINI
Les dérivées premières et secondes du potentiel logarithmique
Journal de mathématiques pures et appliquées 6e série, tome 5 (1909), p. 127-223.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1909_6_5__127_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1909_6_5__127_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


LES DÉRIVÉES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 127 

Les dérivées premières et secondes 
du potentiel logarithmique; 

PAR M H ΕIV RI Κ PETRINI 

CHAPITRE I. 

LA DÉRIVÉE SECONDE DU POTBNTIEL LOGARITHMIQUE D'UNE SURFACE PLANE. 

1. Le potentiel logarithmique cl sa dérivée première. — Soit ρ 
une fonction finie et intégrable des coordonnées d'un point Q situé dans 
le plan considéré. Nous définirons le potentiel logarithmique V d'une 
portion finie du plan pour un point du plan par la formule 

(0 V(tf,y)= j Ρ log *-dw, 

ou χ et y sont les coordonnées rectangulaires du point P„ et où dw est 
l'élément de surface au point Q; r est la distance P

0
Q et l'intégration 

s'étend sur tous les éléments de l'aire considérée qui est supposée finie. 
Si le point P

0
 est situé à l'extérieur de cette aire, la fonction V, ainsi 

que toutes ses dérivées,, est finie. Pour un point intérieur il suffit 
d'étudier la partie du potentiel qui se rapporte à un petit cercle dont 
le centre est en ce point P

0
. Soit a le rayon de ce cercle, et prenons le 

point P
0
 peur origine d'un système de coordonnées polaires (r, p); 

donc nous aurons 

(2) x0 V(tf,y)= j Ρ log *-dw, dr ya 

d'où il suit que la fonction Y est toujours finie et continue. 
Journ. de Math. (6* eérie), tome V. — Fasc. Il, 1909. 17 
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Soit maintenant VA la valeur du potentiel logarithmique en un 
point Ρ voisin de P

0
; nous aurons 

(3) 

I V"=X A'f
t

 ^krdr' 
R s PQ = yV2— 2 /ViMj-+- /t2, 

A ^P0P, 
! M, Ξ COS(P0P, P0Q), 

(4) .\V
A

— V= f plog^/'dr. 

Posons 

(5) 
IOr = /it,' •‘•¿(VA— V) = /I f r/c* / p(/il, i>) loft > *'//, 

Soit c*> une constante > ι. Pour tv nous trouverons, en dévelop-
pant, 

(6) ui V y* \\ iiiiua uimvtiuin, uu 

(7) ... j ( \ h— V) = h i dv Ι ρ (Λζ, e) log-Ζ ί/Ζ 

+ Γ+ I, Γd, Λΐ·'"·+ Γ+ I, Γd, Λΐ·'"· 

La quantité VA— V étant toujours Unie pour toutes les valeurs de //, 
quelle que soit la fonction p, le premier terme du second membre de 
l'égalité (7) est fini quelle que soit p, 

... j ( \ h— V) = h i dv Ι ρ (Λζ, e) log-Ζ ί/Ζ... j ( \ h— V) = h i dv Ι ρ (Λζ, e) log-Ζ ί/Ζ 

est finie, parce que h n'entre dans cette quantité que dans la fonction p. 
Le second terme est toujours fini. Enfin le troisième ternie peut 
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s'ccrirc 

27r/i(pP),„log^r, 

(ρΡ)„, étant une valeur moyenne de ρ P. Par suite, la limite pour/i = o 
de ce terme est zéro. En passant à la limite pour lim h = ο l'équa-
tion (7) se réduit à 

(8) Â(V*-V)=\i thdvJ0 (8) γ•Αοτ,-*)=ι <'••.( «»<•*){-?—.)-'■ 

ds
t
 étant un élément pris dans la direction de P0P- L'équation (8) 

montre que la dérivée est toujours finie. Nous disons aussi que la 
dérivée première est toujours continue. En effet, soient VA le poten-
tiel logarithmique au point Ρ, P„P = hy et ds2 un élément quelconque. 
De l'équation (8) nous tirons | cf. équation (3)] 

(9) 

Â(V*-V)=\i thdvJ0 (8) γ•Αοτ,-*)=ι <'••.( «»<•*){-?—.)-'■ 

] H = PQ r= jr'1 — 2rhu
l
-\- /1*, 

j «| = cos(/\ ds1), 

ι cos(r, i/Sj), 
C = cos (dsl, dst ), 

ds'i étant un élément pris dans la direction de P0P. Posons 

(10) 
(8) Â(V*-V)=\i thdvJ0 (8) γ•Αοτ,-*)=ι <'••.( «»<•*){-?—.)-'■ 

En développant, nous trouverons pour t > 1 

(II) Â(V*-V)=\i thdvJ0 
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par suite, nous pourrons écrire 

(12) 

L/, =jfdvf ρ (/Κ,,.) - «,) dt 

ôx log l- PP'Tï—y (a«i «* — c)rf*' 

L/, =jfdvf ρ (/Κ,,.) - «,) dt 

ôx log l- PP'Tï—y (a«i «* — c)rf*' 

où w est une constante > 1 mais < et 011 l'intégration par rapport 

à dw s'étend sur toute l'aire considérée, excepté un cercle de rayon h 
dont le centre se trouve au point P

0
. On peut écrire 

ΚΛ=2π[(2«,ι/4— c)p]„, loga /h, 

où l'indice m indique une valeur moyenne 

... limLA finie, (h=0) 

louant à LA le premier terme du second mcmlirc est iini pourlim // = o, 

parce que est finie quelle que soit p, et que h n'entre dans ce terme 

que dans la fonction ρ(Λ/, c). Le second terme du même membre est 
aussi fini même pour lim h = o d'après (11). Enfin, le troisième terme 
est toujours fini, 

... limLA finie, (h=0) 

• » IIMI tu/l UII|V) h =0 v.mfàV* _à\\ 

D'où le résultat suivant : 

Si la fonction ρ [équation (i)| est intégrable et reste toujours 
numériquement plus petite qu'une quantité jixe fi nie 

y
 le potentiel 

logarithmique d'une aire finie reste toujours fini et continu ainsi 
que sa dérivée première. 
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2. Existence de la dérivée seconde. — La quantité LA (12) peut 
s'écrire (11) 

(,3) Lh=1 dflf^r1-u)di+rd,'l?p'T'· 

Or on a identiquement, si p0 estunequantitéquiestindépendantedef, 

04) dJ¥-cl ?°(<,)d"l tJ¥-cCpMt,f'(^-7)d'·<,)d"l t 

dJ¥-cl ?°(<,)d"l tJ¥-cCpMt,f'(^-7)d'·<,)d"l t 

w étant une constante arbitraire telle que 1 < w <r 
Le premier terme du second membre de l'égalité (14) est toujours 

fini (11). De plus, on peut choisir la quantité w si grande que pour 
toutes les valeurs de Λ, telles que ^ w, le deuxième et le troisième 
terme du meine membre restent numériquement plus petits qu'une 
constante arbitraire σ choisie d'avance, quelque petite qu'elle soit. 
Nous supposerons maintenant que la fonction ρ est continue par 
rapport à r pour chaque valeur de p, et nous posons 

(i5) p
e

(i>) = limp(r,e). 

Donc nous pourrons choisir h assez petite pour que le dernier terme 
du second membre de l'égalité (14) soit numériquement <σ. D'où 
nous tirons 

i'r.X
pP'£=?·/>£· 

Si nous posons 
L = lim L/,, h=0 

nous trouverons 

(>6) L
~f

o
 P*(

v
)"*

dv
£ — Po(e)WirfrJ^ de 

-cl ?°(<,)d"l tJ¥-cCpMdt,f'(^-7)d'· 
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Posons 

(^Λΐ) = ψ|ι (χι «M =5 Ψ* .·. (<&,, A,) = (ψ
3

— ψ,), 

(17) .·. M, = cos(p —ψ,), tt,= COS(P —ψ,), C ~ COS ( ψ
2
 — ψι ). 

En effectuant l'intégration par rapport à t de chaque terme du 
second membre de l'égalité (16) au moyen de la Table des intégrales à 
la fin du Volume, nous trouverons 

-vvnr- V y Tt /' ^lant rin tèff ration par rapport à t de chaque 

-vvnr- V y Tt /' ^lant rin tèff ration par rapport à t de chaque 

Au moyen de l'identité 

a u\ ut— ut— eu ι — — sin(e — ψ,) sin (21' — ψ, — ψ2) 

nous trouverons enlin 

(18) 

L =— f ρ
9
(ν)(π— ν 4-ψι)»ϊιι(2ΐ· —ψ, —ψ,)ί/»· 

-f-2π Ι po(e)sin(2e—· ψ,— ψΐ)^<' 

= — / ?Λν -Ηψι) (" — «') sin(2r -h ψ, — ψ,) dv 

1 (ο^ψ,< 2π). 

En passant à la limite nous tirons du système (12) 

(•9) 

s pourrons donc énoncer le théorcnïc su 

) KA(,,-limKA. h=0 

K„ co,(a.—ψ,-ψ,),Λ· / ? ,Λη log 1 

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant : 

Thkohème. — Si done la fonction ρ est intéprahle et reste toujours 
numériquement plus petite qu'une constame finie, si de plus pour 
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chaque direction ν la fonction ρ est continue par rapport au rayon 
vecteur r, la condition nécessaire et suffisante pour l'existence de 

la dérivée seconde ̂  ^ potentiel logarithmique est que la quan-

tité K
5i 4i

 (19 ) existe
 y
 et la valeur de la dérivée est donnée parles 

égalités (19) et (18). 

Corollaires. — i° Si , . existe, on trouvera 

(20) 2x f0 po(p) COS(2P — ψ! — ψ,)^ = 0. 

En effet, on peut écrire 

2x f0 po(p) cos(2c ψι ψ,) dv j p(r,<•) — 

2x f0 po(p) cos(2c ψι ψ,) dv j p(r,<•) — 

où r
m
 est une valeur moyenne de r. Par hypothèse, la limite pour h = ο 

h' et h'= ο du premier membre est zéro quel que soit le rapport 
donc, etc. 

20 On trouvera (19) et (18) 

(21) 

d2v l àsi ôs2 dSi àst d2v 

! = (ψ* — ψι) / p0(<')siu(2<> — ψ( — ψ«)Λ· — 2π / p0(r)sin(2e — ψ,— ψ,)de 

Ι
 =

~~J0
 ψι) sin(21' ψ, — ψ,) — ρ

0

((' + ψ
ί
)8Ϊη(2Ρ + ψ

ΐ
- ψ,)] (π — v)dv 

(ο^ψ,<2π, ο1ψ,<2π), 

où le second membre est toujours fini. Par suite, si l'une des deux 
dérivées du premier membre de l'égalité (21) existe, l'autre existe 
aussi. 

3° Si la fonction p(r, v) est continue, pe(*0 es* une constante, et 
l'on trouvera' 

(22) L — — πρ„<?. 
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Remarque /. — Dans ce cas les deux dérivées ^—r- et -,—-r- sont 
égales, si elles existent. 

4° Pour les directions suivant les axes on trouvera 

(23) 

•j-j = lim / cos2vdt> I p(/*, j ρ0(ρ)(π—e)sin2rrfe, 

d2 V /dx dy — lim J *ln *vdvJ ρ (/·, i>) — 4- j p„ (e) (π — ν) cos 2 ν dv, 

It 
d2 V /dx dy — limJ* ûnivdvj^ p(''^')^-4- J* p

0
0')^~ — v^cos2i»rfv —awjf p

0
(<')coS2vd»· 

= lim J sin 2 ν Ρ°(«» + 2)(π—
(
') cos2t»rfc, 

π 

d2 V /dx dy =--lim Ç cosivdv f ρ ~r-+-/ Po(
{
')f— — sin 2 erf»·— 2it p

0
(«*) sin a t' <Ά' 

— —lim Γ cos a vdv f p(r 1 <') — —/ p
0
 ft' -h —^ (π — e) sin 2 e dr. 

Remarque II. — Si -7-7 existe, donc -r-r existe et inversement. 

o° On trouvera les relations suivantes : 

(24) K,lX|= Κ.ϊβοο8(ψ,-Ηψ0 -*-Kxysin(<|;,4-'|s). 

(25) K,yr= Ι^λλ·» 

(20) K,
lX|

= Κ.
ϊβ

οο8(ψ,-Ηψ0 -*-Kxysin(<|;,4-'|s). 

Remarque III. — De l'égalité (2(>) on conclut que, si —, etd2 V /dx dy 

existent, donc ̂  ^ existe pour toutes les directions de ds, et dsj. 

6° Cas particuliers. — La dérivée -r—τ- existe : 

a. Si ρ est indépendante de e; 
β. Si ρ est indépendante de r, pourvu que 

(20*) f 2x ρ cos(2e — ψ, — <J/,)de = o; 
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par conséquent, pourvu que 

(27) 

j ρ cosiv dv = ο pour ^ et d2 V /dx dy 

ou que 

l ?«*■»<*>=<> p°«<· jïj} ψ^·, 

y. Si 

(28) lim f *utdv f p-dr 

est finie pour toutes les valeurs de pourvu que p„(p) satisfasse à 
l'égalité (20); 

δ. Si —■ existe en chaque point du voisinage de P
0

, et si 

(29) lim f *utdv f p-dr 

est finie et déterminée. 
En elict, soit a' le rayon d'un cercle dont le centre se trouve au 

point P„ et dans l'intérieur duquel la dérivée ^-satisfasse aux condi-

tions citées; on aura seulement à considérer la partie K^de K.A qui se 
rapporte à l'aire renfermée entre les deux circonférences de rayons h 
et a'. On trouvera 

(3o) ..K— f [p(«\ «') - ρ(Λ, v)]uxutdv 4- / «idv / -£-dr. 

où dl est l'élément de chacune des deux circonférences (h) et (a ) 

(3o) ..K— f [p(«\ «') - ρ(Λ, v)]u
x
u
t
dv 4- / «idv / -£-dr. 

Le deuxième.membre de l'égalité (3o) a une limite finie pour lim h = o; 
donc, etc. 

ε. Si ρ est fonction de ξ seulement ou de η seulement, ξ et η étant les 
Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. II, 1909. id 
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coordonnées rectangulaires du point Q, c'est-à-dire 

(3.) 
ί ξ = x-h r cose, 
( γ) = y -+- r sin ν. 

En effet, soit ρ = ρ(η); existe, et existent d'après δ, 

^ ^ existe (5°, remarque III). 

7° Si la densité ρ est discontinue suivant les axes des χ et des y et 
si elle prend des valeurs constantes p,, p

2
, p

3
 et p., dans les quatre qua-

drants autour de l'origine respective, et existent, et l'on 
trouvera 

(32) 
i ~dx* = 4 3p,-+- p, + p

3

— 3p0, 

| ^ 3p,+ p
3

-h p
4
 — 3pi), 

les éléments dx et dy étant dirigés dans les directions positives des 
deux axes respectifs. De plus, on trouvera 

K*y = (pl ~ pî+ p3— pi) log p 

= (pi - p>+pr— pò |oë jj n'existent que si 

(33) Pi— Pa p3— Pi— o. 

Dans ce cas, on aura 

(34) = (pi - p>+pr— pò |oë jj 

Remarque IV. — Les égalités (32) font voir qu'en général la dé-
IIV(',C dje~(û^) n'CSt PaS ί1 ~ 011 ^eS ^'ments ^x'+ 
et dx_ sont dirigés en des directions opposées. Ces deux quantités sont 
égales, si 

P2 + Pu — Pi ■+" Pi) 

et dans ce cas on aura 

(35) = (pi - p>+pr— pò |oë jj 
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8° Si p
0
(c) = une constante p, pour o<e<ic et une constante p

2 

pour nous trouverons (18) 

(36) 
l L =r— -(pt+ pi ) eos( ψι -+- ψ«) — 2πρ' sin ψ, sin<]/

2
, 

j où 
( ρ' = ρι pour ο^ψ^π el p'=ps pour πίψι = 2π. 

5. La fonction ΔΥ. — Soit 

|5. La fonction AV. — Soit = (pi - p>+pr— pò |oë jji«5v . à'V , . . . 7 

Si 

(38) lim~ = une quantité finie c^. ο, 

nous trouverons 

(39) 

Ac = loge / paO’Jcosavrff’ -t- Lrr,\ 71 ..lit „5 

Ac = loge / paO’Jcosavrff’ -t- Lrr,\ 71 ..lit „5 

Ac = loge / paO’Jcosavrff’ -t- Lrr,\ 71 ..lit „5 

Remarque 1. — L'égalité (39) renferme, comme cas particulier, 
l'équation de Poisson. En effet, si ρ est continue au point P

0
, p„ est 

une constante, et nous trouverons 

(4o) ΔΥ = — 2 7rp0· 

Remarque II. — La fonction Δ\ est toujours finie dans le cas (68), 
mais, en général, elle dépend de la quantité c. Elle en est indépen-
dante, si 

(*7*) 2x F0 p0(e) cos 2 vdv = o, 

ce qui arrivera, par exemple, toutes les fois où existe, et toutes les 
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fois où ρ est continue au point P
0
 (4o) quoique ^-5 et

 "Jp
 n'exlslent 

pas séparément. Si, par exemple, 

r i pas séparément. Si, par exemple, « \  i i cos* v 

on trouvera, pour « > 1, 

(42) log 1^? = ϊ?η. Ιοβ—7=»,log a h 

quoique ρ soit continue pour /· = o. D'autre part, on trouvera pour le 
point P

0 

(43) ΔΥ = o, 

pourvu que la condition (38) soit satisfaite. 

Remarqua III. — Plus généralement, nous pourrons définir 

ι Δν ^ |jm j J_ I dV(*+ At cos}t,r-t-A, sin},) _ dV(x, /)Ί 

(37) ι Δν ^ |jm j J_ I dV(*+ At cos}t,r-t-A, sin},) _ dV(x, /)Ί 

I }' + }"=}, }2-f- τ:, 

ψι» Ψ25 ψ'» Ψ" étant les angles (a?, cfo,), (a?, c/.9
a
), (x, r&'), (x, res-

pectivement. Donc nous trouverons (18) et (19) 

W) 

Po (í,) COS (2 P — ty) dv 

Po (í,) COS (2 P — ty) dv 

Po (í,) COS (2 P — ty) dv 

Po (í,) COS (2 P — ty) dv 

ΔΥ est finie si c est finie et ^ o. Dans le cas particulier où h% = A,, 
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et 

(44) 
Po (<') — const, ρ, pour ο^λ'«θ><π— λ 

et 
ptt(e) = const.pt pour les autres valeurs de e, 

nous trouverons 

(45) 

Δ,, V = AV =— npt(c + c') + I(pa—ρ,) ςψ'— ψι) 

χ [cos(2λ ψ) — cos(a).' — ψ)] 
pour = = π — λ et λ'ίψ'ίπ — λ, 

mais 
AijV = AV =—7rp,c —7TPic'+ (pa — ρ,) (ψ' — ψ, ) 

χ [cos(aX-f- ψ) — cos(aX'— ψ)] — π(ρ,— pd cosfel -+- ψ) 

pour λ'5ψ,ίπ — λ et ψ'>π — λ; 

! c ξξ cos ( ds,, dst ), c' = cos( ds', ds" ). 

Pnfin nous trouverons, si ρ est continue au point P0, 

(45*) ΔΥ = — np
0
(c -+- c·). 

4. Existence de la dérivée ̂  ^ en un point quelconque. — Sup-
posons que le point Ρ soit situé sur Taxe des χ à la distance k de l'ori-
gine P

0
 qui est le centre de l'aire circulaire considérée dont le rayon 

est a, et soit k < a. Décrivons autour du point Ρ un cercle dont le 
rayon est Λ, h < α — k. Nous trouverons pour la quantité KA, rap-
portée au point P, l'expression suivante, 

(46) )Tnt P, l'expression suivante] 

où l'intégration s'étend sur la portion du cercle qui est comprise entre 
les deux circonférences, et ou 

(47) 

i K = PQ = — 2 rku -h A2, 
| 11 — cose, 

J e, = cos(r, A,) = ^ οοβψ,Η sint^, 

e
a
=cos(/· ds

%
)= - οο8ψ,Η ^--βιηψ,, 

C — COS(dsu dSi) = 008(ψ,— ψ,), 
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Ct 

(48) 

j .·. K
A
 =. οο*(ψ, 4- ψ,) 4- Κί/y si|>(ψ 1 ■+■ ψί)» 

K "~L L w' j R5' 

| K<£ = ajf p(ru — k)r sine · 

Nous pourrons écrire 

(4g) 

j ^jcx — il -4- 1« + I31 

'* si„ rf" J, Ί R5 'Jtf· 

'* si„ rf" LA—R
5
—Jtp-

hsLrdrl H.—ip—-JTP» 
r'—2/Acosr, 4- k' — h*. 

Posons 

<5o) 

j r — A*$, 
J h—kx, 

R = A/?, . ·. ρ — sjs1— s 4- 1, 

I p(r,t>) = p(r,t>)-hp(r,*n—v), 

(5ι) 

Pi«. 'J 7 . V 2 (su — lì* 1 s tlx, 

Pi«. 'J 7 . V 2 (su — lì* 1 s tlx, 

Pi«. 'J 7 . V 2 (su — lì* 1 s tlx 

s*—2 5 COSCj 4-1 = a*. 

Posons 

(52) 

s =1 — a, 

ρ — ν^σ'4- 2(î — σ) (ι — «), 

p ~ y/ g* -j- g ( I— a) (i — u)I — un « i D 
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et 

. .Ι,= ι de I p(k — ke,\>) 

χ Γ— g)3(i — ^)a+ /|(i — g)ta(i — u) + a(» — <7)g* 1 — σ~| ^ 

Mais (32) les quantités 

f edef p~ =πρ et 'log(2 —ce), 

ont des limites finies pour lim α = ο, et nous trouverons 

(53) f edef p~ =πρ'log(2 —ce), 

p' étant une valeur moyenne de p. Par suite, nous pourrons écrire, le 
second membre de l'égalité (53) ayant une limite finie, 

(54) Ij — I de Ι p(k — ke, c) I—j \dv-\-au lima, finie. 

Posons 

(55) p = \Jv*-\-a*-
}
 ..p>p. 

Posons de plus 

2(1 — u) = ρ*— (Λμ(ν), .\μ(ο) = —) 

χ Γ— g)3(i — ^)a+ /|(i — g)ta(i — u) + a(» — <7)g* 1 — σ~| ^ 

Le premier terme «lu dernier membre reste toujours plus petit qu'une 

constante finie. Le second terme est plus petit que par suite, en 

ayant égard à l'égalité (53), nous trouverons 

(56) 
lim \ da \ I — ^5· Wr= une quantité finie. 



\ ί\1 1IKMIIK PETHINI. 

De plus, nous aurons (52) 

Έ~Τ~\Ι,+ρ)\£'~Ρ')'ΛΙ'~Τ)' 
a0 .·. lim Γ dv Γ (~ — dv = une quantité linie. x pp 

Posons 

(^7) ï,== Γ dv ί p(k — kv, ν) ί— ~\dv, 

·■·'·-,,=*ΓΚ? " 7)
1
" ~·ί' (? ~ ?) *

+
"■ 

=2ρ· Χ"rfaff(? - ?) * - ρ;Χ" * Χ"(? - 7rf"+■ 

ρ', el ρ", étant des valeurs moyennes de ρ, 

(58) x_> 0.·. lim(l, — I,) = une quanlilé finie. 

Nous pourrons trailer l'intégrale I
2
(5I) d'une manière analogue 

en posant 
| ,v — I + ff. · 

(59) i Ρ ■— y/σ® + a ( 1 ■+■ ν ) ( ι — u ), 

nous trouverons 

=2ρ· Χ"rfaff(? - ?) * Z :> » b- ρ;Χ6/ 8 * Χ"(? - 7rf"+■ limfinie. 
a--o 

Or 

=2ρ· Χ"rfaff(? - ?) * Z :> » b- ρ;Χ6/ 8 * Χ"(? - 7rf"+■ 

=2ρ· Χ"rfaff(? - ?) * Z :> » b- ρ;Χ6/ 8 * Χ"(? - 7rf"+■ 

et 

°^fi~~l?~\Pi + P?)\Pt Ρ*) 9\Ρ* ρ*) 
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Donc nous trouverons, comme dans le cas précédent, 

lim (12 --- l'2) = une quantité finie x=0 
OU 

OC=Ü a / 7 V r\ =- I rit* (ir If rr if \ fit 

Mais (58) 
lim(l',— Ι,) = une quantité finie, 
«=o 

OU 

(6.) lj= / da / p(k-\-ko,v)\—— =t\dv, 

(62) .·. lim(l2— Ii)e = une quantité finie. 
«=o 

L'intégrale I
3
 peut s'écrire 

Ι.= Ι' + Γ, 

Kz=i' + n tmru ffim(r, — ü) = une quantité finie] a^o 

Kz=i' + n tmru ffim(r, — ü) = une quantité finie] a^o 

Si, dans l'intégrale Γ, nous posons 

s~i — σ, Ρ —ρ, 

et en employant la formule 

(63) itf. ihl a7=il-./ izil ians(Viang;)=°· 
nous trouverons, comme dans le cas de l'intégrale In 

(64) 

lim(l'—Ι') ~ ο x = 0 
ou 

F= Γ do r?{k - k*} V) ί ^ - ij] dv, 

Ι σ* 4-2(1 — σ) (1 — cos ο,) —α1, 

ρ — σ!. 

Jour η. rfe Math' (6" série), tome V. — Kasc. 11. içjoj). 19 
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Posons 
σ = <χτ, (> = α0, t>, = a0,, a(i — cosr) = ν'λ(ν), .'.λ(ο) = ι, 

π 

-Η *1 ?(k~ka*'α0) [<®£W~ 0/ 02 + 23 ; 
r*-Η (ι — «τ)θ| λ(α0,) = ι, 

,.Π»Γ=
 Ρ(
| *£" _ g-!-]

 Λ
 - Ρ'Χ'*( 2/ 02 = 23 ; 

ρΑ = limp(£ — λ*«τ, «Θ), x = 0 

0Ο= Ιίιηθ, — y'i — τ*, 
«=ο 

(65) ρΑ = limp(£ — λ*«τ, «Θ), x = 0 

En traitant l'intégrale I" de la même manière, nous trouverons 

(66) 
ρΑ = limp(£ — λ*«τ, «Θ), x = 0 

I Pi= lim [ρ(λ· -+- A ατ, otO) -ι- p(/* — ka.r, a0)]. 
a=o 

Si enfin nous traitons la quantité K^A
r
 de la même manière, nous ob-

tiendrons le théorème suivant : 

TII KORÈME. — La condition nécessaire el sufjisanle pour /'e.cis-
tence de la dérivée au point P(/f, o), /» > ο est que la quantité 

(6
7

) II ^ lim JI<«> 
α —υ 

soil finie, où 
' n<e>r= Η|&<508(ψ,+ ^s) + Hj« βΐη(ψ,-Η ψ,), 

II <«=Γ1άσΓρ£^.άν, 

H
l?r =

 a ί σ(ΐσ f ν%~=Γ> 

ρ = \J ν*4- σ*, 

Ρ = ρ(Λ* / σ, r ) 4- ρ(k 4- Χ*α, — »') 

-ί- p(k — Λ σ, e) Η-ρ(Χ· — /.σ, βπ - »'), 

Ρ — p(k ■+· ΛΣ, ν) — ρ(Χ· -+- Ara, 2Π — Γ) 

—ρ(Χ: — ko, ν) Η- ρ(/«· — λ σ, 2π — ν). 

(68) 
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Remarque /. — La partie de qui correspond à lim I
3
 est = - P'

A
, 

PA= lim Ρ pour σ = ατ et ν = αθ. 
* = 0 

Remarque II. — Nous pourrons remplacer H (67) par la quantité H', 
où 

marque II. — Nous pourrons remplacer H (67) par la quantité Ii j / H' = lim 

marque II. — Nous pourrons remplacer H (67) par la quantité Ii j / H' = lim 

P'== [p(£ -h £σ, r) -h p(£ — /cr, 2π—Ρ)] 003(29 — ψ, — ψ,) 
■+■ [ρ(Α· -+- Λτσ, 2π— r) + ρ(λ — Χ:σ, t>)] cos(2<p + ψ, + ψ

ΐ
), 

σ =ζρ cos<jp, 
t>=^sin<p. 

Casparticuliers. — ι* Si la fonction ρ est indépendante de v, on 
trouvera que la quantité II est finie. Dans ce cas la dérivée existe aussi 
à l'origine. 

2° Si la fonction ρ est indépendante de r, on trouvera aussi que la 
quantité II est finie. Pour que la dérivée ^ ^ existe aussi à l'origine 

il faut et il suffit que la fonction p(t>) satisfasse à l'égalité (20*). 

o. Continuité de la dérivée -,——. — Cas particulier : La fonc-

tion ρ est indépendante de r. Si nous posons 

(

6
β

)
 ?(

^yp^--L]
srfs 

= (2M»— l)l0g/> + ) + 2" L —
 ar/

(, —
 w

«) f0s / ds/p2 

nous trouverons (51) et (66) 

Ι Κχχ — Il H- Ij-h I
3

, 

l1 + l2 = jf ρ(Ρ) ~ φ(ι-*-α) + φ(ι — α) — ©(o)jrfr, 

(70) ρ, =limp(f>), ('<2π. v = 2 p 

oil 

ρ, =limp(f>), ('<2π. v = 2 p 

ρ, =limp(f>), ('<2π. v = 2 p 
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Posons 

h ΞΞ / ρ(»')[φ(ι «) — φ(ΐ4-α)]<Λ>, 

ΡΙ Ξ\/5!1+^(Ι-«)(Ι - u), p, — \/αΛ- + a(I ■+· Α) (Ι — u), 

(71) [ p(r) = ρ(ρ) + ρ(2π — c), .·. Iimp(c) = pi4-pj pour ν > ο, 

[ p(r) = ρ(ρ) + ρ(2π — c), .·. Iimp(c) = pi4-pj pour ν > ο, 

(72) [ p(r) = ρ(ρ) + ρ(2π — c), .·. Iimp(c) = pi4-pj pour ν > ο, 

Or 

£> = ./,_ <«ϋ£ΞΪ, ...u«Û=.. 

De plus, nous trouverons 

£> ..u«Û== ./,_ <«ϋ£ΞΪ, ...u«Û=.. £> = ./,_ <«ϋ£ΞΪ, ... 

£> ..u«Û== ./,_ <«ϋ£ΞΪ, ...u«Û=.. £> = ./,_ <«ϋ£ΞΪ, ... 

p' étant une valeur moyenne de ρ pour ε étant une constante 
positive quelque petite qu'elle soit, 

(73) .*. limla=7r(p, + p,), 

(7-1) •••Kx*=jf p(^)[?(f.) - ?(°)]
rf(

' + ^(P'
+

 p^· 

De même, nous trouverons 

K
a
, = P(

r
)|^?i(^j) — 9,(o)J sinvi/e, 

(75) [ p(r) = ρ(ρ) + ρ(2π — c), .·. Iimp(c) = pi4-pj pour ν > ο, 

' ρ(
Γ

) = ρ(|.)— ρ(2π— Γ). 

En effet, posons 

lot —— / p(r) [φι(» ~ a) — 9i(i 4- «)] sinerfr, 
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et 

..•r" =jf p(,,)[îefô+ïù ~ià~ â)]
 sini"'"+·"-Ιτ°*=°· 

...HmIi, = 6lim«pW f*-ilim? /VlSfi - = ο.. 

ρ', ρ" et ρ' étant des valeurs moyennes de ρ et de ν pour ο<ρ<ε, 
ε étant une constante quelque petite qu'elle soit. 

De plus, nous avons trouvé (n° 3, remarque I) que la partie de K
xy 

qui correspond à lim I est = - p'k1 et nous aurons 

p'k— Pi — Pi— Pi 4" Pt— O. 

Donc, etc. 
Pour de grandes valeurs de s nous pourrons écrire 

<p(s) = (2 M1— i) log.v — 2 « (π — Ρ) sini> 4--P, lim Ρ finie, 

φ, (s) = 2 u log.v H : (π — ν) 4- - Pi, limP, finie; 

par suite, nous trouverons, pour de petites valeurs de A:, 

K
rx

 = f p(C) COS2ν dv 

— I p(v)(K — v)sin2vdv-i—(ρ, 4- p
8
) 4- A Q, limQ finie, 

(76) 

K-ry ~ (
,0

S f f P(
 μ

)
 SÎn 2 V dv 

I ρ(ρ)(π — r) cos2t>eù>4- kQ
lf

 limQ, finie, 

(77) ••·Κ*,,,= (|og| -\^f p(c) COS(Qν ψ, ψ
4

) dv 

' p(e) (π — c) sin(2μ — ψ,— ψ4)^ 

+ ~ (ρι ·+" Ρϊ) C0S(4'| Η- ψί) 4- X Q', 

ou Q' est continue par rapport à A·, et lim Q' est finie. 
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Prenons pour un moment 1c point P(/F, o) pour ce itrc d'un système 
de coordonnées polaires (H, ρ), ν étant l'angle que fait le rayon vec-
teur PQ avec l'axe des χ positifs. Nous trouverons (3(>) 

Po = lim p R=0 = = p2 pour τ p v - 2p 
= p2 pour τ p v - 2p 

(78) ... L = — ^(ρ, + ρ,^οβίψ, + ψ,) — 2πρ, 9i η ψ, sin<J/
a 

= " — Ρθ 008(ψί + ψ») - πΡι 008<Ψ«— Ψι )» 
pour 

0<ψι<7Γ. 
Pour 

π5ψ,= 2π 

il faut échanger ρ, et pa dans la formule (78). 
11 suit des égalités (77) et (78) que la dérivée ^ est continue le 

long de l'axe des χ pour «>/» ]> o. Pour que cette dérivée soit Unie à 
l'origine, il faut et il suffit que l'égalité (2»*) soit satisfaite, et dans ce 

cas la valeur de f ^ - est 

1#*v ~—J P( »')(«- —ψι —ψι)^»' 

— 2 7Γ ρ' sin ψ, sin ψ, ■+- A'Q' au point ο), /> ο, 
où 

(79) ρ'—ρ, pour ο:ψ,_π et ρ'= ρ2 pour π~ψι :^π, 

(dt \ )ο~~ί Γ Ψ) sin(Q«' — ψ, — ψ*)^«· 

+ 2 R ' p(i')sin(2<' — ψ, — à l'origine, ο "ψ,_2π. 
ο 

Posons 

(80) 

η*ν _(^ν\
=Γι 

... — 2ΐ: Ι p(e)sin(ar — ψ, — ψι)dv— Βπρ'βίηψ, δίηψί. 

— 2ΐ: Ι p(e)sin(ar — ψ, — ψι)dv— Βπρ'βίηψ, δίηψ
ί
. 
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Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si la densité Ρ est fonction de Vazimut ν seu-
lement, la dérivée est continue suivant chaque rayon vecteur, 

sauf à l'origine. Si existe à l'origine, la discontinuité dans la 
direction de l'axe des χ y est égale à Γ (80). 

Cas particuliers. — i° Pour ψ
2
 = ο, nous trouverons (21) 

rticuliers. — i° Pour = o> nous trouverons (21) 

(81) >*rdfi7« \d$iàxj o \ctojdr/0 

20 Pour ψ, = ο, 

(82) Γ = ο. 

3» Si 
p(e) = p, pour o^vSt:, 

= pt - pour τΐ-νΞ'λττ^ 

nous trouverons 

(83) Γ ~ o. 

Remarque /. — Soit KJ la valeur de K* au point P0; on aura 

(84) lim(K — Κ") = lim flog^ — Λ f p(c) cos(2t> — ψ, 4- ψ2)dv 

lim/l ni?— — i , r v \ cosí 20 — (L. 4- dui fío 

lim/l ni?— — i , r v \ cosí 20 — (L. 4- dui fío 

Par suite, si lim γ est finie et f o, le premier membre de l'égalité (84) 

existe même dans le cas où la dérivée —j~ n'existe pas à l'origine. 

Remarque II. — Si -=—r- existe, la condition nécessaire et suffi-

santé pour l'existence à l'origine de la troisième dérivée ^ est 

(85) Γ = ο, 
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et Ton trouvera (79) 

(86) 5 íi3V — lim O'. i3V 

II. Cas général. — Si la densité ρ est continue par rapport à r, 
nous disons que la quantité (68) 

lim (ΚΛ— Η'β)) h=0 

est continue par rapport à k pour k > o. En effet, soit K.
A

, la quantité 
qui correspond à KA au point Ρ (k', ο), o, lorsqu'on y écrit h' au 
lieu de h. La quantité KA. est une intégrale de même forme que KA, 
mais où l'on a remplacé p = p(A\y, e) par 

(87) ρ'=ρ(/-'Λ, e), 

et α par α' = ~p · En choisissant 

(88) 5 íi3V — lim O'. i3V 

nous aurons α' = a. Dans ce cas, la quantité 

(89) 2 71 d i f P' ( 2 l’| tl t* <0 .V c/.S' 7^" 

peut être écrite comme une intégrale de même forme que KA, mais où 
la fonction ρ est remplacée par p' = p. lin traitant la quantité ϋΑ

 de la 
même manière que nous avons traité la quantité KA dans le numéro 
précédent, nous trouverons que les limites pour α = o de tous les 
termes, outre ceux qui correspondent à II(5t) (68), peuvent être mises 
sous la forme 

(p'—liiiïrt'finie, 

où (p' — p)
in
 est uric valeur moyenne de p' — p. Mais ρ'— ρ esl, par 

hypothèse, infiniment petite en inèinc temps que k' — /», et cela arrive 
aussi pour le troisième ternie de l'égalité (89), 

(9°) . ·. lim lim(K/,'— Η'(α)) = 1ίηι(ΚΛ— 11(α)), k' =k k' = 0 h_0 

ce qu'il fallait démontrer, H/(a) étant la quantité qui correspond à H(e) 



1)1 LES DÉRIVÉES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 

pour le point (A', o). De plus, nous trouverons que L a la même 
valeur (78) que dans le cas particulier I. Cette quantité est aussi con-
tinue, p, et ρ

2 étant continues par hypothèse. Nous pourrons donc 
énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si la fonction Ρ est continue le long de chaque rayon 
vecteur, la condition nécessaire et suffisante pour qu'en un point 

de l'axe des χ qui n'est pas l'origine la, dérivée - soit continue 

dans la direction de cet axe, est que la quantité H (67) soit con-
tinue en ce point dans la même direction. 

Pour l'étude du cas k = o, nous nommerons KA ce que deviendra KA 
au point P(A, o), si nous y remplaçons p(As, p) par pe(t>). traitant 
la quantité 

Κ-Λ—Κ a—Γ dv f (p — p
0

) (a c)'^r» «v>i, 

de la même manière que nous venons de traiter la quantité ϋΑ (89), 

nous trouverons que les limites pour α = o de tous les termes, sauf 
ceux qui correspondent à Hw (G8), sont infiniment petites en même 
temps que A. Pour de grandes valeurs de s, nous pourrons écrire (47) 

(2 *v,— c) -j = (ai/| «,— c) - -+- — P, limP finie; 

par suite, nous aurons 

(91) Ji L r > * / lim¿>/t= b, /¿ = 0 lò = o, *=0 (*)r*A rvn¿» ^tíj Ï-TW ^n v r^ 

H(et) étant ce que deviendra H(it) lorsqu'on y remplace p par .p,(e). 
Si KJ est la valeur de KA à l'origine, nous aurons (77) 

(92) K
A

— K2 = ^log^ — 1^ jf po^Kaii,!/,—c)rfe 

' PoO') (7Γ—f ) Sin(2p - ψ,- Ψ0 dv 

-+■ -(pi + Ρ«)^08(ψ
ι
4- ψ,) +· b'

ht
 lira6

A
=6', limô'=o. 

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. II, 1909. 20 
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Lnfin, soit KJ la valeur de KA à l'origine, 

(ου (2 UiUt—c)dv I p / Po( *') (tt — r)sin(2t>— Jl, r *A> 

Des égalités (91), (92) et (q3) nous tirons 

(2 UiUt—c)dv I p / Po( *') (tt — r)sin(2t>— Jl, r *A> 

a y(2 UiUt—c)dv I p / Po( *') (tt — r)s—c)dv Iin(2t>— Jl, r *A>. /—c)dv I 

+ £ (Pi + P«) 005(ψι H- Ψ*) H- ̂ )· 

La quantité L ayant la même valeur que dans le cas particulier I, 
nous trouverons que nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si la fonction ρ est continue par rapport à r, et si la 
dérivée ^ existe à l'origine, la condition nécessaire et suffisante 
pour que celle dérivée y soil continue dans la direction de l'axe 
des χ positifs est 
(c)5) limll — H + Γ - o, ÏÏ^limïîw, 

k ■— ο α - 0 

où Γ est donnée par l'égalité (80) et H(a) est ce que deviendra ll(a) 

lorsqu'on y remplace p(r, r) par ρ0
(v). 

6. La dérivée ^ ^ au bord de la surface. — i\ous supposerons 
que le point P

0
 est situé sur la ligne qui sépare l'aire plane en deux 

parties dont les densités sont constantes et égales à p, et p., respective-
ment, et nous considérerons seulement une partie circulaire de cette 
aire, dont le centre se trouve au point P0

 et dont le rayon est a. Si la 
ligne de séparation est une droite qui passe par le point P

0
, nous trou-

verons, en posant p = p, pour o< ρ < t. et p = p
3
 pour π < ν j 2t., 

(96) Il „ V' U pu jJUllt U _ K _ ^ >^3 13 K/, = o, 

où la valeur de L est donnée par la formule (36). Si, au contraire, la 
ligne de séparation des deux densités n'est pas droite, nous nommerons 
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r,(r) et e
a
(r) les valeurs limites de p, et soit ρ = ρ, pour v1<v<v22 

...Kh= p2s — / COS(2P— ψ,— ψ,)<Λ> 

-+- ρ, Γ f COS^r — *^—ψ
5

)<Λ> 

+ Ρ*( "Τ Γ cos(21' ψι ψ
2

 )άν^ 

en supposant que le cercle r= const, ne rencontre chaque ligne de 
séparation qu'en un seul point. Or 

pi f — f cos( 21' — ψ| — ψ
2

) dv — ο, 

(97) .-.KA=(p, —ρ,) I — / cos(2r — ψ, — ψι)<*<\ 

l'osons 

(y8) τ:—<·
8
ξ<>

3
, 

(y;*) .·. Κ
Λ
 = (ρ, —ρ,) / cos(<'i~r

3
— ψι — ψι) Sin («'!+■ r

3
) — · 

l'osons, de plus f(iH), (22)|, 

(99) lime,ξξ i'°, Ιϊπι<'2ξξξ: r'j, cos(^
2
— ψ,) = c, 

.·. I> — πρ
2
ί+ (pj — ρ,) / (π — (·+ψ,) sm(2(' — ψ, — )r/r 

(100) 
+ u I (ρ —p

t
)sin(2r —ψ, —ψ

2
)ί/Γ, 

où ρ = ρ, pour et = p
2
 pour les valeurs de olr" et>r". 

lin intégrant, nous trouverons 

\
J=

 — Tip3c+ (p2 — pi) 

X [2(π + ψι) sin(r" -+- c!| — ψ) sin(r5 — »ψ) 4- r° cos^ar'] — ψ) 
^ ^ — r®cos(ai·® —ψ) — cos(r® + »·® — ψ) sin ( - »·',')]-+- Β, 

If — π(ρ2— pi) [c· — cos(2,cf — ψ)] pour ·ψ<ψ,<ι·!|, 

mais 
Β = ο pour ο<ψ,<«ψ. ψΞψ,4-ψ2. 
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Cas particuliers : i° Point régulier. — Soient v°t = ο, P° = TU. 
Dans ce cas, le bord a, au point P0, une tangente unique bien déter-
minée, et la valeur de L est donnée par la formule (36). La quan-
tité Κ., est finie et déterminée si «s 

J* (e14-e2)-^- est finie et déterminée, 
(101) ou si 

Ι ψ=— et f (ej—Γ*) —— est finie et déterminée. 

i° Point de rebrousse me ni. — Soient v{\ = PIÎ — - · Posons 

(102) <>1 = — —<p,, 4-φ2, .·. Iim9,=r limoj=: ο. 

Nous trouverons [(22), (97*)] 

(»o3) 

1 L=— 7îp2c, 

J Κ
Λ
=<ρ

4
 —p,) J cos(<|4- 9, - φ

2
) 8ΐη(φ,+ φ*) — ; 

par suite, la quantité K
Ai <>

 est finie cl déterminée si 

(io4) 

ί f (?1 -ï- ?i) -7 est finie et déterminée, 

< ou si 

I ψ — — et / (9*— ©2)—7 est finie et déterminée. 

3° Point saillant. — Soit rj — e" φ π et φ- ο. Posons 

(ιο5) = r"4- φ', γ2=γ2 — ·'· Ι''" ο'— Ιίιηφ"=: ο, 

(106) .·. ΚΛ
= — tp

a
—ρ,) / cos(r?4-r° ψ 4-9'— ν") sin(r*—i'l-V—φ") — · 

Pour (jue Κ
 Λ

. existe, il faut donc 

(•07) e® 4- rj— ψ — rt — 4- nr. (η un nombre entier ^ o). 
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Si la condition (107) est satisfaite, existe si 

(108) f (φ'—φ")— est finie. 

Remarque. — En désignant l'axe des χ de manière que 

v\ -+- v\ = π, 

l'égalité (107) peut s'écrire 

(107*) Y = P/2 ou Y = 3P/2 

7. La limite de la dérivée ^ ^ au bord de la surface : i° Ligne 

droite. — Soit le centre P0 situé sur le bord, supposé droit, qui sépare 
les deux domaines ou les densités sont constantes et égales à p, et p

2 

respectivement, et soit le point Ρ situé sur la normale qui passe par P„ 
et qui est dirigée vers l'intérieur du domaine où la densité est p,. 
Posons PP

0
 —et calculons la valeur de K, pour ce point. Nous 

trouverons 

r/"s+*V/- f* -+- (pa — pi ) / — / cos(2P+^')i/i’ + eA., */fr «A», 

r/"s+*V/- f* -+- (pa — pi ) / — / cos(2P+^')i/i’ + eA., */fr «A», 

r/"s+*V/- f* -+- (pa — pi ) / — / cos(2P+^')i/i’ + eA., */fr «A», 

Ψ1 et Ψ a t>lanl l°s angles que font les éléments ds
{
 et ds^ avec la direc-

tion P
0
 Ρ respectivement, la quantité ek se rapporte à la partie restante 

du domaine (p2), 

1^09) — 7T KPlz= l¡mKV|lí= -(pt— pOcos^. 2» 

La quantité L étant égale à — 7tp,c (22), nous aurons 

(,,o)
 (fe)

f
,=l7:

 =ϊ»ρ«-ρ.)«»»<ψί+·Κ) - «p. cos(4-1;) 

De même, nous trouverons pour la limite de l'autre côté 

IO / fi* V \ T ( 111} Vd^07jp ^ (pä -I ) cos(4-1;) - rp, cos(- yt). 
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Remarque I. - La limite (^ ^ j étant continue le long de la 

droite de séparation des densités p, et p,, il suit que cette limite est 
indépendante de la direction dans laquelle le point Ρ s'approche du 
bord. Par suite, on retrouvera les égalités (no) et (ι 11), même dans 
le cas où la droite P

0
P n'est pas normale au bord. Gela arrive même 

dans le cas où le point Ρ s'approche du point P
0
 suivant une courbe 

tangente au bord. 

Remarque II. — Pour le point P
0

, la quantité K
v
 est égale à zéro, 

et nous avons trouvé (78) 

(7
8·) I (3^J = l=-^P'-P'>m,o.++.>-*P.<»»O.-+.> 

(pour o = Y1 < p). 

En observant que ψ
4
 = ψ, — ^ et ψ

2
 = ψ2 —

 |lous trouverons 

(no4) ν**» \ds"i dsj* 

l'élément ds
x
 étant dirigé vers l'intérieur du domaine ρ,. Un résultat 

analogue s'obtiendra pour ' tMI observant que, dans la for-

mule (78*), il faut échanger p, et p
2
 pour π2ψ,'..'aπ. 

*2° Le bord est curviligne. — Supposons que le point Ρ soit situé à 
l'intérieur du domaine où la densité est p, et qu'il s'approche indéfi-
niment du point P

0
 du bord. Prenons Ρ connue origine et la direc-

tion P
0
P comme axe des coordonnées polaires (/·, r). Posons P„P = k 

et soit, pour o"5e^ir, k' la valeur minimum de /·, .·. k'zk. Nous sup-
poserons que le bord jouit des deux propriétés suivantes : 

(a) (3^J = l=-^P'-P'>m,o.++. 

si 

(β) k'<r
=

k, ' 

le cercle décrit autour de Ρ comme centre avec le rayon r ne ren-
contre ladite branche du bord qu'en deux points, (j, et Q

a
, el, si /-est 
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plus grand que /r, qu'en un seul point. Nous supposons que l'autre 
branche 2it) jouit de propriétés analogues. Donc, la valeur 
de K

V ii
 au point Ρ s'obtient en ajoutant à la valeur trouvée dans 

l'alinéa i° de ce paragraphe deux termes I et I' qui se rapportent aux 
deux branches du bord. Soient e, et les valeurs de ν qui corres-
pondent aux points Q, et Qa; on aura 

(na) 

I = (p2-p1) k F k' dv dr / r cos(a<> — y ) 

(p2-p1) k F k' dv dr / r cos(a<> — y ) 

! lima' = a, \ A = o lime/. = o, COSPJ Ä =s0 

où ek se rapporte à la partie restante du domaine p2, a' est la valeur 
limite de r, et où ψ', et ψ'

2
 sont les angles que font les élémentsds1 

et fis.
2
 avec la direction I*,, P. A cause de la supposition (a), nous trou-

verons 

(m3) limI, — une quantité finie = I". 
k=0 

Pour l'étude de I
a

, nous posons 

\r=l'Q', ''' = l'oQ', |-X = r«.gle<P,l', P.Q'), (14) 
( .·. r-= r'* — 2 /·'k sinX -h λ1, 

Q' étant un point quelconque du bord. Pour r > k, nous aurons 

(..5) 
sin c, — cosa, /*> k; r 

sin c, — cosa, /*> k; r 

mais, pour nous avons deux valeurs r\ et i\ de r' pour 
chaque valeur de r à cause de la supposition (β), et nous aurons 

(n6) 
COS (>, = /’jSiiiXj—k . ri /• r sine, = —y COSÀ, 

COS (>, = /’jSiiiXj—k . ri /• r sine, = —y COSÀ, 
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λ, et λ2 étant les valeurs de λ qui correspondent à r\ cl r'a rcspective-
ment. Posons 

(117) ! r=kt
' '

J=kl
'< | —2/'sinX + i, 

(118) / COS (>, = /’jSiiiXj—k . ri /• r sine, = —y COSÀ, 

Ι F = - 4/ ι — — cos ψ' ·+· -μ sin λ βίηψ'-Η — (t' sin λ — ι) cos (λ -+- ψ' ). 

Décrivons un cercle sur P
0
 Ρ comme diamètre. Pour tous les points 

du bord qui tombent dans l'intérieur du cercle, nous trouverons (117) 

O19) l' = sin λ — y!lx — cos'X, 

et, pour tous les points du bord extérieurs au cercle, nous aurons 

(120) l' = sin λ y/i1 — cos' λ. 

Pour 1 il faut toujours employer la formule (120). Soit mainte-
nant t'

0
 une constante > 2, et posons 

(121) j t
0
 = γ/£'

#
4 — 21'

0
 sin λ 4-ι, 

i ·*. Λ> > 1· 

Pour I > l0
 nous trouverons l'

0
 et inversement. 

Nous écrivons, t
{
 étant une constante > /

0
, 

(122) 15 !L i,=-(p,-p,)jr,'F^-(p,-p,)jf<F^si+T. 

ou liml k=0 est finie. Pour de grandes valeurs de / nous pourrons écrire 

(123) 15 !L i,=-(p,-p,)jr,'F^-(p,-p,)jf<F^si+T. 

De plus, nous aurons 

« (t'-sinX)^-<>cosXrfX = Mf L \ _ x / . \ Ä * <'*—Q/'sini. + i <' V /' V \ 1 ) 1 

où lim P, et lim P
2
 sont finies. D'où il suit, si i\ est la valeur de t' qui 

t—» c=* 
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correspond à la valeur t, de /, 

(124) 

I = _ (p3 - p1) ΧΑ sin λ cos (λ -t- ψ')'τ 

I = _ (p3 - p1) ΧΑ sin λ cos (λ -t- ψ')'τ 

lime£ finie. 
k=0 

Nous faisons sur le bord encore la troisième hypothèse 

(y) 
r' = a' 

' (λ</λ)= une quantilé finie; 
r-0 

la seconde intégrale du deuxième membre de l'égalité (i 24) reste finie 
pour lim k = o. 

Quant à l'autre branche, nous trouverons des formules analogues. 
Nous n'avons qu'à remplacer ψ' par —ψ', et λ par l'angle correspon-
dant λ', dans les formules trouvées pour avoir celles qui ont lieu pour 
l'autre branche du bord. Ainsi nous obtiendrons le résultat 

(125) 
\ Κ,,Λι = — (pi— Pi) / cos(X—λ'+ψ')βΐη(λ-H λ')~ + -eki 

I liineA finie. 
\ A=0 

lin comparant celte formule à la formule (97*), il faut observer 
que λ et λ' correspondent à r, et e, respectivement, et que 

(126) ψ; = ψι-7' ψ; = Ψ*-7> .·. ψ'= ψ — π, 

(125*) 
\ .-.Κ ,,Λ·,—(pi—ρΓ) / cos (λ — λ'-h Ψ) sin (λ -»->')— -+-«?*, 

Ι lime*. finie. 

D'où le théorème : 

THÉORÈME. — Si le point Ρ s'approche indéfiniment du point P
0 

du bord qui, sépare deux parties du plan où les densités sont con-
Journ. de Math. (<ί· série), tome V. — Faso. II, 1909. 21 
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stantes, la limite vers laquelle lend la dérivée ^ ^ au point Ρ est 

finie en même temps que la dérivée ^ au point P
0

, indépendam-

ment de la direction de la droite P„P, pourvu qu'au point P
0
 le 

bord jouisse des propriétés (α), (β) et (γ). 

Remarque 111. — Soit KJJ la valeur de KA au point S0 ; donc 

(iq7) 

I 1ίιη(Κ
ίιΛι

— K£) une quanti lé finie, 
k=0 h=0 
si 

k=0 h=0 lim - est finie et ^ o. 

Nous chercherons maintenant la valeur de la limite en question 
dans le cas où (δ) chacune des deux branches du bord a, au point P

0
, 

une tangente bien déterminée. 
Posons 

(128) lim X = λ0, lim lim<'
a

z_-t>j et lim // = y.J,. /•=0 ;·=ο /· = « r=n 

(ï^9) 
... lim k=0 K' / k = cos Y0, 

»'«4- |'® = a IT — 2>0. 

I cos( cj 4- λ0) — cos( «»« -F- λ0) = — ; 

(i3o) . ·. 1? = 2(pt— P,)COS(2X
0
 + l|/)COS>

0
^ 1

 - ^ 

= ^ (ρ» — Ρι)(2λ
0

— sin2>.
0
)cos(2?.

0
+<j/), λ

0
^ο. 

L'intégrale L peut s'écrire (118) 

(131 I2 = -()2-p1) a'/k F 1 βίηλ cos(>. 4- ψ') y 

I2 = -()2-p1) a'/k F 1 [F — sin λ cos (λ 4- ψ')] — ~ (ρ* — Pi) h Η- (pt — Pi)h 
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Ecrivons /, étant plus grand que i, 

a 

(13a) ïj — — f sinXcos(X+-ψ') —— Ç sinX cos(X -+· ψ') —. 

La limite pour k = ο du premier terme du second membre de l'éga-
lité (I32) est 

— sinX0cos(X0-|- ψ') log*,. 

Le second terme du même membre peut s'écrire 

— j sin X cos (X+<■}/) 3^310X4-] J sin X cos (X-+-ψ') cos λ-<Λ-+-/*, 

lim k = 0 /A=o, 

où le premier terme peut s'écrire 

-jf si.acos(X+.V)(<„_'27^ + |a sinXcos(Xa + |')^, 

et la somme de ces deux termes peut s'écrire 

a sinX0cok s (X0-|-ψ') log*,— / sinXcos(X -h ψ') —- limy^ k = 0 .= o. 

De plus, nous pourrons écrire 

(133) = / sinXc0S(X-+-<l/)C0sX — d\ H- / 8Ϊηλθ08(λ-|-ψ')θ0 

= / sinXc0S(X-+-<l/)C0sX — d\ H- / 8Ϊηλθ08(λ-|-ψ')θ08λ—rfX, 

où w est une constante qui peut être supposée assez grande pour que 
la limite pour k = ο du dernier terme soit plus petite qu'une quantité 
donnée d'avance. 

Dans le premier terme du second membre de l'égalité (33), laquan-

tite j- -^cosA^ est toujours numériquement plus petite 

qu'une quantité finie qui est indépendante de k. Mais les limites de 
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l'intégration pour dX sont infiniment voisines l'une de l'autre ; par 
suite, d'après la propriété (γ) du bord, la limite pour k = ο de ce 
terme est égale à zéro, 

033*) r' = a lim / sin λ cos(X -+- ψ') cos λ — efk — ο. 

Nous pourrons donc écrire 

('32*) a k lj=— / sinXcos(> + }') —j- -¥gk, o. k = 0 

Pour l'évaluation de limT^ (i31) nous n'avons qu'à poser k — ο 
k = 0 

dans l'intégrale la, 

... I02 = lim I2 k=0cos Yo & F 1 ! [2 COS2A0sill70-+- (2 COS2?.,, — 1) s/t*— cos2 λ„ I —j-

+ cos Y cos Yo & F 1 ! [2 COS2A
0
sill7

0
-+- (2 COS2?.,, — 1) s/t*— cos2 λ„ I —j-

- sin Y sin Y0 ' (2ΟΟ82λ06ίηλ0+8Ϊηλ
ο
^2 0Ο82λ0ν//ί—coss).

0
) --

J 
= — ^ ( 2 λ

0
 — sin2X

#
) cos(2).„4- ψ') + ^[θΟ5(2λ

0
 + ψ') — ΟΟδψ'] 

-+- - [cos2>0 sin(2Xc+ ψ') — sin}'] pour λο-Οί 

mais 

= £ (2λ
0

— sin2>.
0

) cos ( 2 }.
0
 + ψ' ) -+- [cos(2X

0
H- }') — COS'}'] 

-+- [eos27
0
 sin (*.«}.„ + ψ') — sin}'] pour λ0<ο; 

(i34) I?4- (p
2

— fi)T®= ^(p
2

— pi) j2λ
0

cos(2λ
0

4- ψ') -h sin(2/,,-+-}') 

— sin}'-h π[οο8(2λ0+ ψ') — cos}']J. 

Nous trouverons un résultat analogue pour l'autre bord. Soient 
I',0 et I " ce que deviendront IJ et I", lorsqu'on y remplace λ

0
 et ψ' par 

λ,', el — ψ'; nous trouverons (ifo*) 

(>35 ) KPl — K.® ukp, ·+· I® -4- 1'®-+- (pa + pi ) (Tj -+-1?), 

011 Κρι, K.°
Vi
 et Kp< représentent respectivement les quantités lini K

AVj
, 

k = 0 
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la valeur de Κ,Λ au point P
0
 et lim KVj

 pour le cas où le bord est 
k = 0 

rectiligne et perpendiculaire à la droite P
0
P. La valeur de KPi étant 

donnée par l'égalité (i 07), nous trouverons le résultat suivant : 

(136) j Kp,= ~ ρ·)M 4- | (ρ, - p,) [cos(2λ04- Ψ') 4- cos(2λ'0 — ψ')], 

( M = 2λ
0
ΟΟ8(2λ

0
4-ψ')+δίη(2λ

0
4-ψ')4-2λ90Ο8(3λό—ψ')4"Slll(2λ'

0
 — ψ'). 

Cas particulier. — Si Ρ
0
Ρ est la bissectrice de l'angle que font, 

au point P
0

, les tangentes des deux branches, et si nous posons dans 
ce cas 

(137) Kp
t
 = Kp„ μ=Ξλ

0
—λ'

01 φι = ψ',, <pt= Ψ', et φ = 9,4-91, 

nous trouverons 

(138) K'p
(
 = Κ?

ιΛ}
4- ^(Ρι —Ρι)[(π 4- 2 μ) cos2 μ 4- sin2ρ] cos9. 

Cas général. — Si la droite P
0
P fait l'angle α avec la bissectrice, 

nous trouverons 

(,39) 
I λ =: μ 4- α, λ'= μ — ά, = φ — 2α, 
| .·. Κρ, — Kp

t
— (ρ, Ρι ) λ sin 2μ sin 9· 

En nommant ^ ^ la dérivée prise en un point de la bissectrice, 

nous trouverons 

(ι4υ) {à^srXs =Kf· - πρ·εο5(?ι-* '· 

lim k = 0 ( sS; ~ S;)
=
~

( ρ
· ~

p 1 )α 8in 2 μ ,ί0 ?
· 

D'où le théorème : 

THÉORÈME. — Si le bord commun de deux parties du plan dont 
les densités sont constantes jouit, au point P0, des propriétés (β) 
et (γ), et si chacune des deux branches du bord y admet une tan-
gente unique et bien déterminée; si, de plus, le point Ρ syapproche 
indéfiniment 'du point P„ suivant une droite qui ne touche pas le 
bord, la limite de la différence est toujours finie, 
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les dérivées secondes du potentiel logarithmique étant prises 
respectivement pour le point Ρ et pour un autre point P' qui se 
meut suivant la bissectrice des tangentes des deux branches de 
manière que toujours P0P'=P

0
P. Celte limite est proportionnelle 

à l'angle α que fait P0P avec P„P', et sa valeur est donnée par 
l'égalité (i4o). 

Remarque IV. — Pour un point régulier [χ = o, 

... \dst d2 V àsj?j~ dst)p,' d2 V' 

D'où il suit qu'en un point régulier la limite ^ ^ » si elle 

existe, a une certaine valeur unique indépendamment de la direction 
de la droite P0P. Cela arrivera aussi dans le cas où sin φ = ο. 

Remarque V. — La condition (a) lim— φ ο n'est pas indispen-
λ = ο k 

sable, de manière que la dérivée existe dans certains cas où P
0
P 

touche le bord au point P
0

. Kn effet, nous aurons (112) 

11 = (p* Pi) ( ~~ k' f cos(ar — ψ') v1 //»·. 

Posons 

C*4i) 

ί *=β' 

] Ji= ^ f [»in(ap,—ψ') —sin(ap, —ψ')]γ, 

|J,= - f f sin ( — ψ') — sin(2(', — ψ')] y, 
1 - x 

\ .·. I|= (pj—pt) (Jj +Jj), 

κ étant une constante positive < 1. De plus, nous aurons 

cos( ·+- λ,) = cos λ,. cos( l'2 λ,) = COsXj, 
(142) 

sin(c, + λ,) =4/ ι — , sin(r,+ λ2) =— i/ ι μ , 

λ, et λ.
2
 étant les valeurs de λ qui correspondent aux deux points(/*, r,) 
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et (r, P
2
) du bord. Lim J

2
 étant évidemment finie, il nous faut seule-

k = 0 
ment étudier lim Jt. En éliminant c, etp

a
au moyen des formules (i42)> k = 0 

nous trouverons 

(143) iji = Aif cosXj^ + A, f cos λ, dt / t2, 

lim A k = 0 , finie, lim A k = 0 t finie, 
OU 

043*) J, = A+ '-ψ* pour *=7» 

l-X l-X 

.\liraj, est finie, si lim
 e

t lim co^a sont finies. 
k = 0 k = 0 h = 0 

Posons 

h — 7 — ^1, h — 7 — ^1, 

et soient vr
0 et r9 les valeurs de w et r' qui correspondent au point 

du bord pour lequel r — k'\ 

sin«'0 r0 SÔ-4-> lim-^- k = 0 =i, 

044) .-.liml, existe, si lim·^· est finie, 
k = 0 k = 0 

pour toutes les valeurs de w pour lesquelles k"Sr<k( 1 — κ). 
Dans le cas particulier ou l'on peut regarder la partie P0Q, delà 

branche du bord approximativement comme un cercle de rayon R, 
Q, étant le point (k, P,) du bord, et en posant κ = o, on trouvera que 
la plus grande valeur de cos λ se rapporte au point Q, pour lequel on a 

cos Y = K / R + K' 

De plus, on aura avec l'approximation supposée 

Â:'(2R+ *') = **, 

(«44*) Ήτ λ.»~2 - KTT<2· 
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et 

.·. lim (C .. est finie même dans le cas où limK est nulle ou infinie. 
k = 0 max. k = 0 

8. Changement brusque de la dérivée ^ ^ au bord de la sur-
face. — Si le point Ρ traverse, au point P0, le bord qui sépare [les 
deux parties du plan où les densités sont égales aux constantes p, et p., 

respectivement, la dérivée ̂  ^ éprouve, en général, un changement 

brusque dont nous chercherons la valeur dans le cas où le point Ρ suit 

une droite PP
0
P,. Nous avons trouvé la valeur -—£ de cette dérivée 

au point P
0
 (§ 6), l'élément dst étant dirigé vers l'intérieur du 

domaine (p,), et la valeur limite ( ^ ^ j du coté de la densité p,(§ 6). 

Afin de trouver la valeur limite (-,d2 V / ds1 ds2 , ) p2 de l'autre coté il nous 

faut remplacer dans la formule (14o) 

^ pi, pi. μ, α et 9, 
045) < par 

\ P21 Po — l·"·· —Λ el 2ÏÏ - 9, 

l'angle <p, étant remplacé par π — φ, et ic
a
 par τ: — z>.

2
. 

Nous obtiendrons ainsi les valeurs suivantes : 

I () ρ ~ κ·° * + i ( ρ* ~~ pi )L (π + 2 μ )cos 2 μ + si "2 μ 1 cos ? 
1 —T.p

x
c — (p2— pi )a sin 9.μ sin 9. 

(146) ' (^lT
t
)p ^(Pî-Pi)t^- ,2/a)cos^-sin2^]cos? 

— xp
2
f — (ρ*— ρ,)α sin a.2/x sin φ. 

K" I·"1 (pa— pi) / cos(»·,-.·,-9)81.1(1·,+.·,)'- pour ψ — ψ+π; 
h = 0 h 

(147) ' (^lTt)p ^(Pî-Pi)t^- ,2/a)cos^-sin2^]cos? 

Pour la dérivée au point P
0
 nous trouverons la valeur suivante, en 
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posant dans l'égalité (100*) 

(.48) 

\ dhùtt = κ-ν,.νβ— vrp.c-»- (pâ—p.) |^--t-pjcoea/ACos<p 

\ dhùtt =
 κ-ν,.ν

β

— vrp.c-»- (p
â

—p.) |^--t-pjcoea/ACos<p 

—φ, sin 2 ρ sin φ — sin 2 p. cos φ^, 

( 5ζ^
 = Κ

°"·
-πρ,ί?

""
(Ρι

"~
ρ,)

 LU -l·)00**?·00** 

—(π—(pi)sin2psin<p-i-^sin2pcos<pJ, 

selon que l'élément ds
i
 est dirigé vers l'intérieur du domaine (p,) ou 

du domaine (p
2
). 

Si l'élément ds\ est dirigé en sens opposé à ds
n

 il faut changer 

(149) K«.
Va

, p„ p„ μ el φ, en -K,,.
v

 p„ p„ — μ et φ
2
+π resp., 

d2 V 
(ιδο) *'· ~~ K,?"ï,+ πρϊ° + (Pî~p,) 

X — μ^ cos 2 μ cos φ -t- φι sin 2 ρ sin Φ Η- sin 2 p. cos p ], 

ί •'"Stt -(£^)^==(?,-ρ,)1(?>-«)*···>9+™
Ψ
]ΰ

α

,
μ

, 

(l5,) d^ + àP^; = π(Ρ,-Ρι) (cosmos?+ c), 

+ =-«(ρ,-ρ,)«η»(.»ηφ. 

Enfin, nous trouverons pour la fonction ΔΥ (§5) 

(.52) 
( (AV)p

t
= —irp,(c-+-c'), 

ί (Δν)ρ.= — ïrpi(c-Hc'), 

(AV)Pi et (AV)Ps étant les valeurs limites de A\ des deux cotés du 
bord ; 

(.53) .·. (AV )pt — (AV)p
f
 = π(ρ, — pi) (c -h c'). 

Journ. de Math. (6* série), tonic V. — Kasc. II, 1909. 22 
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De plus, nous trouverons (45) 

(«54) 

ί (Δν)Ρ, — Δν
Μ
 = — ~(p

a
—Ρι)(ψ'~ Ψι)[cos( 2 λ + ψ ) cos(2λ' ψ)]* 

I (Δν)ρ,— AV,
a
= 7τ(ρ

Λ
— Pi)c'— (Ρ«— Ρ*) (Ψ'— ψι) 

J χ [C0s(2?. η- ψ) — COS(2/;—ψ)] 
\ *+· π(Ρΐ—* pi ) cos ( 2 λ -η ψ ) pour ψ'>7ϊ — λ, 

Ι (Δν)Ρ,— AV
ts
 = 7r(p

a
 — Pi)c'— ^ (ρ»— ρι) (ψ, — ψ;) 

Ι χ [COS(qX + ψ) — COS(2>'— ψ)] 
I 4- 7Τ( ρ, — ρ, ) COS ( 2 λ' — ψ ) pour 0<ψ'<>/. 

En renversant la direction de ds
t
 et ds', il faut augmenter ψ, et ψ' 

de π. Donc nous trouverons 

(i55) ΔΥ„ H- Δν„=π(ρ,— ρ,) (<?-+- c'). 

Remarque. — Les premiers membres des égalités (ι/|7) et (1 n) 
peuvent être remplacés par des expressions analogues aux premiers 
membres de la seconde des égalités (i4<>). Sous cette forme ces éga-
lités ont lieu même dans le cas où K" n'existe pas, c'est-à-dire où ces 
dérivées ou limites n'existent pas elles-mêmes. 

CHAPITRE II. 

LA DÉRIVÊB PREMIÈRE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE |>'UNE LIGNE PLANE. 

9. Existence de la dérivée. — Soit pi0 une masse finie répandue 
d'une manière quelconque dans le plan, et soit 

(i56) V = u0 F 0 log I / R du 

le potentiel logarithmique de cette masse au point P, R étant la dis-
tance PQ de Ρ jusqu'au point Q où se trouve l'élément de masse. Soit 
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de plus 

( ' 37 ) V —V0= j log - d\x. 

le potentiel logarithmique de la masse considérée pour un point 
fixe P„, r = P0Q. Posons 

(.58) 

P0 P =h, 
r=ht 
R=hq 

COS(/Î, r) — u· 

(i5g) 

V —V0= j log - d\x. 

q — sjp· — 2/u + i, 

V —V
0
= j log - d\x. 

Nous supposerons que la masse p.
0
 est répandue de telle manière 

qu'à tout point Ρ le potentiel logarithmique soit fini. D'où il suit que 

l'intégrale de (i5q) est finie, quoique la quantité logdevienne infinie 

pour / = ο et pour t = u = 1. De plus, nous supposons que nous pour-
rons prendre les éléments dy. dans un ordre tel que nous commencions 
à prendre tous les éléments des points Q' pour lesquels P0Q' est plus 
grand qu'une quantité /·; puis successivement la somme des élé-
ments pour lesquels /<P0Q'.< /·-+- o/·, de manière que nous pourrons 
écrire 

(1G0) 
p0 Q = r+ oi r \h /* JA I «%*//) 

p0 Q = r+ oi r \h /* JA I «%*//) 

et, par suite, 

(161) I’,«'-/* p0 Q = r+ h /* JA I «%*//) lí oi r \r W-*' 

w étant une constante >1 et ρ(«'Λ) la valeur de [*.(/') pour t = w. 
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En développant log ̂  pour t > 1, nous trouverons 

log- q = -P, lim 1 = & P finie; 

donc nous pourrons choisir la constante w assez grande pour que le 
second terme du second membre de l'égalité (ibi) soit plus petit 
qu'une quantité donnée d'avance, quelque petite qu'elle soit, quelle 
que soit la valeur de h. De plus, lirn \x(wh) = o; par suite, la quan-

h = 0 
tité h peut être choisie assez petite pour que le premier terme du 
second membre devienne aussi petit qu'on voudra. D'où le théorème : 

THÉORÈME. — Si le potentiel logarithmique d'une masse finie 
quelconque est fini au point P

0
 et en tous les points du voisinage 

de P
0

, ce potentiel est continu au point P0 dans toutes les direc-
tions. 

Posons dans (160) d/-au lieu de δ/·, et soit 

(162) 
j dp — a(r, u) df\ 

\ .·. δμ = dr^^a(r, 11). 

Nous supposerons, dans la suite, que la quantité 

2ΐσ(,,'Μ)Ι 
H 

reste toujours plus petite qu'une constante finie. Si a est la valeur 
maximum de r, nous aurons 

= w F o ' \og-dlΙ V<7log — dt ΞΞ 1, 1,. a§h w 

c F o ' \og-dlΙ V<7log —1, 1,. a§h w Y^dr 

= w F o ' \og-dlΙ V<7log — dt ΞΞ 1, 1,. a§h w 
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w étant une constante telle que 1 < w < r
 0r

-

jf 2σΙο8ίΛ:=(Σσ)
Λ
^Ιο8Μ,'"~1^ 

011 m désigne une valeur moyenne. De plus, nous pourrons écrire 

7 = Λ,-01+2/(Ι-Μ), .\«7>(I — /), 

... / jf 2>lo
S

irfi
 =

 G|f Ing^/I + G^ )log J-L-J·|rfi 

r= G(| -h sv — 11 log \v — 1 — 11); 

G étant une quantité finie I σΙ» ·*· ^ reste P^us Peli*e qu'une con-

stante finie pour chaque valeur de Λ, c'est-à-dire que 

liml, est finie. 
A = o 

Pour l > 1, on peut écrire 

log— = — 1*ι. limP, finie, l = 0 

=./> 4Γ-/"Σ·4-(Σ·^(έ-2> 

=./> 4
Γ
-/"Σ·4-(Σ·^(έ-2> 

où les deux derniers termes ont des limites finies pour lim h — o, 
Pindice m désignant une valeur moyenne. Nous pourrons donc énon-
cer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Soit u.
0
 une masse finie répandue de manière qu'on 

puisse écrire 

(.63) dp = dr^9(r
%
 κ), 

U 

u = cos(r, ds), 

où du. est l'élément de masse en un certain point Q, r la distance 
1\,Q de Q à un point fixe P

0
, ds un élément de ligne émanant du 
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point Ρ
0
, et ^ | σ ] une quantité qui reste plus petite qu'une con-

u 
stante finie quelle que soit la valeur de r. La condition nécessaire 
cl sujfisantc pour que le potentiel logarithmique de celle masse 
ail, au point P

0
, une dérivée finie dans la direction ds, est que la 

quantité 

(164) Λ'+* / ^σ('°}ί,7 ~ yV'' 

Nous trouverons 

(i65) 

j£ =w + <3· 

Ws = lim h = 0 \V/'. 

Q — JiraQ
A

, 

w

<"-/ Σ
σ
"τ -Γτ^ζ'Λ· 

tl 

Qa -/ 2
σ,

°
ί?
^
Λ

'
+

* / ^
σ('°}ί,7 ~ yV'' 

i η —\J Γ-— j/M -HI. 

Si les quantités 

(166) 

lim o r=0 (r, u) = o1 

et 
liita//- ΞΞΞ (t0 r -- 0 

sont déterminées, nous trouverons 

('67) 

Q = Z o0 L. 

I L — ιι
0
 — V

 1
 — "l( - + tn»g

 1
 ~ co^o,, — (7T — o„) si ni

c
. 

/ \u V "I/ o'1 =0 
<50 = lim<5, 

r = 0 

δ — l'angle (/·, ds). ,\n~cosd. u
0
~ cosô,,. 
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COROLLAIRE. — Si W existe, nous trouverons 

(168) 2>0«0=O. 

Remarque. — Nous supposerons dans la suite que la masse est 
répartie sur une courbe qui passe par le point P

0
 et y a deux branches 

à tangentes déterminées. Nous aurons dans ce cas 

(169) Î~=^ (σ' cosé'-t- er"cosô") -

4- σ[ cosôg 4- σ"
0
 cos<5"

0
 — σ

0
 (π — ôj) sinô'

0
 — σ"(π — sinô"

0
, 

S 0 => 0, S 0 => 0, 

où σ' et σ", u' et a", 8' et 8" se rapportent aux deux branches respec-
tives. 

Cas particulier. — Si, au point P
0

, la courbe a une tangente 
unique, on aura 

/ ô'04- à"0 = π, .·. «'ο 4- ίζ = ο, 

07°) <,.·.^=Γ ( σ' u' 4- σ" u" ) — 

; 4 Κ — σ'ό) «β — sinô'
0
 4- (σ'

0
 — σ'

0
)ά'

9
 sinδ'

0
, 

et, si existe, 

('70 (σ; —σ;)«'0 = ο. 

Pour la dérivée normale, nous trouverons 

(i7'2^
 (a'sinXf4-ff"sinX")y — ΐ(σ;4-σ';), 

où nous avons posé 

(173) >/—Ξ_ό' λ"=- -0". 
2 2 

10. La limite, lim—de la dérivée extérieure. — Soit Ρ un 
• ' A = 0 ^ 

point extérieur aux masses, et posons P
0
P = Λ. Soient de plus VA le 

potentiel logarithmique des masses au point P, et ds un élément éma-
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nant du point Ρ dans line direction quelconque; 

(•74) dV h/ds =jf" Js
log

 Ù
d

>
i
=C

t
TÏ' "

Ξ cas(M
·
ds

 '■ 

R étant la distance PQ. Soient de plus 

O75) 

r = P0Q, φ = l'angle (A, r), ω = l'angle(A, ds) > o, 

si ds se trouve du même côté de P0P que /% et < ο dans le 
cas contraire, et u = cos φ, 

.·. R = yV1— 2 rha -+- A4, 

ru — h /'sin© . 
ν ~ —55— cosw H 55—*· δΐηω; 

(176) 

.·. ——^ = cosca -r-1 H- sin(o » 
(/S US\ USf 

d\h f^ru-h, *T=J„ H" du, 

dV* /*μ° . Γί/« dS"-Je Sln<?-Kr' 

l'élément ds, étant pris dans la direction de P0P, et ds
2
 dans la direc-

tion normale à P0P. Posons 

(*77) 

r — ht, 
R = hq. 

-'-.g — \/fi— +1» 
et supposons 

(178) dp. — adr, σ finie, 

('79) 

-S =5^* 

=ΣΧ
,
'^-ΣΧ

ί
'(^-?)

Λ
^4· 

È =2/ +Σ/ *
SIN

?(IR< - 0'" 

+Σί ïsin
?T· 
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Nous distinguerons deux cas : 

Cas 1. — 
lim ψ ο, 
h=0 
... q # 0 ; 

par suite, nous pourrons passer à la limite immédiatement, et nous 
trouverons (179) 

(180) 

lim^ = Ws-t-Q„ 
//=0 US

l 

lim^ = W
s
-t-Q„ 

//=0 USl 

W, = lim jf ^acosqj^-) 

I W., = lim f ^asino—> 
h... 0 h 

Q1 = Z o0 L1, 

Q2 = Z o0 L2. 

I., (7Γ —9„)sinç„, ?»> o, 

!.. — ( 7Γ—?9)eos©„, 

σ
υ

ΞΞϋηησ, φ,,Ξϋηηφ; 
r — (I ' r = 0 

(.8.) 

.·. lim --y- zi. W (V, 
h=0 

W'
A

 ΞΞΞ IÏDIW^". 

Λ 1) 

d log / 

W r.z / \\ο«±~Ι —τ^αμ. 

V ^σ,,ΙΛ 

I/ — ο„) sinc . 

. c ι_: Tangle ^r/.v,/·) —ο — = Iiius. 
/· Il 

Si la masse est répandue sur une courbe «pii, au point P
0

, ail deux 
Journ. du Math. (6* série), loine V. — KJISC. Il, i<|i>i|. -Ί 
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branches à tangentes déterminées, nous trouverons (181) 

^ ΛΥ,'" — ί (σ' cos ε' -+· σ" COSE") — > 
(182) 

( Q' — — σ'
0
(π —φ'

0
)δΐηε'

0
 —σ;(π—φ';)8ΐηε;, φ'0>ο, φ"0>ο. 

COROLLAIRES. — 1 ° Si W
 s
 existe, 

( 183 ) σ'0 cos ε'0 + σ"9 cos ε"0 — ο. 

2° Changement brusque de la dérivée. — Si le point Ρ traverse 
la courbe en suivant une droite, la dérivée éprouve, en général, un 
changement brusque. La valeur limite de l'autre côté s'obtient des 
formules précédentes en y changeant φ,ω et ε en π — φ,Ή — ω et — ε 

respectivement. En désignant les limites de des deux côtés par—^-

et et la valeur de la dérivée au point P0
 par nous trouve-

rons (167), (182) 

cosô; + cosôS- σ; (π - β;) sinô; - σ>(π - 3;) sin*. 
ô;>o, δ'ό>ο, 

(184) cosô; + cosôS- σ; (π - β;) sinô; - σ>(π - 3;) sin*. 

ΟΧ 
| -jp = w, + σ'

0
 φί, StII ε'

0
 -+- σ'

9
 φ* sin ε^, φ,', > ο, φΰ > ο, 

où 
ε„ — ο0 βΐ ε0 — Oq, 

si φ ]> ω, c'est-à-dire si l'élément ds est dirigé vers le côté positif de la 
courbe, et 

ε„ — ο0 et ε„ — ο0 

si γ < ω, c'est-à-dire si l'élément ds est dirigé vers le côté négatif de 
la courbe. 

Si l'élément ds' est dirigé en sens opposé à ds, il faut changer \\„ 
o'o et δ; en — W„ π - δ'

0
 et π - δ; : 

dV 
(ι85) .'.-jp =— W,— σ'

ν
 cosδ'

0
 — σ'ό cosô; — σ'

υ
ο

9
 sind'

0
 — σ* 8J sin <3;. 
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Des égalités (184) et (i8i>) nous tirons 

(186) 

I Mo JVo _ « 
Os Os' ~~ 1 

l"sr --ΛΓ=-"-πΓ· 

! φ: _ ËXî =,„Γ — ds Γ. si φ > ds ω. 

I mais 

f —r ds = (?.ιτ — ω)Γ — Γ', si φ0< ds ω, 

\ Γ = ̂  s.in βό + σ„ sinô^, Γ' = σ'„ cos<5i -+- σ"
0
 cosô'ô· 

Remarque. — Si W, existe, nous avons trouvé 

(.83*) Γ'-ο. 

Si \V n'existe pas, le système (186) peut être remplacé par le sui-
vant : 

(»87) 

li™ Γ ~ ( V„, — V,) + ± ( V„ - V.)l --- πΓ - I"c·. 
Λ + _0 

,
im
 ^

 =
_πΓ-Γ'ί, 

I h _...n 

1 lim - -- ^7 ( VA·— V
0

)J =ωΓ-Γ'(ι + ο'), si φ
0
>ω. 

h=0 

mais 

/lim ~ ^7( Va— Vo)] = (2 π — ω) Γ — Γ'(ι -μ c'), 
h=0 

si φο<&>, 

c = lim log c' =limlog^i, 
h=0 h=0 h=0 h=0 

//+ et Λ'(φ0
 >ω) étant les valeurs de h pour deux points du côté positif, 

//_ et Λ'(φ < ω) étant les valeurs de h et h' pour deux points corres-
pondants du coté négatif. 
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Les deuxièmes membres des égalités (187) deviennent identiques à 
ceux des égalités (iHii), si 

(.H:*·) Γ'-ο, 

ou si 

(188) 
h' 

»4. ——· — "— · e 

Cas particulier : Point régulier. — Si les deux branches de la 
courbe ont une tangente commune, nous trouverons δ„-ι-ο* = ί:, 
?ο-+-?'ο = π> 
(189) ,·.Γ — (σ;4-sinô'„, Γ —(<j'0 —σ'ί) cosà't. 

Pour σ'
0
 ~ β·* nous trouverons dans ce cas Γ'= ο et 

(190) l -r5 " W, ds —· πσ0 sinrj0, —— W,πσ„ ds sin<50, 

l -r5 " W, ds —· πσ0 sinrj0, —— W,πσ„ ds sin<50, 

par suite, les limites et ^L- sont dans ce cas indépendantes de la 

direction de la droite P0P. 

Cas II. — Lim φ = ο, c'est-à-dire que la ligne suivant laquelle se 
h=0 

meut le point Ρ vers le point P„ touche, au point P0, line des branches 
de la courbe où est concentrée la masse. Dans ce cas la quantité q 
devient infiniment petite pour des valeurs infiniment petites de /*, car 
alors limit = 1. 

// (I 

Avant de passer à la limite pour lim h = ο dans les égalités (179), il 
faut étudier séparément les quantités 

(«9«) 

1 o, f lu o-(/¿/) j—X (!dt 

el 

1 o, f lu o-(/¿/) j—X (!dt 0< x < 1; 

où σ et u se rapportent à la branche en question. 
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En posant 

<193) 

t — \ — ζ pou r 1 — λ< lli 

et 

' t— τ — ι pour iltli + x 

et en observant que 

i - u fj* {t — L)* i - u -F-2Î(L — M ) ~ * 

nous trouverons que la quantité O, peut s'écrire 

Οι= f Γ—7' ——--Πτιίτ -+- «r,, lima, = a\ finie, Wm n\ — o. 
0 q+ Q2 h = 0 x = 0 

7
+

r=v^*+»(i —/«+). 
7_ΞΞ Ν/Τ*+ 2(1 — Τ) (1 — /«_), 

u + = cos<p
+

, M_=cos<p_. 9+-= φ(Λ+ Λ τ, Λ), φ_= φ( A — Λτ,/i). 

Or, en posant 
7'= ^T«+a(i—r)(i —α+), 

nous trouverons 

O < -L _ -L - 4T'(I-ÎU) <, 

= '/" 7Î 7"?" = 

... f a(lt -f- Ar) = Ç
 σ(/ι

 +
 /ιτ)

ψ-1,Γ
 c

(h + hrf2 (1 - u+) dx / q12 q2+, 

où le deuxième terme du second membre a pour lim/t = o, une 
valeur limite Unie qui devient infiniment petite en même temps que x. 
Posons de plus 

7 — y/V*4- cp*, 

a(i—«
+

)=<ρ«—φ*μ(φ
+

), .·. μ(ο) =-L, 

... 0 <t+< 1 ~ i/7~r —(1-q2 + u q'2 q- 2 / 

Mais 

p+ / q' < "\/(i — φΐμ)(ι—T)' 
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.·. pour des petites videurs de τ et z> 

t t o< —ττ q2 q < une constante finie, 

.•. r°J!i±!iUTA = Ά> (l+ Jq q.•. i±!iUTA = r°J! 

.•. r°J!i±!iUTA = Ά> (l+ Jq q.•. i±!iUTA = r°J! 

1ΐιη«2ΞΞ finie, Ιίιιια',ι-ο. h=0 x=0 

En traitant les quantités 

.•. r°J!i±!iUTA = Ά> (l+ Jq q.•. i±! = r°J! 

d'une manière analogue, nous trouverons le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si le point 1* .se meut suivant une ligne P„P qui, au 
point P

0
, touche une branche de la courbe qui est pourvue de masse, 

pour que lim '·—1 soit finie, il faut cl il suffit que 
h = 0 

lim( W/,-ι- O/j) soit finie, 
h = 0 

1 OÙ 

(*93 ) { . {'*** /i,\ (I— *) dl >/( — cos to f a(/il ) si n &> %/i -V \£ 1 r • ? 

o < κ < 1. 

Si 

(*94) 

Îlim Ο = ο, 
x = o 

Oil 

Îlim Ο = ο, 
h~ ο 

la valeur de lim sera donnée dans le système (i 8i) en y posant 
h = 0 ds 

p0 = ο pour la branche en question. 

11. Continuité de la dérivée. — L'existence de la dérivée ̂  en un 



ι H ι LES DERIVEES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 

point situe sur la courbe matérielle ou de la limite de la dérivée exté-
rieure dépend essentiellement de l'existence de la quantité 

W
f
-limW^. h = 0 

Cette quantité WJA>, rapportée à un point Ρ situé sur une branche 
de la courbe matérielle, à la distance k du point P„, peut s'écrire 

('9^) 

1_ [w*=j ~ίγ*={ 4· 

! H — PQ = \Jr* — 2 rku ■+· k\ 

k = P0 P, 

U — cos(X', /') ~ COS ψ, 

ν = cos(l\, as) ru - k R— —-—cos ω -+· -r sin p u sin ω R, 

ρ.(Α) étant la somme des éléments de masse pour lesquels KSh
% 

ω = l'angle (A
A

, ds) et φ = l'angle(A, r). Posons 

09<>) 

f r = ks, 

1 \\ — kp, = y/s*— 2 su -4- 1, 
I fi μ — k άμ\ 

_ f*(A) — ^ p/j« 

= cos(l\, as) —-—cos ω -+• -r (j¡Á = fi r ru - k R— fjx 

où ρ ne peut s'évanouir que pour p.(A) = o, car alors 

S—U=l. 

lin procédant comme dans le paragraphe précédent, nous trouve-
rons le théorème suivant : 

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que la 
quantité \\ qui correspond au point P(/· = k > o) de la courbe 
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matérielle existe, est que la quantité 

('97) 

H = lim H h=0 , existe, 
/ = 0 

où 

HA=COSW / (j¡Á = fi r ru —cos ω -+· -r - RT^'-HSINO / , 

limpA = ο, h = 0 

(xj, étant la valeur de μ' pour R = Λ·κ, χ étant une constante arbitraire 
telle que 

ο < κ ■< ι. 

D'autre part, la quantité 

(.98) Iim(W<">- H/,) = Γ [cos./2L=± - ^l;"1 \ s _ 1 + p 2 

+ Binw
/i^ 1—\~U' 
( p2 s _ 1 + p2 )/ 

I r1-, f' Í Vi ri r1-, f' Í Vi ri Ir.t t • 

est continue par rapport à A, si A est >0, el la limite pour μ
χ
 = 0 du 

premier terme du second membre de (ι<)Β) est égale à zéro. Ce terme 
peut donc s'écrire 

r1-, f' Í Vi ri 

où a peut être prise assez petite pour que / soit aussi petite qu'on le 

voudra. L'intégrale I a une valeur limite nulle pour lim A = n, 

litn φ étant = o, et ρ étant toujours > o, parce que s - 1 ne peut pas 
h = 0 
s'évanouir entre les limites α et μ

χ
 de l'intégration. D'où il suit que 

la limite pour A — o du premier terme· du second membre de l'éga-
lité (i;>B) est égale à zéro. Soient Q, et (}., lesdeuv points de l'un et 
de l'autre coté de Ρ pour lesquels μ = iâ

x
, μ étant comptée à zéro au 

point P, et soit le point (,), situé entre P„ et P. Soit de plus (b, un 
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point de l'autre branche pour lequel P
0
Q

3
 = P0Qa· Posons 

PoQ» — PoQ» — Ks2, 

et soit p., la masse qui se trouve entre les points Q, et Q
3

. Posons 

— H l
=

 f ^cos - -J- sin ω sin φ dp' 

— H l= f ^cos - -J- sin ω sin φ dp 9- 9.1 ^ du' 

(199) 'S JL<A I » pv9* cos(cp — '#>) Wi .V 

' W£— Γ cos(ç> — ω) ~·\ 
u1 k1 

Le deuxième terme du second membre de l'égalité (198) est 

Wok _ ill 
Posons 

! limH£ = H°, k = 0 
(200) lim\VJ}.= \V°, 

k = 0 
(201) lim( W/,— Η

Λ
) = \VU — 11°-H b, liinùtrro, 

h = 0 k = 0 

où W" est égale à la valeur de W, pour le point P
0
· Mous pourrons 

donc énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que la 

dérivée soit continue lorsque le point Ρ se déplace suivant la 

courbe, P
n
P > o, est que la quantité 

(202) II -+- Q soit continue au point P, 

H étant donnée par les équations (197 ) et la quantité Q(167) étant 
rapportée au point P. 

La condition nécessaire et suffisante pour que — soit continue 

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Kasc. II, 1909. 2^| 
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au point l*,, suivant une branche de la courbe, est quelle y existe 
et que 

(·>.οό) li,ii(II+(v)) = lie+Qe, 
k = 0 

Hft étant donnée par l'équation (200), et Q® étant la valeur de Q 
au point P

0
. 

Pour la continuité de lim il faut remplacer Q par Q' ( 181 ) 
k = 0 ds 

et Q
0 par Q

0
, Q' étant rapportée au point Ρ el (Y, au point P

w
. 

Remarque I. — Soit par rapport au point Ρ 

(2o4) dp—ad)\. σ
0
=1ίηισ. R = 0 

Si σ„ est continue lorsque le point Ρ se déplace sur la courbe, et si, 
au point Ρ et dans tout le voisinage de P, la courbe a une tangente 
unique et bien déterminée, les quantités Q et Q' sont continues; 
par suite, la continuité de la dérivée ~ et de liin^-^ dépend de la 
1 V.S A = 0

 ùs 1 

continuité de la seule quantité II, II" étant considérée comme la 
valeur de H au point P

w
. 

Remarque II. — Soit par rapport au point P„ 

(20Γ)) dfj.z=^\cdr, et —e'è 

pour les deux branches, 

.·. — II0--- σ„ cosω ι h σ„ cost») Ι λα — σ„ cost.) / — 

+ <τ0 I I cost.) - sinro smy — J as 

4- σ„ / cose.) — —sin ο> sin y — p0 ) 

— cos(y 4- ω) ( 1 ds / , 

OÙ 
a*® = lini.9,, .v® — lim.s'a, k = 0 k = 0 

w
0
-.rosy, p, — \]s*~ <\su, 4- 1, y —limp 
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pour l'autre branche égale l'angle que font, au point P
w

, les deux 
tangentes des deux branches. En intégrant et en supposant .ν" < ι 
et .s° > ι, nous obtiendrons 

H° — ij'ft cos οι log —s02 _ 1 1 _ s1 - -μ σ"0 (π — y) sin (y 4- ω). 

Or 
>F| ~ I — X) .ÎJ ~ I + X, 

(206) .·. H°= σ'ό(π — y) sin(y 4- <»ι). 

La quantité ΗΛ peut s'écrire (197) 

H/.= I rrrrrô 1 ds-¥ f =i 1 ds,Ι'\ •/, ,v Η- Φ2 ι +«., χ — ι 4- ©L 

où ι — κ, = .ν,, ι — χ., = .ç
2

, et où ι — α, et ι 4- et., sont les valeurs 
de s aux deux points pour lesquels p. = u(A), p.(A) étant rapportée au 
point P, 

.·. lima, = lima2— o, limx, = limx2 = x. // — 0 Λ = Ο A-=<I K~ Ο 

Posons d'une part ι — s = τ et de l'autre s — ι = τ; nous trouve-
rons 

l ρχ[σ(λ· + λ·τ) σ(Α--ίτ) , 
l Λ, L TM-? . 

' · /"'Ί σ(/.·-h/>τ)φ
+
 σ(/« ~-Χ·τ)ς> 

] Λ. Ι. τ"+?ΐ τ--+-φ- _ dt 

x 1 o (k + k t)! + Λ. F+ΦΪ —''T+I3' 

9+ et ο étant ce que deviendra 9 en y remplaçant 6· par 1 + τ et 1 — τ 
respectivement; β est indépendante de a, et et., et lim β = ο. 

k = 0 

Γ</.ν particuliers. — ι" Point régulier. — Si le point P„ est un 
point régulier, nous aurons 

(208) 7 = *. 
I .·. 11°= o. 

2° Ligne droite. — Pour 9 = 0, respectivement = π pour les deux 
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branches, nous trouverons 

>W=°, 

mu I - — V/UJ UJ mu l — Cl 41 A=eOJyfh S * a ~oJa t 

La dérivée normale est toujours finie, et sa valeur est (i 72) 

(210) dV /dn = - p/2 (o1 + o2), 

σ, et étant les valeurs limites de σ des deux côtés du point P. La 
condition pour la continuité au point P

0
 de toute autre dérivée est 

que lim H = o. Cette condition peut être écrite 
k = 0 

(211) lira ι — k 0 (k + x) _ o (k _ x) - dx ~ o. 
k=oJ0 X 

La condition de l'existence de ~ au point P
0
 est 

(212) W°— cosc») u / dr (σ'—a1')—-0— une quantité finie, 

σ7 et or" se rapportant aux deux branches de la droite des deux côtés 
du point P„. 

3° Ligne brisée. — Pour φ = o et = — γ respectivement, nous 
trouverons 

(ai3) 

11° = σ'μ ( π — y ) si 11 ( y 4- ω ), 

.. /'*σ( k H Ι:τ) — σ(/. —Â r) 11 r - cos ω I ί/τ, ο χ J . 0 

\V«»— / [a'cos&j -ρ σ" cos (y -f- ω)]—, 
«Λ 

Q0= σ|, [cosω — (π — | ω |) sin| ω |] 

4- a;|'cos(Y 4- ο») — (π — | y 4- ω 1) sin| y 4- co J], 

Q' 0 __ _ < ( π — ?„ ) >i" ω — < (π — 1 y + 9, | ) sin (y 4- ω), 

...................................................................... 

1 i in (J = — τ:σ·υ k = 0 sin| '»> |, limQ' h = 0 -^— ττσό sine»*, 
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et ω étant les angles que font le chemin P0P et l'élément ds res-
pectivement avec une branche. Si W° existe, 

. ,. ι σ'β cos ω -+· σ"0 cos(v η- ω) = ο, 
(214) 

I .·. Q0= — σ'0(π — 1 ω 1) sin| ω | — σ"0(π — | y + ω |) sin( ·/ ■+■ ω |, 

.·. la condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée ~ soit 
continue au point P

0
 est que V° existe et que 

( limll — ωΓ,, 
(ai.*)) < *~° 

( Γ, 1= a'q βίηω -ρ sin(·/ -+- ω), —y <6)^ air — y. 

Pour que lim soit continue, il faut et il suffît que W0 existe et 
h = 0 ds 

que 
(216) limllrr9or,. k = 0 

Remarque. — Si γ φ π et si \V existe, Γ, n'est pas nul (214). 

Par suite Uni H n'est pas nul, si lim est continue. Mais H est indé-
k = 0 h = 0 ds 

pendante de o
(l

, .·. si γ φ π la quantité lim ne peut pas être con-
h= 0 ds 

tinue que pour une valeur unique de φ
Λ

. L'égalité (216) peut s'écrire 

(2io ) ΰ9[<70 sinco + sin(y 4- ω) J = cosm Ι1111 I αχ. 

CHAPITRE ΠΙ. 
I. Λ nCKlYÊK SECONDE IHI l'OTEM'IKL LOGARITHMIQUE It'lINK LIGNE ΙΊ.ΑΧΚ. 

12. La ligue esl une droite. Dérivée suivant la ligne. — Nous 
supposerons dans ce paragraphe que la masse est concentrée sur une 
droite, et qu'on peut écrire l'élément de masse dit. sous la forme sui-
vante : 

ι r/μ =. |σ, -+- χ σ(χ ) J d.v, lim <7(.r ) finie = <7, pour x<C o, 
(217) 

ι r/μ =. |σ, -+- χ σ(χ ) J d.v, lim <7(.r ) finie = <7, pour x<C o, V .«=0 

σ„ el σ, étant des constantes, et la droite considérée étant prise pour 
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axe des χ. Nous trouverons pour l'origine P„ (170), en observant 
que r = χ pour χ > ο et = — χ pour χ <[ ο, et que l'angle (/·, ds) = 0 
pour χ > o, mais = π — δ pour x < 0, 

©.=w«+^· 
w0 =w; + w„ 

(218) i W° ==limj^a
0
 — σ, ) cosd log^J, 

I W
0
 s cos0 J [σ(α;) 4- σ{~ λ·)| d*\ 

1 Q
0 =(σ0—ff,)cos<î— rffu sino-f-(σ0—<7|)o si» ό, ο > ο. 

Pour que j existe, il faut et il suffit ou que 0 = ^» c'est-à-dire 
que la dérivée soit normale, ou que σ = cr

0
. Nous trouverons pour les 

deux cas 

(219) i W° ==limj^a0 — σ, ) cosd log^J, 

(219'') I © =—7 Ισ(·'') + '(— -Ol·'·* — πσ„sillΐ. 

( α, — σ0. 

Pour le point Ρ, situé sur l'axe des χ positifs à la distance Λ de 
l'origine, nous trouverons de même 

(220) OX ^ r" k σ(λ· 4-A·') ~ σ(Λ· — .γ') ,— A oosô Ι σ(A- — .*·') -1- coso Ι σ(.<·)</./· 

OX ^ r" k σ(λ· 4-A·') ~ σ(Λ· — .γ') ,— A oosô Ι σ(A- — .*·') -1- coso Ι σ(.<·)</./· 

— π [σ04- Ατσ(A )] sinô 

OX ^ r" k σ(λ· 4-A·') ~ σ(Λ· — .γ') ,— A oosô Ι σ(A- — .*·') -1- coso Ι σ(.<·)</./· 

<··"'"> *'·ζ|.53·-(5ϊγ).]= · S-<».-»·>-«»(0· 

ïU-W,rC,,S"/ — :? ./Γ-πσ,<)..η. 

(221) <··"'"> *'·ζ|.53·-(5ϊγ).]= · S-<».-»·>-«»(0· 

σ,—σ0. 
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Des égalités (221e) et (2216) nous tirons le résultat suivant : 

THÉORÈME. — Si la masse est répandue sur une droite de la 
manière (21 7), il faut et il suffit pour V existence de la dérivée ^ 
suivant la droite que 

(222) 

j 0*1 ·■ -o0 
I et que 
' H

0
~ une quantité finie, 

où 

= cos(l\, as) —-—cos ω -+• -r (j¡Á = fi r ru - k R— fjx 

et la valeur de la dérivée est donnée par la formule 

(223) = cos(l\, as) —-—cos ω -+• -r (j¡Á = fi r ru - k R— fjx 

Remarque. — Si l'élément ds est pris suivant la normale, la seule 
condition à remplir est σ, = σ

0
, et l'on trouvera 

('.»23") 0°-X 
άχθη πσ°' 

15. Dérivée extérieure en un point de la ligne. — Si le point Ρ 
se trouve extérieurement aux masses qui, par hypothèse, sont concen-
trées sur une courbe quelconque, nous avons trouvé (§ 10), en posant 
P

9
P = h, r = ht

y
 R = hq (179, 181), P

0
 étant pris sur la courbe, 

(224) 

^lz — 2 iti -j- 11 U zr: COS Çp, £ ~ (t'\ C fû rz í P..P. ri. M — /fs\ jp. — lîrm 
a 

^lz — 2 iti -j- 11 U zr: COS Çp, £ ~ (t'\ C fû rz í P..P. ri. M — /fs\ jp. — lîrm 

a 

^lz — 2 iti -j- 11 U zr: COS Çp, £ ~ (t'\ C fû rz í P..P. ri. M — /fs\ jp. — lîrm 

lim^ =lim V Γ ffCos£ ^ — Υσ0(π — φ0) sine0, φ0 > ο, 

q — y t~ — 2 ÎU -+~ I, U ~ COS <p, £ = (/·, ds), 

φ = (P„l\ /·), ω — (P0P, ds). ε0— hme, 



19° HEN RI Κ PETR1NI. 

oil la somme est prise pour toutes les branches de la courbe. L'angle ω 
est compté positif dans une direction telle que ds se trouve du même 
côté de la droite P

0
P que r, 

(225) ,·.ε = φ — ω, ο<φ0<2π, οίωί2π. 

Supposons pour chaque branche 

(226) <r ■= σ„ +· /· σ(/·), lini σ(/') finie — σ0. 
/· —ο 

et posons 

(227) Vft — ^ Λ "+" ^ hi 

VJ et VA étant ce que deviendra VA en y substituant à la quantité σ les 
valeurs σ

0
 et va respectivement. Knfin nous supposerons pour chaque 

branche 

(228) φ +- r ©(/'). lim φ finie = φ0, r = 0 

φ
0
 étant une constante. Nous aurons 

=:—1 τ ί—-Γ. limPlinie; l = & 

par suite, en posant 

k _1 — -7 + -^- u =./(?) 

et en employant la formule 

/(φ)=/(φο) +'·φ/(?ι). ?! = ?·> + 0ro, o'o i. 

nous trouverons 

I tu — I U 2 U2— I tu0— 1 Ua 2U?, — l ,1 ~Ί A T' 1 ~η\ 7 F (p1), 

l 9' jl· (ο.) ==
 S1

 l.vf ^iï~" " 
I i in P, finie, 1 = & 

où et q
n
 d'une part et u

t
 et q

K
 de l'autre se rapportent aux quan-
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tités cl 5,. Nous pourrons donc écrire 

•(αμ-,,ο,ψ) 
II 

1 V Γχ ίt" — 1 '"o— ·\ i · V ϋ //H — I .. = (-7 ^"'-τΙ'Ί «■ di 
ri 

1 V Γχ ίt" — 1 '"o— ·\ i · V ϋ //H — I .. = (-7 ^"'-τΙ'Ί «■ di 

1 V Γχ ίt" — 1 '"o— ·\ i · V ϋ //H — I .. = (-7 ^"'-τΙ'Ί «■ di 

•••{(«-ft® 
= Σ Ζ1-(an1 — ι) — (21/J— i) - .n p0 

-"Σ —') — τ limV σο /" w —-+-r„. limy)j = o. β " //'=<)· Jjt· f' h= 0 

lin supposant M0=£ I, nous aurons 

τ, s r'fil -4- a',(""°-"Irff -ν Γ Γ il
 +

 ο _, _ ^L»1,// 
Λ L'/· 7o J J{ l_7o 75 ' I 

= i — a«0+ 2(2«^- i)~—2î. 
' sinçp0 

De plus, nous aurons (18G) pour ω = ο 

(23ο) 

"+" ?»LS'»·*?·—2(^ — ?o) cos 2 9ο] + \VÛI, 

"+" ?»LS'»·*?·—2(^ — ?o) cos 2 9ο] + \VÛI, 

"+" ?»LS'»·*?·—2(^ — ?o) cos 2 9ο] + \VÛI, 
(\ν°· slimWî1, 

Α = Ο 

WJ^Vffo Γ (cosao --- 008»φ
β
)-

J our η. de Math. (6· série), tome V. — Kasc. II, 1909. 25 
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avec la condition (168) 

1*30 \σ„H
a
~ υ. 

l'élément ds' étant pris dans la direction de 13
0
 L>, c'est-à-dire de dst. 

D'ail Ire pari, nous aurons 

pi — - η ·——τ- -4- —P. Ιιιιι Ρ finie. 

et, en employant la même méthode que précédemment, nous trouve-
rons 

(232) !/ si 11 ο sin9 sin M© / sino0 si 119,, si 11:10,,~r -r + + ~lt - -τ- -7* + "M?l)· 

!/ si 11 ο sin9 sin M© / sino0 si 119,, si 11:10,,~r -r + + ~lt - -τ- -7* + "M?l)· 

Nous pourrons donc écrire 

τ(~Γ ~ lira'Jr:) 

= !/ si 11 ο sin9 sin M© / sino0 si 119,, si 11:10,,~r -r + + ~lt - -τ- -7* + "M?l)· 

Σ/'" . dv 1 .. f" · dr 

= !/ si 11 ο sin9 sin M© / sino0 si 119,, si 11:10,,~r -r + + ~lt - -τ- -7* + "M?l)· 

= !/ si 11 ο sin9 sin M© / sino0 si 119,, si 11:10,,~r -r + + 

— σ« ( shl 2 ? SÎ11 2 V» ) 77 _f" 'V'i 

— - V σ0 sin'.19ο-- / limV.tf,, Γ pin ο — + ïj». linvr, . — ο. 

T2 = I tu — I U 2 U2— I tu0— 1 Ua 2U?, — l , 

+ /'Ί : :^Ί
 (/ι JT L Ί~\ '/<5 J ' 

_ ι -f- /fο — ·ι wj — :J(r -- ©u) sin ·< 9,,. 
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De plus, nous aurons ( 186) 

(233) 
ISS ~ (^).==-«2Λ«·*-Σ*",η*· 

( 2 = - SI 9ο > ~ > mais 12 — — si φ„ < - ) ; 

(234) 

•'•arar, --2dâffoSin''?o 

— 2
σ

0?0 [ COS »©„-+- 2(π— 9ο)
 s

«
n

2?0.1 -t-"W0i, 

W"5 — lîm W",s. h = 0 

WJP=V σ, ί | sin 29 —
 s

'
n

 2 90 J ~~7 

avec les conditions 

(235) 

| 2 *0 s«" 9« = ο, 

j ^a
0
cos9o=.o. 

Plus généralement, nous trouverons 

(2.36) 

I îfï, Σ + Q'+ W". 

J = Vc·,, 9o|.sin(29„ —ω) — 2(π —9o)cos(29
n
—ω)], 

I\V" = ΙΐιιιΛνχ. 
h υ 

\Ν'λ = "V0ο / [cos( 29 — (ο) — cos(290—ω)| — 

avec les conditions 

(23;) 

I 2 r»cos(9
0

— ω) = ο 

ι et 

j ^ ff
u
sin(9„—μ)—:o. 

liemanjiK*. — Ln posant 

(a38) mu I - — V/UJ UJ mu l — Cl 41 A=eOJyfh S * a ~oJa t 1 »2 V r 
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les deux, conditions (237) se réduisent à la condition unique (187) 

(
a
3

7
») j ^2

 σ°8'η^?°—0>^ — (' + c
')2

 σο°08ί?«—' 'Ό» c'=sl°g^> 

( Ω ~ ω pour φη>ω, mais = <0 — 2π pour ο0<ο>. 

Knlin, nous aurons 
tt a 

j ^2 σ°8'η^?°—0>^ — (' + c')2 σο°08ί?«—' 'Ό» c'=sl°g^>* 

il 

j ^2 σ°8'η^?°—0>^ — (' + c')2 σο°08ί?«—' 'Ό» c'=sl°g^> 

- 'TdVft Λλ \ "1 Ζ'1-/// — 1 . ν i"'" 1 (,ώΛ.- = co«">2./ ■y—nn+^.^ l ™»9-r 

fi 

- 'TdVft Λλ \ "1 Ζ'1-/// — 1 . ν i"'" 1 (,ώΛ.- = co«">2./ ■y—nn+^.^ l ™»9-r 

- 'TdVft Λλ \ "1 Ζ'1-/// — 1 . ν i"'" 1 (,ώΛ.- = co«">2./ ■y—nn+^.^ l ™»9-r 

—^ jf σ cos (ο — «»>) dt -+-^ σ cos(·>. 9 — ω) ~> 

(^9) 
| -~"'2ae^7c~"?e^sî,^a®e~"ο>) + w' W = lim W h, h=0 

I ^'Λ·=21 ί σ<ΐθ8(·!φ —«)-

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant : 

THÉOKKME. — Si la masse est répandue dt' manière que pour 
chaque branche 

( aaG*) 
j (/μ ~ <7 cir, 

j σ = 4-/· ?(/·). lim «■(/·) fi nie — σ„, r=0 
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et si l'angle φ ~(dsr, /·) peut s'écrire 

(228*) φ = çj„4-/'9 (/·)» lim o(/·) finie = φ0, r=0 

les conditions nécessaires et sujjisantes pour l'existence de la 

dérivée au point 1J
0
 sont que les égalités (237) soient satis-

faites et que la quantité 

(240) W .„··.< ξξ. limW.v'i 
h -n 

soit finie, où 

(241) W (li) x' n = Z fuh |'acos(2 9 — o>) — σ0 cos (290— *>)] — » 

ω étant Γ an gle (ds, ds). La valeur de ^ est donnée par la for-
mule 

(242) 

1 ,ττι; = w'--h ̂  ~Σ ?*··cos<»?·- »>· 

J
 σ·?ο[8ίη(2θβ— «) — 2(7: — 9o)cos(2 9o—&))] 

Î— 2σο(π — 9O) si" (29O— M), 

o< 9o< u, 

ii. La limite de la dérivée pour un point extérieur. — Soit Ρ un 
point extérieur aux masses, et posons l\P = //. Soient, de plus, ds, 
et ds.

2
 deux éléments émanant du point Ρ dans des directions qui 

fassent les angles ω, et ω2
 avec la droite P0P. Si V/, est le potentiel 

logarithmique des masses pour le point P, 

(243) à'\„ H ν f" , sdr ôïàTxi 1)^^=11 o (2 v 1 v2 _ c) dr / R2, 

pour ί/tJL = idr, où la sommation s'étend sur les diverses branches 
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de la courbe, et où 

(a-î4) 

1H = I\) := yV*— a r/w -h h", 

f— l'uQ· 
u~coscp. 9 = l'angle (A, /'), 

r,= cos(R, </*,) = ^cos( H, tlst) ~ - , 

I f/, m COS (/·, ί/.ν,) = C0S(0 — 0), ), U> — COS ( /', (/Si ) ~ COS ( 9 — w2), 
f c, — cos (//, (i.Si ) — rosoi,. c

2
— cos(A. rf.v

2
) — cosr>),2, 

\ C ~ COS(i/.V| , i/.S'j) — COS (i,t3— '»>,). 

P
0
 étant un point fixe et Q un point variable de la courbe. Les 

angles o, co, et w
2
 sont comptés positifs vers le même coté de la 

droite 1*,, P. 
Nous supposerons 

(226) <7-.-· σ04- r σ(/')ι bin σ(/') fi nie r= y0, 
/*- (1 

(228) 9 — φ
()
4- /· ©(/·). bin ©(/·) finie =p 0. _ 

/· 0 

et nous posons 

(24Γ1) ^ h — ^ ^ /m 

où VJJ et \ /( se rapportent à σ„ eL σ respcclivemcnL. lin posant 

( 2.',6) /· — ht, H = Ai/. if -\H-~~ 2 O/ 4- 1, 

nous trouverons 

<V-\l _ I V /*A [" — eâ ) dl <Vlv2 - h L· σ"Jn |. 7·2 q2 

Nous aurons 

(247) /s-i ^ 77 + 73!', Iiml'linie; <V-\l _ I V /*A [" — eâ ) dl 

par suite, en posant 

ffio (> 

et en employant la formule 

A' ( 9 )3 ( Vo ) -t- 9, — ©„4-0/·φ, o_0,i, 
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nous trouverons pour ο a τ: 

/ — /0+ -—γ LTÏ Ι-''VA' fφι)-. loRU'éf ) l""e, 
ft 

... f0 fdt- f if-/„)dt0 

+.ί"Λ<" +({-ιψ"-1:ί^)* + >ί/ΐ*·*Λ dt, 

Έ7ο7, = τΣα«1 /·
λ

-ΪΣ»·/ /.Λ+Σ
σ
·*

τ 

h 

+aVa0/ («I«S—w?wS)—R + V)A» 1»ηηΑ=ο, 

'Γ ~zf ft/di+f x j dt, 
(*48) 

S(i«, — cj ) ( /f/2— câ)/sin9 ./ --- 1 

a/.. . ; Η 1— t siii ( 9.0 — ωι — ω2) q 
-+- vx sin( ο — Wj) + c, sin (φ — ω,) c sin φ], 

' 

, ?. sin (2 ς> — o),— wj) g=/ + r, , 

.·. 'Γ =— 8 sino,,^" nl"i 4- S sin c2f/°)rt2 — 8<4£2 si 119,,<ar3 

— 2 sin (2 9„ — οι, — ω
2
)#

ν 4- 2[c1
 sin (9 — ω2) 4- ct sin (φ — Wj) -he sin 9] «3, 

/'" l· dt 5«,,—2//jj 4-3Ϊ "'λ ΊΓ" «('-".ν ' 

Ç /3 dt 2 + ti j 4- 311 u F "2 Λ Ίϊ^ »o-^)2 ' 

__ Γ /s dt _ 3m0 + (i 4- 2«O )I *'~J. ii ~ 8(·-«ί)" ' 

γ*ι3άί γ*[ ι* \\ 2«» — 14-1/0(3 — 2w*)ï '■"l ~tT J, \7Π)''1- ÏÎT=ÏÏ3 

Γ" t* dt u0 4- 1 ®ï — ι —'— — —/ TT ' J <7i »(!-«;) 
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ct 

p = p0 I — —; τ- > O0> O, sin p0 , 

( 3.^9) .·. Τ = 3 sin9,,— 0», - ) — 2 (π — o„) cos(Qçp0 — on— ω,). 

De plus, nous aurons 

( 25ο) / /0 dt — — COS( 9« — ω, — wt), 0 

(a5l) '"n f /0 dt — — (2 u \ — c ), 
h =0 Ja t* 

Tl 

ΰ*ψ 1 / 0 » "V Γ" t 0 o\dr •·λγΈ:=~Σάσ'^"'"'-':>+2Σ'7Ί (»'»»-«r«s)·^· 

+ V<7(»9«
T

— 7 51»β cos(®
0
—«1 —w

s
)-t-ΤίΧ, liming = o. 

h = 0 

D'autre part, nous aurons 

ΰ*ψ 1 / 0 » "V Γ" t 0 o\dr •·λγΈ:=~Σάσ'^"'"'-':>+2Σ'7Ί (»'»»-«r«s)·^· 

et, en traitant cette intégrale de la manière ordinaire, nous trouverons 

(252) ΰ*ψ 1 / 0 » "V Γ" t 0 o\dr •·λγΈ:=~Σάσ'^"'"'-':>+2Σ'7Ί (»'»»-«r«s)·^· 

— ̂  σ„ [ y - - < + ( jr — φ» ) sin ( 2 o
0
 -- 4», — )] 

+ rJA. lim rj/,= o. h = 0 

Kn observant que 211
 f
 u., — r — cos(îî^ — ω, — ω

2
), nous pourrons 

énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si la masse est répandue de manière que pour 
chaque branche 

(226*) 
ίάμ — <sdt\ 

σ — σ„4- ;· σ( /·), limσ( /') finie = σ0, r - ο 



*99 LES DERIVEES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 

et si l'angle : (Λ, r) peut s'écrire 

(228*) 0 = φ04-;·φ(Γ), ο<φ0<2π, 1 i m φ ( / · ) finie = φ
0

, 
r=0 

conditions nécessaires el suffisantes pour l'existence de 

lim h _ 0 as 1 dit J 4—r- sont nue 

(a.*>3) ^ σ„ cos(o
0

— ω, — ω,) = ο, 

et que la quantité 

( 2·>4 ) W.V,
 Vi

 ξξ limWif*, soit finie, 
h=0 

οώ 

( 255) ) W.v('Vj " a \ / [ σ cos (' 2 9 — &)j — Wj ) h — σ0 cos ( 2 ©ο — w ι — ω2 ) ] — · 

La valeur de lim f V donnée par la formule 
h « σ·<ϊ r 

l lim ~~~ co? ( a o
0
 -· '»>, — « 1 )-t- W.

s
., + V σ„ ?oΤ ■— V σ

0
Γ, 

) h ^ 0 as ι es., *mÀ a 
(256)j Τ--3 sin(-io

0
—o),—w

2
) — a(rr — 9o)cos(2o

e
—ω, —w,), 

f T:_r cr>s( 29,,—ω, — ω,) + (7: — 9,») sin(290—ω,—ω2). 

COROLLAIRES. — I° Posons 

(257) Ch = Z fhu Γ" dr [ σ cos( 2Φ0— '·>ι — Oj ) — 2σ0ο sin (29,,— o>, — '»».) J — > 

... lim(W.
s
('.i

1
— C/>) ~ une quantité finie. 

h=0 

Par suite, la condition ( 'i Vj) peut être remplacée par celle que 
la quantité 

(258) C ξιπ limC/, soit finie. 

20 Si lim f- \Λ· est finie, 
Λ^ο o.S j ilv2 

(209) σ
0
 cos(29,,— ω,— ω4) — Q<7„?« sin (ay,, - m, · '.>,)] — ο. 

Journ. de Hfafh. ('»·' série), ionic V. — Ease. II. igoy. 26 
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Ί° En posant 
i • *. lima, = lim9 I ;• - O 

(260) r : : O ?fl + = 0, -O í 
cl 

(·».(5ΐ) 

C, ^limCf, 
h=0 

C'^'r: V ( [<7icos(2?
0
——<ί>4) — :Î7U9I sin(^'j

0
—ω, — ω2)|-7 ' 

nous trouverons que ία condition (-258) peut être remplacée par 
l'égalité (2 >9) et la condition que la quantité 

( v(te ) C( soil linie. 

Remarque /. — Pour les diverses directions des éléments ds
x
 et ds., 

la quantité liaih 0 OSl ('$■} ne dépend (jue de la somme ω, -h ω2. 

Remarque f\. — Kn comparant les valeurs de lim f V cl de 4-r-r» 1 L /, „ OS| os. Os os 
nous trouverons, si les cléments ds' et ds sont [iris dans les directions 
de ds

t
 et ds.> respectivement, (fini faut remplacer les angles 0 et ω du 

paragraphe 15 par 0 — ω, et ω., — ω, respectivement (18- ), 

(*(>3) .-.Wj/l - W^, 

(aC'i) 

ί . t,ty" 1 ί<)Χ» ,Λ\ I ' <)si <)s, h ^ i)s <)s / 

I ' — Ν | σ» cos ( ·>. o„ - - o>, · - ',)
â

 ) — ■>. <7,, o„ sin ι ■>. — r,i, — '.ι
2
 ) | 

' Η- ω, Ν j sin ( ■>. — '»>, ) -\- :î σ„ o
0
 cos( ·» 9,, — m, — ) | 

— j σ„ [cos ( ?„ — — oij) -h ( '.ι
4
 — m, ) sin ( ç>„ — *»

s
)] 4- r,

/t
. 

limrJ/4—ο. '<»2 >
 r»>i, 

\ Λ (i 

avec la condition pour l'existence de -

(165) ^ 7„ C0S(9„ ' " O. 

\'Λ étant le potentiel au point Ρ' pris sur le prolongement de l'élu-



2C> I LES DÉRIVE ES DU POTENTIEL LOOAIUTHMIQUE. 

menl dst à la distance P
0
lv = //. Si 

p>.66) (si 110), -h <o
2
—θ),)^σ„ sinfo,,— o>

4
) = ο, oi

2
 > o»,, 

les quantités f ) et lim ? V existent ou n'existent pas à la fois. Si 
1 <λν. Os, u, » t/.v, Os.2 1 

ces quantités existent, nous trouverons (209, 264, 2(i5 et 2(>(i) 

(267) (si 110), -h <o2—θ),)^σ„ sinfo,,— o>4) = ο, oi2 > o»,, 

= o», | σ„ sin(a9„ — o>, — o>
2

) 4- 'Λ^ο?υ cos(a φ
0
— o>, — 'o* )|. 

Cas particulier. — Si, au point P„, la courbe a une tangente 
unique, les deux valeurs de lim (P„ P, /·) pour les deux branches 

/•-0 
sont φ„ et 9,, -h π. 

L'égalité (2Ή) se réduit à 

( 368) ( σ'
η
 — ) cos( φ„ — OJ, — ω, ) = ο. 

σ
0
 et σ"

η
 élanl les valeurs limites de τ„ pour les deux branches respec-

tives. Pour ω, = ω., = ο, <p
0
 = l'égalité (2C8) est satisfaite, et l'on 

trouvera pour la limite de la dérivée normale 

(269) lim - \Λ - (_<?' 4- vl) 4- ( (σ' cos y. of 4- σ" cos a ο" 4- 4- Ο ~ /;. u Ou- a Ju ' · Γ 

4- π (*'„?„ — σ';φ") 4- σ'
ϋ
 4- cr'

0
. 

les astérisques se rapportant aux deux branches respectives. 
La condition (266) se réduit à une identité. 

la, Changement brusque de la dérivée des deux calés de la 
courbe. — Si le point Ρ traverse la courbe suivant une droite qui 
passe par le point P

0
 et arrive à un point P, situé à la même distance h 

de P
0
, on aura les mêmes formules que précédemment pour lim f V' 

au point P,, si l'on change 9, ω, et en π — 9, is"— ω, et is — ω
2

. 
En distinguant les deux côtés de la courbe par les signes 4- et —, 
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nous trouverons 

(370) 

²lim h=0 d2 Vh/ ds1 ds2 =-Σ5ffeCw«-"*> h w-·*. 

+ 2
 σ®?«τ- — 2 σ«^- · 

T.. =: 3 si il ( 2 φ
0
 — wj — o>, ) 4- 2 φ„ cos ( 2 — /o4 — οι, ), 

T. r:- COSÎ'IÇ/J— r,\x—Oj)— 9,1 Sill ( 2 0„ — 101—0»s). 

les conditions (253) et (25g) restant les mêmes, 

3/ /.""(d.v, Os
t
 ôfiiôsj 

= — π[σ
0
 sin ( ί ο„— ω ι — '»)

a
) 4- 2σ„φ

0
 cos( 2 ο„— '»ii — r''j)l· 

De même, si dans les égalités (2 '12) on change la direction de els' en 
la direction opposée, 011 retrouvera les mêmes formules en y chan-
geant φ et ω en π — φ et π — ω. On trouvera 

(272) d2 V d2 V Ô7~âs + άϊΓώι 7Γ^Ισ«Η,η<·>·?«—ω> + 27»V«COA('i?»~',,)l· 

Remarque L — Le premier membre de l'égalité (271) a une valeur 
finie même dans le cas où W.,^ et, par suite, les limites des dérivées 
elles-mêmes n'existent pas, pourvu que l'égalité ( 253) soit toujours 
satisfaite. Des considérations analogues se rapportent à l'égalité (272) 
en remplaçant le premier membre par la quantité 

0I

"
3)

 1™ÂKIS—dsj + {-r, Λ ) · *►=*-=*· 

Remarque II. — Le changement considéré (271) est indépendant 
de la direction du chemin P,P0P et dépend seulement des quan-
tités σ

0
, σ

0
, ψ

0
 et de la somme des angles φ

0
 — ω, et ^

(
, — co

2
 (pic font 

les directions ds
i et ds

2
 avec la tangente de chaque branche au 

point P
0

. 
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ClIAPITHK IV. 

DOUIILK I.HÎNE. 

16. Les fonctions W et W*. — Menons, par le point variable Q de 
la courbe matérielle, un vecteur Ν qui fasse l'angle // avec l'axe des 
coordonnées polaires, et prenons un ppint Q' sur ce vecteur dans le 
sens négatif. Soit 

(274) h' = QQ'. 

Nous définirons une fonction W, rapportée au point P
0
 de la courbe, 

par l'équation 
! W Ξ lira W"' '. 

h' = 0 
1 où 

(275) W(*-.
=
 V f"'\ot£dr. 

[ r'~= P
0
Q'= y//·1— 2r/ι' cos (φ — η) -h h'*. 

Nous trouverons comme dans le paragraphe 9, en supposant que 
toutes les distances QQ' soient égales (167), 

I w = — limWtf-f- Va„(7: — |φ
0

— /i
0

 | ) sin | φ
0
 — n

0
\ 

h' = 0 

(276) { — 2*,
c
°s(9O-

,l
»)' 

ιΛΥ|ί" = \'/* <x cos(φ — /t ) , /<„— liin r = 0 w. 

Si, au contraire, le point Q' est pris dans le sens positif de N, noue 
aurons 

r' — y//'*4- a/7/ cos(9 — η ) //*, 

et, en posant π ~ (γ — //) au lieu de (ç> — n), nous trouverons 

(277) / i W- = ~ - V σ0(φ0 — λ0) sin h' = 0 | φ„— /i„1 — Τ σβ cos(<?0 — //„). 
' ?ο— "«<π 

en écrivant, dans ce cas, W_ au lieu de W . 
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Pour un point extérieur Ρ nous définirons une fonction WA d'une 
manière analogue, cl nous aurons 

Wh = Es a-log1/R dr, 

(278) R = PQ = vr2 - arhu + h2. 
h V„(). 
// n: COS (//./') ΞΞ cos φ. 

rfN étant un élément du vecteur Ν pris dans le sens positif. En nom-
mant ξ et η les coordonnées du point (J, nous pourrons écrire 

i \y n= 7 Ι ν cos η tir -h 7 / sin//——///·, 

(279) ^ =cos(./\ H) = r cos c - h cos x 

h =c»s<r") = r sin v - h sin x 

ο --ι·· - α, 

c et α étant les angles que font les droites P„Q el P„ Ρ avec l'axe des ./· 
respectivement, 

(280) ...Wh = - ES σ\ r cos( c — //) — // eos(a — /1)] —■ 

Nous trouverons (181), pour ο <[ < 2:: et en posant α = zéro, 

[ limW,, =— limWif,'+ X^.(r — 9«) sin(o0 — /*0). 
(281) 

[ limW,, =— limWif,'+ X^.(r — 9«) sin(o0 — /*0). 

Bes égalités (276) et (281) nous tirons 

(282) lim[W/4 — W(/,)] = \ ff0/i0sin(o„— //<>) + \ <r0 cos(9„— //„). o
#
> n0. 
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Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Les quantités \\ et lim\Y
A
 existent en même temps, 

h=0 
et leur existence dépend de Vexistence de ία quantité lim W^'' (281). 

h=0 

Remarque /. — Dans la définition de la quantité W A, il n'a pas été 
nécessaire de supposer que tous les éléments QQ'soient égaux, comme 
nous l'avons supposé en définissant la quantité W. Sur l'angle η nous 
n'avons fait d'autre hypothèse que celle que /i

0
 = linw* existe. Si la 

/·—0 
courbe admet, en chaque point, une tangente bien déterminée, et si le 
vecteur Ν est dirigé suivant la normale, les quantités W et \VA sont 
les potentiels d'une double couche pour un point de la couche et pour 
un point extérieur respectif, σ étant le moment de la couche. 

Remarque IL — Si lim\VA existe, 
h=0 

(«83) ^σ„ t'OS(Oo— n
0
)~o. 

Changement brusque des deux côtés de la courbe. — Si le point Ρ 
traverse la courbe suivant la droite PP

0
P

t
, et arrive au point P, qui 

est situé à la même distance h du point P„, nous trouverons la 
valeur W A_ de λΥΑ au point P, si, dans les formules (278) et (281), 
nous remplaçons φ et η par π — cp et r. — u, et nous aurons 

(«84) lim(W/, , — W/,_) 1- r V a
0 sin (o0— //0). h ■ ·. 0 

De niènie, nous trouverons (276, 277) 

(•280) W., - W - π V ffDsin(o0— /<„), 9« >/<,». 

Remarque III. — Il suit de l'égalité (284) que lim(WAH_ — WA_) 
h=0 

est indépendante de la direction de la droite P0P. Cette égalité (284) 
aura lieu même dans le cas où limWA n'existe pas, et la même consi-

h=0 
deration se rapporte à l'égalité (285) 011 remplaçant le premier 
membre par la quantité 

(a86) lim| WtAvj. 
h'=0 
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17. La dérivée première des fouet ions \\ h et W. — Nous trouve-
rons (24^), en prenant P„P pour axe des 

(«»-) 

ί ^=-Î2jfU 0 

J s" 7 -r 
I y — y/*- 'î/W -4- I. 
I // = COs(//, /') ~COS'y. (.· — COS( Ν, ds) — cos (ω— /i), 
I //|= COS(<fv, /·) = «OS( y — '»>), <?, — COS (//.</.*)'= COS'»), 

//,= cos(N,/·) ~ cos(y— //), t'j~ cos(//, i\) — c<.»s«, 

et nous supposerons que pour chaque branche les quantités σ, ο et /1 
sont continues par rapport à /·. Nous écrivons 

(9.88) »/ = **fo+-*a(fi—A) + »o(/ —/1) H- (* — *«)/ 

où Pindice zéro se rapporte à la limite pour r = o, et où /, est ce que 
deviendra/en y remplaçant 9 par a,, sans changer la valeur de w, 

(289) ·'· ~3T - h Δ '·+ λ 2d '<+τ, 2. + τ Z 12, 

I,, I
3

, Ι.., et 1, étant les intégrales qui correspondent aux divers termes 
du second membre de l'égalité (288), 

à\\'h 1 V 1 1 V 1 1 V 1 1 V 1h ·'· ~3T - h Δ '·+ λ 2d '<+τ, 2. + τ 

Mais 
litu h 0(1"-r- σ,,ΙΐΗ- σ„Ι:,+ h) ο, 

.·. pour que lim^p soil linic, il faut que (cf. 25ο) 

(290) 1 σ
β
Ι'=^ ff

0
cos(oo— ω — /t„) = ο. 

De plus, nous trouverons 

h πιh 0 ~ 1" = u\u\%~-c„), 
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el 

(°·9θ .* rV ffo't c„) 4-ε,, Ιίιηε,= ο. 
h=0 

u 01 ... COs(O
u
~ f,)), "'so — POS(Ort— /1„ ), C0 — COs(r,) — /l

0
). 

Nous supposerons maintenant que, pour chaque branche, on puisse 
écrire 

■ 7=σ04-/·σ, lim σ finie — σ0, 

(vi()Qi . o - »o -H/*o, Ιιιη ci inné - ο,,, ο<9„<2Π, 

F /1--· «0-i-/·//, lim/« Il 11 je i/„. r --11 

Nous trouverons 

'τ rf/-f' ». (/,' - _ f-(2«;- c! - (»- r.),,,) dt 

_ fh -(2«;- c! - (»- r.),,,,+e< lim,i=0i h=0 

où itl = cos(9„ — // ), et où /„, f/"
M

, et r
0
 sont ce que deviendront /„, 

"■!oot '*«» lorsqu'on y remplace n„ par //„ -i- par conséquent(r/. 2.12) 

1/h V σ
0

Ι
4
 — — [(2//»//« —c) — (2//®"w

î0
 —c

0
)]^-

-+-\ //
0

(7
0
[sil) (29,,— 0) — /l

0
) — (π — 9

0
) cos(2 0

0
— Il — /l

4
)] -H £3. 

lim ε, = o. 
A« 

De mémo nous aurons (/·/'. i»/|8, 2/Î9) 

7; ̂  σ« Ι» σ« / I ( ?"l"2 — c > — 3("î "®— C) j -77 

— V 0o?o [3sin(29,, — ω — "ο) — 2( r — 9„ )008(29,,— ω — //«)] -H ε
31
, 

lim ε3--- ο. 
/i -0 

1 V ι V ί'"~ d'' 
" · «-V, ' 

4-ν 7,, I ( 2 " j " j ο — ) + (Π— 9o) sin (2 9ο — ω— «ο)] Η- *;« 

lim îv~ ο, // -1» 
Journ. île Math. ('·' série), tome V. — Ease. IL ι«>«>«,. ^7 
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cl 

ii,Æ _w.,-uVi ?.. (‘DSir,, 

I I oostr,, t-σ„(//„—Uimr„ I 

J -uVi: ο.,1) I 7 sin Μ·,, Η σ„( ·< y — //„ )coso·,, |, 

' ' \V,N Mail W X . 
/; 0 

ii,Æ _w.,-uVi ?.. (‘DSir,, 

I »»· > y f,l //. 

tr„— } 9,. — — //„. 

avec la condition (290 ) 

(•M,',) I ; Ν 7(1 4
·
0>

 I ... r
(i
 — /

4(1
 I - o. 

D'où le théorème : 

TIIKOHKMK. — Soi/s If.s suppositions ( 292 ) h's eo/ul i/ions η<:fes-
sai res el suj/isanfes pour l'existence île liai '' sont que Vé<*a-

h=0 
life (·2()'ι) ait lieu, et que ία quantité 

(, 'J-9'» > ( 1 soil finie. 

iie/uarque /. — Posons 

( ·<<><» ) IV/ ^ I | 7 Ct iS M',, - j- C , ( ft '\0 ) -ill ·*·., I - > 

.·. litn I \\ — 1*1/,) link\ 
h=0 

.·. la condition ( 29a) pout tMre remplacée par celle que la quantilé 

(*97 > Κ = Γ..:Κ/ί soit Γι nie. 
J, Il 

D'où il suit que, si liin^-^ existe, on aura 

I ><)S' ) V | 7,1 COSU',, · f- 7(d "κ— 'i 9,1.) sill»»·,, | — Ο. 



2(»9 LES I) Κ It IV Κ ES M l'OTliXTI Kl. LOGARITHMIQUE. 

et 

(995 ) .·. Il m dW h=0—— — — Υν.Λ-t- > - a *„ nos<r„- > ί/ν,,δΐιιιΐ',, 

-+·2 (~ — 0.1 ) \v„ siniï'n-f- 7„(ao
0
 — /i«)eosfV'

0
]. 

Hemavqiu» //. — La fonction W d'un point de la courbe peut être 
traitée de la même manière, en définissant 

(299) dW . ds ... : lin, I li.„WV) + ί ({!'·'W,— W) |, 

et nous trouverons 

( ioo I 

dW / ds : -r — >V.-n +· > -7,.«'ο*»Γυ-- 7 σ,,ο,, siinc„ 

I ( ^ ~ V») | »0 sinu·,', H- 7„ ( ·< — .7,,.) costr
0

1, 

Ι\\\Λ— lill|N h=0 / ( 0" OIStv'— 5,, COS»·', 1^·. 

tr ■; :Vy /0 

W' 0 — «v« "«■· 

avec les conditions 

( 001 ) 
Z g,. COS ( γο — " 0 ) —· o? 

9« ̂ 5, «0» 
V g.,t/*ii dn(o

0
— w

0
) — o, 

l'angle // étant compté à partir de la droite l\, l\ La condition 
(juc \\

 Λ>
 doit cire finie peut être remplacée par celle <pie la quantité F 

doit cire finie, où 

(302) F = lim Z h=0 I |ffcos»r'0 — σ„ 2 ο —/i ) siiuvy |—>· 

Si la quantité V est iiiiie, 

( 3o3 ) ^ | rosir,', — sinn·;, | — o. 
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Remarque 111. — Pour faire la comparaison des valeurs de lim r~~î· 
h=0 

et de il faut, dans les formules de la remarcpic II, remplacer les 
angles φ et η par y - ω et m - ω respectivement. 

Nous trouverons 

( 3o/| ) tl1' = H\ 

(3o5) .'.lim — — o,V I?,, siii h= 0 <i'n+ σ0 ds («ο«—■ /i«)cos»r„ Ι 

Η- Ν I σ
0
 <·ο>ο·

0
 — σ„ (>.?«- "«) sinu'e | 

avec les conditions (29Ό· («9·■*>) et (3oij qui peuvent s'écrire 

(3o6) 

| «'OS (Ç/
0

— ««)■"■= «» 

j sinwV cr
0
 sini'vo—^ σ„( //

0
— <» ) si ni y„—/#„1 = 0, 

j \\
Λ

> finie. 

Si celle dernière condition est satisfaite, nous trouverons ( 298 ) 

(307) /.ι.·. ι · dW /, d W VI· / — — \ I lim h=0 JT I σ» sm,l'« + »«CaVo— ««j'Osw·» |. 

Mais la condition que W
 iN

 soil linie n'est pas indispensable, en 
écrivant la formule (3o:>) sous la forme 

(3o; ) lim | — JR ' W/,— W) | — -- ;
 Vo

 sin »·„-·- 7
0

^-JIO„ — n„) eostr
0

1 

F' Ν Κ'·™"»· 7„(.:o„— /i„) sill ι»·
(|

 |. 

Changement brusque en traversant la courbe. — Lorsque le 
point Ρ traverse la courbe en suivant une droite, les angles φ, ω cl η se 
changent enit-5,^ — ω cl - — // respectivement, et nous trouverons 
pour le changement brusque de lim et de ̂  les valeurs 

h=0 

I /d\VAj d\V/,\ vr · / - 1 Ι Λ \ Os tfir/ = π >jl7oSUueo-f· g,>(, 2 oc—/<0 )<·<>>»„ | 

(3o8) ' avec la seule condition 

^ σ0 cos ( ο,, — ό — n0 ) = o, 
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et, en observant que W se change en W _ ( 277), 

(;jo9) , Η· , =- r. >W SUIT,, H σ„( ■*v«» — 'Vr,,!ÎU'u 

avec les deux conditions (3oi ). La troisième des conditions (3o(i) est 
dispensable, pourvu que le premier membre de l'égalité (309) soit 
défini d'une ma-nière analogue à celle du premier membre de l'éga-
lité (3o<S) ou 

l 3«9* ) liai j [W/, h=0 -h W/,_ — Iirn h=0 ( W,/t. \Y//_)] 

—77 ̂ Ισ» "«""'ό + ·«v«. — /'0) «·<>8.ι·;,|. 

18. La potentiel logarithmique d'une double ligne. — Dans ce 
cas nous supposerons 

(Si «M 

; no _ /(M, T/2 , 

; /(M, 

| lim h=0 ( J'i /·)— — une quantité finie. 

C'est ce qui aura lieu, par exemple, si η est l'angle que fait la nor-
male au point (,) avec l'axe des x. En effet, on aura, en supposant que 
la quantité 

Q' = dp / dr 

existe, 

n.t ru —: ο — — -Ί- la η <» 1 »ds / dr 

.·. m — /o -t- long 1 (V? ■+- .... 

Dans ce cas, les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence 

de fini se réduisent faqo et 2(17) à 
h II Os ' 

(3i 1) 

i Ν ί·ίηο>— υ. 

j lim ̂  sin( ç>„ - m ) J ~ une quantité linic. 
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de sont 

(312) 

ί2σ0/»β —o. 

lim^ sin?„ j* = une quantité finie. 

Knfin nous trouverons 

(3i3) lim h _ 0 (/ 0\\'ι,, Ά\/, \ V ~ , χ 3Γ·)=«2(»..·ο.(ν.-

(3ι.ί) dW —i ds+ -H — dW T. ds> g,, r'iSO,,. 

Remarque /. — ( )η a 

( 315 ) ί2σ0/»β —o. 

P 0 étant le rayon de courbure de la courbe matérielle au point P
(1

. 

Remarque 11. — Pour la dérivée suivant la direction P„ Ρ nous 
trouverons que la condition nécessaire et suffisante pour l'existence 

de lim^λ=ο (h 1 1 ^ est que la quantité 

( 316 ) li m > h_ 0 si η ς h ,,ι Ι σ— s<»i t lime, 

et même, si la condition (3iG) n'est pas satisfaite, nous aurons 

<3ι;) li m > h_ 0 si η ς h ,,ι Ι σ— s<»i t lime, 

CAS I'AUTICULIKH. — Pour la dérivée normale suivant la normale 

en un point régulier, il faut poser to = o et ■' pour les deux 

branches. Kn posant σ= σ, et σ
2
 pour les deux branches, nous trouve-

rons le résultat suivant : 

THÉORÈME. Sous les suppositions (290), (^09) et (')io), la eon· 

dit ion nécessaire et suffisante pour V existence de et lim dWh / dN , 
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T/N' ('tant l'élément de la normale qui passe par le point P
0

, est que 

(. 318 ) limh = 0 2 h ( (or, 4- 7.2 )— soif Jinie; 

fit Γ on trouvera 
(319) ,, 'AV., JW_ 

7)Ν·: + ;>r ="· 

Même dans le eus oh la condition (3i8) n'est pas satisfaite nous 
trouverons 

(jw) -77v-
/
)=°· 

A' />OM/1* supposé suivre la normale qui passe par le point P
()

. 

Remarque HI. — Dans l'énoncé du dernier ihéorèmc nous n'avons 
pas supposé que la fonction σ soit continue au point P

0
. 

Remarque Il . — Pour le potentiel newtonien d'une double 
couclie, M. Liupounoff (*) a démontré que les deux limites de la 
dérivée normale existent et sont égales en supposant au lieu de (3i8) 
que 

(3ihO liin-j—gN(o· — σ
0

) soit finie. β > ο. 
h=0 

19. i: existence de la dérivée normale. — Nous étudierons dans 
ce paragraphe plus en détail les suppositions qu'il faut faire pour la 
déduction de la formule (32ο). Pour la dérivée suivant P

0
P nous 

trouverons (287), en portant to = ο, 

(321) 

J J " v 1 Y \r\n a w #AV,,, cAY / 0\\'ι,, Ά\/, \ V ~ , χ 3Γ•)=«2(»..•ο.(ν.- //_ 

ii,Æ _w.,- v 1 Y \r uVi ?.. (‘DSir,, 

ii,Æ _w.,- v 1 Y \r uVi ?.. (‘DSir,, 

u ~ cos φ, //2=cos(o — η), c = cos/i, 

(j—ψ*—a it/4-ι, (]- — s/t* 4- 3/« 4- 1, 

) A. IxviOLNohF, Sur certaines questions qui se rattachent au problème de 
birichlel (Journ. de Math., »898, p. 24 ι-3ι 1). 
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d'où il suit (juc, si nous supposons qu'au point P
(
, la courbe ail une 

tangente unique, et que la droile P
()
P soit dirigée suivant la normale, 

noirs pourrons écrire 

(3 2 a) 

2 Iv - - H- I"J. Iim r ( rrj ) <>,w 

/I = r/i, lim ( i n ) : o. 
/ II 

(323) 

.·. ri,~ sin (/·// — rv ). u ~— sin/o, 

I ,.Λ /_= - .
t
.±ïL.

h
 !L'I'. 

(3*4) 

I ρ — y//2-4- ι, liinj'lt = 0 inie. lini tx lMinie. 

... y — ( i -f- G'. 

jO.. -S' it i « t i I a i il / i \ 

jO.. -S' it i « t i I a i il / i \ 

.Nous supposerons dans la suite 

( 323 ) 
jO.. -S' i I a i il / i \ 

/ .·. lim Ci' o. h 0 
Posons 

(3*U) 

> ~t- ·'· eu ) — y. /". 

^ g en
 :

i /·. 

... G = jO.. -S' i I a i il / i \ 

Nous distinguerons deux cas : 

i" lim r=0 β finie = Pour (pic lini h=0 / s.oil finie, il faut que 

(3*7) a lim h=0 4 ( 0 soil finie. 
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Si nous supposons que la quantité * ne change pas de signe une 
infinité de fois pour de petites valeurs de /·, la condition (32~) peut 
être remplacée par celle que 

(328) lima soil Unie ΞΞ a„ // 0 
ou que 

(328*) lim- Va"' soit Unie. r h=0 

Dans ce cas nous trouverons 

(3'2(J) 
i,mn\ dN' ^Ν';~"π( ο _ B0). 

Remarque /. — On peut toujours choisir la fonction η de manière 
que la condition (3-28) soit satisfaite. Déplus, nous pourrons choisir n 
de manière que 

ί :>3o » X0 - j-'ll· 

Si, par exemple, est linic, et si n
0
 est choisie 2O

0
 {cf. 210), 

régalitc (33o) est satisfaite. 
20 limp infinie. Posons 

/· ; 0 

(33.) 

Ια -- yp, 
p — (.>( h) Π(/) (ι -+- p'). I3(/) fiw-ie el ^ ο, 1 i h=0 «η t3' = ο-

.·. I ΐηιω(Λ ) et lim lt(M iiiUnics. h=0 t= 0 
liin/r m 1 h ) = lim / 13 (/ ) = lim 15 ( / ) rr ο ou finir. 
h=0 t=0 t=x 

(332) .·. G _ i 'ΉΌ j| h (Ο (' fi' ) ~ "~r^ dt' 

Pour que lim G soit finie il faut donc que 
h η 

a 

li* /""jt(0(. + 3',y^ = 4f B (1) t2 dt / p6. 

Or, le deuxième membre de celle égalité est fini (331). Pour que le 
Jour/i. de Math. (<>· série), tonic V. — Kasc. II, 1909. 28 
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premier membre soit fini, il faut que 
limy soit finie = 7o, 
h . 0 

en supposant que pj ne change pas de signe une infinité de fois pour 

de petites valeurs de /·, 

(333) 5t .·. lu» γ = y0— une constante. 
r=0 ) 

D'où il suit qu'une condition nécessaire pour l'existence de lim(î 
h - 0 

est que 

(334) I = F&0 B (1) r* í-ir- dt = 0. 

Li:M M Ε I. 

<33.») ( (fi "ft /V r"tU = ° < y"< ^ 

En ciï'et, poséns 

I = F&0 B (1) r* í-ir- dt = 0. *■«• 

I 0 B (1) r* í-ir- dt = 

I = F&0 B (1) r* í-ir- dt = 0. *■«• 

... _ . 1. Γ .-*/»« ί- '/ 2 dx o (x + t1) 3 / 

En posant α — ι nous retrouverons l'identité (3 i >). 

Εκλινε II. — Soif 

(33«) ' K:(ΖΪ — Α)^τ.Λ. 

«Si Î2(/) e.s7 une fonction toujours croissante, Ε )> ο, c/ .s·/ Î2( /J 
est une fonction toujours décroissante, Ε < ο. 

En elï'ct, nous aurons (335) 

Ι" Γ4- V-)'' l"( ί *-■·»/'' y*s Λ V/'* /' ' Λ /J t>'J V y. 
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par suite, si Ω est une fonction croissante, 

jf «</)(£ -£)<~r.A>jf"ll(0 (£ _ ρ)«,-
γ

,
Λ

, 

donc, etc. 
Nous écrirons maintenant l'intégrale I (*^3/|) de la manière sui-

vante : 

(:«
7

) (334) I = F&0 B (1) r* í-ir- dt = 0. *■«• 

d'où il suit que n'est pas une fonction toujours croissante ou tou-

jours décroissante. Si à partir d'une certaine valeur /*„ de /·, la quan-
tité β conserve toujours le même signe, soit β > ο, et va toujours en 
croissant, B(/) est une fonction croissante ou une constante. Par suite, 
dans ce cas, nous tirons de l'égalité 

I = ο 
la consequence que 

(338) ~
 une <onslai,le βο-

(339) .·. β — 4- β'), 

( · " · 2 - "/ ο !- ' > 

(04ο) n» 1 /i0 V {hi) ~rn{li) (1 4- β'), lim β'(A, l) — o, 

n» 1 /i0 V {hi) ~rn{li) (1 4- β'), lim β'(A, l) — o, 

La quantité (■ (43a) se réduit maintenant à 

(340 
| ο ̂  jf * ?< - i) f -T. dt. 

j en posant 
y = γ0Iiin et.' ~ o. 

h 0 

Nous traiterons cette expression de (1 ('i^r) de la même manière 
que l'autre (332) en posant 

(34a) i β' = ^,(Λ) B,(<) (1 -h {3"), lim &),(/*) = — o, Λ-° Α=λ 
( α'=/β'. 
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Si α' et rf ne changent pas de signe une infinité de fuis pour de 
petites valeurs de //, nous trouverons qu'il faut choisir l'angle u de 
manière que 

(343 ) lim a' / B' h=0 = une (juantité finie ~ - ·/,. 

Si, de plus, lim-^^ est iinie, lirnC « est finie. Dans le cas où m est 
1 A-0 Λγ·' A -ο 

une constante, nous trouverons comme précédemment que γ, est 
une constante indépendante de /. \ons trouverons que nous pourrons 
énoncer le théorème suivant : 

TIIKORKME. — Soient 1 iin /*cp finie et 
r 1» 

(344) ΓΡ — (1 β» r" "i" · · · -+" £/< ι 1 ) "+■ £λ ( '')· 

Y«, % vl YA étant des constantes; γ* > γ
Α

 , > ο, 2>γ
0
Ί pour 

A' — ι, a, ./A - ι; liui (£
u
(r) finie. Si nous choisissons η de manière 

que 
n - 1 

(3.Î5) aci^-,1.0 ■ Vî5a(·/,, - y/. ) /,;·* -l-«„</·), l»'" *„< infinie, 
* · 

(34<>) /=7?-Ρ + ,O'-J ) (ρ )·'·ρΛ : une quantité finie, 

et celle limite est égal·· à zéro, .S7 liniro — ο et Ιίιηα,, — liin fi
/r r u /· 0 /· u 

fini · — Nous pourrons écrire ( fa ι ) 
a -u dN 

(347) /=7?-Ρ + ,O'-J ) (ρ )·'·ρΛ 

limg et lim g liuies; d'où le théorème : 
/ 0 / X * 

Τ π ko h km κ. — Si lim y > liin et lim (^~ρ^ — J sont finies, 

la condition nécessaire et suffisante pour Γ existence de liin est 
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que 
I i m Γ soil fin ii', h=0 

\ où 

(348) z / I = F&0 B (1) r* í-ir- dt = 0. *■«• 

I .· v.·· 

Remarque II. — Soit 

o = p
0
+rp, lim(rp)=o, p

0
= const. 

r=0 

Si limp est finie, la condition (348) peut être remplacée par celle-ci : 
/• = 0 

(349) W
sx

==lim 2,1 — c) H- σ
0

1 —=■ = une <| uan lité finie. 
h=0 h 

Si de plus / n2~ est finie, ρ peut être remplacée par^*>
 et con

" 

dition (35o) par 

W) f (a — ρ»)-3· " une quantité finie. 

Remarque 111. — Des considérations analogues peuvent se faire sur 

la dérivée Posons 

(3f>t>) A'e j[W- Wf·) - j I\\'f>- W, J. 

Nous aurons (280 ) 

(35i) 

n 

l W/,, h r= - V 0 / (y(/W4_C) q η — sjl1— 9. lit H- I. 

a/h —c)~ i t/. 0 — y/t* -1- a q tu -+- 1, 

1. = — sins', — sin(o'—//). c —tos/j, 

; / π ? — ? " - » <Po — "0 = υ· 
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et 

( 35α ι 
J J " v 1 Y \r\n a w #AV,,, cAY / 0\\'ι,, Ά\/, \ V ~ , χ 3Γ•)=«2(»..•ο.(ν.- //_ 

I // = \ 1, limP et lim I* finie». 

Posons 

( 3»3 ) E o u2 _. xr. .. . E ouc = B r, 

(354) 

- 2 -if ?>"·Z F h' a -if ?>"'"· - 2 

G1 = J J " \n a w #AV,,, cAY / 0\\'ι,, Ά\/, \ V ~ , χ 3Γ 

It 

G2 = J J " \n a w #AV,,, cAY / 0\\'ι,, Γ•)=«2(»..•ο.(ν.- //_ 

De mArne nous aurons (·±η5) 

(355) 

- 2 -if ?>"·Z F h' a -if ?>"'"· - 2 log q/t dt, 

1 W,A'—V ^ lni:--w//, 

log q/t + J J " \n a w #AV,,, cAY / 0\\'ι,, Ά\/, \ V -

limP' et lim P' linies, 
ét 

... W+' -H λΝ Λ ~ — a V f σ' u\ 1 dt — ■! V j ?' n
 3
 l-

f l
— ^ j 'Il 

- 2 -if ?>"·Z F h' a -if ?>"'"· - 2 

σ' et */^ étant égaux à σ cl //
2
 en y posant r = /*7, 

(356) .·. linifWl/''1 -hW1'''1] ~ — s / «7/·; 
h'=0 0 
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W7) ,\Α: ΙίηιΑ' - ί Ι χ1 ''' ». Ι *( - , ι ) tit 
h 0 1 0 : 1 : 

0 h './ 1 ,Λ d + 7,,/ Xtfr _ (i1. 

tën supposant cpie les deux membres de l'égal ilé ( ÎJ:>) soient linies, 
nous trouverons 

ci:>8) 0 h './ 1 ,Λ d + 7,,/ Xtfr _ (i1. 

d'où le théorème : 
ri Ί HKoafcME. — .S7 lim * e,v/ finie, la condition nécessaire et suj/i-

r _ 0 
saute pour Vexistence de lin ι «i est que 

h _ 0 

(Vhj) 

, litu I, soil (ίnie, 
h 0 

\ eii 

!'·■ ■{<? «ι-

Remarque / V. - L'intégrale I, (ΊΓ>ρ) peut rire traitée de la même 
manière que la quantité (i(d!3'j), en observant que 

( 3Go ) 
fil- :;V ""-··· 

γ étant une ejonslanle. 
Pour le potentiel nevvlonieii j'ai établi des résultats analogues ('). 

Quelques-uns des résultats de ce Mémoire ont été obtenus pour la pre-
mière fois par M. Hromwieh (a), savoir la première des formules (VI), 

(1 ) Ae.v dérivées premières et secondes dn potentiel ( le'tu math.. I. \\\l, 
j>. ι-<7-33»; l'psala, 1907). 

1!)Τ.·,Ι. Γ λ. ItnoMwuui, Theorems <m the logarithmic potential (Troc. 
London Math. Soe., ί1'série, I. Ill, p. Μ'|.*'·^70ϊ tendon. 190*1). 
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celles des formules du paragraphe 6 qui se rapportent à et celles 

du paragraphe 9, en employant les méthodes que j'avais données pour 
le potentiel newtonien ('). 

TABLE 13KS INTÉGRALES. 

</ = \Jl* — 2tU Λ- «, M — «OS 2 π > C > Ο, 

</ = \Jl* — β \/— l 2tU Λ- «,J η* (/-!)(/.+-,) M — «OS 2 π > C n'2j 

, ΓΊ.? ft- s t· ί^ο-, /. 2p /, 

, ΓΊί^ο-, .? ft- sin t· 

J Ί \ ι — tt* ν ι — ζ/1 /i0 V {hi) ~rn{li) (1 4- β'), lim β'(A, l) — o, 

J*logy dt — / -+- ( t — u) log y -Η ( ι — //-) I, 

f~T = logy + //l. 

( 1 ([l f -+- 9. tt logy -1- ( 9. tt* — ι) I. 

F t dt/ q'ί'" -, ' - " I ' 1 /I dt tu — ι // .) 1, 

ί'" -, ' - " I ' 1 /I dt tu — ι // . y' ·.?(( — ιι'ι)ψ 2 

J 7' ~ 2{l — u*)tj* + 2(1 —It*) 2{l — u (Q2 *)t I, 

J 7' ~ 2{l — = log q + tu u*)tj* + 2(1 —It*) 2{l — u (Q2 *)t I, 

(') K. leU. I kad. Of vers., Hd. ΙΛΊΙ. p. 223-237 EL 867-87', ; Stockholm, KJOO. 
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5£ = 4(ι-"*)7ν, fi s: 8(1 — //«)*7*, y=8(i—w»)*. 

J T « ? 7_ / dt /// — i 3 // ( t — // ) 3 u . 

</ = \Jl* — β \/— l 2tU Λ- «,J η* (/-!)(/.+-,) M — «OS 2 π > C n'2j 

/* /s fit tu ( /i /y* — % \ -U i —* *) //- ü /// -4- /i -4- í»//*— /i //* .X// 

5£ = 4(ι-"*)7ν, fi s: 8(1 — //«)*7*, y=8(i—w»)*. 

J T « ? 7_ / dt /// — i 3 // ( t — // ) 3 u . 

</ = \Jl* — β \/— l 2tU Λ- «,J η* (/-!)(/.+-,) M — «OS 2 π > C n'2j 

J T « ? 7_ / dt /// — i 3 // ( t — // ) 3 u . 

+ w(i5 — 20//*-+- 8//4).Y 

5£ = 4(ι-"*)7ν, fi s: 8(1 — //«)*7*, y=8(i—w»)*. 

Journ. de Math. (6· série), tome V. — Fasc. II, 1909. 29 


