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Essai sur les singularités des fonctions analytiques s
Par M. Paur. DIENES.
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INTRODUCTION.

Une fonction analytique quelconque f(x) est déterminée par la
suite des coefficients

(x) Ayy QAgy ooy Qpy

d’une série de Taylor, sous la seule restriction que
lim sup. | Vaa|
n=w

ne soit pas infinie. Toutes les propriétés de la fonction f(x) sont donc
déterminées par cette suite ; en particulier, I'addition d’un’ polynome
n’ayant aucune influence sur les singularités, I'allure de la fonction au
voisinage d’un point singulier est déterminée par les propriétés limites
de la suite (1). Donc le probléme général de la recherche des singula-
rités est de trouver les relations entre les singularités et les propriétés
limites de la suite (1) ou celles des expressions formées a I'aide de cette
suite. )

Le but principal de ce Mémoire est de donner quelques relations de
cette sorte ne supposant aucune restriction 4 la suite des coefficients.
Par ces recherches, nous tichons de prendre une position intermé-
diaire convenable entre les deux points de vue opposés qui sont indi-
qués par M. Hadamard dans son Livre sur la série de Taylor (*). Ce
sera l'objet du.deuxiéme et du troisiéme Chapitre de ce Mémoire.

Mais, avant d’aborder cette étude générale des singularités, nous

(') Havamaro, Série de Taylor (Scientia). .
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nous occuperons, dans le premier Chapitre, des questions plus particu-
liéres se rattachant & la notion de I'ordre de la fonction sur son cercle
de convergence, notion qui jouera un réle important dans la suite.

Dans le paragraphe I, nous introduirons la notion donnée par
M. Hadamard de I'ordre de la fonction en un point de son cercle de
convergence et sur ce cercle entier. Cet ordre, qui était jusqu'ici peu
employé, jouera un assez grand réle dans nos recherches, de sorte que
nous n’avons pas cru inutile d’insister sur cette notion. En particulier,
nous donnerons un exemple pour démontrer définitivement que, méme
dans le cas des coefficients a croissance réguliére, I'ordre de la fonction
sur le cercle de convergence peut fort bien surpasser le degré d'infini-
tude de la fonction sur ce cercle.

I1 est donc indispensable d’envisager aussi 'influence des arguments
des coefficients. Dans le paragraphe II, nous proposerons deux théo-
rémes pour donner une idée des bornes de cette influence. Le résultat
nous montrera que si les coefficients, au moins a partir d’un certain
rang, se trouvent dans un angle a < du plan complexe, la fonction
se comporte au point 1 de la méme maniére que la fonction formée
par les modules des coefficients..

Supposons maintenant que cette condition ne soit pas remplie. Dans
le paragraphe I1I nous donnerons des théorémes qui décélent certains
cas ou la distribution des arguments change vraiment 'allure de la
fonction au voisinage de 1.

Dans le paragraphe IV nous nous mettrons encore dans la condition
des arguments quelconques et nous chercherons des critéres pour
I'étude de la croissance de la fonction au point 1 dans ce cas trés gé-
néral.

Le deuxi¢éme Chapitre sera consacré entiérement a 1'étude des points
singuliers d’ordre négatif. Dans le paragraphe V nous résumerons ra-
pidement les recherches dues pour la plus grande partie a M. Hada-
mard et & M. Borel sur la représentation des fonctions analytiques aux
points réguliers situés sur le cercle de convergence et a I'intérieur du
polygone de sommabilité.

A T'aide de ces résultats, dans le paragraphe VI, nous donnerons
trois théorémes pour représenter les valeurs (hmltes) de la fonction
aux points singuliers d’ordre négatif du cercle de convergence.
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Le paragraphe VIII poussera plus loin ces recherches en généra-
lisant la notion du point singulier d’ordre négatif a I'étoile. La mé-
thode de sommation exponentielle de M. Borel ct le développement de
M. Mittag-Leffler sous la forme donnée par M. Lindel6f permettront
de résoudre complétement la représentation de ces valeurs (limites)
de la fonction.

L’objet du troisitme Chapitre est I'étude des poles ct des points cri-
tiques algébriques. En particulier, dans le paragraphe VIII, nous nous
servirons des moyennes arithmétiques d’ordre fractionnaire pour com-
pleter un théoréme de M. Hadamard comme M. Falou a complété
un résultat analogue de M. Hadamard relatif aux points réguliers du
cercle de convergence.

Le paragraphe IX nous donnera la solution compléte du probléme
relatif aux poles situés sur le cercle de convergence ct sur le polygone
de sommabilité, et cela & 'aide de la sommation exponentielle de
M. Borel.

Dans le paragraphe X, nous généraliserons ce résultat par la mé-
thode de sommation exponentielle généralisée de M. Borel et par celle
de M. Hanni.

Enfin, dans le paragraphe XI, & I'aide du développement, dd &
M. Mittag-Leftler, des fonctions analytiques par une suite de fonctions
entiéres, nous ¢établirons la relation générale qui existe entre les coeffi-
cients de la série de Taylor et les péles situés a I'origine des demi-
droites exclues de I’étoile.

Les deux derniers paragraphes s’occupent des points critiques algé-
briques situés sur le cercle de convergence, sur le polygone de som-
mabilité et sur la frontiére des sommations exponenticlles généralisées
de M. Borel. En particulier, dans le paragraphe XII, nous donnerons
quelques théorémes sur la croissance des fonctions entiéres qui nous
serviront dans le paragraphe suivant.

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans des Notes
insérées aux Comples rendus de I’ Académic des Sciences (20 février
1905, 21 décembre 1908 et 15 mars 1gog).

Journ. de Math. (6* série), tome V. — [“asc. 1V, 1909. /’l3
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CHAPITRE 1.

DE L’ORDRE DE LA FONCTION SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE
ET DE L'INFLUENCE DES ARGUMENTS DES COEFFICIENTS
SUR LES SINGULARITES,

§ I. — De l'ordre et du degré d’infinitude de la fonction
sur le cercle de convergence.

1. Bornons-nous, pour le moment, 4 I'étude de 1’allure de la fonc-
tion sur le cercle de convergence en supposant, pour plus de simpli-
cité, que le centre de ce cercle soit & l’origine et que son rayon soit
égal 4 I'unité.

Le problé¢me qui se pose en premier lieu est de représenter le plus
simplement possible la valeur de Ia fonction dans les points réguliers
du cercle de convergence. Par exemple, le théoréme d’Abel donne une
réponse partielle & cette question en disant que, lorsque la série clle-
méme converge en un point du cercle, la somme de la série représente
bien la valeur de la fonction en ce point. Mais, malheureusement, un
seul pole d'ordre 1 situ¢ sur le cercle de convergence rend absolu-
ment impossible la convergence de la série dans tous les points du
cercle. D'autre part, une partie du cercle (ou le cercle entier méme)
peut étre une ligne singuliére sans troubler la convergence de la série
dans les autres points du cercle.

Il est donc indispensable, pour les recherches méthodiques des sin-
gularités, de caractériser, de mesurer pour ainsi dire la singularité de
la fonction considérée dans les points du cercle de convergence, et de
caractériser de méme la singularité de la fonction sur le cercle entier.
C’est ce qui est fait par M. Hadamard dans la troisitme Partie de sa
Thése (') d’'une maniére fort heureuse en développant I'idée de M. Dar-

(') UapaMaro, Essal sur 'étude des fonctions, ete. (Journal de Mathéma-
tiques pures et appliqudes, 18932).
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boux ('), qui consiste & envisager l'allure des dérivées successives de la
fonction sur le cercle de convergence. Comme cet ordre de la singula-
rité en un point du cercle et sur le cercle entier sera d’'une grande im-
portance dans la suite, nous allons en donner rapidement la définition.

2. A cet effet, introduisons une notion préliminaire, voisine de la
notion de fonction & variation bornée.

Nous dirons, avec M. Hadamard (*), qu’une fonction continue f(z)
de la variablc réelle x est @ écart fini dans I'intervalle (a, ), lorsque
les intégrales

nfcosna‘f(x)dx et nfsinnwf(w)dx

prises entre des limites quelconques intérieures & P'intervalle (a, b)

restent finies et moindres en valeur absolue qu'une quantité finie I

lorsque n augmente indéfiniment. 1 est I'écart de la fonction dans cet

intervalle. Par exemple, si la fonction f(x) a une dérivée finie dans

tous les points de I'intervalle, la fonction y est 4 écart fini.
Considérons maintenant, avec la fonction donnée

(2) f(@) =2, ana,
les fonctions =
(3) He f(z) =, n*a,2",

ou x est un nombre réel quelconque. L’opération H* est une légére
modification de la dérivée d'ordre fractionnaire de Riemann.

M. Hadamard d¢montre que, lorsque la fonction H* f(x) est finie,
continuc et & écart fini sur un arc (@, o) du cercle de convergence, il
en est de méme de la fonction H f(z), «’ étant inférieur a «. Done, un
arc déterminé (a, b) du cercle de convergence étant donné, il existe
un nombre «, pouvant varier d’ailleurs de — w0 & + =, tel que, sur cet
arc, la fonction H-*-*f(x), pour ¢ > o, est finie, continue et & écart

(') Darsoux, Sur Lapproximation des fonctions de trés grands nombres
(Journal de Mathématiques, 1878). :
(*) Hapbamaro, Thése, p. 65.
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fini, mais qu’une de ces propriétés fait défaut i la fonction L=+ £ (x).
Le nombre w est 'ordre de la fonction f(@) sur I'avc (a, 0).

On voit tout de suite que, 'arc (&', §’) ¢tant intéricur 4 Vare (a, b),
'ordre de la fonction sur cet arc ne peut surpasser I'ordre sur I'arc (@, 0).
On peut donc définir 'ordre dec la fonction en un point « du cercle
de convergence comme la limite des ordres sur des arcs (ui, tous,
contiennent le point z et dont la longueur tend vers zéro. Ainsi, par
exemple, 'ordre en un point régulier est nécessairement — =, car
'opération H?* n’introduit pas des points singuliers nouveaux (Hapa-
manp, Theése, p. 71).

L’ordre sur le cercle entier Q est, par définition, le plus grand ordre
sur le cercle (dans le sens algébrique du mot), et, d’aprés un théoréme
fondamental de M. Hadamard (7/ése, p. 71),

. log| @, |
Q=14 limsup —12".
(4) ,,:-_,p logn

3. On voit aisément que, au point 1, I'ordre de la fonction

1
ol « est un nombre récl quelconque, excepté o et les entiers négatifs,
est égal & «. On est donc amené & croire qu'il y a une relation étroite
entre 'ordre de la fonction sur le cercle de convergence et le degré
d’infinitude le plus élevé de la fonction sur le méme cercle. La question
a quelque importance, car'ordre et le degré d'infinitude de Ja fonction
sur le cercle sont decux notions fondamentales relatives & aflure de la
fonction au voisinage de ce cercle.

A cet ¢gard, M. Borel (') a donn¢ un exemple pour montrer que,
dans le cas ol les modules des cocflicients sont i croissance irréguliére,
Uordre peut fort bien surpasser le degr¢ d'infinitude. Pour montrer la
cause de cette divergence entre les deux nombres envisagés, faisons la
remarque suivante. ,

“tant donnée la série convergente i termes positifs
. -

S Cye

n=0

(") Borgw, Lecons sur les séries a termes positifs, p. 77.
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on peut toujours remplacer une infinité de ¢, par l'&l_ﬁ de telle facon
"
que la convergence nc soit pas troubléc. Soit

®
'

3

n=90

la nouvelle séric ainsi obtenue.
Regardons maintenant la fonction

’

«®
. ~
(5) o(.L) ::2‘ ¢,

n=0

Son rayon de convergence est 'unité et, d’aprés (4), son ordre sur le
cercle entier est aussi égal & 1, car
t

log ——
logn ., loglogn
R o lim —B 28N

lim
new logn n=w lOgn
D’autre part, le degré d’infinitude de ¢ () est o. En effet, la série (5)
converge ahsolument dans tous les points du cercle de convergence;
donc la fonction o(.), en valeur absolue, a une limite supérieure finie
sur le cercle.
Ajoutons encore que, lorsque 'ordre est plus grand que 'unité, la
fonction devient nécessairement infinie au voisinage d'un point du
cercle de convergence.

4. Mais, ce qui est plus important, nous allons donner un exemple
pour montrer que ordre peut étre plus grand que le degré d'infini-
tude, méme si les modules des coefficients sont & croissance régu-
licre.

Considérons pour ccla la fonction

k) E
Al = A
f(r) "_'73 (—~l)':‘(\"J.L"“:: : o, !,

0 n=o\

ot E(yn) est la parlie entiére de y/n. Les modules des coefficients sont
¢videmment & croissance régulicre, et l'ordre de la fonction sur le
cercle de convergence de rayon 1 est 'unité.
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Envisageons d’autre part le degré d’infinitude. Posons, pour sim-
plifier I'écriture,

3,,(1’0)-’7—“0'}' “’xo"—. A o a,,.llg.

On voit facilement que (')
$.(1)

lim sup.

n=aw

n

Nous allons démontrer qu'il en est de m¢me pour un point (uel-
conque &, = 1 du cercle de convergence, c'est-a-dirc que

sll ( 'l"l) )

lim sup. <A,

n=wo

ou A cst un nombre fini. Remarquons & cet effet ue, si P'on pose

n
¥

z Pr==0p,
=1

k
on a identiquement

n n-—1
2 [’Ich=2 On( Gk — Fhs1) + On e
k=1 k=1

Dans le cas actuel

qr==, Pi= g,
c'est-a-dire

.
n n—1
N\ YR \ VN .2 Iy - ( [ ny
$u(To)= Y apay = Y (Lot &g +uia.£5) (Gf == Xpy1) = (Lo + Tf +oee b 2y) 2,y
k=1 k=1
et ainsi
n—1
— Zo N3 n
su( ) = 1— 2, (t—ag) (ap— dpyy) + (1 —2g) 0ty |
k=1

(') Voir, par exemple, Vivanti, Theorie der eindeutigen analytischen Funfk-
tionen, 1gob, p. 419.
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Considérons maintenant le rapport

s'n(@'o)
Vn
On voit d’une part que
lim —wo)5; =o,

et, pour les indices k qui ne sont pas de forme r*—1, on a

Op=— gy = 0.
D’autre part, lorsque
k=r*—1,
nous avons
e — sy | =2

et I'on a, dans le sigma, des termes de cette sorte en nombre 'z, ce
qui donne réellement

-"n(fn) <A

n

(6) lim sup.

n=

Pour en tirer la conclusion cherchée, écrivons que

®
J(r.z,y) _—_2 oyt

n==0

7' Z‘o) —-2 Slt(mo)xn

11—

et

donc, pour toutes valeurs de i« positif et inférieur a 1, I'inégalité (6)
nous donne

I—x

f('” Zy |<A2\/na"‘

n=0

Mais on sait que
llm(l —-w)’ 2 Vrz*=B (fini),
d'oli le résultat

lim sup. | (1— w);’f(x. z,) l < AB.
=1
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Le degré d'infinitude de la fonction

Sf(x) :2 (— ,)l-t(\fﬁ)‘l.u

n=0

ne surpasse donc pas y, tandis que son ordre est égal & 1. Mais ce qui
nous parait encore plus important, c’est le fait que la s¢rie formée par
les modules des coefficients est

Vs L,
I—x

n=-0o

dont le degré d'infinitude sur le cercle de convergence est manifeste-
ment égal a I'unité. Donc les modules des coefficients ne déterminent
pas complétement 'ordre de grandeur de la fonction sur le cercle de
convergence, les arguments des coefficicnts entrent aussi en jeu. 1l
en ressort nettement (ue influence des arguments des cocfflicients
sur l'allure de la fonction sur son cercle de convergence est beau-
coup plus profonde qu’on n’aurait pu le croire. Un probléme nouveau
et général se pose done : Déterminer les bornes ot les caractéres
de Uinfluence des arguments sui- les propriétés générales de la
Jfonction.

§ II. — De Yinfluence des arguments des coeflicients
sur les singularités.

$. Loin d’avoir I'intention d’¢puiser ce probleme, nous allons, par
quelques résultals qui s’y rattachent, illustrer plutot la nature et la
limite de cette influence. Pour cela, ¢noncons tout d’abord un lemme
général qui déja donnera lui-méme unc idée assez netle du mécanisme
de l'influence en question.

Soit donnée une suite de nombres complexes

(7) Paci®, pref ., pact Ll

avec la restriction que tous les termes se trouvent dans un angle «a < =
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du plan complexe (sommet & 'origine). Nous allons démontrer que

(8) liming, JRo¢ %+ pi e+ . .+ puei®]
n=» PO+()'+"'+P"

=f(a),

ol f(&) est un nombre positif, non nul, qui ne dépend pas des ¢,

T . 13 '
Pour « < -, la démonstration est presque immédiate et I'on a, dans
ce cas,

>

(9) | po €% 4 py €1~ py €% | > (po+ py+ . - . + pu) COSC.
A [} . L . 9 _* .
Ln effet, o étant inférieur 4 -, on vérifie facilement qu’on a

| po€i® + p, &% | > po-+ p1 CoSat > (po+ py) COSE.

Supposons donc que (g) soit vrai si I'on remplace » par n — 1, et dé-
montrons qu'il est vrai pour . On a

I (po e+ p, et ..+ Pn-»lem"") T ba e |
> | po €%+ py €%t . . puy €%~ | 4+ p, COS Oy,

car la somme
Po ei% + 04 elt 4 . 4 Pa~1 ei%—y,

comme tous ses termes, est un nombre situé dansle méme angle ; donc
clle peut étre prise pour p,e®; d’autre part, par hypothése,

[0 e 4.ty €% | > (pg+ o+ . +Pu—1 ) COS 235

ainsi, %, ¢t x, ne surpassant pas «, (¢) est démontr¢ pour n quel-
conque.

Cela posé, prenons le cas plus général ot « < =. Parlageons a en
deux parties égales : «, et a,. Soient s, la somme des termes d’indice
inférieur ou égal 4 n qui se trouvent dans I'angle «, et s, la somme du
reste des termes d’'indice inférieur ou égal a n, de sorte que

Sp==pg ¢Ro-t-L LA py RS, A S
De méme, soil
D TS TR P B P AR
En vertu de’(),

A S, | o .. ) Tooa
hmmf.—l—_f—"—l—;:cos—, ||mmf.—l—fi‘-l-::cos—,
n=w Sn, 2 n=x Sn, 2

Journ. de Math. (v série), tome V. — Fase. 1V, 190, [I/l
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d’ou il résulte que

iat i,
Jim inf, LPo €% -+ pu e’ |

n=® Pot vt Dp
— lim inf l lsn, I e Isn, | (:'¢,"‘ i inf I | Sn, l + [ s0, | ei:xi cos ?_’
= n=o * S,’l“'*‘sll(, ] el . ls”||+|sn,| :
si 'on pose | |
Sny = l Sy [ el:!n.‘ Sy, = l S, | eta(,.2

et si 'on remarque que -
| ot = 2, | < 2.

Mais, en général, lorsqu’on a deux suites positives A,, B,, on a, pour
cosa < o,

- Ap+ B, e®|?
llmmf.-l—-i'-——-—"——-—
n=w ("\u.'i"Bn)’

_ A4 B . 2A,B, 1 I
wliminf, 24— - cosalim sup, =t~ 4+~ cosa > o,
new (An+ Bp) wow (Npg+=B)2 70 " g

d’ou résulte immdédiatement notre lemme (8).
v . al
Remarquons encore que, lorsque la scmcz ¢. cst convergente, on
nz=:Q
peut appliquer le lemme aux sommes relatives 4 ces deux scries,
®
~ Q) .
n=:0 n=0

6. Nous allons maintenant établir quelques propositions a 'aide de
ce lemme. On sait que, lorsque les coefficients sont positifs (dési-
gnons-les par g,) et le rayon de conver gence égal a Uunité, le point 1
est toujours un point singulier de lu fonction

N

(TR

@ ()=

]
e

n

Nous démontrerons qu'il en est de méine pour la fonction

«®
N .
(o) Sir) ::‘\_‘ 0, O,

[
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i, du moins a partir d’un certain indice, tous les coefficients se
trouvent dans un angle « <= du plan complexe (sominet & Uori-
gine).

En effet, dJOlllOﬂS a f(x) un polynome pour que la condition 1nd1-
quéc soit remplic & partir de l'indice o, ce qui est toujours possible
sans changer en aucune facon la singularité de f(.x); supposons que
cela soit fait et développons cette fonction en un point z,<< 1 de I'axe
positif, on obtient '

(11) .f(x):zl‘(—‘;}-——‘_(;ml(xwmo)’“.
k=0

Tachons maintenant de déterminer le rayon de convergence de cette
série. Pour & quelconque, tous les termes de la série

.f(l"7(.‘1‘ ) s
——A;!—‘L =g et (A A 1)ppyy €.,

par suile sa somme, sc trouvent dans le méme angle « < =. Le lemme (8)
donne dans ce cas
. fl. (‘l-“) :

‘f(‘ (JO)
"

olt A ne dépend que de 2; done, le méme A s’applique pour & quel-

conque.
JIRIED) O“’(-l‘o)
—r l 'lﬂ;fllp V Al

D’on il vésulte ue
Mais nous savons que le rayon de convergence de la série

(=) —Z B (2 gyt

l|m wp

est égal A1 — x,; donc
(/f)

lim sup.

k= o

’
l-—.z‘.,

car
lim \/A =1.

A—w

Par suite, le rayon de convergence de la série (11) estau plus 1 — x,,
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ce qui revient a dire qu'il est égal & 1 — x,; par conséquent, le point 1
est vraiment un point singulier de la fonction (10), comme nous vou-
lions I'établir

7. Supposons maintenant que ¢(.) devienne infini au poini 1. Je
dis que le degré d’infinitude de f(x) est égal a celui de 9(x); ou,
plus précisément, il y a, sur I'axe réel positif, un intervalle fini (x,, 1)
oul'on a

(12) | f(2)|>Ao(2),

A étant une constante positive convenable.

En eflet, on peut toujours supposcr que Zous les coefficients de f(«)
se trouvent dans le méme angle « < =, car un polynome divisé par
¢(«) devient o pour x =1. Mais dans ce cas les termes des deux
séries

@

©
W :
2 inn el Z D el pn,
n=0 .

n=0

pour x positif quelconque, se trouvent dans Pangle 2; donc, d’aprés le
lemme (8),

Ed
N\
Z On el%, rn

—a>HB>o0.

Mais B est indépendant de 3 done

®
E Pn %y n

n-—0

lim inf, = > 0.

=1 ~N
S

n=0

ce qui démontre la proposition.

8. L’inégalité (12) nous permet de généraliser en quelques lignes
un théoréme trés important de Cesaro. D'aprés ce théoréme, a, et b,
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étant positifs,

©
E anxn

(13) lim 25° =lim %ﬁ
r=1 rn=»=Yn
2 b”wn
n=0

lorsque la limite du second membre existe et lorsque la fonction

2 b, 2"
n=0

devient infinie au point 1. :

Supposons que les b,, & partir d’un certain rang, se trouvent dans
un angle « < © du plan complexe (sommet a I'origine) et qu'on ait

. a
=

Nous allons démontrer que la relation (13) subsiste dans ce cas plus

général. En effet,
a,=ab,+ g, b,
avec
lime, = o;

donc on peut écrire

*®
Z a,xh 2 eabp

im & =g+ 1lim2=—— .

=1 =1
E b,.r* E b,
n=49

n=0

Calculons la limite du second membre.
D’aprés (12), si .« est assez proche de 1,

L] o
2 €2 bpx® 2 | €n e I‘z'"
n=0 n=¢
—_—— < —
. Z b, % AZ { b |x*
n=0 n=0

Mais, dans le second membre, tous les coefficients sont positifs, et la
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limite de leur rapport est 0. On a donc, d’aprés le théoréme de Cesiro,

©
2 Enby

. =0
Imli—— _ —o,

=1 -l
r=
: “h"

n==u

Il en résulte que le théoréme de Cesaro subsiste dans le cas ot les
coefficients se trouvent, au moins & partir d’un certain rang, dans
un angle o < = du plan complexe. De méme, pour les s, et pour les
moyennes arithmétiques d’ordre quelconque.

Remarquons enfin que, lorsqu’il y a une infinité de coefficients dont
les arguments different de =, toutes ces propositions sont générale-
ment en défaut; donc, pour ces propositions, la condition que, du
moins a partir d’un cerlain rang, tous les coeflicients se trouvent dans
un angle a < =, est une limitation naturelle.

§ III. — La distribution uniforme des arguments des coefficients
abaisse le degré d’infinitude.

9. Supposons maintenant que cetle condition ne soit pas remplie.
PP p

La question se pose : Dans quel cas peut-on affirmer que les arguments

qui différent les uns des autres de = changent réellement la nature de

la singularité au point 1?7 en particulier, dans quel cas abaissent-ils le
' 90 . A M 4} M . » -

b
degré d’infinitude au méme point? Ou, au contraire, dans quelles con
ditions le degré d'infinitude de la fonction

L *®
. \

(14) J(2) =, puitezt =) ayc”
n=>0 n=0

reste-t-il égal & celui de

(13) 9() =, put™

n=1>0

quoique les @, ne satisfassent pas a la condition indiquée plus haut?
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Pour répondre, au moins partiellement, 4 la premiére question,
nous allons établir une proposition qui permet, dans certain cas, de
distinguer l'influence des arguments de celle des modules des coeffi-
cients.

Soient, en effet, x,, «,, ..., %4 les points limites de la suite infinie

(IG) Qoy Agy, Agy o0s Quy o

Entlourons les points «; des cercles de rayon assez petit pour que
tous ces cercles soient extérieurs les uns aux autres; les termes de la
suite (16) qui sont extérieurs 4 tous les cercles seront en nombre fini &.
Soit enfin m2;(n) le nombre des termes d'indice inféricur ou é¢gal a n

m;\n
qui se trouvent dans le cercle ¢;, et formons les rapports —— mu(n) )

Si la limite
. mi(n)
hhm -2

N=uw n

=/

existe, nous dirons que la fréquerce du point limite «; est f;.
Démontrons maintenant que dans ce cas

(17) lion (1 — «)}, @™ == o+ frot o fios.
=
n=0

En effet, on a
Jr) __2 a,rt=a 2 Tt a,z b :x,.Z .z"w—Z 7 A
n=0

Mais, d’apres le théoréeme de Cesaro,

x

~

) s
lim 2% 0 = lim

RECS IR § n—w
2 an

m;(n)

=/

(1) Voir, par exemple, Borer. Legons sur les séries a termes positifs, 19o2,
p- 66.
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et

®
s‘ P
"

H n=n
lim =—— = o,

awa=l ~
Z ah

n=0

d’ou résulte (17).
Remarquons encore qu’en raisonnant ainsi sur la fonction
1) 2.
—_— = 52"
l—x n 9
n=0
on obtient la relation

(18) lin: 2, =f10,+ f3G+. ..+ [rCs,
SJ=

a=1
ou f; est la fréquence du point limite 5; par rapport a la suite
Sor Sty Say  eevs Smy ..

Cette relation est une généralisation immédiate du théoréme d’Abel,
d’aprés lequel, s'il n'y a qu’un seul point limite 5, le premier membre
de (18) tend vers o. Cette relation vérifie encore complétement les
vues de Leibniz et de Lagrange dans la question particuli¢re de la
sommation de la série divergente (')

(19) =14+ 1—1-4....

En eftel, les s, de la fonction
1 mﬂ
e N
nz=-0

sont

1, 0, I, O, ...,

Nous avons, par suite, deux points limites : 1 et o, avec la fré-

1
quence .

(1) Voir a ce sujet Borew, Lecons sur les séries divergentes, 1got (Introduc-
tion).
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D’aprés (18), la valeur de la fonction au point 1 est done

1 1 1
- I4=-0=—)
2 2 2
ce qui montre évidemment que, pour déterminer la somme de la série
divergente (19), c’est la fréquence de 1 se rapportant i la série com-
pléte qu'il faut considérer.
Remarquons enfin qu'a I'aide de la relation

n n
S S
H =0

lim =0 s P m = ’
n=w NP P+1a=e NP

en supposant que la limite du deuxiéme membre existe, on généralise
facilement la relation (18) pour le cas ou les coefficients tendent vers

Pinfini. 11 suffit de considérer les points limites de la suite %ﬁ—f- Nous pou-

vons faire de méme pour les moyennes arithmeétiques des s, d’ordre
quelconque.

10. Mais, au lieu de ces considérations, nous allons nous servir de
ces résultats pour établir une proposition qui donnera une idée assez
exacte de l'influence des arguments.

Soit donnée

(20) J(2) = puettnar,

n=0

et supposons que

(21) limp,=A

pour que I'influence des modules soit éliminée.
11 est évident que

¢(z) =i pn ™
=0

devient infini de degré 1 au point 1. Quelle distribution des e**
abaisse le degré d'infinitude de la fonction (20)? Nous allons dé-
montrer que, si la distribution des e sur le cercle de rayon 1-est

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. IV, 1909, 45
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uniforme, la fonction (20) ne devient pas infinie de degré 1 au
point 1.

La distribution des e est dite uniforme lorsque, divisant le cercle
en k arcs égaux, la fréquence des e™ sur un arc existe ct est égale & %,
et cela pour une infinité de valeurs de k.

Pour démontrer cette proposition pour la fonction (20), il suffit de
la démontrer pour la fonction

fl (x) :2 eia,,xn’
n=>0
car, d'aprés la condition (21),

J(2)=A fi(x) +2 EpeiFnat
n=»0

avec

limg, = o,
n=owo

et, selon le théoréme déja cité de Cesaro,

@®
lim (1 — ax)z g.e%ar— 0.
r=1

n=0

Formons maintenant les fonctions

@®
ox(2) =E g =",

en prenant, au lieu de a,, le milieu B,° de arc qui le contient; (17)
nous donne

LT

U 3

. e
l};“‘(l —x)gi(r)= TZ cr=0,

ou 2 ¢ est la somme des ki racines de 1'unité.
Mais
S(x) = gr(®) + er(2),

et, pour ¢ quelconque, a partir d’'un certain indice k, tous les coeffi-
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. . | b) s
cients de ¢;(«) sont inférieurs & -; donc

=) f(2)] <] 0 — 2) ge(@) | + =

D’autre part, si z est assez proche de I'unité,

I(l—x)%(x)l<§;
done
I('_m)f(-”)l<s?

ce qui démontre la proposition.

§ IV. — Critéres formés des s, pour reconnaitre le degré
d’infinitude, la distribution des arguments étant arbi-
traire.

11. Passons maintenant & la seconde question soulevée précédem-
ment. On sait, depuis Abel, que pour les séries  coefficients positifs,
Iégalité

2 Ap=
n=0

entraine nécessairement

(22) lim Y a,z"=»
J'=|n=o

D’aprés le lemme (8), c’est aussi vrai pour les séries dont les coeffi-
cients se trouvent, du moins & partir d’un certain indice, dans un
angle « < = du plan complexe (sommet & l'origine ). Supposons main-
tenant que les coeflicients ne soient pas assujettis & cette condition.
Dans ce cas, la fonction ne devient pas infinie, en général, au point 1.
Il s’agit de déterminer des conditions entrainant nécessairement l'éga-
lité (22). Il peut arriver, par exemple, que les s, deviennent infinis
en valeur absolue et se trouvent déja dans un angle « < « du plan
complexe (sommet & Vorigine). Cela suffit pour conclure que la
Sonction devient infinie au point 1. En effet, envisageons les deux
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fonctions
flx)
= =
n:-0
et

o(x) =2| Sn|xn.

n=0
D’aprés (12) nous avons pour .~ assez proche de I'unité

le(-?% >Ag(x).

Mais

lil_n‘(l —z)o(x) =,

comme on le voit tout de suite, si ’on considére la fonction

o<
N
:\ 5.t
| — & dd
n=90

et

o(x) =leu |,

n=20

et 'on se sert du théoréme de Cesaro d'aprés lequel

.
lim =o
n=—aw sll

entraine I'égalit¢

1
lim ————— —o.
R | (l - .T) 9(‘7")
Donc vraiment

lim /()| = ce.

Remarquons enfin que c’est une généralisation d’un théoréme de

M. Pringsheim (').

12. Mais le cas le plus général et, en méme temps, le plus compliqué
est celui ot les modules des s, ne tendent pas directement vers linfini,

(') Prinasneim, Ueber das Verhalten von Potensreihen auf dem Konver-

genshreise ( Miinchener Sitsungsherichte, t. XXX, 1goo, p. 40).
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mais ou la suite des s, a aussi des points limites finis et ou les argu-
ments des s, ne sont assujettis & aucune restriction.

Pour plus de simplicité, nous nous bornerons 4 supposer, pour le
moment, que les coefficients a, sont réels et que

limsup.| @, |<e<1.

Dans ces conditions, nous pouvons démontrer le théoréme suivant :
Si, pour les s, positifs, on a

(23) lim sup, Sn — o0,
n=om n'}

et, pour les s, négaitifs,
(24) limsup.|s,|=A

©
ot A est un nombre fini ou nul, la fonction Za,,x" devient infinie
n=0

au point 1.

Nous démontrerons, en effet, que, dans les conditions indiquées,
ona

n n
= hm =— —o,

(25) ,f'::s.,+s,+...+s,. = o On

et que S, est positif pour n assez grand. Alors, en appliquant le théo-
réme de Cesaro aux deux fonctions

x N\
(1—az)? “Z"”"
n=0
et

. S xh,
(1 - a;)‘ 2
nous aurons

T
lim L2 G—a) = lim —— = l|m g o,

< ar=1 f(.‘L‘) —lf(x) n=w

(1—2)

ce qui démontre la proposition énoncée.
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Démontrons donc I’égalité (235).
Pour cela, regardons la suite finie

Soy Sty seey Su—1y Sp»
1
et soit n*a, la plus grande des valeurs de
Isol, |8 boeves ISamh Isal
D’aprés I’hypothése (23),

¢« lhma,=c=.
n=w
H

Le nombre des termes de la suite finie qui sont plus grands que »*
est au moins
n';ot,‘— z;:: n;(a,,—l),
a cause de la petitesse des coefficients @, qui constituent les s,. Donc,
quand nous formons
S ==Sg+ S35+ . . + Say

les termes considérés tout d’abord donnent unc somme supérieure ou
11

égale a nini( a,— 1), C’est-a-dire cette partic de S, devient infinic
d’ordre supérieur & 1. Les autres termes positifs ne diminuent point cet
ordre, les termes négatifs non plus, car, d’aprés '’hypothese (24), leur
somme, en valeur absolue, est moindre que 2 A. Donc, I'équation (25)
est vérifiée et, a partir d’un certain indice, S, sera toujours positif.

15. Plus généralement, ayant

|an|
0

—a<1,

(26) lim sup.

nN=®
nous démontrons le théoréme suivant :

St ’on « pour les s, positifs

S

lim sup. T = 00,
n=w k-t-;
n
et, pour les s, négatifs,
; [$al _
lim sup, == A,
n=awo®
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A étant un nombre fini ou nul, la fonction représentée parza,,w"

n=0

devient infinic d’ordre supéricur ak au point 1.

En effet, désignons de nouveau le plus grand terme de la suite finie

Soy  Sqy veey Sp
1

k4
par »  *«,, dont nous savons que

lim o, = oo.
n=ow

Dans la suite finie considérée, prenons le terme qui différe le moins
1
A4~ o . 3
de n *; évaluons le nombre des termes p qui est indispensable pour
parvenir de ce terme au terme maximum. D’aprés (26), p est plus
grand que le plus petit nombre p’ satisfaisant & la condition

1 1
k+ = .
n i+ (n—p'Y+(n—p+ |)"+...+(n—()"'+lz";n'+’a,,,

car ici nous avons construit le terme maximum a ’aide de termes qui
sont les plus grands possibles. '

Cette inégalité peut s’écrire encore
1

1
k4=
(n—pYt+(n—p +1¥4+. . +(n—1)f4néZn +2(an— 1y =nfn2(e,—1);
donc .
1
p>ni(a,—1),

car le second membre est le produit de deux facteurs dont le premier
est le plus grand terme du premier membre.
Construisons maintenant S,,.

D’apres le raisonnement donné, le nombre des s;,(iSr) qui sont.
1 1

plus grands que n'"% est au moins n*(a, — 1); donc ils donnent une
partie de S, d’ordre plus élevé que & + 1. Les autres termes positifs
ne peuvent pas diminuer cet ordre, de méme que les S, négatifs, leur
somme, en valeur absolue, étant inférieure & A n*+'. Nous avons donc

démontré que
. nknt
lim —— =o
n=e bn
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Appliquons maintenant le théoréme de Cesaro aux deux fonctions

1 . a
(—,—-_—x)m =2 hn.’L'
n=0
et
—&)— :2 S,zn.

(1—z)?

En remarquant que, d’aprés un théoréme de M. Appell ('),

lim ”,':“ =T (k+1),
et que, par suite, e .
fn 5 =o
on obtient
1
G — )+
i (l_._/& = =lim gt =,

(1—x)

ce qu'il fallait démontrer.

14. Affranchissons-nous maintenant de la restriction que les coeffi-
cients soient réels. Dans ce cas plus général, le théoréme s’énonce
comme il suit :

Supposons que
lim sup.|a,| <1.

n=w®
Si Pon peut ranger les s, en deux groupes de maniére que tous
les termes s, du premier groupe sc trouvent dans un angle a <«
du plan complexe (sommet a lorigine) et si pour ces termes

Isﬂil —

lim sup. == =0,

n=wo

n

08

et si, pour les autres lermes,

lim sup.| s, | = a,
n:=:®

(') AppELL, Sur certaines séries, etc, (Comptes rendus, t. LXXXVIL).
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®
ol a est un nombre fini ou nul, la fonction représentée parZa,, "

n=0
devient infinie au point 1.

Considérons, en effet, la fonction

11—

®
x Q)
PACI] :Zs,,x",
=0
qui peut s'écrire
x
e
n, n,

1 1
Pour que | s, | s’accroisse de la valeur n* jusqu'a n*«,, il faut ajouter

1
au moins un nombre n*(a, — 1) de coefficients, car la valcur absolue

des coefficients est inférieure & I'unité. Nous aurons donc des |s,,
1 1 1

situés entre les valeurs ¢ et r'a, au moins en nombre n*(z, — 1); par
suite, comme auparavant, on peut conclure que la fonction

2 ' s"i | LMy

m

de méme que son S, a un ordre d’infinitude supéricur & 1 au point 1.
Clest-a-dire

lim (1 — .1:)2 | s, | & = 20
=1

Mais, d’aprés (12), pour & positif, inféricur & 1 et assez proche de 1,

O N\
24 S, 2™ | > A Z | S, |05
"y "

donc

lim (1 — x)

r=t

=0,

,

g

D’autre part, d’aprés Phypothése faite sur les s,,, pour .« positif ct

Journ. de Math. (6* séric), tome V. — Fasc. IV, 190q. -/IG
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inférieur a 1,
B
b
1—x

-
2‘ Sy,

ny

<

ot B est le plus grand des modules de s,.
Par conséquent,
Zs,,,.z‘"t

ny

(1—x) <B.

En combinant les deux résultats, on obtient

\ N\
(1—a) z.s,,la;"- + (1— x)z Su, L

"y ny

lim| f(x)| = lim = o0
r=1 RS}

ce qu'il fallait démontrer.
Enfin, dans le cas ot

len| _

limsup.*—= =«
n;—n| nk !
le méme raisonnement, avec une légére modification, nous donne le
théoréme suivant :

St Uon peut former des s, deuc groupes, de maniére que tous
les termes s, du premier groupe se trouvent dans un angle e <=
du plan complexe (sommet a Uorigine) el si pour ces lermes

lim sup. [n,]
n=o A+
n,

=,

[

el si, pour les autres termes s,

lim sup LR
Tak T

oz

e

' v e . . . N
a {tant un nombre finl ou nuly lu fonction represcentée pal‘)an £

n=>o

devient infinie d’ordre supéricur a k au point v,
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CHAPITRE 11.

SUK LES POINTS SINGULIERS N'ORDRE NEGATIF,

§ V. — Résumé des résultats relatifs aux points réguliers
du cercle de convergence.

15. Nous allons aborder maintenant I'étude systématique des sin-
gularités. Dans cette étude, on a suivi en général deux méthodes assez
distinctes ('). L'une ne suppose aucune restriction aux coefficients de -
la série de Taylor donnée, et, par cela méme, les résultats obtenus par
cctte méthode acquiérent une trés grande importance. Mais, comme
le remarque M. Hadamard (*), « il est & craindre que ces résultats
resteront toujours trop peu nombreux ».

L’autre méthode consiste & faire des hypothéses, parfois trés parti-
culi¢res, sur les coefficients pour traiter des singularités relativement
simples. Par exemple, les beaux résultats de M. Hadamard sur les
poles des fonctions analytiques supposent que les singularités les plus
voisines de I'originc sont des poles exclusivement, ce qui revient a faire
des hypothéses loutes particuliéres sur certains déterminants formés
de coefficients de la série,

En général, si I'on veut suivre la premiére méthode, on ne doit sup-
poser aucune restriction aux singularités, car ce sont celles-ci qui dé-
terminent les propriétés limites de la suite des coefficients.

Dans ces deux derniers Chapitres de ce Mémoire, nous essayerons
de trouver une position convenable qui soit intermédiaire entre ces
deux points de vue, en envisageant les singularités relativement les
plus simples sans supposer rien sur les autres singularités de la méme
fonction, c’est-a-dire sur les coefficients de la séric donnée.

Pour y parvenir, nous avons besoin de résultats relatifs aux points

(') Voir Havamarw, Série de Taylor (Scientia), p. 13.
(*) 2bid., p. 13,
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réguliers; donc, tout d’abord, nous allons résumer ces recherches faites
pour la plus grande partie par MM. Hadamard, Borel, Mittag-Leffler
et Painleve.

Pour cela, donnons en quelques mots la définition des moyennes
arithmétiques d’ordre fractionnaire.

Soit donnée une fonction analytique

S(x)= i a,r".

n -0
Soient
s” :ao +a| +-..+an)
Sh=s, 45 +...4s,
Cet et ceierseniiaaan ,
S(’:) — S{’r-l)__{_ S({'~l)+. . S(,,'""’,
et soient

(o S S S
Yp - ——’T———_— )

n

les moyennes arithmétiques ordinaires formées au point 1.
M. Knopp (') a démontré que existence de la limite

4 )
lim s{/
n—-w

entraine celle de

lim
n—®

g
riSy
—

et que les deux limites sont égales. Tout récemment M. Schnee (%) a
complété ce résultat en démontrant la réciproque.

Donc, pour généraliscr cette notion, on peut partir des S dont la
généralisation pour » fractionnaire est immediate, ¢lant donné que

(1) Kxoer, Grenswerthe von Reihen bei der Anndherung an dic Konver-
gensgrense, 1907, p. 19.

(?) W. Scuneg, Die Identitéit des Cesaroschen und Hélderschen Grenswertes
(Mathematische Annalen, t. LXVII, 1909, p. 110).
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Nous posons donc, pour r positif quelconque,

T(r-+1)Sn
—_——

" —
s =
" n"

ol
n n l‘( . )
i r+=n—1i+1
() — B+ . — 2 — y Qa;
Su 2 n—i @i F(r+1) T (n—1i+ l) 3]
i=0

i=0

car les B, " sont des coefficients hinomiaux, et nous dirons que les s
sont les moyennes arithmétiques (on moyennes de Cesaro) d’ordre r
formées au point 1. Cette dénomination est justifiée par le fait que,

pour r entier, la limite des
riSy

n"

coincide avee celles des moyennes arithmétiques. Si nous voulons for-
mer les moyennes arithmétiqnes d’ordre quelconque en un point x,,
il faut mettre @, «/ au lieu de a,.

16. Cela posé, nous pouvons résumer rapidement les résultats de
M. Hadamard, qui a donné, dans sa Thése ('), deux propositions se
rattachant & la représentation de la fonction dans les points réguliers
de son cercle de convergence.

La premiére s'énonce comme il suit :

St Uordre de la fonction sur son cercle de concergence est infe-
rieur @ l'unité, la seric elle-méme concerge dans tous les points ré-
guliers de ce cercle.

La deuxi¢me cst plus générale :

St Lordre de la fonction sur son cercle de convergence est infe-
rieur @ w, les moyennes arithmétigues des s, d’ordre o — 1
donneront powr limite dans tous les points régulicrs du cercle de
convergence la valeur de la fonction en ce point. .

Remarquons (ue M. Hadamard n’emploic pas I'expression :
moyennes arithmétiques ; mais la formule dont il se sert et qui ne dif-

_ (1) P. 82, 83,
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fére de ces moyennes que par un facteur dont la limite pour n = x est
égale 4 'unité, s'en rapproche tellement que, pour plus de conformiu:
du langage, nous énoncerons ce théoréme toujours sous cette forme.

M. Fatou (') a complété le premier théoréme d’une maniére inté-
ressante en démontrant que la condition

lima,=o
=
une fois remplie, et si I'on suppose que le rayon de convergence soit
égal a l'unité, la série converge dans tous les points réguliers du
cercle.
Evidemment, si la série converge en un point du cercle de rayon 1,
on peut toujours en conclure que

lima,=o.
n=—owo
Donc c’est la condition nécessaire et suffisante pour que la séric con-
verge aux points réguliers de son cercle de convergence.
Par exemple, pour représenter la valeur de la fonction

@
Nz
Z logn

n=0

aux points réguliers du cercle de convergence de rayon 1, il faudrait
se servir, d’'aprés le premier théoréme de M. Hadamard, des moyennes
arithmétiques, car I'ordre de la fonction surle cercle cntier est 1, tandis
que, en réalité, la série elle-méme y converge, commne le montre le
théoréme de M. Fatou.

On peut compléter de la méme maniére le second théoréme de
M. Hadamard, comme I'a montré M. M. Riesz (*) en démontrant que

g5

est lar condition nécessaire et suffisante pour que les moyennes arith-

() Farou, Séries trigonométriques et séries de Taylor (Acta mathematica,
t. XXX, p. 389).

(?) Rigsz, Sur les séries trigonométriques sommables, 1go8 (en hongrois).
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métiques des s, d’ordre 7 aient une limite bien déterminée dans chaque
point régulier du cercle de convergence. Et cette limite représente
bien la valeur de la fonction en ce point.

17. Le deuxié¢me pas, en quelque sorte définitif, de la représenta-
tion de la fonction surle cercle de convergence, est fait par M. Borel (*),
qui a démontré que dans tous les points réguliers x, du cercle la -

mile
< a’
s —
2& "1l
. =0
lim 25 ’
a=wo \ﬂa"
- 1)
n=0
oll

S Qg @y o+ A2+ 4+ a1y,

existe el représente la valeur de la fonction en ces points, quels que
sotent les cocfficients a, de la série donnée.
Cette limite s’appelle la limite généralisée des s, et les

S(a):e—“zsn%

n=0

sont, pour des valeurs de a tendant vers l'infini, les sommes expo-
nentielles des s,,.

Dans cette voie, c’est le premier théoréme qui ne suppose rien sur
les coefficients @, et qui donne cependant une relation trés précise
entre les coefficients ( par lesquels sont déterminées les sommes expo-
nentielles) et 'allure de la fonction aux points x,. Et, ce qui nous pa-
rait le plus important, i 'aide de la sommation exponentielle on peut
envisager ’allure de la fonction en un point sans s’occuper des singu-
larités de la fonction en d’autres points : ce n’était pas le cas dans la
sommation par les moyennes arithmétiques. Nous verrons que cette
propriét¢ de la sommation exponenticlle, jointe & sa grande simplicité
qu’elle doit, pour la plus grande partie, 4 I'emploi de la fonction expo-
nentielle, nous permettra d’obtenir des résultats analogues au théo-

(") Bowew, Lecons sur les séries divergentes, 19goi, p. 148,
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réeme indiqué de M. Borel, sc rapportant aux singularilés de la fone-
tion envisagée.

L’autre grand avantage de la méthode exponenticlle de M. Borel
est qu’elle permet de franchir le cercle de convergence. En effet,
comme I’a démontré M. Borel ('), la limite généralisée des

Sp=ap+ ayx +...+ a,

exisle en lous points intéricurs du polygone de sommabilité et re-
présente la valeur de la fonction en ces points, quels que soient les
coefficients a, qui déterminent d’ailleurs le polygone de sommabilité.

Comme la singularité¢ d’une fonction au point «, est caractérisée,
en général, uniquement par les valeurs régulicres de la fonction au
voisinage de ce point, il est évident que cette extension du champ de
représentation est indispensable pour I'¢lude systématique des singu-
larités. A ce point de vue, la représentation de la fonction dans les
points réguliers doit précéder toujours la recherche géncérale des sin-
gularités. Clest aussi pourquoi le théoréme général de M. Mittag-Lef-
fler (*) nous sera si utile dans la suite. Mais nous utiliserons cc der-
nier sous des formes trés différentes, de sorte que nous ne pouvons pas
en donner le résumé.

Remarquons seulement que, & notre connaissance, on n’a établi &
Paide de la rcprésentation de M. Mittag-Leffler aucunc relation géng-
rale qui se rapporte aux singularilés situées sur la fronticre de I'étoile,
Nous en proposerons deux dans la suite de ce Mémoire.

§ VI. — Des points singuliers d’ordre négatif situés sur le cercle
de convergence.

18. Nous avons vu (ue Pordre des points réguliers situcs sur le
cercle de convergence est nécessairement — x. Par conséquent, les
singularités qui sc rapprochent le plus de ces points sont celles dont
Pordre est négatif. Nous allons voir, cn cllet, qu’en cheminant vers un

(*) Borev, Legons sur les séries divergentes. 1got, p. 126,
(?) MitTaG-LerrLen, cing Notes dans les Acta mathematica, ou encore BorgL,
Sérirs divergentes, chap. V.
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tel point & I'intérieur ou 4 la circonférence du cercle de convergence,
la fonction tend vers une valeur bien déterminée. Nous dirons que
cette valeur est la valeur de la fonction en ce point singulier. Par
exemple, A est une telle valeur pour la fonction

A +[log(1 — z)IB.(1 — @)%,

oi1 « est un nombre positif, mais n’est pas égal a un entier; fSo et
log(» — x) représente la branche du logarithme qui s’annule pour
x=1.

Soit donc #, un point singulier d’ordre négatif du cercle de conver-
gence de la fonction donnée

S(=x) ::Za,,w".
n=0

D’aprés la définition de I'ordre, on peut trouver toujours un arc
(a, b) contenant x, 4 son intérieur sur lequel I'ordre de la fonction
[(x) est négatif. Nous pouvons appliquer le théoréme fondamental de
M. Hadamard ( TAése, p. 72); si nous le citons textuellement, c’est
que ce résultat servira de base pour les démonstrations de nos théo-
rémes se rapportant aux points singuliers d’ordre négatif.

Une fonction d’ordre w sur un arc déterminé et en ses points
extrémes peut étre remplacée par une somme de deux fonctions
dont Uune est d’ordre égal a v ou dépassant » d’ausst peu gu’on le

veut sur le cercle entier, el autre est holomorphe en tous les points
de Uarc considéré,

On peut donc écrire

f(x):Za,,w”:ib,,x”-i—éc,,x",

n=0 n=0
ou l'ordre, sur le cercle entier, de la fonction représentée par 2 b,x",

différe aussi peu que I'on veut de 'ordre de la fonction f(x) sur I'arc
(a, b), cest-a-dire peut étre supposé négatif. Mais, dans ce cas, la
fonction Zb,,a;,, est continue partout sur le cercle de convergence, en
particulier sur I'arc (a, b).

D’autre part, la fonction représentée par }: ¢,x" est holomorphe sur

Journ, de Math, (6 séric), tome V. — Fasc. 1V, 1gug. 47
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cet arc ; la fonction f(x) est donc nécessairement continue sur l'arc
(a, b), parce qu'elle est la somme de deux fonctions continues. On en
conclut que £ () est continue par exemple dans I'aire Jimitée par l'arc
(@, b) et par les deux rayons OA et OB, d’oti résulte la proposition
qui était & démontrer.

19. 1l s’agit maintenant de représenter les valeurs de la fonction
aux points singuliers d’ordre négatif situés sur le cercle de conver-
gence. Pour résoudre complétement ce probléme, nous allons donner
trois théorémes, correspondant aux deux théorémes, sous leur forme
plus compléte, de M. Hadamard et a celui de M. Borel.

Soit donnée la fonction

Sf=)= 2 a, 't

a=90
et soit son rayon de convergence égal a 1.

Sil’on a
limae,=o,

n=®

la série 2 a,x" est convergente en chaque point d’ordre négatif du

cercle de convergence.

Soit, en effet, z, un tel point singulier. D’aprés le théoréme fonda-
mental de M. Hadamard cité tout & I'heure, on peut écrire

f(z) =2aua)"=2 b,,.z’"—f—ic,,w",
n=90

n=>0 n=0

et il est permis de supposer que I'ordre, Q,, de anw" sur le cercle

entier est négatif.
D’apreés (4),
Q,— 1= lim sup, M}

n=r0 logn ° :

c’est-a-dire, pour n assez grand,

log| b, |

logn

<91-—|+5,
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ol ¢ est un nombre positif arbitraire, ce qui nous donne

log| b, | < (R, — 1+ &) logn = log n&.—1+¢;
par suite
|ba]| < nS—i+e,
Mais Q, est un nombre négatif bien déterminé, ¢ arbitraire ; on peut
donc choisir € de fagon que

9'+E:-—-“I)<0.
Cela posé, on a

1
Ib"|<;ﬁ*—-ﬁ’

ib,,w"
n=0

est convergente dans tous les points du cercle de convergence, en par-
ticulier au point z,.

D’autre part, d’aprés le théoréme de M. Hadamard, complété par
M. Fatou,

de sorte que la série

est une série convergente. En effet, par le théoréme fondamental de
M. Hadamard cité plus haut, nous savons que la fonction représentée

par 2 ¢, x" est holomorphe en tous les points de 'arc (a, b), en particu-

lier en x,, et
lime¢,=lim (a,— b,) =o.

n=w

On a donc finalement
- - o
Za,,x{,'zz bpay + Ec,,x;‘;
n=0 n=90 n=90

autrement dit, la série envisagée est la somme de deux séries conver-
gentes; donc elle est convergente aussi.
Réciproquement, si la série est convergente en un point du cercle

de rayon 1, ]
lim a,=o.

n=aw
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Donc, pour que la série soit convergente en chaque point singu-

lier d’ordre négatif du cercle de convergence, il faut et il suffit que
lima, = o.

Le théoréme d’ Abel nous assure enfin que c'est la valeur dela fonc-
tion au point singulier d’ordre négatif qui est représentée parla somme
de la série.

20. Supposons maintenant que

. @y
(27) :x:n:;z—,...o.

Nous démontrerons le théoréme suivant :

Pour que la limite des moyennes arithmétiques d’ordre r existe
el représente la valeur de la fonction en chaque point d’ordre néga-
tf du cercle de convergence, il faut et il suffit que les coefficients

de la série Y\ a,x" satisfassent & la condition (27).

Soit, en effet, z, un point singulier d’ordre négatif de la fonction
donnée f(x). On peut toujours écrire

f(x)zza,,x”zz b,.x"+2c,,x",
n=0 n=0 n=0
ou l'ordre de la fonction représentée par 2 b,x" peut étre supposé

négatif sur le cercle entier, car son ordre sur ce cercle différe aussi
peu qu'on veut de l'ordre de f(x) sur un arc (a, b) contenant z, &

son intérieur ; d’autre part, la fonction représentée par 2 c,x" est ho-

lomorphe en tous les points de I'arc (a, b).
D’oti ’on peut conclure, comme auparavant, que la série

ibnw"
n=0

est convergente en chaque point du cercle de rayon 1; a fortiori, les
moyennes arithmétiques de s, d’ordre quelconque ont une limite finie
bien déterminée pour un point quelconque du cercle.
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On en déduit immédiatement que

limb,—o
n=w
et
.. C . ap,—Db
lim =2 — lim 22—~ —o.
"=Qnr n=e n"

Appliquons maintenant le deuxiéme théoréme complété de M. Hada-
mard & la fonction représentée parz c,z" dont le point x, est un point

régulier. On voit tout de suite que les moyennes arithmétiques d’ordre r
formées au point x, ont une limite bien déterminée. Par conséquent,
il en est de méme des moyennes arithmétiques d’ordre r formées pour

la série
L] ®n L]
Za,,.z'.',‘zz bpag + 2 Cuzh.
n=40 n=0 n=0

Donc la limite
lim s (@, z,)

existe. Enfin, d’aprés le théoréme de M. Holder, généralisé par
M. Knopp ('), en cheminant a l'intérieur du cercle de convergence
vers le point x, sans que le chemin soit tangent au cercle,

lim Za,,x" =lim s{'(a,, z,)
r=ay o n=w
n=

si la limite du second membre existe. Donc la limite des moyennes
arithmétiques d’ordre r représente bien la valeur de la fonction en ce
point singulier z,.

Enfin, on voit aisément que la condition (27) est nécessaire pour
que les moyennes arithmétiques d’ordre 7 aient une limite en un point
d’ordre négatif du cercle de convergence. Le fait étant établi pour les
points réguliers, il suffit d’utiliser le théoréme fondamental de M. Ha-
damard pour séparer la singularité au point considéré des singularités
d’ordre plus élevé de la fonction. '

(') Knoee, loc. cit., p. 46.
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24. Prenons maintenant le cas le plus général ol les coefficients ne
sont assujettis & aucune restriction. A l'aide de la sommation expo-
nentielle de M. Borel, nous allons démontrer le théoréme suivant :

La limite généralisée des s, existe et représente la valeur de la
Jonction en chaque point d’ordre négatif du cercle de convergence.

La marche du raisonnement est identique & celle déji suivie deux
fois. On écrit

S(z)= Za,,x”-.: i byt 4 ic,.x",
n=90 n=0

n=0
zbnm"

est convergente en chaque point du cercle de convergence. Seulement
il faut montrer que les sommes exponentielles ont aussi une limite bien
déterminée en tous ces points et que cette limite est égale 4 la somme
de la série en ce point. Pour cela nous allons généraliser le théoréme
de Cesaro pour les fonctions entiéres, étant donné que nous nous ser-
virons de cette généralisation plusieurs fois dans la suite.

Démontrons donc que,

ou la série

Z a,x* et Z bpx"

n=90 n=0

édtant deux fonctions entiéres et

bu>°’
on a
Eanx"
(28) lim 2= =lim 22—
= n=ow bll
zb" xh

n=0

si la limite du second membre existe.
Par hypothése,
@n

Z—,ZA_'-E"
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avec
lime, = o,
d’on
a,= Ab,+ ¢, b,
et

L]
zanw" Ze,, b, xz"
n=4e

n=~0

—A+=

™

—~

Z'bnx" 2 b, z"
‘n=l\ n=>0

1l suffit donc de démontrer le théoréme pour A = o, car dans ce cas

© @
zenb,,m" Zle,,b,,lw,.
lim (25— [ <lim 222 =limje,|=o.
A= r=e n=ow
St | 7 S
n=20 n=0
Supposons donc que
@ _ .
b, ™

¢ étant donné d’avance, on peut trouver un indice N tel que
pour n >N

€
a,<< 2 b, ;
par suite,
™ N
S| [Soue
= = 3
A n‘ 0 < | n “0 + _2_.

Eba z" zbuxn
n=0 n=¢

D’autre part, nous pouvons prendre x assez grand pour que
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N

carza,,w" est un polynome. Donc finalement

n=0

ce qu'il fallait démontrer,

22. Supposons maintenant que la limite

lims,=lm(ay,+ a,2,+...+a,28)=A
n=o

n=w

existe, et regardons I'expression

Nous avons ici deux fonctions entiéres et nous pouvons appliquer le
théoréme que nous venons de démontrer.

Ona

d’ou il résulte que la limite généralisée existe et représente la valeur
(limite) de la fonction partout ot la série est convergente; par suite, la
limite généralisée des s, formée pour la fonction

bn i

au point z, existe et représente la valeur de cette fonction en ce point
singulier.
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Regurdons maintenant la fonction représentée par

:

}_‘ Cp .

n=0
D’aprés le théorémec de M. Borel cité plus haut, la limite généralisée

des s, existe et représente la valeur de la fonction en chaque point ré-

gulier du cercle de convergence, en particulier au point .

Enfin, on a identiquement

® % z
N\ N AN
N n n
Y ax" =% b, "+ ¥ ¢ &
nLy 3! ndy d 70
n=0 n-—=0 n=9

et la sommation exponenticlle est une opération distributive; donc la
limite géncralisée des s, formée pour la série

z
N, 0t
el iy
n=0

existe et représente la valeur (limite) de la fonction f(&). Ce qu'il
fallait démontrer.

§ VII. —- Des points singuliers d'ordre négatif situés sur le poly-
gone de sommabilité et 2 Yorigine des demi-droites exclues de
Pétoile de M. Mittag-Leffler.

25. Ceux des points singuliers d’ordre négatif qui ont la plus grande
importance sont les points critiques algébriques ct les points critiques
& la fois algébriques et logarithmiques. Et ces points singuliers peu-
vent fort bien se présenter en dehors du cercle de convergence. Le
probléme se pose donc de représenter les valeurs de la fonction en ces
points singuliers.

Pour étre cependant plus général, nous allous étendre la notion de
I'ordre d'un point singulier aux points singuliers situés en dehors du
cercle de convergence, ct ccla de telle facon que les points critiques
algébriques, y compris les pdles, et les points critiques & la fois alge-
briques et logarithmiques aient un ordre qui soit indépendant de leur
position.

Journ. de Math. (6 séric). tome V. — Fasc. 1V, 190y, .’|3
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Prenons un point singulier z,, I'origine d’'une demi-droite exclue.
Nous dirons que w est 'ordre de la fonction en ce point s'il y a une
fonction ¢ () qui soit holomorphe dans le cercle de rayon | x, | et dont
'ordre sur ce cercle soit w + ¢, ¢ étant un nombre positif aussi petit
qu’on le veut et, de plus, la différence

f(z)—o(z)=fi(2)

étant holomorphe en «,.
Par exemple, I'ordre de la fonction

(& — zo)*[log (2 — &0))B+ fy ()

en x, est — «, quel quesoit le rayon de convergence du développement
taylorien de la fonction f,(«x) sous la seule condition que f,(«) soit
holomorphe sur la ligne droite qui joint ., au centre du dévelop-
pement taylorien de f, ().

Prenons le centre de I'¢toile pour I'origine des coordonnées. ()n voit
aisément qu’en cheminant vers un point singulicr d’ordre négatif, le
long du rayon O, ou, plus généralement, sur une hande assez ¢troite
paralléle 4 ce rayon et limitée par P'arc de la circonférence de
rayon | .z, |, ou sur cette circonférence méme, la fonction tend vers une
valeur bien déterminée que nous nommerons la valewr de la fouction
en ce point singulier.

24. Il s’agit maintenant de chercher des développements qui repré-
sentent ces valeurs de la fonction donnée f(«).

Tout d’abord la sommation exponenticlle de M. Borel nous donne
la proposition suivante, relative aux points singulicrs d’ordre négatif
silués sur le polygone de sommabilit¢ :

La limite généralisée des s, existe et représente la valeur de la
Sfonction en chaque point singulier d’ordre négatif du polygohe de
sommabilité (sommets exclus).

En effet, le raisonnement dont nous nous sommes servis précédem-
ment pour les points singuliers d’ordre négatif situés sur lc cercle de
convergence s’applique presque sans modification dans le cas présent.

Soit, en effet, ., un tel point singulier de f(« ) situé sur le polygone
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de sommabilité. D’aprés la définition du point singulier d’ordre négatif,
on peut écrire

f(@)=o(2) + fi(z),

ou le rayon de convergence de 9(z) est |z, |; donc le point x, est sur
le cercle de convergence de ¢(x), et I'ordre de ¢(x) sur ce cercle
entier peut étre supposé négatif. Do il résulte que la série qui repré-
sente (') converge en les tous points de ce cercle, en particulier au
point z,, et, d’aprés le théoréme de Cesaro généralisé aux fonctions
entiéres, la limite généralisée des s, formée en z, existe et représente
la valeur limite de ¢ ().

D’autre part, si le point x, ne coincide pas avec un des sommets du
polygone, le polygone de sommabilité de f,(«) comprendra x, 4 son
intéricur. Par suite, d’aprés le théoréme de M. Borel, la limite géné-
ralisée des s, formée en .c, par rapport i la fonction f, (x') existe ct
représente la valeur f,(z,).

Mais la sommation exponentielle est une opération distributive;
donc la somie cxponentielle de f(ic) est la somme des sommes expo-
nentielles deg («) et de £, (). D’oti 'on conclut que la limite généra-
lisée de f(.w) formée en i, existe et représente la valeur de la fonc-
tion f() en ce point singulier.

25. Passons maintenant aux points singuliers d’ordre négatif situés
sur |'¢toile principale de M. Mittag-Leffler. Pour représenter les valeurs

de la fonction en ces points, nous nous servirons du développement
suivant donné par M. Lindelof (*).

Soit donnée une fonction analytique quelconque par son développe-
ment taylorien

J(z) =2 a,z",

et formons les fonctions entiéres

Fa(w):ian(%>":

n

(') E. LinoeLor, Calcul des résidus, 1go5, p. 123.
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ot a>o. M. Lindelof démontre qu’en tous les points situés & I'intérieur
de I¢toile
llli__nll"a(.z') = f(r),

el que les fonctions entiéres F, () convergent uniformément vers la
fonction f(.c) dans une aire quelconque intérieure a l'étoile. Clest le
théoréme déja classique de M. Mittag-Leffler sur la représentation des
fonctions analytiques sous une forme trés simple.

Soit maintenant iz, un point singulicr d’ordre négatif, situé 4 Pori-
gine d’une demi-droite exclue. D’aprés la définition de ces points sin-
guliers,

J(») :Ea,,a"‘ = filx)+ fa(.r) :E b, x? +‘\:(:,,.r”.

n=0 n==0 n=0

on f() est holomorphe a l'intérieur du cercle de rayon |.r,| ct on
I'¢toile de £, (i) contient a son intérieur le point :,. Donc
x

L . . ~ Iy
(29) j':'l I':f’(‘l'o):c(l"*'j“':czcu(“% = falry).

’ n b At

Démontrons que de méme
. . ¢ S\ "
lim F.2(x)) = by -+ lim E/),,( —‘13) = /101y
[ 2

"~ =

n o1 WA

.

en désignant par /,(.«,) la valeur de la fonction f,(.r) au point sin-
gulier x,.

Nous savons que f,(x) est d'ordre négatif sur le cerele de vayon |
(Jue nous pouvons supposer I'unit¢ pour le moment. Par suite

|

! ,}n l ‘<

nvih

¢’est-da-dirve la série

est convergente, et pour un ¢ donné arbitrairement on peut trouver un
indice k tel que

|b,.|+|bk+,|+...<;-
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Mais

de sorte que

b W

I

ke

(30)

by
_,_vl__m_

Formons maintenant la différence
f:(\”o) — F ().

La valeur £, (x,) est représentée par la somme de la série

N n
> buai,

=0

et, d’apres (30), la série

FiV(2,) = b°+2 bn( ’L'_(: )u

n=1 ne

est convergente aussi. Donc

Sl —F () =byzdf 1 — —I;)-}— baa-?,(l—l—;)—-i-...ﬂ- bxk l———lz +..
2 Y 37 ke

Mais, le module de z, étant égal & 1, on a, d’aprés (30),

{

pour a quelcongue.
D’autre part, & étant fixé,

’

. L O
lim ( 1 — —-‘:)f:(),
“H--° -

A-Il

de sorte qu’a partir d'une valeur de a -

!
I\I-

3
"<J’

E3

/‘,
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donc on a finalement pour & assez grand

| fi(@o) — FV (&) | <,
c’est-a-dire
lim Fi¥ (2,) = fi(z4);
[(3=K ] °
enfin on a
Fo(zy) = Fi,’)(.’l:o) -+ Ff}’(wo);

d’ou il résulte que

’!i:n:Fa(xo) = fr(xo) + fi(@o) = f(20),

en désignant par f(x,) la valeur que prend la fonction f(x) en che-
minant vers x,. Donc :

Les valeurs des fonctions entiéres F,(x), prises en un point sin-
gulier d’ordre négatif de Uétoile, tendent vers la valeur en ce point
de la fonction f(x) représentée par ces fonctions entiéres.

Par ce résultat, le probléme de la représentation de la fonction en
ces points singuliers est complétement résolu. Mais remarquons encore
que cette représentation peut étre effectuée par beaucoup d’autres dé-
veloppements. Par exemple, les autres représentations des fonctions
analytiques par des fonctions entiéres approprices donndes par M. Lin-
delof (*) la permettent aussi. Ou bien tout un genre de développements

des fonctions analytiques donné par M. Mittag-Leffler (*) rend
possible encore cette représentation.

(1) LinoeLor, Une application de la théorie des résidus au prolongement
analytique (Comptes rendus, t. CXXXV, 1go3).

(?) Nous nous en occuperons tout spécialement 4 la fin du troisiéme Chapitre.
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CHAPITRE I
SUR LES POLES ET LES POINTS CRITIQUES ALGE BRIQUES.

§ VIII. — Etude des poles sur le cercle de convergence
4 l'aide des moyennes arithmétiques.

26. Aprés 'étude des points singuliers d’ordre négatif, passons
maintenant a Pélude des points singuliers d’ordre positif. Permi ces
points singaliers, les plus simples et en méme temps les plus impor-
tants sont les péles et les points critiques algébriques. Pour commencer,
nous les ¢tudierons sur le cercle de convergence, et ensuite nous envi-
sagerons les poles et les points critiques situés en dehors de ce cercle.

M. Darboux et aprés lui M. Hadamard (') ont établi des relations
trés importantes entre ces singularités situées sur le cercle de conver-
gence et la croissance des modules des coefficients. Nous citerons le
théoréme de M. Hadamard comme le plus général.

Soit donnée la fonction

J(x) =2 @p ",
Supposons, pour plus de simplicité, que le rayon de convergence

de la série de Taylor soit I'unité. Et soit x, un péle d'ordre k de f(x),
c’est-a-dire soit

flrym e B f (),

x
1— — | — —
Ly Zo

ou f,(x) est holomorphe en z,.
Le théortme de M. Hadamard dans notre terminologie s’énonce
comme il suit : .

(') Thése, p. 83.
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Si ordre de la fonction £(.v) sur le cercle de convergence est o
8 ’

lim s(’?v-lc—-l-r-s. _ r(m — ko 8)
n=w  NY T T(o+e)

By  (£>0).

c’est-a-dire les moyennes arithmétiques d’ordre w — 4 —1+ ¢ per-
mettent déja de calculer le cocfficient B,. En retranchant de la fonc-
tion f(«) le terme

on obticnt une fonction dont 'ordre sur le cercle de convergence sera
au plus w; donc le méme théoréme, c’est-a-dire les moyennes arithmé-
tiques d’ordre w — & —1+¢, w+¢ — A, ..., + & —2, permetlent
de calculer successivement tous les cocfficients de la partje principale
et de caractériser ainsi complétement la singularité en question.

27. On peut compléter ce théoréme de la méme maniére que
M. Fatou a complété le théoréme de M. Hadamard relatif aux points
réguliers du cercle de convergence cité dans le deuxiéme Chapitre.

Nous allons démontrer en effet que la condition
ay

(31) lin

1 —
ne.x N

st nécessaire ol suffisanie pour que

.S T (r— k)
(32) ,I,l_"l nt T F(r—+1)

e

EL la condition (31) peut étre remplie par une fonction dont I'ordre
sur le cercle de convergence est '+ 1, par exemple pour la fonction
représentée par

\.‘ —’ii gt
i lOg 12

Donc, dans ce cas, d’aprés le théoréme de M. Hadamard, pour cal-
culer BBy, 1l faut prendre les moyennes arithmétiques d'ordre i — k -+ e,
tandis qu’en vérité les moyenues arithmétiques d'ordre - — /4 suffisent
déja pour atteindre le méme but. On voitl done qu'il fallait compléter
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I’énoncé du théortme pour arriver i une condition i la fois nécessaire
et suffisante.

Au point de vue théoricque, cela nous montre clairement que les sin-
gularités d’ordre plus éleve se font sentir plus Wot, c'est-a-dire dans des
moyennes arithmétiques d’ordre inférieur, que les singularités dont
I'ordre est moins ¢levé ou méme yue les points réguliers ou la déter-
mination de I'allure de la fonction exige I'emploi des moyennes arith-
métiques d’ordre 7. Cela s’explique par le fait que les moyennes arith-
métiques sont détermindes par les coefficients et les coefficients par les
singularités et que les singularités d'ordre supéricur ont une plus
grande influence sur la formation des coefficients.

Démontrons d’abord 1'égalité (32) en supposant que les coefficients
satisfassent a la condition (31). On peut supposer, sans restreindre la
généralité, que x, = 1. Alors nous pouvons écrire

® © © ©
ul )
f(2) =By Bl ot + By 3 BV an o 4B Y 2"+ Y bua,
n=0 =0

n=0 n=0
ou les B! sont les coefficients binomiaux.

Occupons-nous tout d’abord de la fonction représentée par 2 by,
Evidemment
bpy=a,— [BkB(uk)"’*' oo Bl]'
Mais on sait que
BY

lim =4 = ——
n=o ni—t (l)

et >k — 1, car autrement la fonction ne pourrait pas avoir un pdle
d’ordre £ sur le cercle de convergence. Donc

. b
lim =2 —o,
n=wn '

et la fonction est holomorphe au point 1.

Par suite, d’aprés le deuxiéme théoréme de M. Hadamard, sous sa
forme complétée, serattachant aux points réguliers du cercle de conver-
gence, les moyennes arithmétiques d’ordre 7 des

Sp=bo+ b, 4+...+ b, .

ont une limite bien déterminée qui est ¢gale & £,(1).

Journ. de Math. (G° série), tome V. — Fasc. 1V, 190y. ~/lf)



378 P. DIENES.

Clest-a-dire

#(r)

llms”"’—hml‘(r-a- I)S

=/1(1),
ce que nous pouvons écrire sous la forme

nr)
(33) lim S5

n=e N

=«.

Mais, d’aprés la définition des-SY", d’une part

Z bya" v
(l — w)i _2 St—l)xn’
par suite

o
b n
2, b .

._2 [SY=0 oS-V . 4 SU-1] g,

(|—v)‘ T—x

d’autre part

d’ot 1l résulte que
Sf:):S'l~1)__' S(l H+ L+ S(‘-l).
Donc (33) peut s’écrire

L S L S e D
liny =2 !

*
n=—wo n

=0,

c'est-a-dire
S’:’(I'—l)+ S"l(l‘—l)_*_. . -+ S’I’I(I'——l)z (a + sn)nr’
ou
lime,=o.

n=w

D’ou I'on tire

St — afn"— (r — 1)1+ n" [en—-. (n —1 )"8,;-1])

n

done
. S"(I'—I)
lim =2 — =0,
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éar
r_ —a\ . n—i1\"
lim ’-':—(’f-——izl—-hm( ) =o0.
n—o n’ n—w n

Nous avons donc

lim

n=ow

Répétons k fois le méme raisonnement et nous avons

PAGd)

(34) lim *— —o.

n=w NI¥

Passons maintenant a la partie principale.
On voit aisément que

S0 = By BY+) 4 Bj_y BY . . .+ B, By-k+1);

donc, étant données les propriétés des coefficients binomiaux,

Sftr=-k) Bk
n" T F(r+a)

Par conséquent,

s . LS S0 v T(r—k+1)
(5.’)) 'l‘l-:ll Y .-,!Ll}ll('_k_*_l)—nr_k nk-——l?("—_*_T)—’Bk.

Mais enfin

e e
donc, en ajoutant (34) et (35), on obtient

lim st _Tr—k+1)
n=e RE . L(r41) O °

ce qu'il fallait démontrer.

Réciproquement, si les moyennes arithmétiques d’ordre r — k per-
mettent de calculer de cette maniére le coefficient B de la partie prin-
cipale, les coefficients a, satisfont & la condition (31).-Cela se voit
immédialement si 7 est un entier, car alors le raisonnement qui nous
a conduit a Péquation (3) répété r fois donne justement (31). Dans
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le cas ou 7 n'est pas entier, on peut se servir d'un théoréme de
M. Knopp (') qui permet d’atteindre facilement I'équation (31).

On pourrait proposer de compléter de la méme facon le théoréme’
de M. Hadamard relatif aux points critiques algéhriques. Il faudrait
établir pour ccla quelques lemmes concernant les moyennes arithmé-
tiques d’ordre fractionnaire. Mais nous donnerons dans la suite une
relation beaucoup plus générale relative & ces points singuliers 4 I'aide
de la sommation exponentielle, de sorte (ue nous nous contenterons
de cette généralisation faite pour les poles.

§ IX. — Etude des poles sur le polygone de sommabilité
4 laide de la sommation exponentielle de M. Borel.

28. Le théoreme (32) démontré précédemment ne salisfait pas
encore i toutes nos exigences concernant la relation entre la singularité
en un point et les propriétés limites des cocefficients ou celles des ex-
pressions construites & I'aide des cocflicients. En effet, les coeflicients
ne peuvent pas étre quelconques; ils sont assujettis & la condition (31)
et l'on peut voir ais¢ément que les moyennes arithmétiques d’ordre
queclconque ne sont pas propres i donner de telles relations sans aucune
restriction aux coefficients. En cffet, comme nous I'avons remarqué
déja, d’apreés la loi de leur formation,

Sy =Ry ST e S,

D’ou il résulte que si pour un p ct un r, d'ailleurs quelconjues,

ona
oy
lim =%. = o,
2 n' ‘

”n--
ce qui arrive nécessairement si I'on envisage par exemple les poles, les
points critiques algébriques ou les points critiques logarithiniques,
c'est-a-dire sil'on a

»
n

rop

lim =o.

n=«ll

(*) Knore, Eine notwendige wnd hinrcichende Konvergensbedingung
(Rendiconti di Palermo, t. XXV, 1408).
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ou, ce qui revient au méme,
.Sy
—_—— =0
Y RE =
ol k est un entier plus grand que r + p, on en peut toujours conclure
que

. S(/:-~l)
Him l;z" —o,
n=-—wx
et ainsi de suite jusqu’a
a
lim =% —o,
=on¥

Donc les coefficients @, sont assujettis & une condition toute sem-

blable & (31).

29. La m¢thode qui nous a déja permis, dans le cas des points sin-
guliers d’ordre négatif, d’obtenir des relations entre les coefficients ct
les singularités sans aucune restriction aux coefficients, c’est-a-dire
d’envisager la singularité de la fonction donnéc en un point indépen-
damment des autres singularités de la méme fonction, était la méthode
de sommation exponenticlle de M. Borel. En outre, comme nous
'avons vu, la portée de cette méthode dépasse le cercle de conver-
gence, de sorte qu'elle permet d’envisager les singularités situées sur
le polygone de sommabilité.

C’est donc cette méthode dont nous allons nous servir pour caracté-
riser les poles situés sur le cercle de convergence ou plus généralement
sur le polygone de sommabilité dans le cas des coefficients quel-
conques,

Soit donc donnée la fonction

E]

f('l,) ::2 all'u”’

n=0

par une séric de Taylor a rayon de convergence fini, non nul.
Soit ., un pole d’ordre /& de cette fonction situé sur le polygonce de
sommabilité (sommets exclus). On a par conséquent

. 3 _ ; °
(36)  S(r)= L | By R ~,I.J.I + i (1),

‘L' /' J: /l_“ l T e e v
1 — — 1 — — 1— —
£y &g X
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ou la fonction

Si(z) ='Z bpx®

n=o

est déja holomorphe en «, et ce point est a I'intérieur du polygone de

sommabilité de f, (x).

En effet, par hypothése, x, est sur un coté du polygone de somma-
bilité de f(x) et non sur un sommet; donc il y a deux lignes coupant
ce cOté et déterminant ainsi un segment qui contient le point .z, et qui
n'est plus rencontré par aucune ligne. Si I'on supprime le pole, on
supprime ce segment, car, pour construire le polygone nouveau, il faut
tracer les mémes lignes, sauf la ligne qui dérive du pole supprimé et
qui contient ce segment. Donc le segment entier, par suite aussi le

point i, tombe & l'intérieur du polygone de sommabilité¢ de f, ().
Douc, d’aprés le théoréme de M. Borel, on a

, al‘
X
(37) li:l]S’(a):leE%jrzfx(xo),

n!
n:=0

en désignant par s,
sp=">bo+ byxy+...+ by,

30. Formons maintenant les sommes cxponentielles S;(a) en .,

relatives & la fonction
1

On sait que les s, de cette fonction au point «, sont

(n+¢')(n+i—1)...(n+1),
i

donc

2(n+i)(n+i—1)...(.n+1)%’

Si(a)::":o C ¢
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Mais on voit aisément que

2(n+z‘)(n +E—=1)...(n +l)%’-;-= %(a‘e“),

n=0

de sorte que

d
& (ates)
Si(a)= iles
Dans I’expression
dt
2;' ( ated )s

il y a un nombre fini de termes qui, tous, contiennent ¢* comme fac-

teur, et le multiplicateur de ¢* est un polynome de degré i en @, ot le-
terme de degré i est a'.

D’ot il résulte

(38) lim (@) _ 1

a=w @ !

Formons maintenant la somme exponentielle de /(). D’apreés (36),
si 'on désigne cette somme par S(a),

S(a) == B/, S[,‘(a) —+ Bk—-t S,.._,(a) I el e B| S,(a) - S’(ﬂ).
D’apres (38), pour i < k,

lim g,(Ta_)' =0,
et, pour i =k, o
fim 2= 7y
D’autre part, d’aprés (37),
fim S =
D’oi Uon conclut que
Go) W

Cest la relation cherchée. On voit donc que la somme exponen-
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lielle permet de calculer, dans le cas ok les coefficients sont quel-
congques, les coefficients de la partie principale.

‘n effet, aprés avoir caleulé B, par la formule (39), on retranche de
S(x) la quantité

B,
a\*
=
&y
et I'on applique de nouveau le théoréme aux poles d’ordre k —1, et
ainsi de suite.

Remarquons encore que le raisonnement subsiste cntiérement si la
fonction f,(x) n'est pas holomorphe en z,, mais y est d’ordre
négatif.

En effet, nous avons démontré qu’en un tel point situé sur le poly-
gone de sommabilit¢ la limite généralisée existe (p. 65), c'est-d-dire

qu’on a toujours
lim §' (@) = f, (x,),

=

par suite

et c’est cette équation dont nous nous sommes servis pour démontrer
la relation (39).

Celte remarque nous sera utile dans '¢tude des points critiques
algébriques situés sur le polygone de sommabilité.

§ X. — Etude des pbles & Vaide des sommations exponentielles
généralisées de M, Hanni et de celles de M. Borel.

31. La relation trouvée entre les pdles et la sommme exponentielle
est absolument générale en ce qui concerne les coefficients de la série
de Taylor donnée d'avance. Mais clle ne s’applique pas aux poles
situés en dehors du polygone de sommabilité, et cela est bien naturel,
étant donné que la somme exponentielle formée en un point & I'exté-
rieur du polygone n’a pas de limite, méme si le point envisagé est un
point régulier de la fonction. En particulier, 1a somme exponentielle
peut devenir infinie sans qu’on en puisse conclure qu'il en est de méme
pour la fonction f(x).

Il est donc indispensable, pour pousser plus loin nos recherches, de
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recourir aux développements de la fonction donnce f(.x) qui repré-
sentent cette fonction dans un domaine plus ¢tendu que le polygone
de sommabilité ou, en d’autres termes, dont lec domaine de sommabi-
lité dépasse celui de la sommation exponenticlle.

Mais il y a unc remarque a faire.

Les développements dont les domaines de sommabilité sont de plus
en plus larges deviennent en méme temps de plus en plus compliqués.

‘n effet, si je me donne au hasard un développement quelconque
de M. Mittag-Leffler qui représente la fonction £ () par une suite de
polynomes, il est presque impossible de calculer par exemple les va-
leurs de ces polynomes eri un pole pour déterminer le degré d'infini-
tude du développement en ce point. Ou bien, ce qui est beaucoup plus
important encore au point de vue théorique, je peux supprimer ou
intercaler une infinité de polynomes de la suite ct modifier ainsi arbi-
trairement le degré d'infinitude du développement sans changer le ca-
ractére de la représentation.

Par suite, il ne nous semble pasinutile d’envisager aussi les dévelop-
pements qui, tout en ayant un domaine de sommabilité moins étendu
que I'¢toile, sont assez simples pour permettre d’obtenir des résultats
précis et simples.

32. Telle est par exemple la généralisation qu'a donné M. Hanni (*)
de la méthode de sommation cxponentielle exposce plus haut.
Posons

E3

PN

an\"“o);l—!'

B,((l):S(a):""'“, s
o a”

n!
n =0

< a” |:
ZBl(n)—"—f

Bz((t) - "=

(*) Hanwi, Ueber die Besiehung swischen der Darstellung. cle. ( Acta mu-
thematica, t. XXIX, 1905).

4
Journ. de Math. (4 série), Lome V. — Fase. IV, iqgoy. 20
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et

n
2 B,.V,1(n)-?‘-!-

B.(a)= = .
lll
Z n

M. Hanni a déterminé les domaines de sommabilité de ces dévelop-
pements, et il a trouvé que, dans des cas assez étendus, ces domaines
dépassent le polygone de sommabilit¢ sans attcindre, en général,
Pétoile.

Soit maintenant ., un péle d’ordre k, et supposons que le domaine
de sommabilit¢ de B”(a) construit pour la fonction

f.(w)-—:./(x)—[ Be o Be "']

Y , PRV T
I — — §o o — { — —
_ £,y Xo Ty

l'\

—

contienne z, & son intérieur, c’est-a-dire qu’on ait

(40) lim B'") (@) = fi(0)-
Déterminons maintenant l'ordre de grandeur pour ¢ = s« de B} (&)

construit en x, pour
1

Tout d’abord, d’aprés (39), nous savons que

B (a) 1

lim —
al; I3

n:-®

Calculons B{'(a). Etant donné que

(n+hky(n+hk—-—1)y...(n+1)
Sp = y3) ’

on a
e—u d/u‘

I
By (a) = 77 g (@¥e) = 55 Pu(a),

ol Pi(a) est un polynome dont le terme de degré maximum est &*.
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Donc

}:‘,Pk(n)ﬁ‘f

B"’(a)-" n=0_____

MZ

n=10

et, d’aprés le théoréme de Cesiro généralisé pour les fonctions entiéres,

. vp‘(n)n‘
lim =1,

"= a"
B Z(n+k)..‘(n+1)-,-l—'

car

P,(n)
,,l":(n+/: (n+|)

d’out il résulte que
B (a) 1 )

lim — —
ak 4!

- =

l.e méme raisonnement s’applique pour r quelconque. D’ou I'on
conclut que (4o0) peut s’écrire

lim { B (a) — [Bi B (@) +...+ B, B (a) ]} = fi(2,),

ol B"(a) signifie la ¥ somme exponentielle formée pour f(x). En
divisant par @*, on obtient

(r)
(4') . JLH:B alsa)::-k—!.

Par conséquent, les sommes cxponenticlles géneralisées de
M. Hanni ont la méme relation simple avec les pdles que la somme
exponentielle méme de M. Borel.

33. Passons maintenant aux sommes exponentielles généralisées
par M. Borel (). Cette généralisation est caractérisée par le fait qu’au

(') Bouew, Sur les séries divergentes, 1go1, p. 139.
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lieu de ¢® on emploie pour fonction sommatrice #*; en d’autres termes,
on forme les moyennes
©
("l'"
E Srn () wr
S".} ((I) — no-n - s

—~ a"ll
z n!

n=0

ct 'on envisage la limite de cette expression pour @ =, r étant un
entier positif,

M. Borel démontre qu'en général le domaine de sommabilité de ces
sommes exponenticlles généralisées dépasse beaucoup le polygone de
sommabilité. Par exemple, si la fonction f(.£) n’a qu'un nombre limité
de points singuliers dans toute aire finie, la méthode exponenticlle gé-
néralisce permet de calculer la valeur de la fonction en an point régu-
lier aussi voisin gu'on veut d’un point (uelconque du plan complexe.
II est donc bien naturel d'¢tendre nos résultats i cette méthode de
sommation si efficace ct en méme temps si simple.

Soit «, un podle d’ordre £. et supposons que le domaine de somma-
bilit¢ de 8*'(a), construit pour la fonction
By, B, -

—— e ——

( _l.\)/c + >
| —— - —
" RN o _

contienne .z, & son intérieur; en d’autres termes, soit

Ji(r)=[f(r)—

(42) i S (@) = fi(e).

==

D’autre parl, on sait que les s, de

1
o
] —— —
Ty

(n+M)y(n+h—1,...(n+1)
s, = 3 )

sont

de sorte que la somme exponentielle d’ordre 7 de ce terme prin-



ESSAT SUR LES SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 389
cipal est

rn

Z(ru+A')(l'n+/c——|)...(l'n-{-l)(—lnT
S (q) = 1= =
¥'(a) S
DX
n—0

Par conséquent, comme auparavant,

d* .

—r (ak e )
(;-)(a) — dL—’T—'
& kleo

Si Pon effectue maintenant la différentiation indiquée, on obtient
un nombre fini de termes qui contiennent #* comme facteur et I’on
voit aisément que le dernier est multiplié par un polynome de degré rk,
de sorte que

P,4(a)
SYi(a) = ——;“—-.

On détermine cnsuite facilement le coefficient du terme de degré rk;
ce calcul donne :
Pruta)

. 2
o e =
Donc, pour i < k, .
i S (@) —o
v—n rkark *
et, pour i = 4,
Jim Si'(a) =

Désignons enfin par 5”'(«) lasomme exponentielle d’ordre r formée
pour f(x). Avec cette notation, (42) nous donne

lim !SI (a) — [ BeSY (@) + By 82, (a) 4. ..+ B,ST (@) ]! = £, (o)

o=
D’ot il suit immédiatement que

(43) ' lim 30C0) _ B

4 % =717
n=w rfa* k!

Par conséquent, les sommes exponentielles généralisées de
M. Borel sont en relation simple avec les péles, et cette relation
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ressemble beaucoup a celle donnée par la méthode exponcntielle
qui a pour fonction sommatrice c®.
- Remarquons qu'ici le degré d’infinitude des sommes envisagées n’est
plus égal au degré du poéle. On voit dans quelle mesure 'emploi de la
fonction exponentielle elle-méme rend possible d’obtenir des résultats
a la fois généraux et simples. Si I’'on prend pour fonction sommatrice
des fonctions plus compliquées que ¢* malgré qu'elles s'en approchent
dans leur formation, les résultats deviendront aussi de plus en plus
compliqués. Cela ressortira mieux encore en nous servant du dévelop-
pement de M. Mittag-Leffler.

3g0 P. DIENES.

§ XI. — Etude des poles 4 'aide de la représentation des fonctions
analytiques donnée par M. Mittag-Leffler.

34. Remarquons tout d’abord que, théoriquement, le théoréme
déja classique de M. Mittag-Leffler sur la représentation d'une fonc-
tion analytique par une suite de polynomes ou, plus généralement,
par une suite de fonctions enti¢res, permet d’é¢tudier les points singu-
liers situés sur la frontiére de I'¢toile principale, car il nous donne les
valeurs de la fonction dans des points réguliers qui tendent vers ces
points. Et, de plus, les fonctions F,(«) qui, pour a= =, s'approchent
indéfiniment de la fonction analytique donnée f(x), sont des poly-
nomes ou des fonctions entiéres de .x; par conséquent, chacune de ces
fonctions a une valeur bien déterminée dans tous les points du plan
complexe.

Enun point z,, situé a 'intérieur de I'étoile, nous avons, d’aprés le
théoréme de M. Mittag-Leffler,

lim Fg(20) = f(x,).

o=
Soit maintenant x, un point singulier situé sur la frontiére de I’étoile
ou, plus particuliérement, soit .z, I'origine d’une demi-droite exclue.
Un probléme général se pose :
Quelles relations existent entre la suite

(44) lim Fo(2,)

a=a

et la structure de la singularité au point x,?



ESSAI SUR LES SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 39!

Nous avons vu dans le deuxiéme Chapitre que, si le point i, est un
point singulier d’ordre négatif et si I’on prend par exemple la repre-
sentation des fonctions analytiques donnée par M. Lindeldf, 1a suite (44)
a une limite bien déterminée, et cette limite est la valeur vers laquelle
tend la fonction en cheminant vers le point singulier «,. Ce que nous

pouvons ¢crire

limF,(z,) =lim f(z),

a=x =2y
ct cette relation est, en quelque sorte, ’extension a I'étoile d’un théo-
réme d’Abel.

Supposons maintenant que .z, soit un pole de la fonction f(x).
Est-ce gu'en choisissant une représentation déterminée, la croissance
de la suite (44) est en rapport avec la croissance de la fonction au voi-
sinage du point x,, et, de plus, est-ce qu’elle permet de déterminer les
coefficients de la partie principale, c’est-i-dire de caractériser com-
plétement la singularité?

Nous allons voir que la réponse est affirmative.

o8. Pour cela, exposons briévement la représentation d’une fonction
analytique par une suite de fonctions entiéres donnée par M. Mittag-
Leffler dans sa cinquiéme Note (*).

Soit

k]
E(w):E o,

n=0

unc fonction entiére satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1° E(.t) a pour limite o quand «x tend vers P'infini le long d'un vec-
teur quelconque autre que I'axe réel positif, tandis qu'elle est positive
et tend vers l'infini quand x tend vers I'infini le long de 1'axe réel
positif.

2°  élant positif,
(45) lim E(02) _

ooy E(@) 2

(') MitraG-Lerruer, Sur la représentation d’une branche uniforme d’une
Jonction monogéne (5 Note) (Acta mathematica, 1. XXIX, 1905, p. 173).
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Al

d'une manié¢re uniforme, tant que «x appartient 4 un domaine fini
situé en dehors de la partie de I'axe réel compris entre x =1 ct + .
Soit fA () la branche de f(«x) définie par I'équation

SA(z) :Z a,.”

n=0
dans le cercle de convergence de la série et par le prolongement ana-
lytique de ¥ @,x" a I'intérieur de 1¢toile.

Soit enfin
Sh= Qo+ ay& 4. ..+ a,xct,

D’aprés le théoréme de M. Mittag-Leffler,
..
. z Sy, at
(46) SA(R)=lim2=Z2 = lim M(a).
H_=x y a”a” “H=mw
sl

n--0

On peut considérer ce résultat comme la généralisation de la me:
thode exponentielle de M. Borel o I'on emploie pour fonction som-
matrice, au lieu de ¢, la fonction entiére E(a).

Pour fonction sommatrice, on peut prendre par exemple la fonction
entiére’

3

(47) b0 =3 | moes | @0

n=0
étudiée par M. Lindelof.

36. Nous allons démontrer en effet qu’une fonction enticre F(«)
ayant tous ses coefficients positifs et tendant uniformément vers o
avec :—1 dans I'angle
(48) $ 97 am—g,
quelque pelit que soit ¢, satisfail toujours 4 la deuxiéme condition

(elle satisfait évidemment a la premicre).
Soit donn¢ en cffet un domaine fini A, de x, situ¢ en dehors de la
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partie de I'axe réel compris entre . =1 et + . On peut toujours
tracer un cercle de rayon suffisamment grand, en particulier plus grand
que Yunité, pour que le domaine cntier soit intérieur a ce cercle.

Entourons d’autre part le scgment 1 — + % d’'une bande assez étroite
AA’'B'B, de fagon que le domaine donné soit 4 l'extérieur de cette
hande. '
Partageons A en deux parties : I'ane A, extérieure a I'angle AOB,
Pautre A, intérieure 4 A’OB'.
Par hypothése, en choisissant ¢ plus petit que I’'angle A O B, d’apreés

(48),

limE(wz)=o0
m®
d’une mani¢re uniforme, (quand x varie dans A,, car avec x la quan-
lité w.r est aussi extérieurc & 'angle AOB. 4 fortior:
L(o2)
E(w)
tend uniformément vers o pour w =+« dans toute aire finie exté-
rieure & I'angle AOB, en particulier dans le domaine A,.
Envisageons maintenant A,, c’est-a-dire la partie de A qui est située
dans I’aire limitée par OA’, OB’ et par I'arc du cercle A’'B'.
Le plus grand module de x dans A, est le module de A’ (ou celui
de B'), de sorte que dans ce domaine

|z | <OA'=b<1.
Journ. de Math. (G* série), tome V. — Fasc. 1V, 1400, 51
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v

D’ou il résulte que ]
|E(wz)| < E(wbd),

car les coefficients de E(x) sont positifs.

Ou encore ,
|E(wz)| _E(wbd)
E(w) E(w)

pour un x quelconque pris dans A,.
Appliquons maintenant le théoréme de Cesaro, généralisé pour les
fonctions entiéres, aux deux fonctions

E(mb)zz 2, brw®

n=0
et
E(w) :2 o, 0"
n=0
On obtient
. E(wb) . oa,bn
=1 =
ul)l-::o F(w) n‘=nl %n %
car b <1,
D’oi1 'on conclut que
lim E02)
= E(&)) -

d’une maniére uniforme dans l'aire A’OB’.

En joignant les résultats qui concernent les aires A, et A,, on voit
que la fonction entiére E(a) remplit bien la condition (45); donc elle
peut servir comme fonction sommatrice dans le théoréme indiqué de
M. Mittag-Leffler.

Par exemple, M. Lindelsf a démontré que la fonction entiére (47)
tend uniformément vers zéro dans tout angle satisfaisant & la condi-
tion (48). Par suite, d’aprés le raisonnement précédent, cette fonction
entiére peut étre employée vraiment comme fonction sommatrice.
Cela nous assure que les conditions exigées par le raisonnement ne
sont pas contradictoires et qu'il y a bien des fonctions entiéres rem-
plissant nos conditions.

37. Celaposé, supposons que z, soit un pdle d’ordre k, situé a I'ori-
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gine d'une demi-droite exclue, de la fonction analytique définie par
L
S(x) =2 apzt
n=0

et représentée & I'intérieur de son étoile principale par

Z sp(x)ax,a®

f(z)=lim ==—fp——— —lim M(a).
uH=am l ==
Sewen
n=9

Par hypothése, la différence

filw)=f(2)— [(T_BAT)’: - B'x] =Y by

Ty

est une fonction holomorphe en .7;0 et son ¢toile principale contient ce
point & son intérieur.
Par suite, si I'on pose

Sp="bo+ Dy.ro+4...+ b, x},

on a
2 Sp&, 2"
(49) limM (@) =lim 252 __ = f,(2,).

o = a0 {= o

S e
n=¢

Calculons maintenant la somme correspondante M;(a) formée au

point x, pour la fonction
I

x \*
] ——
Zq

On obtient, comme auparavant,

D+ O ks ima gy

n=0
)
o
/.'!z o, an

n=0

k1E(a)
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Effectuons la différentiation; nous aurons des termes
c;ia*—i B (a),

ot Z prend les valeurs o, 1, ..., k.
Le terme i = o est plus grand que tous les autres. En effet,

Et—-i)(q) :2 (n+k—=0(n+hk—i—1)...(n+1)ay4-ia®
n=0

c’est-a-dire

at=1 -0 (a) ’—"2 (R4 k—0)..(n+1)oyp-ia®rh=i

n=0

= 2 (R4+k)...(A+i4+1)apatth,
n= -i

D’autre part,

x
a* Kb (a) ::E (R4 K)o (F)ay, pan b,

n=0
de sorte que, d’aprés le théoréme de Cesaro,

. ak-itEG¢—(a) . (n+k)...(n+i+1)2,.4
lim — =lim 3 —=o
w=n a*E%)(a) nme(H ) (A0 (A1) R s

Iin remarquant encore (ue ¢, = 1, nous pouvons donc ¢crive

3
d_(fu. [t E(a)| = a* E® (a) [1 -+ & (a)],
ol

limeg(a) —=o,

= »

38. kcrivons maintenant I'équation (49) d’une maniere explicite

limM'(e) =lim[M(a) —B; M, (@) —...—= B, M (a)] = f1 (Lo

=

et remplacons les sommes M;( ) par leurs valeurs trouvées précédem-
ment

e [Beat ER(a) Bkt EG D (a)
lim y M (a) TR (a) (F—OTE(a)

B,a Et)(a)

+ —'W + 7)(“)] = fi(@)
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avec
limy(a)=o.
a= o

Mais le raisonnement précédent nous donne

Bia*E#)(a)  B,_,at—t E—1)(a) Ba EV (a
3 B v 3y ¥ B Y|
__ Bia*tE¥(a)

3 ['+"h(a)]1

lim -, (a) =o,

a=o®
de sorte qu’on peut écrire

k(&
(50) tim | M (@) — 222 [ @)= A,

et I'on démontre aisément que

ak B4 (a)

(51) nl:.“alo E(a)

—= 4 oc,

Posons enfin
E# (a)
E(a) =fi(a),

ou les fonctions f(a) sont déterminées par la fonction sommatrice
indépendamment de la fonction f(z), el divisons les deux membres
de Pégalité (50) par a* £y («0).

D’aprés (51), le second membre tend vers zéro pour a = ». D’otl
P'on conclut que

> . M(a) ___B/.-
(52) lim S =T

Et cest la relation générale entre les poles et les sommes générales
de M. Mittag-1.effler. Ces sommes M(a) sont déterminces par les
coefficients a, de la série de Taylor qui définit la fonction f(.r); de’
sorte que I'équation (52) nous donne la relation générale entre les
poles situés sur I'étoile (4 l'origine des demi-droites exclues) et les
coefficients du développement taylorien donné d’avance.

Ou bien, M(a), pour @ = =, étant la valeur au point z, des fonc-
tions entiéres F,(x) qui s’approchent indéfiniment de la fonction f(x)
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a I'étoile, (52) peut s'écrire

. Folzg) By
. ,!':"l a*fi(a) — kT
Donc la suite

(44) lim Fy( ),

a=wn

formée en un péle, est en rapport direct avec la nature de la singula-
rité¢ envisagée. Elle nous décele le degré du péle et permet de déter-
miner successivement les coefficients B, de la partie principale, donc
de caractériser complétement la singularité en question.

Si 'on emploie pour fonction sommatrice la fonction Ey(a) de
M. Lindelsf, on peut voir aisément que

lim fi(a) =0,

a=cw

donc le degré d'infinitude de la suite (44), tout en déterminant celui
de la fonction, le dépasse, car en «, la fonction devient infinie d’ordre A.

Remarquons enfin que, comme nous 'avons vu, c'est l'analogie
compléte du développement de M. Mittag-Leffler avec la somme
exponentielle de M. Borel qui a rendu possible la démonstration du
théoréme (52).

§ XII. — De la croissance des fonctions entiéres.

39. Passons maintenant aux points critiques algébriques d’ordre
positif, ot par suite le degré d'infinitude de la fonction est un nombre
positif quelconque. Dans ces recherches, nous avons besoin de quelques
résultats relatifs a la croissance des fonctions entiéres qui représentent
la fonction donnée.

Examinons tout d'abord la fonction cxponentielle pour montrer
I'idée fondamentale de la méthode employée.

Soit donc donné

M. Borel (*) a remarqué que I'ordre de grandeur d’une fonction entiére

(') Borer, Legons sur les séries a termes positifs, p. 58.
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a coefficients positifs ne dépend pas également de tous les termes de la
série; au contraire, si I'on n’exige pas une évaluation trés précise, un
ou quelques-uns de ces termes, qui s'éloignent d’ailleurs a l'infini pour
a = x», donnent déja I'ordre de grandeur de la fonction.

Nous allons développer cette idée pour évaluer exactement le degré
d’infinitude de certaines fonctions entiéres & coefficients positifs.

Soit k un nombre positif supérieur 4 1, et désignons par & la partie
entiére de %, de sorte que

%:b-i-'n,

osn<1.

Je dis que la somme des b premiers termes du développement de e* -
divisés par e* tend vers zéro pour a = .

En effet, pour un a quelconque, les deux plus grands termes de la
série envisagée sont ceux dont les indices sont @ — 1 et @; par suite,

a a’ ab
A(a)_1+-'—! RERRRub | < b.b_l.
Appliquons maintenant la formule de Stirling sous sa forme
1
(33) bl=n(b) (b +1) " Ie=t+n),
ou

,!i_l,’""(b)z‘/ﬁ°

Nous avons
b
A(f) <b a' : .
0(b) (b 41)  Ee—b++a
Et
A(a bkt
(56) @) < s
() (b 1)fe F )
car
a<k(b+1).
Regardons maintenant le quotient
—-—-kg: = "Vlu kg .
okt (2=
e ¥ fL‘e %
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Pour que ce rapport tende vers zéro, il suffit que

/..
o <!

ce qui est ¢vident, étant donné que

k—1)?
e“"=|+k—-—t+£-—;'—2-+....

Posons
1
k*
F=i— 6
e ¥
dont nous savons que
oLc<Ll.

L’inégalité (54) peut donc s'écrire

Aif) <B(a)c*,
ol

. B(a)

hrl?:s:p. . =

D’odi I'on conclut que, r étant un nombre quelconque,

(55) lim £4(2)

o= ca

40. Examinons maintenant les termes du développement e dont
les indices sont supérieurs ou égaux a la partie entiére de ah.

Je dis que la somme de ces termes divisée par ¢* tend aussi vers
zéro.

Désignons par b la partie entiére de ak de sorte que

alk =b 4,
o.n<l1.

Ecrivons la somme envisagée sous la forme

B _a® a - a a
(a)_ﬂ l+b+1 b1 b+2+""

et remarquons que
ka<<b41,
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c’est-a-dire

a 1
) b1 <%
et a fortior:
a
. b+i <k
D’ou il résulte que
at &k
Mo<mr—

Appliquons de nouveau la formule de Stirling sous la forme (53)

k at
B(a) < k —1 IH-'-
n(6) (b +1) e
et
B(a) < I3 1 ,
et h—1 1
€0 [)) ( b+~ I)i Jobe e—(ak—y+)+a
car
a b+
Démontrons que
. ea(/.’—l)
tn S =
pour cela, il suffit que
WA
'—/T < 1.

41. On peul vérifier cette inégalit¢ de la fagon suivante :
Ecrivons-la sous la forme
ek < kk’

et prenons le logarithme des deux membres
(96) hA—r1< hlogh.

Il suftit, évidemmenl, de vérifier cette inégalité plus simple.
Au point k = 1, les deux fonctions de £,
k—1v et Alogh,
prennent toutes deux la valeur zéro. Dans le pointk==¢, la fonctionk logk
cstsupérieure (de I'unité) i la fonction & — 1. Donc, si pour k> 1, I'iné-

Journ. de Math. (6 série). tome V, — Fasc. 1V, 1909, a2
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galité (50) cessait d’étre vérifiée, la dérivée de la fonction
klogh—(k—1)

devrait avoir une racine supérieurc a r. Mais cette dérivée est juste-

ment logk.
Donc on peut poser
eh—1
__—kk =
avec
ce<l1.

Par suite, nous concluons comme auparavant que, 7 étant un nombre
quelconque,

(57) lim

o= ®

a" Ba)
@

Remarquons que I'on peut démontrer de la méme maniére quc le
terme maximum, et, par suite, la somme d’un nombre fini de termes
divisée par ¢“ tend aussi vers zéro. L’ordre de grandeur de «* n’cst
donc déterminé exactement que par un nombre toujours croissant de
termes, et nous avons essay¢ de réduire le nombre des termes imnpor-
tants au strict minimum.

42. A Paide de ces considérations, nous allons démontrer le théo-
réme suivant :

Soit donnée la fonction entiére
n)a"
——)

PRSI NECT
J(a) Tdes p!

noc

(58) lim 214 —

n—-w NP ’

p ¢tant un nombre réel quelconque. L'ordre de grandewr de la
Sonction f(a) est déterminé d’une maniére trés précise par Uéqua-
tion

(59) lim M =

“w- e a[l cll
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Fn effet, d’aprés la condition (58),

o(n)==anl +4¢e,nr

avec
lime,=o.

Sf(a) :ai nP— +Ze,,nl’

et, d’apr¢s le théoréme de Cesaro,

ot n
a
Qenrs

. n=0 T .
lim = ——— =lim¢g,=o.

= ) a® n=w
an_
n!

n=0

Par suite,

11 suffit donc de déterminer I'ordre de grandeur de la fonction

flay= 3

n-.0

Pour cela, nous allons é¢tendre a cette fonction les résultats acquis
tout & I’heure, relatifs & la fonction exponenticlle.
Regardons, tout d’abord, la somme A’(a) des b premiers termes,

b étant la partie entiére de % et k> 1. Une limite supérieure de ces

termes est

Ipl
b”bx’

donc
Al(a) < bW A(a);

par suite encore, d’aprés (55),
(60) lim 2(2) _

43. Prenons ensuite la somme B'(a) des termes dont les indices
sont égaux ou supérieurs a ka, et soit de nouveau b la partie entiére

de ka.



ho4 P. DIENES.

Ona

b
B'(a) = s

b!

[bl’-}-(h—*-n)l’bil{_l +(b+2)pba+| -b—_{:_—a--i—]

Soit p un entier plus grand que | p|, et laissons de coté les 4 . premiers
termes de B'(a). Cela est permis, car nous avons démontré que la
somme d'un nombre fini de termes du développement de ¢* divisé par ¢*
tend vers zéro, comme un nombre inférieur & 1 élevé i la puissance «.

Regardons maintenant le (4p + 1)*® terme de la parenthése en
remplacant p par le nombre plus grand w. Ce terme est

@t (b4 ¢
G0 (brap)...(b+ip)

‘tant donné que, pour > 2w,

b+oap+r<(b-+r)3
ona
b+ip <1
(b+ap+r)y(b+a2p+r—i) ’

de sorte que
b+ 4
(b+2p+1)...(h-+4p)

<.

On peut donc ¢éerirve

ab+ 7 « a “ \
' b - i
B'(a) < Py(a)+ (b+-2m)! (\' - b+2p -+ F b+ ap-+1 btap 4o +)
ct
a k
' D T o ot
B'(a)<Py(a) + b+ am)! k=1’
ol

)
lim “__l"_(f_)
e

.- x

Mais
ab+ qq?

(b+2p)!= bl

’

d’ou il résulte, comme auparavant, quc

(61) limE,-;‘i)-zo.

"=
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Il suffit donc, pour envisager l'ordre de grandeur de la fonction
entiére

®
a

Sila) :Zn" MK

N

1 . 9. . . a . pa
de considérer les termes dont les indices sont supérieurs & ;- et infé-

rieurs & ¢k, k élant un nombre supérieur & P'unité.

44. On voit ainsi facilement qu’en désignant cette partie du déve-
loppement par C'(a) et la partie correspondante du développement

de ~“ par C(a), on a pour p > o0

(%)"Cm < C'(a) < (ak)*C(a).

Donc
lim sup, Ji(a) = lim sap. A'(a) + B'(a) + C'(a) < v
P ab et P al e =
el
1y ’ !
lim inf. 248) i ing, Af@) £ B() + Cla) . 1
n=w are? = et =4
car

lim Sy =AM =Bl

o
H—=x o - ao €

Pour p <o, la limite inférieure devient la limite supéricure et
inverscment.
‘xaminons enfin les points limites de la suite

lim _‘/_'1(_(!).

(=N a,) ell

, . o s 1
Nous avons trouvé que tous les points limites sont entre - et k”. Je
L)

dis que le seul point limite est P'unité. En effet, soit ., un autre point
limite de la suite ; je prends A assez voisin de 1 pour que

]

Jo— ——

7P < I I ""l'ol

et
[P — 1| <1 — x5 |,

ce qui est toujours possible, étant donné que k peut étre aussi voisin
de I'unité qu’on veut.
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Mais dans ce cas x, n'est pas entre # et k?; donc x, ne peut pas étre

un point limite de la suite envisagée.
On en conclut que

ce qu'il fallait démontrer.

45. Avant d’appliquer ce résultat aux points critiques algébriques
situés sur le cercle de convergence et sur le polygone de sommabilité,
nous allons démontrer, & 'aide des considérations précédentes, un
théoréme plus général sur la croissance des fonctions entiéres.

Soit donnée la fonction entiére

® an
fla)=No(n) 05
n=0

Si les deux limites d’indétermination de o(n) sont w, et w,,

c’est-a-dire si Uon a, & partir d’un certain indice,

(62) nP—t < o(n) < R+,
¢ étant aussi petit qu'on veut, on en peul conclure que

. fla

et

En effet, la condition (62) entraine

tim 242) —

n=w nw,+s

0.

Appliquons le théoréme de Cesaro aux deux fonctions a coefficients
positifs
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et

ity =S e

n=0

lim fla) l’m(P(u) =o0.

=1 =
u—:.nfl(a) n=nnm'+£

Nous avons

D’autre part, d’aprés le théoréme (59),
Jila) _

li m =1
)
a am‘+¢ e

d’oti résulte la premiére partie du théoréme énonce.

La deuxiéme partie se démontre d’une maniére analogue. D’apres
(62), qui est satisfaite pour ¢ quelconque,

. nWE
lim =0
n=w@(2)

Donc, selon le théoréme de Cesiro,

- n
\ nwe 4 ‘1_
z n'

e

fim2Zt ——  —o
T -] v . an
—d an) ;l_i
n-=0
et
© n
V' -
n!
hm 2=

a= av—tes
doul’ 1 2cé
oti I'on conclut, comme précédemment, que

=0 AW Cet -
Lintervalle d’indétermination du ¢(n) mesure donc celui de la
Sonction.
En particulier, si w,= , = , ou, en d’autres termes, si ¢(n) est
a croissance réguliére, 'intervalle d’indétermination de la fonction est
nul : ;
lim L@ _

e w aw+: ea
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et
im L3)_ _
‘l:rl el

On peut donc dire que la croissance de f(a) est réguliére, et son
ordre de grandeur est mesuré par

w -+ la croissance de e%,

§ XIII. — Des points critiques algébriques situés sur le cercle
de convergence et sur le polygone de sommabilité.

46. Passons maintenant & I'¢tude des points critiques algébriques
4 l'aide de la méthode de la sommation exponentielle de M. Borel.
Noit donnée la fonction analytique

f(ur):ﬁa,,.z:"

n=14

et soit .z, un de ses points singuliers sur le cercle de convergence ou
sur le polygone de sommabilité (sommets exclus) dans le voisinage
duquel la fonction puisse se mettre sous la forme

o p est un nombre positif quelconque ct ol I'ordre de f,(x) au
point i, est p, < p. Ce cas est réalisé si x, est un point critique algé-
brique de la fonction f(x). Supposuns, pour plus de simplicité, que
XLog=1.

D’aprés la définition de Uordre

Si(2) = fatw) + fi(0),

ou f,(x) est holomorphe dans le cercle de’ rayon 1, son ordre sur
le cercle étant p' = p, + ¢ < p, et out f,(x) est holomorphe au point 1,
le polygone de sommabilité de f, (') contenant ce point 4 son intérieur.

Tout d’abord, la somme exponentielle S, (a) formée au point 1 pour
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la fonction f,(.r) a une limite bhien déterminée

(63) limS,(a) =/f(1).

H==

Formons maintenant la somme exponenticlle S,(a) pour la fonc-
tion

FACS) _—.2 b,z".
n==0
D’aprés (4)
p'—1=Ilimsup. - gl b"l
= logn
d’ott 'on conclut que

l b, l < nF' e
et que

Isul=1bo+ by+... 4+ b | < nr'+¥,

" étant arbitraire. Choisissons ¢’ de facon que

p+e<p;
nous avons
!
lim 152l — o,
n=w N°

Appliquons maintenant le théoréme (3¢ ) & la fonction entiére

e-as,<a)<21 Sl oy

n=o0
En remarquant que
&
(‘"
|"n |
IS, (a)] < n: o
art = aret
nous obtiendrons
" . . S» )
(64) lin _-_(_fi_) -

.=

Occupons-nous enfin de la somme exponenticlic S ((l) formce au
point 1 pour la fonction
1
(1— .z?)l'.

Journ. de Math. (6 série), tome V, — Fasc. IV, 1909. 53
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Ona
EB(p-H)?_n
" nl
S,(a)="=2 ,

3
n

23

n=0

ou B{”*" sont des coefficients binomiaux, et I’on sait de ces coefficients
que

Q

o

lim B}’[N-i) — 1 .
n-==aw ne r(P +l)

En appliquant de nouveau le théoréme (59), on obtient
Sg ( a ) . 1

lim == Tp+1)

Ajoutons encore a cette équation les équations (64) et (63), cette
derniére divisée par a?, et remarquons que

S(a)=B,S5,(a)+ S,(a) + S;(a).

On a ainsi le théoréme

. S(a B
S = ey

Clest la généralisation aux points critiques algébriques et aux sin-
gularités beaucoup plus compliquées encore du théoréme (3q) relatif
aux poles.

On voit dans quelle mesure la méthode de sommation exponentielle
de M. Borel permet d’étudier les singularités, et nous insistons tout
particuliérement sur la simplicité remarquable des résultats obtenus
par cette méthode qui montre 4 la fois la souplesse et I'efficacité de
cette sommation. Nous croyons confirmer par cela la remarque de
M. Borel (') relative 4 'importance toujours croissante du role de la
fonction exponenticlle dans la théorie des fonctions analytiques.

47. Le résultat trouvé précédemment se généralise enfin facile-
ment par la méthode de la sommation exponentielle généralisée de

M. Borel.

(*) Voir, par exemple, Borew, Legons sur les fonctions entiéres, 1goo, p. 117,
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- Soit, en effet, x, un point singulier de la fonction () au voisinage
duquel la fonction peut s’¢crire

f@) = o file) + fu(),
(%)
ou 'ordre de

f,(x):Zb,,x"

n=0

au point ., est inférieur 4 p et o «x, est un point régulier de la fonc-
tion f,(x) situé dans l'intérieur du domaine de sommabilité de la
somme exponentielle d’ordre 7.

La derniére condition peut s’écrire

lim 8Y"(a) == f3(&y).

"n=um

D’autre part, on a

avee

ct

Remplagons dans ces formules a” par b. On obtient

n
Z: sz _l:__
" onl

P (@) = 12y —— .
n

pX

n=-0
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et

i "
2 Br+n _’i_
Ly
S"(gy—="12=___ .
1 ( ) ® b"
2
n=0
On démontre, comme précédemment, que
, s’!) . s (2)
lim =2 =lim 2L —o,

nm=—ow 'nl’ n-& ”'p

ce qui donne immédiatement

L) bn
L Tl
. rn 'l'
. Na . - :
i -2 —(—) =hm ”—-'—-"’-——,— = 0.
"o oz a’'r h @ b"e'

Knfin, étant donné que les B;?"' sont des coeflicients binomiaux,

4

. Bw+Y .
him 22— =
Y L(p+1)
ou encore
. B(Il.H) re
lim 24— — ,
n=wm nr r(p -+ l)
o1 a
Z I“I"I'IJ." {’_’;
n! R
lim M = lim 222 S rt .
a=® ”I’p b ,)’)L’" l‘(l) -+ ')

Si 'on remarque encore que

$¢1(@) = B,S{ (a) + S () + S (a).

on obtient le théoreme suivant : -

SMia) B,
a=w rPa? T U(p+41)

Les sommes cxponentielles généralisées de M. Borel sont donc
en relation simple avec les singularités. Elles permettent d'étudier la
croissance de la fonction dans des points singuliers d’'un genve trés
étendu. La scule restriction est celle qui concerne la position du point
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singulier. Mais, pour montrer dans quelle mesure les restrictions de
cette nature sont inévitables, il convient de remarquer que méme le
développement de M. Mittag-Leffler ne permet pas I'étude des points

singuliers situés sur la continuation (et non pas & l'origine) d'une ligne
de Détoile.

Note. — Les méthodes dont nous nous sommes servi dans le troi-
si¢tme Chapitre de ce Mémoire ont été appliquées, avec les modifi-
cations nécessaires, par M™ Valérie Dienes, aux points critiques
algébrico-logarithmiques (voir sa Note Sur les points critiques loga-
rithmiques dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
séance du 26 avril 19og). Sans insister sur les théorémes énoncés par
elle dans cette Note, nous allons indiquer un de ses résultats relatif 4
la croissance des fonctions entiéres qu'elle utilise dans la démonstra-
tion de ses théorémes généraux.

Soit donnée la fonction enti¢re

sla)=Y o).
=0
Si
lim g(n)

—— T O
n=w nP[lognl]? !
oit p el ¢ sont des nombres réels quelconques, on a

: J(a)
,,'2'.', arllogalrer —

On peut remplacer logn par des fonctions beaucoup plus générales
sans que le théoréme cesse d’étre vrai. On voit jusqu’a quel degré de

précision P'ordre de grandeur des coefficients peut déterminer celui
de la fonction.



