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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur les produits canoniques d'orrtn^Jnfi ni ; 

PAR JII. ARNAUD D ENJOY. 

Depuis que M. Poincaréa énoncé son célèbre théorème sur la possi-
bilité d'exprimer simultanément deux variables dont la correspondance 
est a nal ν tique par des fonctions uniformes et analytiques d'une même 
troisième, l'étude de la fonction multiforme la plus générale se trouve 
réduite à celle de deux types de fonctions particulièrerrtent simples : 
les fonctions uniformes et les fonctions inverses de fonctions uni-
formes. 

Ce n'est pas ici le lieu d'expliquer à quels problèmes précis se 
réduit l'étude simultanée d'une fonction uniforme y et de sa fonction 
inverse ./.·, Qu'il me suffise de dire que ces problèmes, résolus au voisi-
nage des points réguliers ou polaires relativement à y, ontleur solution 
presque inexistante si ./; est voisin d'un point essentiel, même isolé 
pour y. 

Cependant, des résultats très importants ont été obtenus touchant 
le système des nombres JC

0
 correspondant à une même valeur dey

0
, 

quand y {oc) ne possède qu'un point singulier essentiel qu'on peut 
supposer situé à l'infini. On a démontré dans ce dernier cas, relative-
ment aux modules des nombres Λ·

0
, que la suite, supposée croissante, 

de ces modules a un ordre sensiblement indépendant de y
lt

. 
Journ. cle Math. (<>· série), tome VI. — Faso. I, * 
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C'est une propriété bien simple à établir que, si l'ensemble de toutes 
les singularités possibles d'une fonction multiforme ne morcelle pas 
le plan ('), le nombre des déterminations de la fonction est le même 
en tous les points réguliers pour chaque branche, si ce nombre est 
borné. Les points singuliers de la fonction χ inverse de la fonction y 
supposée entière sont d'une part des points critiques algébriques en 
inlinité dénombrable (comme ceux de toute fonction multiforme), et 
des points singuliers transcendants qui sont les valeurs vers lesquelles 
peut tendre la fonction entière y, quand la variable χ suit un chemin 
convenablement choisi s'éloignant à l'infini. Si ces valeurs sont en 
infinité dénombrable, comme on tend à le penser, la fonction x{y) 
mu l tiforme est de celles dont toutes les singularités réunies ne morcellent 
pas le plan. Peut-on déduire de ceci, malgré l'infinité des branches 
de x(y), une raison de la fréquence constante des valeurs .i\ corres-
pondant à un nombre arbitraire y0? 11 est permis d'espérer que l'on 
trouvera par cette voie une lumineuse explication de ce fait remar-
quable. Je n'ai cependant pas engagé ma recherche dans cette direction, 
jugeant son succès douteux en l'état actuel de nos connaissances. 

Désireux de préciser les résultats déjà connus sur cette question, 
j'ai utilisé le détour qui consiste à relier le plus étroitement possible la 
croissance du nombre Λ des zéros intérieurs à un cercle concentrique 
à l'origine, à celle du module maximum de la fonction sur ce même 
cercle. La croissance du module maximum de y—y

0
 étant évidemment 

indépendante dey
0

, la croissance du nombre η relatif à y
0
 sera déter-

minée et indépendante de y
0
 dans la mesure où la croissance d'une 

fonction entière détermine celle de ses zéros. 
Le problème direct : Connaissant le module r„ du ntè,M zéro a

n 

d'une fonction entière, en déduire les limites du module maximum 
de cette fonction, a été résolu par MM. Boutroux et Lindelôf avec une 

extrême précision dans le cas où la suite r
n
 est de genre fini^fc la 

série—rf est convergente pour une certaine valeur entière de p.Ue 

(1 ) Je dis qu'un ensemble ne morcelle pas le plan, si deux points quelconques 
n'appartenant pas à l'ensemble peuvent être joints par une ligne dont aucun 
point n'appartient à l'ensemble. Les ensembles dénombrables ne morcellent pas le 
plan. 
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me suis proposé d'atteindre Ja même précision dans le cas où la suite 
r„ est d'ordre infini, et j'y suis parvenu dans des cas très généraux. 

La difficulté essentielle consistait à définir ce qu'il faut entendre par 
produits canoniques d'ordre infini, si l'on veut que de tels produits 
possèdent les propriétés essentielles des produits canoniques d'ordre 
fini. Voici la définition que j'ai proposée. Un produit 

g.y.,... ,yn ) 

sera dit canonique si, e étant le maximum du module du nwme 

facteur sur le cercle | ζ | = /·, la série 

2 ^{~r
a

,jPa

)
 =P('') 

I 

est une fonction de r telle qu'il n'y ait pas possibilité de la rendre 
moins croissante par un autre choix de l'exposant fonction de n. 

La seule arbitraire dans un produit du type précédent étant p
in

 il 
faut que la condition précédente détermine le choix de p

n
. 

J'ai tout d'abord (Chap. I) procédé à une étude minutieuse de la 
fonction φ(«, ρ). J'ai ainsi déterminé successivement pour le facteur 
primaire E(#, /?), ou plutôt pour le logarithme de son module, la 
répartition de ses divers maxima et minima sur tout cercle |.r | = u, 
l'expression exacte de chacun d'eux par une intégrale curviligne, leur 
classement par ordre de valeurs absolues et, comme conséquence, le 
maximum et le minimum absolus; enfin, des expressions approchées 
et simples de ces deux dernières fonctions, restant avec elles dans des 
rapports finis, quels que soient u et ρ ( '). 

Cette étude terminée, il me devenait facile de résoudre le problème 
du choix de l'exposant canonique p

n
 grâce à la remarque suivante (2) : 

Le module maximum du facteur primaire E(x, ρ), sur un cercle 
fixe |.r| = u, croît avec /?, si u^> 1, décroit si w< i, tend vers une 
limite si u = ι. Les deux premières assertions sont d'ailleurs légèrement 
inexactes, mais de telle façon que la conséquence suivante ne soit 

Ο Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 29 juin 1908. 

(2) Id., i3 janvier 1908. 
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pas altérée : si je divise le produit JJE(p
n

^j en deux autres JJ 

et , h étant défini par rh<r < />,+,, si 

ι ι 

si, partant d'une fonction p
n arbitraire, je la remplace par une fonction 

plus croissante, P
n

 qui est comme P2 une fonction de /·, augmente, 
Ρ

2
 diminue. Si je remplace p

n
 par une fonction moins croissante, 

Ρ
 2
 augmente, P, diminue. Si donc je détermine Y exposant p„ par 

lequel P, et P
2
 sont du même ordre de grandeur, le choix d'un 

exposant, soit plus croissant, soit moins croissant, ne pourra qu'aug-
menter l'ordre de Ρ = Ρ, -+- P

2
. 

J'ai pu déterminer dans des cas étendus la valeur de p„ et calculer 
avec une erreur relative infiniment petite la valeur de P(/·). L'exposant 
de convergence p

n
 et la fonction correspondante Ρ sont tels que : i° en 

modifiant les arguments des zéros a
n
 de toutes les façons possibles, 

sans changer leurs modules ni la loi qui donne p
n

, je suis certain qu'à 
partir d'une certaine valeur de /·, calculée une fois pour toutes 
connaissant α et la suite r

n
, le module maximum de la fonction F 

est inférieur à en + x'1' α étant positif fixe, arbitrairement petit; 
2° en conservant la loi qui me donne p

n
 ou en la remplaçant par une 

autre arbitraire il me sera possible de choisir une répartition conve-
nable des arguments des a

n
 telle que, pour une infinité de valeurs 

croissantes de r, le module maximum de F soit supérieur à ,>;1-a p 

Je cite entre autres résultats que, moyennant des hypothèses ti ès 
larges, si, par exemple, la fonction η de r„ interpolée pour toutes les 
valeursjjde r

n
 a sa dérivée toujours croissante, on peut prendre sensi-

blement ρ = f.log/' > et l'on a 

^ < Max. log | F( s ) | < 2 « L p, 

η étant le nombre des zéros intérieurs au cercle | s | = /· et ρ l'exposant 
de convergence des zéros les plus voisins de ce cercle. 
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Pour ne pas allonger outre mesure ce Mémoire, j'ai dû me borner 
au choix de ρ et au calcul de Ρ dans deux cas de régularité (') de la 
croissance de η en fonction de r

H
, En tout cas, il n'est jamais question 

dans ce travail de limiter la croissance de η dans le sens de la rapidité, 
il n'est question que de sa régularité. 

Dans le premier cas, que j'appelle cas de moyenne régularité, j'ai 
admis sur la fonction r(n) [ou plutôt sur /1 (/·„)] les hypothèses qui me 
permettaient commodément le choix de ρ et la limitation supérieure 
de Ρ(r). Ces hypothèses sont d'ailleurs moins particulières que celles 
dont on use habituellement. 

Dans le second cas, j'ai cherché des conditions telles que P(r) puisse 
être calculé asymptotiquement d'une façon exacte. 

La première famille de fonctions r(n) comprend celles où, dans une 
succession de grands intervalles, la répartition des modules des zéros 
conviendrait à des fonctions d'ordre fini. Il y a entre les produits de 
cette famille, pour lesquels la formule trouvée donne de loin en loin 
une expression exacte, et ceux qui sont évalués asymptotiquement par 
la formule du second cas, une différence qui se ramène à celle de deux 
fonctions de croissance arbitrairement rapide, mais dont la première 
est représentée par une ligne brisée où chaque côté a une longueur très 
grande relativement à celle du côté précédent, et une pente beaucoup 
plus forte, et dont la seconde aurait au contraire à sa courbe représen-
tative une tangente dont le coefficient angulaire croît uniformément 
sans gravir une succession de paliers. 

J'ai été le plus possible avare d'hypothèses gratuitement imposées 
à η et à r(n), parce que je désirais, une fois mis en possession des 
formules valables dans les cas de moyenne ou d'extrême régularité, 
déterminer le champ d'application de ces formules, je veux dire 
les conditions nécessaires et suffisantes que doivent remplir η et r(rt) 
pour qu'elles soient exactes. Je renvoie, pour la solution de ce pro-
blème, à un prochain Mémoire où je traite également le cas des 
croissances irrégulières, et le problème inverse : De la croissance 
de la fonction déduire la croissance des zéros dont la solution 

(1 ) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, i3 juil-
let 1908. 
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consiste à étudier et à préciser la généralisation du théorème de 
M. Picard, donnée par M. Borcl. 

4. A ma connaissance, trois Mémoires contiennent les propriétés 
essentielles des fonctions d'ordre infini connues au moment où j'ai 
publié mes premiers résultats. 

Le premier est le célèbre Mémoire de M. Borel où se trouve notam-
ment la démonstration élémentaire du théorème de M. Picard, et où 
sont jetées les bases de la théorie qui nous occupe. Le second, par 
ordre chronologique, est dû à M. Kraft, élève de M. Blumenthal ('), 
qui s'est essentiellement donné pour but de reprendre par le détail le 
Mémoire précédent, afin d'en donner un exposé parfaitement clair et 
didactique. Ce travail renferme une excellente mise au point de la 
question en l'état où il la prend et en l'étal où il la porte, et il m'a été 
de la plus grande utilité. Enfin, la thèse de M. Boutroux consacre aux 
produits de genre infini quelques pages, où l'auteur fait preuve de sa 
pénétration habituelle en déterminant, dans un cas particulier, la 
valeur optima de l'exposant de convergence. 

Ai-je besoin de dire que tous les perfectionnements apportés à la 
théorie des fonctions de genre fini retentissent sur celle des fonctions 
de genre infini, et qu'à ce titre je dois citer encore, comme m'ayant 
apporté un réel secours, le travail de M. Lindelôf? 

Une théorie plusieurs fois étudiée, et où d'elles-mêmes s'imposent 
les questions et la manière de les traiter, serait bien difficile à renou-
veler au point de ne pas éveiller de réminiscences dans l'esprit du 
lecteur. Augmenter le plus possible la précision et la généralité des 
résultats, afin de les rendre immédiatement applicables, alléger les 
calculs sans sacrifier la rigueur, je 11'ai pas recherché d'autre but. 

(*) M. Blumenthal a repris la question dans un Livre de la Collection de mono-
graphies sur la théorie des fonctions : Leçons sur les fonctions entières d'ordre 
infini, qui est encore sous presse au moment où j'écris ces lignes. 
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CHAPITRE 1. 
ΙΛ YAKIVTION DU MODI'I.Κ DUN FACTEUR PRIMAIRE. 

Nous étudierons successivement la répartition, l'évaluation et le 
classement des maxima et minima du module d'un facteur primaire ; 
leurs valeurs, quand le degré de l'exponentielle contenue dans ce 
facteur devient infiniment grand ; enfin, des expressions approchées 
et simples de ces nombres. 

Répartition des maxima et minima du module. 

I. Selon la notation habituelle, nous écrivons 

E(.r. p) — {ι — .r)eX4~ 2 >'. 

Nous nous proposons de chercher les points d'un cercle |#| = u où 
|Κ (a?, />)| passe par un maximum ou un minimum quand le point 
représentatif de la variable χ = //c'· décrit ce cercle. Posons 

log E(ur, p) I ( U, 0) H- t V(f/, 9). 

D'après U = log-|E|, nous cherchons les points où ̂  = o. 

Pour calculer nous remarquons que la dérivée de logE, en un 
point x

of
 est la même, quelle que soit la façon dont χ tend vers x

0
. Siar 

se déplace suivant le cercle \x\ = M, on a dx — ixdb et 

. έ/logK OU .û\ 

Pour un déplacement normal à ce cercle, dx = ^ du, et 

x ^ log i: _ dU .dV 
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En égalant dans les deux relations les parties réelles et les parties 

imaginaires, en remarquant que= — γ——^ » on trouve 

dU ^ sin(/) + \ )b — u sin prJ 

(IL M cos/)6— cos ( ρ -t- 1 )c) 

Nous ne nous intéresserons qu'à 

L'équation ̂  = ο qui noils donne les maxima et minima deU sur le 
cercle |x| = u, se réduit à sin(p -f- ι) 0 — u sin ρ 0 = ο. Elle est vérifiée 
pour θ = ο et θ = - (nous nous bornons au champ — T50<H-T:). 

Kig. i. 

^ «!| '// ·* 

P+1 A/ \ n//^y : 

ai \\ ! 
WiEit \\ /// JLV : 
\ y π : 

fi.π «,ο\Ί*ρ'° Max. 

\ y π : 

ι - ^ 
Pour une valeur quelconque de θ différant de celles-là et n'annulant 
pas sinnO, on a 

sin (/>-+- ί)θ 

C'est l'équation polaire d'une courbe que nous allons construire. 
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2. Le changement de 0 en θ -h π change u en — u et redonne le 
même point. Donc, sur une droite arbitraire passant par l'origine, il 
n'y a qu'un point de la courbe. Nous l'obtiendrons toute en faisant 
varier θ de ο à T.. 

La courbe possède à l'origine un point multiple d'ordre ρ, dont 
les tangentes sont données par 

(Λ = ι»2> 

Elle a ρ — ι directions asymptotiques θ = — > h = i, 2, ..., ρ — ι. 

Ces dernières valeurs de 0 alternent avec les précédentes. On a 

h τ. Λ + 1 h -4-1 Λ H- 2 

u est positif pou r ~~~ ~ <! ® 7161 négatif pour π Κ. ® 
Λ étant l'un des nombres 1, 2,..., p. 

Cherchons les maxima et minima de uu 

du ~ Λ ρ + ' Ρ Ί 

En étudiant par le théorème de Rolle l'équation 

tangρβ=ζ —L- tang(j> + i)0, 

on constate que la fonction ̂  s'annule seulement pour 6 ==A~, et 

qu'elle change de signe pour ces valeurs. Elle devient infinie sans 
changer de signe pour = Ait (A -- 1, 2,...... ρ — ι). Elle a donc 
un signe constant pour 0 < θ < π. Ce signe est le signe moins. 

La branche de courbe correspondant à θ très petit et positif tend 
vers le point θ = ο, u = 1 -t- qui est le seul où la courbe possède 
une tangente perpendiculaire au rayon vecteur. 

Pour achever la construction de la courbe, on peut remarquer 

qu'elle possède ρ — ι asymptotes, passant par le point π j· Il peut 

être utile d'avoir ses points d'inflexion, puisqu'à partir du dernier point 
Journ. de Math. (6· série), tome VI. — Kasc. I, 1909. 2 
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de cette sorte une branche de courbe se rapproche constamment de 
son asymptote. 

Les points d'inflexion sont donnés par 

lang (ρ -τ- 11 ri — {ρ -h ι) InngO. 

Ils se trouvent par suite aux points de rencontre de la courbe avec la 
tangente 

U COS Ί — I -I 

Lntin, elle passe par les points 

U — I , Ί ~ -

{h — !,·>.. ... * ρ — I ). 

J'ai construit cette courbe (')dans l'hypothèse ρ — 

Valeurs des maxima et minima. 

3. La courbe ̂  = ο étant construite, voici les résultats qu'elle 

nous fournit. Pour une valeur positive de //, désignons par Θ, l'argu-
ment compris entre — - et -h τ: d'un point du cercle |χ·| —où L" 
passe par un maximum; par 0<· l'argument correspondant à un mini-

mum. On a maximum ou minimum selon le signe de '-4rf on de 

-ψ sin( ρ -h i)0 — t/sin/;0. (Je signe est celui de sin/>0, si 0 φ h~. 

(') Cette courbe paraît être intéressante à d'à titres litres. Ajoutons-lui les 
demi-droites 9 — ο et (J —

v

t:; puis supprimons d'une entre autres les branches 
infinies, en commençant par h — o. Aous conservons encore la branche en forme 
de boucle. Alors, l'équation ι — x r flf''4"1 ~ ο m'i /' . ι a une racine et une 
seule dans chacune des (p - h i) régions en lesquelles nous nous trouvons avoir 
divisé le plan. En particulier, l'une des racines a son module inférieur 

à ι -τ- l-i et par suite à 2, quel que soit p
 =

 ι (propriété démontrée par 

M. Landau dans Vierteljahrschrift (1er I\. G. i.n Ziirich, t. LI, p. 316; voir 
aussi Annales de l'Ecole Normale, 3P série, t. WIY, mai 1907 ). 



SUR LES PRODUITS CANONIQUES D ORDRE INFINI. II 

Sur une même branche de la courbe on a constamment soit un 
maximum, soit un minimum. Les branches à maximum alternent avec 
les branches à minimum. On a 

υ < Οι < pour // < ι -t- -» t), — ο pour « >Μ » 

— <(·),< , · ··, <Θ,< 77, 

μ pair : Θ'--:: 77; μ impair : /_. ^ ^ · 

Le changement de 0 en — 0 pour une même valeur de u nous don-
nant la même valeur pour U(M, 0 ), on aura des maxima pour les 
arguments Θ_,·= — 0

t
·, qui sont compris dans les intervalles symé-

triques des précédents par rapport à ο : 

> Θ_,> 77. 

De même 

Ί\ — o pour //< H—: 

et 

77 < RJH < 77 

77 > J - h > 77 

μ pair : h — ι, 2, ..., — 

μ impair : 

Ainsi pour j = i, 2, ..ρ il n'y a ni maximum ni minimum dans les 
angles formés de demi-droites 

■ ^ " < h < — ou >5>—— · 

Lnfin, quand u croit, les valeurs positives de θ, ou Θ, décroissent 
toujours. 

Nous désignerons par M,-(M) le nombre U (u, 0) où 0 est remplacé 
par la fonction Θ, de u. De même, nous posons 

/>1,0 ) = Ut M, C
J(). 

On a 
M, — \1_, 

et 
m,— m„}. 
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Dans ce qui suivra, nous ne considérerons que les valeurs de θ telles 
que o<6<ic. 

4. Cherchons les expressions de et de /«,·. Quelle que soit la 
fonction θ (M), on a 

flv_dL' tfU 

Si U («, θ) = μ ( α), μ étant un maximum ou un minimum, comme 
= o, il reste 

dp(u) OU // cos ρ h — cos ( ρ -+-1 )fJ 

Supposons θφο et β φ π. Remplaçons, dans cette fraction, u par 
stn^ ^» Le numérateur devient S1"V Le dénominateur multiplié 

par sin-/?ù est le carré du troisième côté d'un triangle dont les deux 
autres côtés sont sin^O et sin(/? ·+■ i)0, l'angle compris étant Θ. Une 
construction simple dans le cercle trigonométrique (ou le calcul 
direct) montre que le troisième côté est sinô. Toutes réductions faites, 
il vient 

Ομ(ιι) ^ sin ρ θ 

μ(α)= uP—r^du. 

où θ est l'une des fonctions Θ,· ou θ, différentes de ο et de π. μ (m) se 
trouve donc mis sous la forme d'une intégrale curviligne prise le 
long de la branche correspondante de la courbe construite au para-
graphe 2. 

Si θ = π, 

U(«, π) = — u -t~ — -h ... -+- (— i)'' — h- U u -+■ t); 

dU(M,7r) u" 

Donc, μ (m) pour θ = π est égal à 

(-l)P -—du. 
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Si 0 = O, 

U ( W, Ο ) — U -+- — -i- h L ( I — u ) ; 

()[j _ H1' 

Donc, si u < », 

f" w , 

pour 

mi(u) = I au, 

A étant la racine de U(//, o) = o, elle-même comprise entre ι et 
ι -+- -· Pour u> ι -h -> on a 

ι du = ), 

tandis que 

/*" >in/>H. . ι 

Relations de grandeur des différents maxima et minima. 

5. Réservons momentanément les cas0= o et θ = π. Je dis que, 
pour une même valeur de u, deux maxima ou minima quelconques 
ne peuvent être égaux en valeur absolue si u = o. 

Nous allons montrer que, 0 el 0 étant deux fonctions de u distinctes 

et satisfaisant à l'équation = o, il est impossible que les coefficients 

différentiels des fonctions' u ( u) et f(u) correspondantes soient 
jamais égaux en valeur absolue pour u > o. Nous en conclurons 
que celui qui est le plus grand en valeur absolue au départ le restera 
toujours. D'ailleurs, le signe de chacun de ces coefficients différentiels 
est invariable, puisque c'est celui de sinpH ou de sin/ιθ' et que θ et 0' 

restent chacun compris entre deux multiples consécutifs fixes de 

Donc les valeurs absolues des fonctions p-(w) correspondantes reste-
ront dans le même ordre relatif de grandeur. 
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Il s'agit de montrer l'impossibilité de 

sin fj'j si η ρβ' 

0 et 0' correspondant à une même valeur de u. 
Nous sommes amenés à étudier les équations 

si η ^ sin/i H _ sin { Ρ Λ- \ )RJ 2 

Nous supposons que chacun des termes de ces fractions soit différent 
de zéro, car nous excluons 

//— O, U — et., rJ OU 0' — O, c) OU y--. 

Nous allons montrer plus simplement que par le calcul l'impossi-
bilité des relations ci-dessus, sauf pour 0 = 0'. 

Etant donné, dans un plan où a été choisi un sens positif pour les 
rotations, un triangle ABC dont les côtés sont des axes dirigés portant 
des numéros d'ordre i, 2, 3; si Ton désigne par ( 2, 3 ) l'angle défini à 
un multiple de 21: prés dont il faut faire tourner l'axe 2 pour l'amener 
en coïncidence (position et sens) avec l'axe 3, par ( 3, 1) et ( 1, 2 ) les 
angles de rotation qui permettent d'amener respectivement en coïn-
cidence 3 avec 1, 1 avec 2; si o, ô, c mesurent algébriquement les 
segments BC, CA, AB,.comptés sur les axes dirigés qui les portent, en 
projetant ces derniers sur des axes perpendiculaires aux premiers, on 
vérifie que 

sin (2, 3 ) sin (3. 1 ) sin 11, Ί ) 

Cela étant, je me donne un axe 1 ; sur cet axe, un point C. Autour 
de C, je fais tourner dans le sens positif l'axe 1 de l'angle -ίρ + \) 0. 
Sur l'axe 2 ainsi obtenu je porte un segment CA — b, b étant un 
nombre algébrique arbitraire. Autour du point A, je fais tourner l'axe 2 

d'un angle égal à ρ0. L'intersection de ce nouvel axe 3 avec 1 me 
donne 1111 point B à distance finie. Car 

(3, 1 ) = ι 3, a) ■+■ ( 2, 1 ) -+- 2 /1 π = B -+-1 H T.. 

Le triangle ABC est un vrai triangle, car ses angles diffèrent de Λ-. 



SLR LES PRODUITS CANONIQUES D ORDRE INFINI. L5 

Soient a = BC, h — CA, c = AB ses côtés, mesurés algébriquement 
sur les axes qui les portent. On a 

hii fJ sin y/0 — sin (μ -h l)rJ 

Je refais la même construction en remplaçant 0 par 0', et en partant 
du même axe i, du même point C et du nombre zb. Le triangle A'B'C 
obtenu est un vrai triangle, et, si ses côtés mesurés algébriquement sont 

a·— B'C, b' — CA', r-A'B, 
on a 

sin (/' sinp.^' —si η (/.»-+-ι ) 5' 

Donc 

17 " 17 ~ ?" 

Comme // = zb, on a a = a', r. = c'. L'égalité a = a' montre que 13' 
esl en B, puisque les segments BC et B'C portés par le même axe ont 
même extrémité et même mesure. Les deux triangles ayant leurs côtés 
égaux en longueur, deux côtés homologues et.deux.couples de sommets 
homologues coïncidant, coïncident ou sont symétriques par rapport 
au côté commun. D'après c = c', Taxe 3' coïncide (en tenant compte 
des sens) avec 3 ou avec son symétrique par rapport à i. Comme 
^3, i) = 0-h2/iz, ( 3', i) = Q'H- '±hr., on a 0 = Ô'-t- -ihr,, ou ÔH-0'= 'ihr*. 

On peut sans ignorer de fonction {/.(*/) supposer ο<θ <r.. Comme 
dans le raisonnement actuel, nous excluons les extrémités de l'intervalle, 
il n'y a d'autre solution que 0 = 0'. 

Il est donc impossible que, pour une valeur quelconque de u φ ο, 
deux fonctions u(w ) ne correspondant ni à 0 = <> ni à 0 = T. aient 
leurs éléments différentiels égaux en valeur absolue. 

Si 0 = o, le coefficient différentiel de l'une des deux fonctions u(w) 

(»A = et Α = M, ) est ^ ^ qui conserve un signe constant entre ο 

et ι d'une part, entre ι et l'infini d'autre part. Si 0 = -, le coefficient 

différentiel (— ι )p ^ ^ garde un signe constant. 
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On trouve facilement que l'égalité 

//>' , Aupfy 

entraîne 
sin ρθ sin(p 4- 11r/ — ο. 

Mêmement, si uP est remplace par ——— 
Pareillement 

ni' W 

n'a d'autres solutions que u = ο et υ = χ. 
En résumé, les dérivées de deux l'ourlions fx(w.) quelconques ne 

peuvent être égales en valeur absolue pour une même valeur de u. 

6. Examinons leur ordre relatif de grandeur pour «infiniment petit; 
on a 

U ( u. β ) = cos ( μ 4- i)'j — cos (/?-(-- 2 ) y.... 

D'autre part, d'après le théorème des fonctions implicites, 

l'équation u — a une racine 0(«) prenant la valeur 

pour u = ο et holomorphe en u autour de u = o. Si 

θ = —— H A«+..., 

cos (ρ -H ι )θ = (— ι )Α" ( ι .Y a - 4- . . .), 

COS ( ρ 4- 2 ) θ (— I )* COS 4" Λ " U 4- . · . 1 

U ( « ) = (— I )Λ"1"1 I r COS 4- . . . } · 

La classification est évidente au voisinage de l'origine. Donc, 

Mi 1«) > — w's(a) >···> — M/ttf ) >-—»«/(«) > 

Pour \1,(M), il est utile de remarquer que l'élément différentiel 

revêt deux formes up et u' , suivant que u est inférieur ou 
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supérieur à ι -+- -· On constate que le coefficient différentiel
 u

 _ ^ est 

supérieur aux valeurs absol ues de ceux de tous les p. ( u )qui correspondent 

à la même valeur de u > ι -+- en faisant la comparaison pour u infini. 

D'ailleurs les deux valeurs du coefficient de M,(M) coïncident pour 

u = 1 H- y La place de M, (M) dans la suite est donc justifiée pour 

toutes les valeurs de u. 
Examinons celle qu'il convient d'attribuer à — Pour i, on a 

— m, > M,( m). 

Entre u = τ et u = ι -h jp la fonction — m
t
(u) décroit de d-x 

à — Μ,^ι-f·^· Elle coïncide donc successivement avec tous les 

termes de la suite ci-dessus. En particulier, pour w= i+^.on a 

mfu) = m
2
(u). (o< §^<1, et nous verrons que B/}

 tend vers une 
limite pour ρ infini.) 

7. Donc, pour «<1+^1 le minimum absolu de la fonction 

est mfu). Pour 1-h —> c'est m
2
(w). Pour tous les cas, le 

maximum absolu, que nous désignerons (*) désormais par M (u) 
coïncide avec M,(M) qui revêt deux formes différentes suivant que 
« < 1 -h - ou m > τ -h -· 

Pour u< 1 H--» 

M (u) — / up —~r du avec u = —Γι— > ο < 6 < > 

1 M® U? Γ" IfP 

(/) Dans les deux derniers Chapitres, où il nous sera indispensable «le mettre 
en évidence l'exposant ρ auquel appartient le facteur primaire considéré, 
nous désignerons la partie réelle de logE(ar,/>) par Uy,(a, 9) et son maximum 
par 0(11,p) de préférence à Mp(a), notation employée plus haut, et qui peut 
prêter à confusion. 

Journ. de Math. (6· série), tome VI. — Fasc. I, 1910. ^ 
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si A annule u -+- ... -+- ~ H- L(H — i). Pour M = Ι H- - les deux 

expressions de M (a) coïncident et ont la même dérivée. 
Le minimum — m(u) de la fonction est [m(u) est toujours positif] 

pour M<I, M H h... H H 14 ι — u)=—l au, 

ι w <C ι ~+* — > w -+- — -+-... H -f- L ( ι — u ) — — / w M , 

/*" sin/J 9 , sinpH-iô π r 3π 

ûp étant déterminée par la condition que les deux expressions du 
minimum soient égales. Mais leurs dérivées sont différentes, car elles 
sont de signes contraires, rn^u) est toujours décroissant, m

{
(u) croît 

pour u > ι. 

Expressions approchées du maximum. 

8. En vue des applications, il nous est indispensable d'obtenir, 
pour M (M) et m(u), des limites supérieures douées d'expressions 
simples et restant si possible dans un rapport fini avec les fonctions 
qu'elles limitent. 

M. Lindelôf a montré que, τ étant un nombre quelconque compris 
entre ρ et ρ -h ι ou égal à l'un de ces nombres, il existe un nombre A 
tel que 

M ( U ) < A ΑΤ. 

Désignons plus spécialement par AT la limite inférieure de toutes les 
valeurs possibles de A pour une valeur déterminée de τ. On a 

M( u) i Aτατ, 

l'égalité ayant lieu au moins pour une valeur de u. La notation A/y est 
ambiguë, car elle peut convenir également à deux nombres, l'un relatif 
à E(a?, p), l'autre à E(a;, ρ — ι). Ce dernier sera désigné par A^, la 
notation Ap étant réservée au premier. Nous allons étudier le nombre A

T
. 

Nous constaterons qu'on a toujours Α
τ
 <[ i, en sorte que M(w)<< «T, 

quel que soit ρ supérieur à ι. 
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Nous verrons que Α
τ
 tend, quand ρ devient infini, vers une limite 

positive inférieure à i, et nous étudierons dans quelle zone le rapport 

reste fini, non seulement par la variation de u, mais même 

ρ croissant indéfiniment. En dehors de cette zone, nous devrons 
chercher une nouvelle limite supérieure G(«) de M(w), de telle sorte 

que j> °ù G et M dépendent de u et de ρ, reste compris entre des 

constantes numériques fixes, quels que soient u et p. 

9. Α
τ
 est la limite inférieure des nombres A tels que 

φ( u) = Aιιτ— Μ(«) 't o. 
Pour 

O<MÎI-H-, M (u) = f up dS 

avec 

sin(ρ 1)θ r π 
Pour 

«IN—> Μ(Α) = //Η H ... Η HL(W-I). 

Déterminons d'abord la limite inférieure de A tel que ?(w)^ ο 

pour U2 1 -+- -· 

Pour u infiniment petit, si τ <ι ou, avec τ =/>-»-- ι, si 

A le premier membre est d'abord positif et croissant. Exa-

minons le sens de sa variation. On a 

//x 4 *. 1 sinp9 

Le signe de ©'(«) est celui de 

ΤΑΧ— " — ?,(")· 

Or, ""g décroit (ρ > ι) quand 9 croit, c'est-à-dire croit avec «. En 
effet, la dérivée de cette fonction de θ est 

sin θ \tangjD0 tang5/ 



20 A. DENJOY. 

Le premier facteur est positif, puisque ο < θ < ^ ^ - Quant au se-
cond, il est négatif. Nous avons déjà séparé ses racines. Il n'en pos-
sède pas dans l'intervalle ο à ^· 
ρ, (u) décroit donc toujours. Donc φ, et par suite o'(u) s'annulent 

une fois au plus, quand u varie de ο à ι + -■ Donc, φ(u), d'abord 
croissant, ou bien croît constamment dans l'intervalle, ou bien possède 
uniquement un maximum. Comme <p(w) commence par être positif, 
pour qu'il le soit constamment dans l'intervalle ο à r + -· il faut et il 

suffit qu'il le soit pour u = ι H- -· La condition qui résout %(u)>ο 

pour u < ι -h - est donc 

(0 A + j;) =ψ(/>)> 

en posant 

ψ (η) — r/ H 1-... H hL(«-i) pour « = H—· 

Il est facile de voir que A
T
 décroît constamment avec pour une 

valeur donnée de p. En effet, si B
T
= (B';, correspond à A^j, 

si C
T
 est le maximum de ^ pour u > in- A

x
 est le plus grand 

des nombres B
T
 et C

x
. Or, ces deux nombres décroissent manifeste-

ment si τ va en croissant de ρ à ρ ι. Les conclusions précédentes 
restent valables pour ρ = ι. 

10. Nous avons maintenant à résoudre l'inégalité 

φ ( u ) — A ux — M ( u ) ί ο 

pour ut ι Cette différence, si nous donnons à A la valeur 

Βτ = , yl/;>)NÎ> est d'abord nulle. Le signe de <p(u), quand u dépasse 

la valeur ι +-> est donc celui de oy(w). Je disque l'hypothèse A = Β
τ 
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entraîne <° en sorte Φ16 B-r^st une valeur trop 

faible pour A. 
La relation à montrer est 

pour 

Ο > ο' ( II) — 7A lP~i 

A.uz=iBxur — ψ(/>), « = i + -> pi*'
=

p-L-\. 

Il faut donc montrer 

r U U - I 

ou, d'après les valeurs de ψ(/>) et de m, 

(2) 1M h ... H hL(« — l) < pour U — H 

C'est à la démonstration de l'inégalité (2) que se réduiront toutes 
les difficultés soulevées par la détermination de Α

τ
. Calculons ψ(/?). 

Dans le polynome 

U -h h... H — 

posons u = 1 -h /. On a 

/(»)=/(0 + '/'(0 

flh){i) = {p — ')(/·>- 2)...{p — h 4-1) 

-h (p — 2)...{p — h)+...+ (h — I)...2.1, 

y*(/')p) —r'h— 1 , η h-1 , , nti-i 

C", étant le nombre des combinaisons de m objets η à /?. 
Or, soient ρ objets A, B, L à combiner h à h. Le nombre des 

combinaisons qui contiennent A est égal au nombre des combinaisons 
des objets B, C, ..., h — 1 à h — 1, soit CpZ ]. Le nombre des combi-
naisons qui, ne contenant pas A, contiennent B est celui des combi-
naisons de C, ..., L, h — 1 à h — 1, soit Cp~^!

2
, et ainsi de suite. La 
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somme du second membre est donc C*. Donc 

Al ~h aveC h\ ' 

+ λι Τ +···+ 7' 

Posons t — -· Pour avoir ψ(/>), il nous suffira de faire α = ι, 

/ (, + 2s) =, +1 +... +ι + Ï + —E 2! + L_eZV_p/ * +... 

.(•-H-4?)#, , KM·-*?).. 

Ajoutons Log(f* — ι). Il vient 

U ( ι -j— — > ο ^ — ι -+- — -4- ... -j- — — L t) -+- L a. -4- oc 

Zà h ! h ' 

Or, le nombre ι - L ρ est constamment (ρ > 2) plus 

petit que 1 et d'ailleurs supérieur à C, constante d'Euler, vers laquelle 
intend pour ρ infini. 

Dans l'inégalité (2) ^ à démontrer pour κ = 1 + ^ seulement^ nous 

avons donc l'expression du premier membre, qui est égalàU^i ■+· ~y ο J· 

Le second membre de (2) pour u = 1 -t- 2 est 

1 + a + Vi El V £-J-a'·. 

Il est manifeste, en comparant les deux expressions, que U( M, Ο ) < U
H 

pourjtt = H—> si α<ι. Car, si α<ι, on a La<o, et quel que soit ρ 

1 H jH~ ... -4- Lp < i. 
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L'inégalité (2) est donc démontrée pour + y par suite 

Β
τ
<Α

τ
. Si p — 1, l'inégalité (2) est remplacée par l'égalité pour 

« = !+-· 

II. Ouvrons une brève parenthèse au sujet de la valeur de 

U(r o^· Quand ρ devient infiniment grand, l'expression de U 

tend en croissant toujours vers la limite suivante : 

G -f- La h 1 l·... H 5 r T +... = C + La + I dot. 

Ceci est égal au logarithme intégral de a. On a donc 

Liot = lim Γ// -f- — . .-4- -—l· L(w — i)l 

pour u de même que e* = lim«/'. 

Si l'on considère la racine réelle a
0
 comprise entre ο et 1 de l'équa-

tion Lia = o, la racine de U(o), réelle et comprise entre 1 et 1 -H l-> 

est supérieure à 1 -

12. Revenons au choix de Α
τ

. Nous devons le supposer supérieur 
à Β

τ
, et le déterminer par la condition que le minimum de 

<p(u) = Ατατ— M (α) 

soit nul, u étant supposé supérieur à 1 ■+■ y 
Examinons la dérivée de 

A «τ — M ( u ) = <p ( u ). 

9'(m) a le signe de 

τΑ-_Γ = Φ,(„). 

Je dis que __ ^ décroît toujours. Pour s'en convaincre, il suffit de 
le vérifier pour τ le plus petit possible, c'est-à-dire pour τ = ρ, auquel 
cas le fait est évident. Donc, si au départ cette expression est infé-
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rieure à τ A, la dérivée ?'(M) ne s'annule pas et reste toujours positive. 
La fonction croit donc toujours, et, comme la valeur de A est supé-
rieure à pour u = ι 4- la fonction φ(«) est toujours positive. 

A est alors supérieur à Α
τ

. Donc, A
t
 qui est supérieur à est 

inférieur à 

T(« — I) 

pour H = T + ^) c'est-à-dire à Ç 

13. Nous allons même montrer que Α
τ
< ι, quel que soit Ρ > 2> et 

pour cela que M(w). 
Il faut d'abord vérifier que ι > Β

τ
. Or, l'inégalité ι > pour 

u = ι -f- est précisément l'inégalité (2) démontrée. Donc, B
t
<i, 

si τ > ι. 
Il nous suffit donc de montrer que, pour -> up— M (α) = %(u) 

est positif, c'est-à-dire la validité de l'inégalité (2) pour toutes les 
valeurs de u supérieures à 1 4- -· Or, le minimum de cp(M)alieu pour 

u = ~TX
 (nous supposons p> 2). 

Je dis que 

1 hL «-I pour « — H 

En effet, 

up — up = up~ . 

Nous sommes conduits à démontrer 

«H>(H h ..· H hL(u-i) pour « — 1 H 

Or, c'est l'inégalité (2) ou p est diminué d'une unité. 
Donc AT< 1, si τ > î. D'ailleurs, A2 = 1. 

14. La valeur exacte de A
T
 est fournie en écrivant que le minimum 
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de y(u) est nul. La valeur de u correspondante est telle que 

. «/'+>-τ 

L'équation donnant u est 

(3) o = h « H h...H i-L(w — i). 

u vérifiant l'équation (3), A
x
 est donné par 

(4) χτ"τ:=;-

La dérivée du second membre de (3) est toujours positive et ce 
second membre est positif infiniment grand avec u. Il est négatif pour 

M = ι ■+· -· Il s'annule donc une fois et une seule pour u > ι -h -· Si 

l'on pose « = ι+ α gardant une valeur fixe, le second membre de 

l'équation (3) tend vers celui de l'équation 

(5) o— hC + La+ Ι dct> 

et cela uniformément dans tout domaine positif fini de a. Cette der-
nière expression, quand α va de zéro à -H », varie de — » à 4- oc, et 
est toujours croissante comme on le voit en la mettant sous la forme 

η τ 1 Γ* e*—1 — « J 

Elle s'annule une fois, en changeant de signe. La convergence 
uniforme du second membre de (3) vers celui de (5) montre que 

l'équation (3) a une racine 1 -+- — > telle que tend vers la racine a' 

de (5). Comme l'équation (3) n'a qu'une racine, cette racine unique 
se trouve obtenue. 

La valeur A
T
 tend pour τ infini vers ^,· 

On constate facilement que 1. On a 

α'=ι,34·... 

Joum. de Math, ((i· série), tome VI. — J»'asc. I, 1910. I 
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15. En résumé, le rapport avec A = i, et même, à partir 

d'une valeur assez grande de /?, avec A = ~ + ε, ε étant positif et 
fixe, est supérieur à r, quels que soient u et p. Mais ce rapport croit 
indéfiniment quand u est infiniment petit si τ </>-+-1, et quand u 
est infiniment grand si τ > p. 

Si τ = ρ -h ι, le rapport reste fini ('), ρ étant fixe, pour u<^k, 
k étant un nombre positif fixe arbitraire. Si τ = ρ, ce rapport est fini 
pour u > k. Donc, pour une valeur de ρ déterminée, les deux expres-
sions up+i pour «</i et up pour u^>k limitent supérieurement et 
avec des approximations finies M (u). 

Seulement ces approximations qui approchent pour la pre-

mière forme, - pour la seconde, ne a-oui plus finies quel que soil ρ. 

Nous allons, pour les valeurs très grandes et pour les valeurs très 
petites de u, substituer à M (M) deux limites supérieures dont les 
rapports à M (M) soient inférieurs à une constante numérique. 

Mais auparavant cherchons dans quel domaine le rapport 
reste inférieur à un nombre fixe, quand ρ croît indéfiniment. 

16. Tout d'abord, nous remarquons que, si α est un nombre fixe 
positif ou négatif

y
 le maximum de | E(.r, ρ) | pour | χ'| = ι -h » 

^nombre dont le logarithme est M^i-f-^j tend vers une limite 
quand ρ croit indéfiniment. 

On trouve aisément que si α < ι, dans l'égalité 

« sin ρ π-10 r π 

ρ 0 lend vers β, donné par β col β — α avec ο^β^τ:. 
Celte dernière équation donne β — ο pour χ = ι, β -- ~ pour α = ο, 

β = τ. pour α = — co. 

(') Nous dirons, selon l'usage, qu'un nombre variable est borné, si sa valeur 
absolue est inférieure à un nombre fixe calculable. Nous dirons qu'un nombre 
positif variable est fini, si lui et son inverse sont bornés. 
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On constate que pour — k étant un nombre positif arbi-

trairement grand, np converge uniformément vers On en 
déduit que 

M(
"

)==
J„ ""UÎFrf" 

tend vers 

0K(a)=J 

Kn effet, quel que soit ε positif donné, je peux choisir A tel que 

f r*dyL<^z. 

J'aurai alors, d'après ο < < i, si ο < β < 

J eα d<x < e. 

<>r, si <></>et (i + ^'<e*, quel que soil 

α > — ρ, d'après ι -f- χ < ex quel que soit x. 
On aura donc, si ρ > A, 

i ""ΊΖΤά"<ε· 

Pour montrer qu'à partir'd'une certaine valeur de ρ 

311(a) — M^n-^ < 2ε, 

il suffit de montrer que J e®^-da est la limite pour ρ infini de 

y w^du , ce qui résulte de la jronvergence uniforme de up 

vers dans le domaine — A 1 · 
Kn particulier pour u = ι, α est mil quel que soit ρ et par suite 

ca—— ί/α, quand ρ croît indéfiniment. 
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Le module maximum de Ε(χ·, ρ) sur le cercle |.r | = ι lend vers une 
limite pour ρ infini. Nous désignerons parfois cette limite par 

Pour α>ι, nous avons vu que le module maximum de K(#, p) 

sur le cercle |λ | = ι -h - tend vers 6,L'a pour ρ infini. L/α est la limite 
de M(M). P 

17. D'autre part ιιτ tend, quel que soit τ compris entre p ctp H- i, 
vers ea. Si donc α reste compris entre des limites numériques, si cloi-

gnées soient-elles l'une de l'autre, le rapport reste lui-même com-

pris entre des limites numériques. Mais l'une de ces limites numériques 
devient de plus en plus grande quand l'une au moins des limites de α 
s'éloigne indéfiniment. 

Kn effet, d'après la décroissance de quand α varie de ι à — oo, 

f ' dot 

Donc, pour une valeur fixe de a, 

,m M(a) > sin(3* 

Puisque β tend vers π quand α tend vers — x, le rapport - ne 

sera inférieur à un nombre donné, quel que soit ρ, que si α est supérieur 
à un nombre calculable au moyen du premier. 

De même pour α>ι, le rapport—-— est infiniment grand 

avec a. 
Donc, la limite ne restera inférieure à CM(«), C étant fixe, 

qu'entre deux limites ι — - et ι ■+■ -, où k et h désignent deux nombres 

positifs fixes, calculables au moyen de C. 
Nous allons donner deux nouvelles expressions approchées de M (u) 

qui conviendront pour les domaines complétant inféricu rement et supé-
rieurement le domaine précédent. 
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Nouvelles expressions approchées du module maximum. 

18. Considérons la fonction, définie pour u < ι, 

Glu) = 

Son développement en série suivant les puissances croissantes de u 
montre que G (M) — M(M) > o pour u >o. 

Je dis que croit de ι ά +x quand u varie de ο à ι. Montrons 

d'abord que l'équation j = ^ n'a qu'une racine si Λ < ι. 

Dérivons le premier membre ψ(^) de AG(«)— M(M)= O, 

U~l' Ùj'(u)=Z 1 r—7- . 

Le signe de 'Y(u) est celui de 

ψ,(//) nA + ^ — oc u 

en posanl 

si npO 

Je dis que αα décroit constamment. En effet αu= ^ 

et —<[ 0 «< —-— Quand u croit de oà ι. θ décroit de la première 

de ces limites à la seconde; —cos + 1 0, qui est toujours positif, 

décroît; cos - croit. Donc α
κ

, qui est toujours positif, décroît, ψ, (u) est 

donc croissant et par suite s'annule une fois au plus. Il y a d'ailleurs 
bien une racine d'après ψ, (o) = A — ι < ο, ψ, (ι) = -h oo. 

Soit ι -+- £· cette racine. Le premier membre de 

. A u si»pb . 

tend si u = ι -h -> uniformément pour — k < α <—h (A* et Λ positifs, 
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fixes et arbitraires), vers celui de 

(ι) A -h cos β = ο. 

Cette équation, pour A<i, admet, d'après la croissance de son 
premier membre pour α < ο, une racine a, et une seule; $'p tend 
vers a,. 

Remontons à l'équation ψ (M) = AG(//) — M(M) = O. Comme ψ (U) 
est infiniment petit et négatif pour u infiniment petit, infiniment grand 
positif pour M = I, comme ψ' ne s'annule qu'une fois dans i'inter-

valle ο à ι, ψ(κ) s'annule une fois et une seule. Soit ι -h y sa 

racine. On a 
β;,<β#,<ο. 

11 serait aisé de voir que tend vers une limite pour ρ infini. On a 

AG(«)—M(î/)<O pour + 

AG(«) — M(//)>o pour 

Donc, le rapport est croissant. 

19. On pourrait conclure de ceci qu'il est possible, quelque petit 
que soit le nombre fixe ε, de calculer K, tel que, à partir d'une certaine 
valeur de p, on ait 

τττ—r <I + Î Si U < I 

Nous allons trouver la relation précise d'ordres de grandeur de ε 
et de K. 

Quand u tend vers i, le rapport croît indéfiniment. Nous allons 

montrer que si u = i-\- y α< — Zr
t
, k

{
 étant positif, si petit que 

soit k
{
, ce rapport est borné, et, si k

t
 est pris suffisamment grand, 

la limite supérieure du rapport ^ tend pour ρ infini vers un nombre 

surpassant Vunité d'aussi peu qu'on le voudra. 
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Nous avons vu que ^ est croissait. La valeur de ce rapport est donc 

pour toutes les valeurs de u inférieures à ι -> compris entre ι et sa 

valeur finale. Cherchons la limite de si u — ι -+- -, pour ρ infini, 
α étant fixe. Celte limite est 

/"«ψ#"1*™' 

en posant 
(((χ) — —— — lim G(// ). 

Intégrons par parties 

» _ (f(x) 

d'après 

?«οΐβ = «, (cot3-0S
 =

 _!_J_. 

Donc 

L. ? I + ? _ί α 

Or, α étant négatif, on a d'abord (') 

α2—α + 32 ~ 32 ~ —a 

(1 ) Dans tout le cours de ce Mémoire, la signification de la notation Θ sera tra-
duite, sauf expresse indication contraire, par les mots u/ι certain nombre 
compris entre ο et i. En conséquence, 9 dans une même expression pourra 
représenter deux nombres différents, mais compris dans ces limites. Le calcul 
des nombres 0 sera régi par des égalités telles que 

0 -bzzziO, θ χ. 9— θ; 
a et b étant positifs, 

9a 4- 9b = 9{a 4- b). 

i\ous utiliserons de la même façon la notation d, dont la signification sera un 
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expression que nous utiliserons pour les grandes valeurs de α, et 

α8 — α-t-β1 β8 2β — ι π —ι' °8Γ a 

Ceci nous servira pour les petites valeurs de *. 
Donc 

G (tl) G(,-/'1·) 

(Évidemment, les nombres 0 et 0' n'ont pas les mêmes valeurs dans 
les deux couples d'égalités. Mais leurs bornes subsistent.) Finalement 

Çi(«) __ ' Λ | 0 \ _ ' π — 0' 

Ceci nous montre les deux faits énoncés : 

i° k
K
 étant un nombre positif fixe, si petit soit-il, puisque est 

croissant pour toutes les valeurs de u, '; < —7 r~- si 

a — 1 + - < 1 · 

certain nombre compris entre — 1 et 1. Le calcul des nombres 0 est régi par 
des égalités telles que 

α k, 
On a 

e-e = è; 
a el b étant positifs, 

e„-eb=^ + 6'-i±i, 

ou, a fortiori, = δ (a + b), 

Sa -+- ôb = 5(α + b), 

ces conventions n'entraînent pas confusion que la présence des lettres d 
indiquant la dérivation. Cependan^Kuand l'intérêt de la clarté l'exigera, nous 
donnerons des indices ou accents aux nombres θ ou 5, si plusieurs d'entre eux 
se trouvent dans un même calcul. 
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Comme le second rapport Lend vers une limite pour ρ inlini, 

est inférieur à un nombre fixe. La seconde expression de montre 

que ce nombre est de l'ordre de y> si k
x
 est pris de plus en plus 

voisin de zéro. 

ί° ε étant donné à l'avance, si 4- <?ε, la valeur limite de —7 

est inférieure à 1 H- ε en partie principale, car — cos β > ι r, H-.... 

Donc, il existe un nombre 1* Λ*, tel que, pour ρ > Ρ, 

-(-"τ) 

et par suite aussi rrr~{ <1 -h 2ε si u< 1 -· 

20. La fonction . — . coupe la fonction ux pour u = 1 H—-» 

QLjj tendant vers — 1. 
On a, pour α = — ι, 

-ίϋ£5λ <4, 

car le premier membre est inférieur à 

— cosp π—ι 2 —cos(3 
Or, 

cot£ = - < — < 

Donc, — cos(3>^j· 

La limite cherchée est inférieure à <" 4. 

2 i. Pour u > 1, nous prendrons 

G(",=^ô· 

fourn. <ic Math. (6* série), tome VI. — l'asc. I. 1910. 5 
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Posons y'(u) = AG(M) — M(«); supposons cTabord A>I. Si 
u < ι 4- -> G(m) > up+t. Donc χ(Κ) > ο. Si u > ι -f- -» X(w) passe 

par un minimum pour u = ι 4- A_, -· Pour cette valeur de M, 

/(α) = (A— i)^1 — M (a). 
Pour A J2 (ou même A>1 4- A^

+l
), nous savons que cette expres-

sion est toujours positive. Elle l'est donc en particulier pour 

U = 1+ 7 - · 

Soit Β le minimum de minimum qui est supérieur à^· Si 

1 < A < Β, χ(«) qui est positif pour m = i + - et pour u infini, et qui 

possède un seul minimum, d'ailleurs négatif, s'annule deux fois. On 

voit facilement que ses racines 14—-> 1 4—-avec o,,<C -â <Co„i 

sont telles que 0^ et tendent vers des limites pour ρ infini, A restant 
fixe. 

Si A 51, *//(«) est constamment négatif pour m>i + ^· 

Or, χ( x) = — x, χ ^ 1 4- ̂  est positif si A est supérieur au nombre 

que nous avons appelé B^., au paragraphe 9. On a d'ailleurs, si 

«<i +y(w)>o, d'après GDonc '//«) s'annule 

une fois et une seule, pour «>14-^· 

Si A<B),
+
.
n
 x(u) est négatif pour «>14--· Mais on dé-

montre comme dans le cas de «<] 1, et en utilisant la même forme 

M (M) = I up
 Q

 du, que y'(u) est négatif et que y(u) n'a qu'une 

racine pour u < 1 4- y Donc, ψ(ΐί) ne prend qu'une fois la valeur ^ = 1· 

En résumé, décroît de 4- x pour u — 1 infiniment petit positif, 

à un certain minimum supérieur à x-y pour u = 1 4- γ,, tendant vers 

une limite pour ρ infini, puis croît jusqu'à 1, quand u varie de 1 -h — 
a 4~ X· 



SUR LES PRODUITS CANONIQUES D'ORDRE INFINI. 35 
22. On montre comme pour u < i, et même plus commodément à 

cause de la forme simple de M (M), que ^ peut être supposé compris 

entre ι — ε et ι, si ρ > Ρ', κ > ι -h —Ρ' et Λ' étant deux nombres 

fixes en même temps que ε et croissant indéfiniment avec ^ » auquel A' 
est comparable. Ceci étant admis, on peut même remarquer que pour 

chacune des valeurs ι, 2, ..., Ρ' — 1, de ρ, ^ tend vers 1, quand u 

croît indéfiniment. Donc les fonctions ̂  correspondant à ces valeurs 

de ρ seront chacune supérieures à 1 — ε, si C, pour la première, 
pour la seconde, ..., pour la dernière. Soit k" le 

plus grand des nombres C, — 1, 2(C
2
— 1), ..., (I3'— 1) (Cp_, — 1), A'. 

Quel que soit p, pour M>IH > on aura 

■>£r}>-6· 

23. Kn résumé, nous adoptons pour limiter M (m) les fonctions 

τ — -y ux. —, -, la médiane dans un intervalle allant de 

ι — ~ à 1 -+- - (A et A positifs fixes arbitraires) et les deux autres 

Fig. ■?. 
Gin) (il 

MU» Ι | / 

ipïïïilnjl/' \ \ 

1 jÛîîl 

(? Ï| û 

pour u < 1 — - et pour u > 1 + - respectivement. Dans ces condi-

tions, le rapport de la fonction limitatrice G (u) à M (M) est com-
pris entre des constantes numériques déterminées avec A et Λ, indé-

pendamment de u et de p. Enfin, si u = 1 -h - > quand « croit itidè-
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filament avec ρ, par valeur soil positives, soil negatives, le rapport 

ÎÎ7—: tend vers ι. 

Nous donnons ci-dessus la courbe représentative du rapport^—· 

Kile montre que, si l'on choisit G = «T dans l'intervalle des valeurs de u 

où ux rencontre les fonctions extremes, ^ reste compris entre - et 4· 

D'ailleurs habituellement nous prendrons (i( u) = ur dans un champ 
beaucoup plus étendu, tel que l'approximation fournie par les fonctions 
extrêmes soit inférieure à ε, nombre positif, petit et fixe. 

Dans les applications qui suivront, nous chercherons à évaluer des 
limites supérieures des logarithmes des produits de facteurs primaires, 
à une constante finie près. Nous pourrons substituer à ces logarithmes 
la fonction G de ci-dessus. Mais, comme les facteurs pour lesquels le 

rapport s'écarte de ι d'une quantité finie se trouveront être 

négligeables relativement aux autres, nous obtiendrons la limite supé-
rieure cherchée du logarithme avec une approximation infiniment 
petite. Dans l'intervalle médian, la forme ux elle-même nous sera 
inutile. Nous retiendrons seulement le fait que est borné 
si p(u — i) est inférieur à un nombre fixe. 

24. Sens de variation de M.p(u) relativement à p. — Remarquons 
enfin, chose très importante pour la suite, que les expressions qui 
remplacent M(«) croissent avec ρ si ι et décroissent si I. 

C'est vrai de la médiane si u est fixe, quel que soit le champ où on 

la choisit pour G (M). Pareillement, la première décroit avec -, quel 
t 

que soit u < ι. La dernière croit si u > ei\ 
Kn choisissant 

G(«)= —r— pour ι — -, 

k étant arbitraire et fixe, 

G(/<) = //T si ι --<«<; ι 4_ - avec //>2. 

/,/ . o/,+ l . h 
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Ci (M) pour une valeur donnée de a décroît si u < i, croit pour u > ι, 

quand ρ croit indéfiniment^ car ι -t- ^ > e
1
' si p> i^. 

25. On peut se rendre compte quΊΙ en est sensiblement de même 
pour M(M) lui-même. L'excès pour un même couple «, θ de la 

valeur de U(M, 0) pour ρ + ι sur sa valeur pour ρ est ̂ 7j-cos(p+ ι)θ. 

Si τ ■ > 0 > ———-> l'excès est négatif. Si —r-^-—r > 0 > o, l'excès 

est positif. 

Or, pour 0 =
 a + ^ la valeur de M correspondant à l'exposant ρ 

est M, = - et celle qui correspond à l'exposant ρ -h ι est 

w
a

=r cos ^ ' Soient M,, et M^, les maxima respectifs correspon-

dant aux deux exposants. 
Si u < Î/3, on a 

M/, M | 5 
si us < M, 

Μ,,<Μ„
+1

. 
Si l'on pose 

ux = i + -p* Ui=i--pi, 

h et A* sont bornés supérieurement et inférieurement quel que soit ρ > ι. 
Si ρ croit indéfiniment, h et k tendent vers une limite ('). 

(') Je laisse au lecteur le soin de montrer que p(i — t/,) est décroissant 

si phi. Donc sa plus grande valeur est ι—cos^<-· Donc, si u<" ι L, 

M
P
(M)>M

/M
_I(«) quel que soit P = I. On a même, quel que soit pt I, 

(/.» + !)'(» — ««) < ρ·(«ι —0<i. 

Enfin, quel que soitp, la différence — Mp(p), si 

I + ->W>I + 4 

est, à un facteur fini près, uf'(u— i) et est inférieure, en valeur absolue, à -L 

( h borné) si ι < u < ι + -^· 
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26. Pour une valeur de Ρ donnée, si I — M
/M

., < M
R

 Donc, 

si p> -» u étant un nombre fixe inférieur à r, M,, décroît 

quand ρ croît. Si ρ < alors ι — < u < i, et quel 

que soit />, varie dans un champ borné. Si même on suppose ρ >·/?„, la 
valeur de diffère de moins de ε de M

w
(i). Donc, quel que soit u 

inférieur à i, si l'on fait croître ρ à partir d'un nombre fixe p
9)

 on est 
certain qu'à partir d'une certaine valeur de p

) Mp(u) décroît. Pour les 
valeurs de ρ précédentes et supérieures à p

oi
 Mp(u) est sensiblement 

constant à ε près, ε étant arbitrairement petit en même temps que^j-· 

De même, si ι, M/,(a) croît avec certainement à partir d'une 
certaine valeur de p

)
 les valeurs précédant celles-là et supérieures à /?

0 

laissant, à ε près, M
/(

(M) constant et égal a Μ
Α
(Ι). 

Expressions approchées du module minimum d'un facteur primaire. 

27. D'après la classification faite des maxima et minima du facteur 
primaire sur le cercle \x\ = «, on a constamment 

M( u) >— mt(u). 

Donc β ( est supérieur à ι si u <" ι et à - si u > ι. 

La fonction m
i
(u) pour u = ι 4- ^ tend vers 

ί:Vrfa 

avec 
βθΟΐβ = Λ, π<β<27Γ. 

Aux valeurs — oo, ο, 4-x> de α correspondent les valeurs 2π, — > π de β. 

On démontre, comme avec M (M), que, si oc est fixe, le rapport 

tend vers une limite. Si α est compris entre des constantes 

numériques données, le rapport est compris entre des constantes 
numériques calculables au moyen des premières. Si α tend vers 4- oc 
ou vers — oc, cette limite tend vers 1. 
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Seulement, -hm
2
(u) n'est le logarithme du module minimum du 

facteur primaire que pour M > ι -h- —> où ο < ap < ι, <*p tendant 

d'ailleurs vers une limite. 

Supposons u < ι ; on a toujours ^ {i — u) ^ ~~
 m% comme 

le montrent les développements en série des deux membres. Nous 

avons ici intérêt à distinguer les points d'un cercle u = ι y voisins 

de ι, de ceux qui en sont éloignés. Un calcul facile montre que, sur 
le cercle\x — i| = y le minimum se produit quand l'argument de a? — ι 

est π. La valeur de U^i-t-^» o^ tendant dans tous les cas vers 

I e 1 da, c'est là, après changement de α en — α 

l'expression limite du minimum sur le cercle concentrique au point ι 

et de rayon y Voici donc le résultat définitif : 

Si l'on retranche du plan des χ un cercle de centre ι et de rayon £ > 

k étant positif et fixe, on a partout, en dehors de ce cercle, = A, 

h variant quels que soient u et ρ entre deux nombres positifs calcu-
lables au moyen de Zr, et h tendant vers ι si %=p( \ — u) croît 
indéfiniment en valeur absolue fen réalité, — m(u) désigne le loga-
rithme du minimum de |E(a;,/>)| sur l'arc non exclu du cercle |χ| —η]. 

Si χ est intérieur au cercle précédent, on a 

U(«,0) = A'+L|a|, 

h' étant borné avec k. 
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CHAPITRE II. 
LES PRODUITS CANONIQUES D'ORDRE INFINI. 

PREMIER TYPE DE CROISSANCE. RÉGULARITÉ MOYENNE. 

28. Étant donnée une suite de nombres a
K
, a.,,..., a

n
,..., rangés par 

ordre de modules non décroissants, avec a, Φ ο, si la série :—r 

converge, tandis que la série diverge, et si ρ est entier ou nul, on 

appelle produit canonique, ayant pour zéros les nombres de la suite 
précédente, l'expression 

ρ<·)=Π(ι-£) si
 P = °· 

1 

Κ(ζ)=Π(,-£)ε"'·+'"''("·) si p- ·· 
l 

Le Retire du produit canonique est égal à p. Rappelons que son 

ordre est le nombre ρ tel que j~"jp diverge et ^ J converge, moyen-

nant p'< ρ < ρ". 
Une fonction quelconque admettant pour zéros les nombres de la 

suite a
n

, et l'origine à l'ordre m, sera de la forme 

H(5) = ^"'eG(=)F(5), 

G (s) étant une fonction entière. 
Si G(s)est un polynome de degré ρ au plus, la croissance deH(w) 

est identique à celle de F(-) ^une exception peut se produire, dans 

le cas où la série :—est convergente, quelque petit que soit ε), 

etn(s) croit moins vite que es|3"'M, quelque petit que soit ε. 
Si G(«) est un polynome de degré/} //, h >i, la croissance de H (z) 

est comparable à celle de eA|:,',+\ Elle est plus rapide si G(s) n'est pas 
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un polynome, en sorte qu'il n'y a pas de fonction H(s) ayant un ordre 
de croissance moindre (') que celui de F(z). 

29. Supposons maintenant que la série diverge quel que soit /?, 

et considérons toutes les expressions de la forme 

n—1 n=1 

Nous allons montrer d'après quels principes il faut choisir p
n

, pour 
que la fonction F(z) correspondante jouisse de propriétés analogues, 
au point de vue de la croissance, à celles des produits canoniques 
d'ordre fini. 

Afin que ce produit ne dépende pas de l'ordre des facteurs, nous 
choisirons l'exposant p

n
 de façon que ce produit soit absolument 

convergent. Si \z \ = r, \a
n

\ = Γ
λ

, il faut et il suffit pour cela que la 

série so
^ convergente quel que soit r. 

Le fait que la condition de convergence absolue est indépendante 
des arguments des zéros nous conduit à ne faire dépendre p

n
 que de 

la suite r
n

. 

Pour rendre la série convergente, Weierstrass avait 

choisi p
n
= n. M. Borel a fait remarquer que ρ 

a
 — log η assure la 

convergence, et depuis on a signalé maintes fois que, sip
n
= }°ne 

suffit pas à faire converger cette série, pn=. > Sl k est fixe et supé-

rieur à i, y suffit. (D'une façon plus précise, si dans l'une de ces 
égalités le second membre n'est pas entier, on doit le remplacer par sa 
partie entière.) 

(') Nous dirons habituellement que deux fonctions /, (r),/,(r) infiniment 
croissantes sont du même ordre de grandeur si leur rapport reste fini, en d'autres 
termes, a des limites d'indétermination différentes de zéro et de l'infini, pour r 
infini. Ici ce sont plutôt les logarithmes des fonctions considérées, qui sont du 

même ordre de grandeur. Si—r tend vers zéro, f, est dit moins croissant 

que/,, et fx plus croissant que/,. 

Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. I, 1910. 6 
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L'exposant de Weierstrass a été modifié par M. Borcl, parce que cet 
exposant donne un produit de facteurs primaires F(s) beaucoup trop 
croissant. Voici d'après quel principe nous choisirons p

n
. 

30. Supposons donnée seulement la suite r,,r
2

, ..·>/*«,.... Si M(r) 
désigne le maximum de log|F(-)| pour \z\ — r ('), M(r) dépendra 
évidemment des arguments des zéros dont les modules seuls nous sont 
donnés. Ces arguments variant de toutes les façons possibles, M(/·) 
possède, pour chaque valeur de r, une certaine limite supérieure P(r), 
qui ne dépend que de la fonction p„ choisie et de la suite r

n
. 

Nous déterminerons l'exposant p
n
 par la condition que celle 

limite P(r) soil la plus petite possible, ou exactement, que toute 
autre loi choisie pour p

n
 nous donne une limite au moins égale à P(/")· 

31. Nous allons transformer cette condition. Rappelons un résultat 
obtenu dans le premier Chapitre. Il existe un nombre h supérieur à ι, 
tel que, si M/)(w) = Max. log| E(a?, ρ) |, 

ΑΜ,(κ) > Mp+tJ(u), 

quels que soient ι, ρ et q entiers, et tel que 

Mp(u)< AMP+Î(u), 

si u > ί. De plus, si petit que soit ε, on peut trouver p
n
 tel que, si 

Ρ > />05 ^ Peut être supposé égal à ι 4- ε. 
Cela étant, considérons le nombre Ν défini par 

rn-i < r = rx> 
et posons 

Ρ·<«>=ΠΕ (£"")· Ρ^>==ΠΕ(|;'''«)· 

Soient Ρ<(/*) et Ρ2(>') les limites supérieures respectives des 
maxima de log|F,(^)| et de log| F

2
(r) | pour |j| = /·, quand les zéros 

(*) M. Borel désigne par M(r) le maximum de | F(c)|pour (ζ) = r. Mais le 
langage gagne en simplicité si l'on désigne par M(r) le logarithme de ce 
maximum. 
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a
2
, ... prennent tous les arguments possibles en gardant les 

mêmes modules. On a 
P(/-) = Pf(#-) + P ,(/■). 

Si nous convenons de considérer comme étant de même ordre de 
grandeur deux fonctions dont le rapport a deux limites d'indétermi-
nation finies pour r infini, l'ordre de grandeur de P(r) est égal au plus 
grand des ordres de P, et de P

2
. 

Or, pour η < IN, le maximum de log p
t
}j croit, r restant fixe, 

si p
a
 croît. Si //=N, ce module décroît. 

Remplaçons p
n
 par une fonction plus croissante q

n
\ P, (r) est rem-

placé par une fonction non moins croissante Q((/·)· En effet, q
n
 et p

n 

croissant indéfiniment, P,(/') finit par surpasser quel que soit le 
nombre fixe λ. Supposons donc que pour /*„> J\on ait 

Nous écrivons 
p>po et q>q0>Po-

pi('') Max. log = 

<vb('')=]£ Max.lo- |— + 

D'après ce que nous venons de rappeler, il existe un nombre /·„ tel 
<iue, pour/·>/·„, 

pi(/·) <epï('·)· 

D'ailleurs, nous savons d'après la valeur de p
0
 que 

QI > (i — e) Pj ('")· 
Donc 

|.,+ |.·; < i±f o;(,·) < (,·), 

i étant comparable à ε, si celui-ci est petit. D'où 

<M/-)>('-e')p»('·), 
SI /■>/·„. 

De même, si nous remplaçons p
H
 par une fonction moins croissante s

in 

p..(/·) sera remplacé par une fonction non moins croissante S.,(/·). 
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Supposons que p
n
 donne le même oindre de grandeur à P, et à Pa. 

Alors, que je remplace p
n
 par une fonction plus croissante ou par une 

fonction moins croissante, l'ordre cieP(r) ne peut pas diminuer (*). 
C'est cette fonctionp

n
 donnant à P, et à P

2
 des ordres de grandeur 

égaux que j'appellerai exposant canonique de convergence attaché 
à la suite r

n
. 

Nous supposerons toujours p
n
 non décroissant. 

32. Moyennant une première hypothèse très générale sur la crois-
sance de r„, nous déterminerons la valeur de p

n
. Nous allons, par un 

raisonnement très rapide et assez grossier, indiquer l'idée directrice 
qui conduit au choix de ρ et la valeur de Ρ(/·) correspondante. Nous 
rendrons ensuite cette analyse rigoureuse, mais, grâce au sommaire 
qui l'aura précédée, le lecteur ne perdra pas de vue, dans la minutie du 
raisonnement, les conclusions à atteindre. 

Nous poserons 
logr

re
 = x(«), logn=j(rt). 

Dans le plan des xy les points L dont les coordonnées sont x(m), 
y(m) forment une suite à abscisses et ordonnées simultanément non 
décroissantes. Joignons ces points par une courbe. 

Ceci revient à définir une fonction non décroissante y— f(ti) telle que 

Ρ— y (Ό 

Le fait que la suite r
n
 n'est pas d'ordre fini est traduit par la relation 

li m —-— = 00, 

qui n'oblige nullement à croître indéfiniment (a). 

(') Les auteurs qui se sont occupés des fonctions de genre infini ont eu 
généralement, avec le désir d'abaisser l'ordre de grandeur de F(-), le souci de 
réduire le reste P, de façon à le rendre aisément limîlable (cela, en augmentant 
la convergence de la série, c'est-à-dire />„); mais la valeur de P, rend alors trop 
fort l'ordre de P(c). 

(*) Selon l'usage, nous désignons par lim u et lim u la plus grande et la 

plus petite des limites possibles de u quand χ tend arbitrairement vers a. 
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Nous supposons que la répartition des points L soit telle que le 
coefficient angulaire γ' de la tangente croisse toujours. Cela est possible 

y(n +1)—y(/0 egt cro[ssant avec n La courbe y = fix) tourne sa 

concavité vers les / positifs, et y' croît indéfiniment avec χ, sans quoi 
la suite r

n
 serait de genre fini. 

Remarquons dès maintenant que l'expression 

— Ψ(Λ?,Χ) =/ — Y-F-/(X — A) 

est constamment négative et qu'elle est infiniment grande, en même 
temps que χ, quel que soit X, et en même temps que X, si χ reste 
borné. 

Si A a pour coordonnées (X, Y), si (χ, /) sont les coordonnées 
de B(/<Y) ou de B'(/>Y), les tangentes en Β et B' coupent la 
droite d'abscisse X en des points C et C' situés au-dessous de Α. ψ(#, X) 
est égal au segment CA ou au segment C'A. 

33. Le logarithme du module du nieme facteur primaire a pour 
limite supérieure (à ε près si h est assez grand) 

— ) Pour — > ι H > 

„ Pour 1 > 1 — 7— />„+!), 

1 pour —< ι 

Posons 
log/—X el γ— /(\). 

Supposons le choix de p„ effectué et séparons les valeurs de r
n
 en 

trois groupes suivant la position de relativement à ι -+- —età ι — —· 

Supposons qu'il existe deux valeurs /y et /y séparatrices. Posons 

'\\,= /y = e\ ΝjeY|, Nj = ev». 
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Si nous écrivons 

J, Ο JNi 

nous pourrons décomposer cette intégrale en trois : 

I e<r,.+|)Χ-Λ(«)—_— -, / e(/v+t»x-*(«>drt 

/*N' dn r** 

Changeons de variable. Remplaçons Î/Λ par eyy'dx, et mettons 
partout c>v en facteur. L'exposant de e dans les trois intégrales devient 
y-Y + (p + i)(X-x). 

Supposons ρ 4-1 égal à y'. Dans les intégrales extrêmes les 

quotients ~ ou disparaissent, comme étant infiniment voisins 

de ι. Il reste 

Γ β-ψ(*>χ) j f e~tyir>*y/i.r, f e Ψ(χ>χ> —. 

ψ, avons-nous dit, croît indéfiniment en même temps que χ, X étant 
fixe, ou en même temps que Χ, χ étant borné. Supposons que ψ croisse 
assez vite pour assurer la convergence de la dernière intégrale, ou, 
d'une façon plus précise, pour que 

•Λ,+ι 1 e 

soit borné, ainsi que 

r
v

*^· 

Alors, les intégrales extrêmes ne deviennent infiniment grandes que 
par leurs limites X

4
 et X

2
. Nous majorons le tout en supprimant <r'ï 

qui est inférieur à ι. Les ordres de grandeur sont les mêmes que dans 
la somme 

/'*' tlx (Λ* , , Λ" d.v 
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Λ line constante finie près, la première est égale à x > la dernière 

à Lχ
 1

 χ; la médiane est Y
2
 — Y,. 

Comme on a sensiblement 

X, = x-A, χ
! =

 χ+*., 

ce sera une hypothèse généralement vérifiée que Y
2
 — Y, soit environ 

égal à 2A, et par suite borné tandis que les intégrales extrêmes sont 
infiniment grandes et de même ordre, savoir celui de LY\ 

Nous trouvons ainsi 
P(/·) < 2EYLY' = 2 «L/>. 

Nous allons préciser le choix de ρ et les raisonnements qui nous donnent 
la valeur de P(/*). 

L'approximation par les fonctions régulières. 

34. Soit une suite donnée de nombres non décroissants 

..., /'rt, 

ou plutôt la suite des logarithmes de ces nombres 

χ(ι), Λ?(2), x{n), .... 

Posons, comme nous l'avons indiqué, 

log* =y{n). 

y(n) est une fonction de la variable discontinue x(n), qui peut être 
mal déterminée avec les acceptions 

logm, log (m 4-1), ..., log(/n+/>), 

pour χ = ξ, si 

χ {m — ι) ̂  ξ — x(m) = χ(ηι 1) = ., . = χ(ηι-\-ρ) x(m -\-p + ι), 

bien qu'à chaque valeur dey(n) corresponde au plus une valeur de x. 
Nous ne pourrons pas résoudre les problèmes relatifs à la formation 
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des produits canoniques ni à l'évaluation de leur module maximum, si 
nous ne faisons sur la fonction y [#(n)J des hypothèses plus restrictives 
que sa simple croissance. Etant donnée une suite Α*(Λ), nous substi-
tuerons à la fonction y (ri) deux autres fonctions yK(x)y y 2(#), telles que 

yi [('0] l>('0]=7» l> ('01 * 

y, ety2
 satisfaisant aux conditions qui s'imposeront à nous pour rendre 

les calculs possibles. Delà sorte, nous substituons, pour chaque valeur 
de tij à x(n) deux nombres #,(rc) et#2(/i), tels que 

*« [/(")] = ̂ (w)=^[j('0]· 

Les résultats des calculs effectués poury
t
 ety

2
 se trouveront com-

prendre entre eux les résultats relatifs à y. 

35. Nous pourrons supposer que les courbes représentant y<(x) 
ety3(&) passent par une infinité de points L. Nous construirons pour 
cela chacune de ces fonctions à partir de sa dérivée seconde que nous 
supposerons positive et continue. Soit par exemple à construire y,. 

Je définis dans le plan des xy\ deux familles de courbes, les courbes c 
et les courbes γ, telles que : 

i° Par chaque point du plan passe au moins une courbe c et au 
moins une courbe γ, et, sur une même courbe c ou γ, y\ varie toujours 
dans le même sens avec x. 

2° Si je fais déplacer et éloigner à l'infini le point p.(#,y ) sur une 
courbe c, la courbe C décrite par le point 

x, y
t
 =. I dx f y\ dx -4- A (χ — x

0
) Β 

finit, quels que soient les nombres fixes A et 13, par laisser au-dessous 
d'elle tous les points L

m
 à partir d'un certain rang. 

3° Si je fais déplacer et éloigner à l'infini le point ii(x,y"
t
) sur une 

courbe γ, la courbe Γ correspondante décrite par le point (x,y,) a 
au-dessus d'elle, quels que soient A et B, une infinité de points L

m
. 

Ceci n'est pas impossible, à cause de l'égalité 

4^=00. 
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4° Etant donnée une courbe quelconque c
e
 de la première famille, 

nous supposerons que, si un point (α, β) est dans sa région négative [la 
région négative dey= f(x) est y </(#)], il est possible de faire 
passer par α, β une courbe c, entièrement située pour χ > a dans la 
région négative de c

0
 et tendant vers c

0
 uniformément dans tout champ 

borné et tel que α > α
0

, si le point α, β tend vers le point a
0

, β
0
 de c

0
. 

Nous supposerons encore que, par tout point α
0

, β
0
 de c

0
, il est 

possible de faire passer une courbe γ entièrement située pour a;>a
0 

dans la région négative de c
0

. 
Alors, si nous faisons décrire successivement à p(#,y«), d'une part 

la courbe c
0

, d'autre part, de α
0

, β
0
 à αβ, une ligne entièrement située 

dans la région négative de c
0

, puis la courbe c définie ci-dessus, ou 
encore la courbe γ passant en α, β, la courbe C„ correspondant au 
premier trajet de p(.r, y'\ ) aura dans sa région négative les courbes C 
ou Γ correspondant à chacun des seconds trajets. 

36. Je vais définir y pour les valeurs croissantes de x. Soit α
0

, β
0
 un 

point quelconque du plan des xy\. Je considère une courbe c0 de la 
première famille passant par ce point. Si je fais décrire à p(.r, y\) cette 
courbe c

0
, la courbe C„ définie par 

yi — ( de f y'[ de H- A {je — .r«) 4- Β 

n'a au-dessus d'elle qu'un nombre fini de points L
w

. En augmentant H 
s'il est nécessaire, je peux supposer qu'il n'y en a aucun (nous suppo-
serons toujours À et Β positifs). 

Je considère alors la fonction y, obtenue en choisissant y \ de la façon 
suivante : dex* = α

0
 à χ = α > a0,jc fais décrire au point [κ(χ, y'\) une 

courbe γ
0
 passant en α

0
, β

0
 et située dans la partie négative de c0, ce qui 

amène ρ en α, β, et, à partir de χ = α, une courbe c, que je désigne 
parc(a), telle que, si a' < a, c(a) soit dans la région négative de c(a') 
cL que c(a) varie continûment avec a. Comment se comporte^,? 

D'abord, .c, y
t
 décrit un arc de la courbe Γ„ qui correspondrait à un 

déplacement indéfini de ρ sury
0

; puis, à partir du point d'abscisse a, 
une courbe C(a) de l'allure de C0, laissant au-dessous d'elle tous les L 
à partir d'un certain rang. C(a0) coïncide avec C0. C(a) est dans la 

Joum. de Math. (G" série), tome VI. — Fasc. I, icjto. ' 7 
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région négative de C(a') si α < α et si #>«, et C(a) varie conti-
nûment avec a. Est-il possible que a, β s'éloigne indéfiniment sur γ0 

sans que la courbe C(a) correspondante rencontre aucun point L? 
Evidemment non. Car, soit Lp le premier point situé au-dessus de la 

Fig. 3. 

J r, 
1 

"Ô| «·, «a χ 

courbe Γ0. Si α >x(p) la courbe C(a) aura toujours au-dessus d'elle 
le point L^. Faisons varier α de a

0
 à x(p). Pour cette dernière valeur 

Fig. 4. 

c c-
*ια> / / L 

j ^1J ^ /2 

/ / / / 
«epyS-R/ / 

' - - —
{a 

__| __ 

de a, la courbe C(a) a un cerlain nombre s fini et non nul de points L 
situés au-dessus d'elle. Pour α = α

0
, tous sont au-dessous. Quand α varie 

de a
0
 à x(p) d'une façon continue, ces .y points traversent successi-

vement la courbe C(a)qui varie d'une façon continue. 11 y a donc une 
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valeur a'
0 de α telle que, pour α < α'

0
, la courbe C(a) est entièrement 

au-dessus des s points considérés, et, pour α = α'
0

, il y a au moins un 
de ces points et au plus tous les s sur la courbe C ( α'β ). ( Dans la figure 3, 
les points L du texte sont par erreur désignés par N.) 

D'ailleurs, puisque α'
0
 < #(/?)> Gf£c(/>)] est entièrement situé dans 

la région négative de C(a'
0
), et par suite non seulement les s points 

situés dans la région positive de C| #(/?)] mais encore ceux de ses 
régions négative ou nulle, c'est-à-dire tous les points L, sont ou bien 
dans la région négative de C(a'

0
) ou bien (en nombre au plus égal à s 

et au moins égal à un) sur C(a'0). 
Je fais décrire à a?, y"

{
 la courbe c(aj,) que nous désignerons par c,, 

à partir de α'
0

β'
0

, jusqu'à ce que le pointa;,y, qui décrit G, [ou C(a'
e
)], 

ait surpassé d'une unité en ordonnée le dernier des points L qu'il peut 
rencontrer. J'appelle α,, β, le point où j'arrête x, y"

ti
 et d'où la 

construction recommence comme en α
0

, (30. 
Je fais décrire à fj.(ar, y\) une courbe γ, de la seconde famille, située 

dans la région négative de c, et passant par p.,(α,, β,), jusqu'au 
point α, β et à partir de α une courbe c. Les courbes c sont dans la 
région positive de γ,, c(a) est dans la région négative dec(a') si α'< a, 
pour χ> a, et c(a) varie continûment. Le point χ, yt décrit un arc de 
la courbe Γ, correspondant à γ,, puis une courbe C(a). Je choisis 
pour α la valeur αtelle que, pour α < α',, les courbes C(a) correspon-
dantes sont entièrement au-dessus de tous les points L, et telle que C (a',) 
que je désigne par C2 rencontre au moins un des points L et en tous 
cas un nombre fini d'entre eux. Je déplace p. (a?, y,) sur la courbe c.x qui 
part de α', β'< jusqu'à ce que a?, y

K ait surpassé d'une unité en ordonnée 
le dernier point L situé sur C2. Soit α2, β2 le point où x,y'\ est arrêté. 
J'applique de nouveau la construction à partir de ce point, etc. 

La courbe x
t
 y

t construite de proche en proche se trouvera rencontrer 
une infinité de points L et n'en avoir aucun au-dessus d'elle. Enfin, 
y\ existe, est positif et continu. 

37. Définissons les courbes c et γ dans les divers cas possibles. 

Premier cas. — lim^ = ao. Les courbes γ seront des parallèles à 
l'axe des x. 
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Les courbes c auront des équations de la forme 

*i = Ρ"(ξ — λ), 

λ étant un paramètre, η et ξ étant les coordonnées courantes. 
On voit immédiatement que, dans notre construction précédente, 

λ prendra des valeurs de plus en plus grandes positives. Il faudra donc 
que la courbe 

y = F ( ξ — λ), 

quel que soit λ fixe, finisse par dépasser tous les points L. Si nous 
joignons deux à deux les points consécutifs L,„, L„

iM
, nous obtenons 

une ligne brisée y = f(x)· 
Il nous suffira que 

lim — =— — oc, 

quel que soit le nombre λ fixe, et pour cela que 

.»· = 00 Ji, & -Ί- ) 

λ„ prenant une suite de valeurs tendant vers l'infini. Ce problème a été 
résolu par Du Bois-Reymond. Si nous voulons que F(x) ait une 
dérivée seconde positive, ou même des dérivées de tout ordre, nous 
prendrons 

,. F(x) 

et nous déterminerons, comme il suit, les exposants hp qui sont des 
entiers croissants. Soit<p(a?) une fonction tendant vers l'infini avec a?, et 

f(x-¥ λ„) =f
n
{x). 

Je détermine h
p
 par la condition que le pieme terme de la série (^j ' 

soit, pour 
ρ ■+■ ι ί χ1ρ -+■ 2, 

supérieur à Py φ(ρ)> p^ étant le maximum de 

···> fp(x) 
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dans le même intervalle. Les fonction s /,· étant croissantes, et d'après 

fi+ \{χ) > fi(x)i 
il suffit que 

,'>?(/>)/p(/, + I> = ?(/>)/(/> + ι + λρ). 

Je prends pour h
p
 le premier entier supérieur à h

p
_

{
 satisfaisant à 

cette inégalité. Alors, pour 
x>p-\-1> 

on aura toujours 
F(a?) > φ(Λ?)//(Λ?), 

i étant l'un quelconque des nombres i, 2, Donc, 77—7 tend vers 

l'infini avec χ, quel que soit i. 
On voit immédiatement que le système de courbes c, γ proposé 

satisfait à toutes les conditions requises. 

Deuxième cas. — lim ^ = a φ ο. 

Je prends pour équations des courbes c et γ respectivement 

J i \ x ) 

On constate que par tout point α, β du demi-plan ξ > ο passe une 
courbe et une seule de chaque famille telle que ο<λ<α et ο<λ'<α. 

Les courbes c sont des hyperboles ayant leurs asymptotes parallèles 
aux axes et situées dans les angles de ces asymptotes où pénètre et 
reste y — — x. 

Seule nous intéresse la branche aux a? positifs. L'asymptote parallèle 
à 0.x* a son ordonnée supérieure à a, l'autre a son abscisse positive. Si 
un point α,, β, est dans la partie négative de la branche d'hyperbole 
qui passe en α, β, la valeur λ, est supérieure à λ, et les deux branches 
d'hyperboles n'ont pas de points communs. 

Les courbes γ sont les symétriques des précédentes relativement 
à η = a. 

Si, dans la construction exposée, on prend successivement un arc 
sur γ

0
, un arc sur c,, un arc sur γη etc., avant d'atteindre respective-
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ment les arcs de c
n
 et de γ„, on est constamment (pour ζ > λ

Λ
) dans la 

région positive de c
n
 et (pour ξ ]> λ'„) dans la région négative de γ„. 

Gela explique que λ et λ' sont infiniment grands avec n. Sinon, comme λ 
et λ' croissent toujours, si l'un, λ par exemple, ne devient pas infini, il 
reste inférieur à un nombre fixe λ

0
 et l'on a toujours, à partir de ξ >λ

0
, 

*>α+τ.-τ=τ.· 

En intégrant, on trouverait que 

r;— >'(«)·. 1 

Si λ' restait inférieur à λ'
0

, la plus grande limite de ̂  serait de même 

inférieure à a — Λ· Donc, y tend vers a. 

Troisième cas. — lim \ = o. 

Je prends pour courbes c des parallèles à l'axe des χ et pour courbes γ 
des courbes telles que 

* = . *'(«) 

38. Pareillement, on peut s'arranger pour quey vérifie la condition, 
dont nous reconnaîtrons l'intérêt, 

-^4=1 :.>·?(*) = ii 

quelque grand que soit le nombre fixe /r, et quelle que soit la façon dont 
varie 0 entre ο et ι. 

Définissons dans les trois cas précédents les courbes c et γ passant 
par un point α, β. 

Premier cas. — Considérons le faisceau de courbes 

Γ εν/β,- ,Γ 

qui passent en α, β. 
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On a, quel que soit A, fixe, 

* S/MT) 

Ces courbes dépendent encore du paramètre A, si on laisse ε fixe. Les 
courbes γ correspondent à A infini, η = β. Pour une valeur quelconque 
de A, on a une courbe c. Car la courbe C correspondante décrite 
par χ·, y

t
 a une asymptote verticale. Enfin, on peut supposer pour les 

courbes c qu'on particularise les valeurs de ε et A pour chaque point α, β, 

de façon que ^ et A soient infiniment grands, si α et β le sont simulta-

nément. 
Il suffirait, pour que toutes les hypothèses soient vérifiées, de prendre 

pour réseau c les courbes qui passent en un même point α
0

, β
0
 choisi 

une fois pour toutes, 

[' ->(ς-*.)]' 

Quand α, β s'éloigne, λ tend vers zéro et la condition proposée 
pour y, est vérifiée. 

Deuxième: cas. — Nous avons construit^ de façon que y" tendît 
vers une limite non nulle : le problème actuel est donc résolu. 

Troisième cas. — Considérons les courbes 

On a 

ÏÎ7 

-Ill Uli IIW 

Pour A infini, on a les courbes c, η — β. 
Une valeur finie de A donnera une courbe γ. Car la courbe Γ corres-

pondante décrite par &·, y
t
 a tine asymptote non verticale. Comme ci-

dessus, la valeur de A correspondant à une valeur de α donnée sera 
choisie infiniment grande avec a. 
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Nous montrerons plus loin que y, satisfait à la relation 

r' *+ϊΰ5)_:),Λχ)='· 

39. Pour construire y
2
(as) à partir de y^, nous définirons de même 

deux familles de courbes dans le plan des as, y\ : l'une formée des 
courbes c telles que, si xy\ les suit toujours, tousles points L„ finissent 
(du moins si A et B, supposés positifs, ne sortent pas d'un certain 
champ) par surpasser la courbe 

x, y
t
 ~ J y\ A ( .r — Jj) + B ; 

l'autre formée des courbes γ telles que, si xy\ suit constamment l'une 
d'elles, xy

2
 surpasse une infinité de points L, quels que soient Λ et B. 

Le choix de y\ se décrit comme celui de y\. 11 y a trois cas à distinguer, 

suivant que Jim^~ est infini, fini pu nul. 

Nous n'aurons jamais à calculer explicitement y
t
 ni y.,. Π nous suffit 

d'avoir prouvé leur existence et donné un moyen théorique de les 
obtenir. 

Calcul de la limite supérieure du module d'un produit canonique. 

40. Soit donc P(3)un produit supposé canonique. Soit p
n
 l'exposant 

de convergence du ntemc facteur K( —» p
n
 ). Soit 9 (M, p„) le maximum 

de log|E(as, />„)| pour | .■*?| = [ce que nous désignions aussi au 
précédent Chapitre par M/;_(u)\. Pour | 31 = /*, le maximum de 

log est 9^'-» p
t
}ji et la limite supérieure P(/·) du maximum 

de log | F (3) | est 

Ok 

Nous poserons 

lojj/·—\ et P(/·) :-Il(\). 

Nous avons trouvé trois formes approchées pour 9. 
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Supposons que la fonction log n de log r
B

, interpolée pour les valeurs 
de x = log/' comprises entre les nombres de la suite log r

n
, ait sa dérivée 

jamais décroissante, ou même simplement (■ ) quï/ existe un entier ρ 
croissant (qui sera notre exposant de convergence) et une suite de 
nombres χ

2
, xpy ... tels que pour 

xp<x <xp+u p — aiy'<p-\-1 — 

α étant positif et fixe. Nous dirons que y satisfait à Vhypothèse A. 
Nous supposerons α inférieur à i, bien que cette hypothèse n'inter-
vienne pas en fait dans le résultat final. Nous choisirons, si 

Xp<X<Xp+l, p,
t
 — p. 

Nous allons montrer que les deux sommes désignées au début de ce 
Chapitre par P, (/·) = ÏÏ,(X) et P

2
(r) = Π,(Χ) sont bien du même 

ordre de grandeur et évaluer Π(Χ). 
Nous désignerons par \p la valeur de ey pour χ = xp\ par np le plus 

petit entier non inférieur à vp. On a 

np — ι < vpi np. 
Si 

v/»+li · · · ι yjp+m 

sont compris entre deux entiers consécutifs, si l'on a 

Vp—l ̂  i ' ^ ^/» = ^ρ—1 = * · ' = i ̂  I 

nous désignerons i par ni — ι de préférence par np — ι et nous 
dirons que 

np—i ̂  n
p
 — fip+i —... — n

p
+

m
 <C. Wp

+ffl+
|. 

Alors, quel que soit ρ si 

npïn^np+i — i, 

l'exposant de convergence attaché au zéro a
n
 est ρ. 

(') y' n'est pas nécessairement croissant, mais peut osciller entre les va-

leurs ρ — « etyt?H-i —α ^par exemple au voisinage de ρ -t- ̂  ι après avoir 

pris la première et avant de prendre la seconde. Ceci est à rapprocher du fait 
signalé par M. Boutroux (Acta mathematical 1904, p. io3 et suivantes, p. 115) 
au sujet des fonctions de genre fini, que la limitation de leur module peut se faire si 

/>-+-«< y' < Ρ 1 — x. 
Jotun. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. I. ioir>. 8 
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41. Donnons-nous un nombre ε arbitrairement petit. Nous allons 
calculer le module maximum du produit canonique avec une approxi-
mation inférieure à ε, ou du moins inférieure à un nombre arbitrai-
rement petit en même temps que ε. 

On sait qu'il existe deux nombres h et /?0, tels que, si /?ï/?0
 : 

i° Pour u < ι —-, on a [si M(m) désigne 9(w, £?)] 

1 < TjT—Τ < ι 4- £ avec G{u)=- ; 

2° Pour u > 1 -h -) on a 

1 — ε < νττ—N < 1 avec G(«)=—; ; 

3° Pour 1 < M < 1 4—, nous utiliserons seulement ce fait 

que M (M) est borné. Il peut être cependant intéressant de remarquer 

que le rapport ^(u) est fini quand h est borné, si 

G ( u ) = «τ, p~t~p-+-1 · 

D'après cela, je forme un premier groupement fixe avec les facteurs 
d'exposant inférieur à p

0
. Le plus haut rang de ces facteurs est — 1. 

Nous désignerons aussi ηρΛ par N
0

. 
Je divise les termes qui suivent en trois catégories suivant que leurs y 

sont : i° inférieurs à Y, = Y — A ; 20 compris entre Y, et Y
2
 = Y ■+· A; 

3° supérieurs à Y3. 
Soient X, la valeur de χ correspondant à Y,, X2

 celle qui correspond 
à Y;,. D'après 

Y— / = (X — α?)/(λ), 

λ étant compris entre χ et X, on a, si Y, < Y, 

(X — χ)(ρ — oc) < Y — y < /?, 

si x
p
 J χ < Xp+

K
, en sorte que pour les zéros de cet intervalle 9 (jr > p

n
^J 

est borné en même temps que A. ^Remarquons en même temps 

que X — X
i
 est infiniment petit avec 
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Si Ya </, 
(œ — X)(/^-f-i — «)>y — Υ>Λ, 

en sorte que la forme \ —;—- nous donnera φ(— 

avec une erreur relative inférieure à ε. D'après X
2
 — X< ρ_ > 

X
2
 — X est infiniment petit avec 

Nous désignerons par Ρ, P,, P
a
 les exposants qui régnent respecti-

vement en X, X,, Xo, en sorte qu'on a 

^ ^P+'i ^P|+l) ^Pi^S^^Pj+ll 

par N, ou par /ι'μ
ι+Ι

 le plus petit entier que ne surpasse pas 

Λ'ρ,+Ι— J <e*«<n'p
l+

i; 

par Na
 ou par ri

Vt
 le plus petit entier que ne surpasse pas <?Y% 

Λρ,— I <e^<n'
Pi

. 

Nous désignerons aussi eYl par Vp
t+1

 et é1* par v
Pi

. On a 

vp,+i=ni,
i+1

<np
1+1 

et 
Λρ,^Ρ, = '«!»,· 

Nous écrivons la somme à évaluer 

H(X)=2*(r· ^") ~**" "**~s°+ Sjs
3

· 

S0 est inférieur à 

rfoV JL. 

N
0
 étant fixe, comme les sommes suivantes, dans leur ensemble, 

croissent plus vite que rm, quel que soit le nombre fixe m, S
0
 à partir 

d'une certaine valeur de X deviendra inférieur à ε Π(Χ). Nous n'aurons 
dônc pas à nous occuper de S

0
. 

S
3
 nous sera plus facile à évaluer que S,. 
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42. Calcul de S3. — Posons 

Σ *(£.·>)=ϋ" ΣΗγ„'ρ·)=^·· 

Nous avons 
S3— Up,-»- Up

1+
,h- ...+ U^-b.... 

La fonction y = f(x) interpole la fonction r
n
 de η pour les valeurs 

non entières de n. Du même coup se trouve interpolée la fonc-

tion y(jr> P^j pour toutes les valeurs de Λ, et pour chaque valeur 

entière et fixe de p. La fonction interpolatrice p^J> ρ étant fixe, 

décroît relativement à n. Grâce à cette décroissance il est aisé d'évaluer 
l'erreur commise en remplaçant Up par 

v

'=jT'(£")*· 
Nous posons aussi 

v
«=C"*(k· ή*· 

Mais remarquons dès maintenant que, pour une même valeur de n
y 

h /ι ι 

parce que 4* est inférieur à 

P2 ρ ι ρ 

(voir page 3^ en note). 
Posons 

T
'=/

f

 Λ
·· 

Pour ρ — P
2

, nous remplaçons I), par TJ,
t
 et np par nfi. 

Nous démontrerons plus loin que la série Vp converge. Si nous 
admettons sa convergence, le calcul suivant montre celles de Up et de T,, 
et rattache leurs valeurs à celle de la première. 
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Nous désignerons par 

Hj + w 

la somme 
Up, 4- Up

|+
, 4-. . . 4- UPj+w. 

De même 

2'Vp=V'f,+ 2 V„, 

2'τΡ=η,+ 2τ'· 

On a 

2dXp=jf /» ΣΤρ=] fi(n)dn-

Indiquons par une figure le trajet des points représentatifs des 
fonctions f

%
. Soient A

p
, B^, les points d'ordonnées y(jr*P ~ ̂  

Fig. 5. 

AViNJp« 

ly kl vJ 

βΥΊ TVPSNP» Ρ»*1 Ρ NP«I " 

d'abscisses respectives v^, np. Soient A'
p1

 B'
p
 les points d'ordonnées 

ç(jr> P^j et d'abscisses v
y
„ λ,,. A

Pi

, B'
Pi

 ont pour ordonnées P
2
^ et 

pour abscisses v'Pj, Le point représentatif de/, suit le trajet (trait 
fort 

Α-ρ,Αρ^-Μ, Αρ,-Μ Ap
1+Ï

, · · · > A
Pl+w

 Ap
i+m+1

. 

Le point représentatif de f2 suit le trajet (trait fort et trait pointillé) 

Bp, Bp,-m ι ···) B
PrWn

B 
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Les arcs A'^A^, Β'^,Β^, sont tous deux sur la courbe d'ordonnée 

ν(τ~' P)' a ^onc 

(ο 2Vp~2Tp=/i *A(n)dn 

— / — fi(n) dn. 

Évaluons l'intégrale médiane. /
3
 — /, est nul si np < λ < v^,. Si 

V» ̂  Ti 1», 

P,-+-m P,-wn , 

et par suite 

I>) = V 

Donc 

Xnr 

d'après np — vp< ι. Donc 

O < / (/«j—/1 )dn<2àvt> 

— ? ( 7 ' ^,N) — ® f 7 ' Ρ s 1 ■+* ? ( 7 Ρ 2 ■+■1 ) 

— φ ( j Ρ 2 ~f" 2) + ... — <p( > Ρ g -+· /w ). 

Le second membre est la somme des 2m premiers termes d'une 
série alternée à termes décroissants, elle est inférieure au premier 
terme 

(-τ—* P«) <?(r>Pî)<*> 

k étant indépendant de P
2

. 
D'ailleurs 

I /1 (Ό<*«<?('*pa)< *· 
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Quant au dernier terme de (i), 

ft(n)dn, 

il tend vers zéro avec — · Donc 

(■) 2'V'-2T'=w_,,'('re> (**< ·); 

η (m) tend vers zéro avec ~ Comme conséquence particulière, la 
série Tp à termes positifs converge en même temps que Yp. 

On a enfin, θρ étant positif inférieur à ι, 

U
P
 = T^ -φ^-iL.,^ = T

p
+Q

p
t
p

. 

Les formules sont les mêmes pour ρ = P
3
 en remplaçant Up, Tp, np 

par U;,, TPi
, nft. Or 

P, -hin P,-i-m Ρ t+m l'j-t- m 

-Σ Κ b
p

)-
?

(Z
,p+

')]-'{7^::
p

'
+m+

')· 

tp, qui est positif puisque tp l'est, est inférieur à 

9
(^

,P,
)

<A
·· 

Donc 

2'υ, = 2'T"+5 Σ'-= Σ'τ"+9*· 

Tp dans ( ι ), on trouve 

(2) ^ Up4" Y>(m)· 
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Tel est le résultat que nous avions en vue. La série est convergente 
si Wp l'est et les sommes des deux séries ne différent que d'une quantité 
bornée. 

Remarquons que nous avons supposé les nombres np distincts. Si np 

coïncide avec Πρ+,, on a simplement 

1^ = 1^= o. 

La différence 2 (Vj,—U^) a toujours les bornes que nous avons 

calculées. 

43. Évaluons les termes de la série \
p

. On a 

V,
=(1

-
9e)
f'"(£)-y* 

et θ est compris entre ο et ι parce que — < ι Nous prenons pour 

nouvelle variable d'intégration oc. Les limites sont xp et Xp+
K

. dn devient 

é*y dx et est compris entre ι — ^ et ι -+- ~~ ' Donc, p
0
 étant assez 

grand, 

ej-Y+(/H-lHX-T·) ( ô1 < J ). 

Or, d après 
/<p + t — a si xpSx <xp+l, 

nous avons 

y — Y= f y'dx<(Ρ-+-1 — α)(.ζ
Ρ+1

 —X) 

-H (Ρ -h 2 — «) (λρ+2— a?p+1) -+·.. .H- (ρ H- ι — a)(# — xp). 
D'où 

y — Y H- (/> -+- ι) (X — oc) <— a(x — X) — \χ
ρ

-\- xP-x
 -h...-»- x\P\). 

Au second membre la partie entre crochets est positive. Comme nous 
ne pouvons l'évaluer, nous la supprimons, ce qui renforce l'inégalité. 
Donc 

/xl>+i ρ-»ι.ι·—X» 
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En donnant pour limites à l'intégrale X
2
 et #

Pi+l
, on a une limite 

supérieure de V
Pj

. Donc 

^ V„<(l4-2c)<'YJ 

Ceci nous montre que la série \p est convergente et nous donne une 
limite supérieure de sa somme. On a 

^'2 V/'<(' + 2£)j 

L'intégrale du second membre devient par le changement de variable 

— =■ ER-X= M, 

et si l'on pose ex' x = ι -h a, 

fm du 

α étant fixe et a infiniment petit. Ceci est égal àU + C',, C, tendant 
vers une limite. Nous trouvons donc 

Vp < (1 + 2£) (L χ^ϊτχ-·-C>)· 

Comme S., = 2 ne diffère de^ Vp que d'une quantité bornée, 

on a, C
3 étant borné, 

S,< (1 + 2S)
 (Ϊ-χ^Τχ + CjV. 

44. Calcul de S2. — On a 

^7") + =S',4-Sj. 

Évaluons d'abord S!,. Chacun des termes de la somme S* est inférieur 
Journ. de Math. (<>" série), tome VI. — Fasc. I, 1910. 9 
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à 9(1, p
n
) qui est inférieur à k

1
 quel que soit p

n
. Donc 

s; < (Ν,- Ν) A < (eV'- I -h aô)*, s; = cvC
2

, 

C"
2
 est borné. 
Etudions S

2
. Nous avons vu que, si X, < :v(n) < \, 9^»Pn^j est 

borné, parce quep
n

(^y.— ^ l'
est

· En effet, 

(Χ — χ) (ρ — a) < Y — y < /1. 

Or, sans qu'il soit besoin d'utiliser la forme t? approchée 
de M(m), il résulte d'un théorème établi au premier Chapitre que, 
sip(u — 1) est borné, M(«) l'est également. Soit donc O, la borne 
de o. 

Le nombre des termes de S
2
 étant à une unité près 

r*(, 
on a 

r VS2< C'
2
(i — r 

et nar suite 
S,< CaeY, 

Co étant borné. 

45. Calcul de S,. — Nous posons toujours 

u,."v 

et 

ι·, ι», - 1 1*. ι*. 1 

Soient 

* S/MT) 

(on a νΓ(Μ — C'). Nous notons 

2'U,, = 2U,,+ I;i, et V'v,,= V ν,,+ η,. 
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Nous remplaçons ̂  U
7
, = S, par \ V

7
, en commettant une erreur 

que nous évaluerons ensuite. 
Nous savons que, si />„[X — #(w)] est supérieur à //, on a certai-

nement 

?(f ' p.) =(> + 5s)(fY"4 —A r· 

Si donc nous remplaçons pj par cette dernière expression dans 

chaque terme de S,, nous obtenons la valeur de S, en négligeant 

cependant dans cette somme les nombres ( ' ) pour lesquels p
n

 (·■-■ — ι ) 

est inférieur à //. Mais, pour ces termes, > p
f
ij

 a une certaine 

borne k
{

. Ils sont en nombre certainement inférieur à eV| et à plus forte 
raison à ^Y. Si donc 

-k U) 

on a certainement 

2 ï, = |.+ k)2W, + <'*,· 

Or, 

0-V W„ — / g.v—Y-+-(/»-4-ln\—Λ1) 21 ; 

est inférieur à ι -+· · On peut supposer que le nombre fixe p
0
 a 

été choisi assez grand pour que 1 (ι + ε)<ι·+-2ε. D'autre 

(
1
 ) La fonction — ι ^ a relativement à r

n
 un sens de variation sur lequel 

nous ne pouvons rien affirmera priori. Tandis que, pour r„ > r, elle est cons-
tamment décroissante, pour /·„</·, elle peut présenter des oscillations, par 
exemple, croître brusquement si, r

n restant sensiblement constant, p
n
 reçoit un 

grand accroissement subit, pour décroître ensuite lentement, si p
n
 varie très 

peu, pendant que /·„ croît dans un certain intervalle. 
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part, d'aprèsy'~p — α, si xp<x < 

Y — y =zj* y' dx >(/> — «)(- x
v

) 

"+* "+"1 — a) (^V+j— Χρ+ι) -Κ · · -H ( Ρ — <x) (X — .r,,) 
OU 

y-Y-y{p-yi)(X~x) 
<(H-a)(X — χ )— 1.1* — />X — #p— λ*ρ-Ι — . · · — Xp\. 

Comme dans le calcul de S
3

, nous supprimons le crochet, quantité 
positive, ce qui renforce l'inégalité 

<?-YW
p
< f dx . 

Donc 

c~s2d Vj><(i + 2S)J e\ ' _t dx ·+ 

Le changement de variable 

-l=r* - „ 

et les notations 
6>χ—·»>«= A, rX_X' — I -f- *7 

transforment l'intégrale en 

\ _ ΓΛ "a 

Cette intégrale devient inliniment grande par ses deux limites, A et 
^ étant eux aussi inliniment grands. Pour l'évaluer, nous écrivons 

ji+„u-1 λ+η"~ι J^"-1 

+ ^ du
 "

x
~

l d
"· 

La première intégrale est L-· La seconde tend vers I
 u

_
 t

 du 

qui a un sens. La troisième vers J
 u^x

^u_ ^ qui a un sensi 
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puisque α < ι. La dernière est ^(Αα — 2"). Donc, notre intégrale est 

L- 4- - Aa 4- c\, 

c, tendant vers une limite pour X infini. 
Or 

a — ex-x« — 1 — (Χ -Χ,)(ΐ4-η), 

η tendant vers zéro avec ^ puisque X — X, < ρ ^,g

 ten
^

 vers z^ro. 

D'après A = cx~xr°
y
 il vient pour expression de l 

L
 v

 1
 v

 + ί +1·;. 

p
0
 qui est choisi une fois pour toutes peut être supposé assez grand pour 

que, α étant fixe, ̂ < ε. Donc 

V^< (1 4- 26) -γ- 4- sexX 4- C,^, 

et ceci est aussi, à une quantité bornée près, la limite supérieure de e Y S,, 

sauf l'erreur introduite par la substitution de ̂  à ̂  ^p' C'est ^ 

le dernier point à examiner. 

46. Mais auparavant, remarquons que Sa
 se trouve être négligeable 

à Végard de S, et de S
3

. Pour les fonctions de genre fini au contraire, 
à croissance suffisamment régulière, il est possible de prendre h assez 
grand pour que, à ε près, on n'altère pas le maximum de la fonction en 
négligeant les zéros de rang extérieur à l'intervalle à nh. Pour les 
fonctions de genre infini, quelque grand que soit h fixe, les zéros de 
rang compris entre j et nh apportent à la limite supérieure du module 
une contribution négligeable à l'égard de celle des autres zéros. 

47. Évaluons la différence 

Σ ''-1v"· 
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Comme dans le casdeS
3

, on voit immédiatement que > p^j décroît, 
ρ étant fixe, quand η croît. Mais, ici, on a en général 

!>< υ' P> 

Posons, comme plus haut, 

*>=Γ >&>)*· 

T,l=jf"""?(i,P1)rfn et V τ,^Τ,, + ^Ίν· 

Écrivons 

V/»= / ^ 'C- = / /*("W"· 

Voici le trajet des points représentatifs de/, et f
2

. 

Fi μ. 6. 

Apo" "a . 

po npo νρο*>ηρο*ι VP np VP'« V' βγ,χν(»
1

ΠΡι" 

Si A
p

, B^, sont les points d'ordonnées 9^—> ρ — 1J et d'abscisses 

respectives v
p

, n
p

\ A'
/}

, B^, les points d'ordonnées 9^^-> p^ et d'ab-

scisses v
/M

 n
p

\ A
PrH

, B,>
i+1

 les points d'ordonnées ο P,^ et d'abscisses 

v;
>t+1

 = le point représentatif de f
A suit le trajet AJ,

t
A,

u)
„ 

A^+jA^, ..., A'^Ap^,. Le point représentatif de f
u
 suit le trajet 

Βρ.ΒΡβ+ι, ..., Bp,B
1VM

, et les arcs A'^A^,, B^,B
/>H

 sont tous deux 

sur les courbes d'ordonnées 9^~> p^j· On a 

2v/»—2] Ύ,,~ I <in+/ (/1-/2) ^—/ Λ ^· 
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Dans l'intégrale médiane, ft — f., est nul si n < ν/ΛΜ. 
Si 

ν i> < n < u ρ j φ^> p^j — Ρ — ij. 

Soit Ι -H la valeur non nulle de u telle que Μ
/;Μ

(Μ) = M
Y
,(W) 

(votrp. 37). Nous 11e savons pas si $(p) est positif, mais certainement 
β(/>)< ι, quel que soit p. D'ailleurs, en supposant β(/;)>ο, si 

I < M < 1-4- 2ki. 

M/,+,(u) — M;J(«)>— tî' 

k' étant un certain nombre fixe, en sorte que cette inégalité vaut quel 
que soit u > 1. 

Si l'on remarque encore la croissance (') de Mrela-
tivement à «, pour «>i,ona toujours 

du ' ' u — 1 sin# sin ρ 9 

Si (ρ — l
)
2
(j: <β(/> —Ο» l

es deux derniers membres de 

l'inégalité sont négatifs, mais en valeur absolue inférieurs à -1· 

(1) Voici la démonstration du fait que M;,.<-,(*/)— cst croissant pour 
1 

étant fixe. i° si u > 1 -+- ->1X1/,+, (u) — M/>(«) = ^ ^ qui est crois-

sant avec u : 2" si 1 h < u < 1 H—, 

d r,, , , sin»# siu»-F-j# 

Ceci a le signe de « — (u — ι ) — y(u). Posons 

« — H > 
χ est inférieur à 1 ; 

, , sin/; 0 
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Si (/> —ι)2(- Ο >β(/>— Ο» Ι/ι — fi| est certainement infé-

rieur à l'un des nombres—~—r
t
 et /,(v^,)—/

a
(v,,) qui sont alors tous 

deux positifs. Donc, dans tous les cas, 

!/'-/« ι < (T^TTjî 

et, comme l'intervalle d'intégration v
p
 à np

 est inférieur à i, c'est 

(/, —f2) dn. 

D'ailleurs, dans l'expression de ^(V^ — T
y
,), le dernier terme est 

borné. Car, nous avons déjà vu que ^ — > T\^) est borné, si 
Vr 

t+
iin. 

En résumé, si l'on pose />) — γ Ρ — 

3° si u < ι 4 — ? 

i | » „ , 

avec . / 77Γ m. Cette denvee a le signe de 

sin( » + ι ) G, sin 

D'après u > i, (/; + i )9, <— » on a 

. . ^ sin/>0, sin/;0 
D après 9, < 6, 

χ ι(«)>ο. 

Pour les valeurs de u inférieures à i, 

(ρ 4- ι) [Mp+1(m) — Mp(w)] = W+1 cos (ρ 4- i)Ô'n 

9 étant un nombre compris entre 0 et 9,. Si h=i + -) cette expression a 

pour partie principale e
x

cosfi^ot = β cot β, ^ <β < π^. Cette partie principale 

a un minimum unique pour α négatif et égal à cos2β. 
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on trouve, k" étant un certain nombre fixe, 

i V„-V T„ | < .,/'V _L_
 + V

(£,
A

) -, V „,,
 +

 r. 

Examinons mainlcnant la différence 2 T/»"~2 ^/>· D'après la 

décroissance de quand λ croîl, /? étant fixe, 

U„ = T
;J
 4- 0,,^ (J- , - φ (^— , pj 0<θ,,<\. 

L'égalité est encore valable pour ρ — Ρ,, en accentuant U, Τ et n
v+l

. 
Donc 

2'υ„=2'·«·,+ « [? (£ ·Λ)+-? (τ£- · p.)] ά ν 

en posant z
v
 = φ ρ) ? (τ

-

' Ρ — Dn a 

< «y 
Donc 

2'
ν

/'-2'
υ

'=
3ί

*'Σ(^=ΓΤ)ΐ
 Λ

) ·"
 +r (ά1<1)

· 

Au second membre, le premier terme est inférieur à » en valeur 

absolue: D'autre part, y(jr~> Po^ < * 
On peut joindre ce terme à S„, il est infiniment petit relativement 

à S,. 
Donc, à partir d'une certaine valeur de X, 

^ Vp — ο((Τ'/)ο+1-Η Π·/)ο+2-Η . . .4- ) 4- &S,. 

Je dis que ̂  «7 est infiniment petit relativement à S,. 

Jour», de Math. (0- série), tome VI. — l';iso. I, ι;μυ. '<> 
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48. Nous avons évidemment, avec les notations du premier Cha-
pitre, 

I M,,(//) — | < max | Up(i/, θ) — Up_,(M, 5) | < —. 

On a donc 

/>„-M p„ +1 /<„ + 1 

Nous partageons les termes de σ, en deux catégories. Dans la pre-
mière catégorie, nous mettons ceux pour lesquels on a 

p(\ —Y /, 

si ε. 

Leur somme est évidemment inférieure à ^ ~— = eY_/(LP, ■+■ γ), 

γ tendant vers une limite et par suite à seYLP4. 
Etudions les autres termes. Soit P', la plus grande valeur de ρ 

parmi eux. Leur somme est inférieure à 

— h+h —LU— ' , 

Multiplions ceci par <?"Y= e-/'e~Y*. 
Si nous remplaçons X par X

n
 nous diminuons l'exposant de a 

dans le pih"c terme de la quantité p( \ — X,) < h · ^ < h ^ g· 
Donc 

e~^c\<C.c a e "Λι Ν —î.''hXi Ai,]—y'e 

γ' étant borné. 
Evaluons /?(X, — — ^·· 
i° Si ρ = Ρ,, d'après 

Υ.χΐ'ι — «)(X, —Λι·',) 4-yi·',. 

cet exposant est inférieur à α(Χ, — χ·,.',) Le terme correspondant 
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est donc inférieur à eaXl-—',' *"· Le coefficient de eaX' est infini-

ment petit quand X, croit indéfiniment, et il l'est même relativement 
à ae Λχΐ'ο. (Il est évident a priori que si lv, n'est pas infiniment 
grand les termes dont nous cherchons à limiter le module sont négli-
geables relativement à S,.) 

20 Si/><P',, 

/>(X, — xP) — Y,=/7(X, —^p',) -+-/?( — Xp) — Y,. 

Or 

1 ' ρ — α ρ — α 

car//-,,> °· 
Donc 

ρ{ Χ, — .r,,) — Υ, < p(Xt — arPi) Η- ———-.Γρ', — (Ρ', — «) (Χ, — *ρ; ). 

Or, χ
Γ

· peut se borner facilement d'après -^nr- < Χ — xy,. Gomme 

le second membre est inférieur à
 p/

 *P|> on a (ce qui démontre 

que X — .x'pj est infiniment grand avec X) 

.Vp', — / < (Y| — 0 < α(Χ - **',)· 

Le dernier membre ne diffère de α(Χ, — afy,) que par un facteur 
tendant vers un. Donc, à partir d'une certaine valeur de X, 

«yp; ^ 2«2 /v r \ 

,, ν.,. <ΓVi^C. V,). 

Or la somme du second membre est inférieure à 

σ'1^e/'ix' v,)' 
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Si ">ν< = κ, σ™ devient 

JJT—- +ΪΤ^τ; + ···-+· -Γ<'/1--1- Μ" - ι). 

u étant infiniment grand, e γσ'[ est, à un facteur près tendant vers un, 

inférieur a u 

J'ai supposé (') α < ι. Je peux donc supposer p
0
 qui est choisi une 

fois pour toutes mais arbitraire, assez grand pour que 

1 — α > ο. 

Alors, e~xi\ tend vers zéro. 
K11 totalisant les résultats, on voit qu'il existe certainement une 

valeur de X à partir de laquelle 

3Ί <! Î<'M - ELX| A'>„ 4-LL'I 

et, comme i\ < \ \ ' 
α, < eS,. 

49. Résumé. — Voici donc le résultat complet : 

Etant donnée nue suite de zéros //,, a>, ..., a
n

. ..., si Γ on pose 
log|a„| = :c(n), log// = y(n), et si les points x{n ), y{n) viennent 
se placer sur une courbe a?, r(· r) jouissifnt de la propriété suivante : 
il existe un entier croissant ρ, tel que. si x/tix < v

/)+1
, 

p — x';f<p-l· ι —a, 

a étant fixe et positif, NOUS CHOISISSONS POUR EXPOSANT DE CONVERGENGE 

ATTACHÉ A CHAQUE ZÉRO a
n
 tel que x

p
 < log/·,, < χμ+η

 L'ENTIER p. De plus, 
si je désigne logr par \ et y (S.) par Y, à tout nombre ε je peux 

(') Si Γ011 suppose 1 el si a</u, il fniulra exaininer à part les termes 

correspondant à /> — Ρ',, Ρ— 1, ..., P't -«1+1, puis la somme 
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faire correspondre un nombre h
)
 tel que, si X, el \

2
 sont les abscisses 

des points de. la courbe x, y dont les ordonnées diffèrent de V de la 
quantité Λ, le module maximum du produit formé avec les zéros 
a

a
, ... et l'exposant ρ est certainement inférieur, à partir d'une 

certaine valeur de r, à 

(, +s)/'i (
s
'
,aN+ L

x_Xi
 L

x,_ χ)* 

50. L'exposant ρ est-il canonique ? — Il s'agit maintenant d'exa-
miner si ρ est bien véritablement un exposant canonique, c'est-à-dirc 
si les deux fonctions que nous avons appelées II, et 1b, ont bien le même 
ordre de grandeur. Π, est égal à S

0
4- S, 4- S',, IL à S

a
 4- S

3
. II, e~x a 

l'ordre de scaX4- L . 1 » ILc~v celui dé L
 v

 1
 Y

 ; d'après 

V~N|> Ι' + ι'-a' '')dô<;<LP + c· 

c étant borné. Deux cas se présentent suivant que l'ordre de LP ou 
de LY' est supérieur ou inférieur à c*\ 

51. Supposons d'abord e*x négligeable à l'égard de LY'. Nous 
appliquerons ce résultat bien connu (1 ) : si ν est une fonction croissante 

de u on a γ£κ4- <(i4- β)ρ(ι/), sauf peut-être pour certains 

points //, formant des intervalles dont la longueur totale est au delà 

de u inférieure à ~k étant borné si h et 3 le sont. Rappelons-

en la démonstration : 
Posons 

vin- 1 

Soit u
2
„_, un point tel que, si 

lt2ll C ν/ι - - \ H » 

(') Voir BORKL, Acta mathematical t. XX, 1896, p. 376. C'est M. Borel qui 
a le premier (dans ce même Mémoire) signalé l'existence de ces propriétés com-
munes à toutes tes fonctions croissantes, bornées tant que la variable l'est, et 
qui a montré le rôle essentiel qu'elles jouent dans la comparaison entre elles des 
fonctions croissantes. 
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011 a 
''5« ( ' "+" β ) **2« - 1 · 

Soit u.,
ll+{

 le premier nombre supérieur ou égal à u
2u

 tel que, si 

lttn+î— H—; > 

on a 
ej»-+-2 x>+?) ΓίΜ-Η· 

Posons 
Min "î/i-l — ^ii· 

D'après la croissance de ν avec m, vau+t
 > r

3JI
, et par suite 

«Wi> (1 ■+■ β)"*·,; 
d'où 

ίΛ°η<~νχ β ' 

quel que soit n. 
Or, quels sont les points u supérieurs à u, pouvant jouir do la 

propriété 

<·(«+*) >c+?)<·(«)? 

Ce seront évidemment exclusivement des points intérieurs aux inter-
valles u.

ln
_

{
 à u.

în
. Pareillement les points u tels que 

(ΐ+β)0^- ̂  <r(«) 

avec i/> u
2
 sont tels que le point u — ^ fait partie de l'un des inter-

valles précédents et, par suite, ces points sont compris dans les inter-

valles u
2n à u2n-+- — Donc, les points u supérieurs à u

x
 et tels 

qu'on ait soit 

soit 

«'(« + > 0 + β) *<«>, 

(t •+• ¡3) v(u) 
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forment des intervalles de longueur totale inférieure à — ^ (ft' borné 
avec h et p). 

Appliquons ceci à la fonction Y'(X). Comme 

Χ-Χ'<Τ^Γ-« el x,—X< P~Lt' 

comme Y', Y'
(
, Y!, diffèrent de P, 1\, P

a
 de moins d'une unité, on 

trouve que, en général, 

(1 H- β) P|> ρ > (I — β)1%, 

sauf peut-être pour une suite d'intervalles dont la longueur totale est 

inférieure à ~ p, à partir de X. 

On montrerait d'une manière toute pareille que les points χ > X où 
l'on n'a pas P^>Ρίforment des intervalles de longueur totale 

inférieure a ρ + ^ 

52. Donc, les fonctions Π,(Χ), Π2(Χ) seront dans un rapport infi-
niment voisin de un pour Ρ infini, sauf pour des points X dont l'en-

semble a une longueur totale inférieure à ̂  à partir d'un point X 

quelconque. II, et IL sont égaux, à ε près chacun, à ^YLP, et l'on a 

l»(r) < (2 -f- ε)ηL/;, 

ti étant le nombre des zéros intérieurs au cercle 131 = r et ρ l'exposant 
de convergence relatif au zéro le plus voisin du cercle. 

Pour des croissances accidentées de ρ et des valeurs exceptionnelles 
de /·, telles que l'ensemble des points logr a une longueur totale 

inférieure à ^ à partir de log r, la loi choisie pour ρ ne donne pas le 

même ordre de grandeur à II, et à IL. Mais rien ne prouve a priori 
qu'il y en ait une résolvant ce problème. Pour les fonctions de genre 
fini, on peut concevoir des variations de y{n) avec ρ <iy' <p -H L 
telles que, le genre étant p, les deux fonctions Π, et IL ne soient pas 
entre elles dans un rapport fini quel que soit r. 
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53. L'exposant de convergence précisé. — Les deux fonctions II, 
et II2

 se trouvent n'être pas du même ordre de grandeur dans un autre 
cas, si exx est d'un ordre supérieur à celui de LY', auquel cas Π, > IL· 
La condition LY' < cax exige que y soit d'ordre inférieur à e'** ou que 

r
n
 > ^log

2
w. Si donc la croissance de y se rapproche de celle des 

fonctions de genre fini plus que celle de <"'x, nous devons préciser 
l'exposant de convergence de façon à réduire l'ordre du ternie hétéro-
gène eaX. Nous réalisons d'emblée la principale réduction possible en 
permettant à y' de se rapprocher davantage de ρ -+- ι, comme il suit. 
Supposons que pour 

Χ μ - X Xp-r 1> /' ~y ~ Ρ 1 · 

Dans la somme ̂  φ > p,^j
t
 nous conservons le même groupement 

des termes en S
0

, S,, S
a

, S.,. Les nombres X, et X
2

, définis par 
Y — Y, — Y

2
 — Y = A, sont indépendants du système d'exposant de 

convergence choisi. Nous admettrons que 

ΛST = (Ι -H ΟΕ) I EJ—Ï+'/'-H"X ·»·■ Χ, 

JC* I1jc 

t'"vS2r-C2) 

Co étant borné et ο2, o'2 étant inférieurs à ι à partir d'une certaine 
valeur de X. 

54. Calculons l'intégrale qui donne S,. D'après y' + 1 " ς/ι, 
si x,,Sx < on a 

X 
Y -y=J y' dx> — (ι -H «) Log — 

-hp{X — Λ7) + ( 1J — pX — .V,, M — .rp+i — ... — .r,,). 
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Donc, en supprimant au second membre le crochet qui est positif, 

Par suite 

y — Y + (/> -M) (X — .ν) < (n- a) bog? -t- X — x. 

(iH-6)-'e ^S,<J c rx-,__t - h-

Pour étudier I,, je pose X — = u. On a 

'■=£ x Î3TTÏF» 

Je décompose cette intégrale en trois autres : 

/»x 'Vo \l+* cjU 

+Ji 2 (X _«)»+* Λί· 

I,a première intégrale est égale à L ^ ♦ La seconde, d'après 

^ = ι -+- γ> h étant borné si a < La, et si \ est supérieur 

à 2, est égale à 

X./s_XiP 

qui tend vers zéro avec puisque j du a un sens. Dans la 

troisième — est inférieur à i. Elle est donc inférieure à 

* « L.r« (X-La)»} 

En résumé, si —A <" ε, 

e-YS,<(i + ε) ̂ X"*+l^Γχ")' 
Joum. de Math. (6* scrio), tome VI. — l'asc. I, i«|io. I 1 
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55. Limitons S
;|

. De même que S, a été réduit en un même point χ 
par la diminution de p, de même S3 se trouvera augmente. D'après 

/4 + I Sl Xp=*<Xp+u 

on a, si χ >χ, 

y' dx<— (n-a)Log-

4- (p H- i) (.*' — X ) — [x/,~i 4-... 4- xp— ρ — FX j 

et, en supprimant comme toujours la partie positive entre crochets, 

;-Y + (/> + I)(X-J)<-(I + «) 

Donc 

(1 4- ε)-
1

^ S:, < J e
 tf.\-jr ~ L· 

Dans I
;1

, je change de variable χ ~ \ 4- u. 

Λ, + χ) (,~r ,t} 

. Pli du f'L2 du Γ / «\-,~a 

r* du r* e-« du 

La première intégrale est L χ χ· La seconde tend vers zéro. La 
troisième est 

- , γ I , \a — ~ X L24-O(X). 

1 7—rr. da = La· 

Donc 

e->S.cOH-slQ+I.j-^-)· 
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56. Ce choix pour l'exposant ρ, notablement plus avantageux que 
le premier, si y' croît lentement, ne peut être perfectionné que 
faiblement, dans le sens qui diminue l'ordre total. Cette diminution ne 
peut s'obtenir qu'en rapprochant les ordres de S, et de S

3
. Or, ces 

ordres sont ceux déjà voisins de X,+ot et X. 
Si l'ordre de LY' est compris entre ceux-là, il peut être utile de 

restreindre le plus possible l'influence du terme hétérogène. Nous 
supposons alors que, si 

Χ ρ _ X Χμ-1-| « 

' χ χ logj" χ log\r.. . log/,.Λχ χ \o%x.. Αο^^χ 

α étant fixe, inférieur à ι par exemple, et h étant un entier fixe. On 
trouve, pour χ < X, 

y — Y+/'(X — χ) < logX 4- log
2
X + ... 

-4- log,,\ +(i -+-α) logA+,X — \o%x — logj.r —log/tj? — (i 4- «) log/(+, x. 

D'où 

(, + 0-^8, < Γ 

On trouve comme plus haut la valeur de I, 

ll
=ixio

8
X..Jo

S/
,.,xigg

+
l.j
r
^

;+
/-, 

De même 

(ι 4- s)- 1e"YS
3
< - X logX ... log/,-,X log/,X 4- L 1

 γ
 4- Λ

3 

(Λ, et h
3
 bornés). 

57. Nous découvrons une famille de modes de croissance pour /·,„ 
où s'opère la transition entre deux espèces différentes de produits 
canoniques. Pour les uns, dont font partie les produits de genre fini, 
il n'est pas indifférent que y' s'attarde ou non au voisinage des valeurs 
entières. Pour les autres, la perturbation due à celte cause est négli-
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geable dans la croissance lolale de la fonction. Les croissances de y 
séparatrices des deux classes de fonctions entières sont pour Ly' — x, 
logx·, a?log.£... log>r, ... du cote de la classe qui comprend le 
genre fini, et 

L/— Λ71 ..., .r log\r... log/j_, .r log}t
+e.r 

du côté des fonctions plus croissantes, ou 

Info η Ιου.., η 

OU 

fn= c]0*i", Cios'nK , (,\.Λη...\.ι,ιι ^ 

Supposons, ce qui arrivera fréquemment que, pour la classe la plus 
croissante, tende vers ι. Alors, la limite supérieure de 11(c) devient 
(2-i-£)/ÎL;,//. Pour la classe la moins croissante au contraire, cette 
limite sera 111 log/· log;, /·... log)/α /·, α étant un nombre fixe. La 
limite de croissance dey est la même que celle de la convergence ou de 
la divergence de 

( dx . Γ dx . v1 l°ii 

58. Kn somme, nous trouvons pour limiter supérieurement Π( X) 
l'expression 

(*) + + '-νΤΖΤ I' 

valable à partir d'une certaine valeur de X, 0(X) étant une fonction que 
nous pouvons supposer égale à eeX, Χ,+α, ..., X logX... logpaX, ..., 
suivant la lenteur ou l'irrégularité de la croissance de \ '. Si donc LY' 
croit plus vite que l'une des fonctions de cette suite, on se trouve avoir 
réalisé l'égalité des ordres de II, et de IL. 

59. Exemples de fondions alteignant la limite trouvée. — Nous 
allons maintenant montrer une sorte de réciproque des formules précé-
dentes à savoir : quelle que soit la loi choisie pour ρ parmi les précé-
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(lentes, il peut y avoir pour certains des produits canoniques formés en 
déterminant l'exposant p

n
 selon celte loi, une distribution des zéros 

telle que, pour des valeurs de X indéfiniment croissantes, le module 
maximum du produit canonique ait son logarithme H(X) supérieur 

à (ι — ε) |^εθ(Χ) -t- L
χχ

 -h L
 χ

 , ε étant un nombre fixe, et 

0(X) étant l'une des fonctions définies ci-dessus. 
Deux causes empêchent que la limite supérieure trouvée pour Π(Χ) 

soit effectivement atteinte. La première est que nous avons supposé 
que les zéros pouvaient être distribués de façon que le maximum du 
module de tous les facteurs sur le cercle | ζ | = /· puisse se faire au même 
point. Or, il est évident que, si je choisis un point du cercle | ζ | = /·, 

la condition que Ε— soit maximum en ce point détermine 

l'argument de a
n
 dont on a le module r

H
. En effet, si r

u
( ι 4- — ) < 

a
n
 devra avoir l'argument de T. Si /·„( H ) >· /·, et si z — ré{\ 

a
n
 = ζ·/'1», on devra avoir 

r_ _ sin(/pa-hi)(e — cc„) 

avec 

Ι»—·Ι<£Τ7' 

ce qui donne deux valeurs pour αLa première catégorie de zéros, qui 
a un module inférieur à /·, devra être placée sur le rayon qui va de 
l'origine au point z. Les zéros de la seconde catégorie seront sur une 
courbe ayant ce même rayon pour direction asymptotique. Il est évident 
que les arguments favorablement répartis pour un point choisi sur un 
cercle particulier | ζ | = r se trouveront dans leur ensemble mal dis-
tribués pour tout point de tout autre cercle. Mais on voit immédia-
tement que, à toute valeur de X, on peut faire correspondre X' et X" 
avec X'<X<X", tels que, si x<X' et si x>X", la totalité des 

termes <p^r> correspondant à ces valeurs de χ ont une somme 

négligeable, à ε' près, quel que soit ε' positif, fixe, relativement à celle 
des termes φ correspondant à χ si X' < χ < X". Nous répartirons les 
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zéros médians de façon que les facteurs correspondants aient tous leur 
maximum sur | s | = ex au même point. Distribuons arbitrairement les 
arguments des autres zéros. Comme le minimum de chacun des 

facteurs correspondants est supérieur à e , 

η étant infiniment petit avec si, pour ̂ <X/oux>\'/, | X--χ·|ρ(ν) 

est infiniment grand avec X, on se trouvera avoir en ce point 

Μ(Χ)>(ι-4θ2?(^·/"»)·' 

Soient X
w
 et X

w
 les nombres correspondants à X„. Si X), '«> il fst 

évident que, X étant l'un quelconque des nombres X
n

, l'inégalité précé-
dente sera vérifiée. 

On peut donc supposer, avec une erreur relative inférieure à 2 ε', 

que M(X) atteint la valeur ̂  />») P
our une infinité de valeurs 

deX. 

60. Mais, dans l'évaluation de cette somme, nous avons introduit une 
cause d'erreur, en renforçant certaines inégalités parla suppression d'ex-
pressions de signes connus, telles que ρ — Ρ Χ — ,/.·/Η., — χρ ,.

2
 — ... — 

si χρ+{ < Χ, et χ ρ χν..
κ
 Η- ... Η- — ρ — V Χ, si χρ > Χ. Pour 

éviter cette cause d'erreur, nous supposerons que de X' à X" la valeur 
de ρ reste la même. 

61. Cela étant, nous allons montrer qu'étant dennée une fonction 
croissante <£(#), à dérivée toujours croissante, il est possible de définir 
une fonction y = f(x) égale à y(x) pour une infinité croissante de 
valeurs de χ et telle que si l'exposant ρ est déterminé par les iné-
galités 

P = y'+ Ι + ' · · ■+ X lof? J ,+. 1^,-, Λ < P + ' : 

i° ρ est un nombre jamais décroissant; i° il existe une infinité de 
valeurs croissantes de X, et un produit canonique dont le Λ"'ηι(ΐ zéro a 
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son module donné par 
log/i =:/[>(/>)], 

telles que 

(b) M(X) > (ι — ε) ^(X) + L^— 

ε étant fixe, et 
0(X) = XlogX...log}+*X 

avec α > α'. 
Je définirai y = f(x) par la condition que, pour X'

tl
 < X„ < X,',, on 

ait 

χ χ log.-r... log/,_, χ 

Avec cette loi, de X' à Χ" ρ restant constant, on a 

(,) y - \ +p (X - X) = log ^ lo^ _ _ ■ 

Je suppose que la courbe ainsi décrite et qui diffère peu d'une droite 
touche y = y(x) en un point. Les zéros dont le nombre x(n) est 
compris entre X' et X donnent un total égal à 

S = lo
='

X
 · · ■ kltfX + LI' 4- *)· 

Ceux pour lesquels x
n
 est inférieur à X' donnent dans la somme 

2 ?(/' ' P") un tota^ ^n^iniment petit relativement à cette expression 

quand X s'éloigne, si leur exposant est inférieur & p. A partir d'une 

certaine valeur de X, S sera à - près la valeur de II, (X). Je fais 

courir X, Y sur sa courbe jusqu'à ce que SÉTy
-I- LP devienne infé-

rieur à - X log X... log'4 α X. Lorsque ce résultat est atteint, j'obtiens X" 
en prenant X'^X'-hi, parce que alors la somme des termes qui 

suivent X" est inférieure à ex I iltt. 

A partir de X", je mène tangentiellement à la courbe y — 9(^') une 
courbe de la famille (i) avec une nouvelle valeur de p. Je la fais suivre 
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par le point X, Y, jusqu'à ce que les termes inférieurs à \" soient 
devenus négligeables. Je continue ma route jusqu'à ce que 0(X) pré-
domine sur log P. Je place le nouvel X" assez loin pour que les termes 
suivants soient négligeables, etc. Si 9'(.x) n'est jamais négligeable 
relativement à x\ogx ... logP"*#, les points X de la fonction où la 
formule ( b) est exacte ne sont pas ceux où y touche 9. Dans le cas con-
traire, on peut choisir X tel que y(X) = 9(X)· 
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CHAPITRE III. 
SECOND TYPE DE CROISSANCE. GRANDE RÉGULARITÉ. 

62. Nous allons maintenant définir un mode de croissance du rang ri 

considéré comme fonction de r
7t

, tel que fexpression ̂  ο p^j, 

dont nous n'avons pu obtenir qu'une limite supérieure atteinte seule-
ment dans les régions où le produit canonique a l'allure d'une fonction 
de genre fini, soit calculable asymptotiquement, du moins quant à sa 
partie principale. Nous ne ferons, pas plus que dans le précédent 
Chapitre, d'hypothèses sur l'expression même de/(./;); nous lui impo-
serons simplement une propriété fonctionnelle, n'apportant aucune 
limitation à la rapidité de la croissance dey, mais uniquement à son 
irrégularité ; cette projArété appartiendra à une classe de fonctions 
beaucoup plus générale que celle qu'on obtient à partir de eK et d'une 
constante, par addition, multiplication, composition, inversion, 
itération, effectuées dans des ordres divers et un nombre fini quel-
conque de fois. 

Mais auparavant nous indiquerons la voie qui conduit à la valeur 
environ y' que nous avons indiquée pour p. 

Expression asymptotique d'une série entière à termes positifs. 

63. Nous ferons ce calcul dans le cas où les coefficients de cette 
série tendent vers zéro avec une certaine régularité, et où la croissance 
de la fonction entière somme de la série est supérieure à un certain 
ordre (inférieur à l'ordre de certaines fonctions d'ordre zéro). 

Soit 

F(r)— 

Journ. de Math. (G· série), tome VI. — Ease. I, 1910. I-
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cette série. Donnons-nous comme au précédent Chapitre un nombre ε 
arbitrairement petit au moyen duquel nous mesurerons nos approxi-
mations. Nous voulons calculer F(/') avec une erreur arbitrairement 
petite en même temps que ε. Je pose 

rt#=e_A» el log/·— χ. 

A„ est une fonction de η qui n'est jusqu'ici définie que pour les 
valeurs entières de la variable. Nous supposons que, pour les valeurs 
non entières de «, on donne à A« des valeurs telles que la fonction 
obtenue soit, continue et derivable aussi souvent (deux fois) qu'il soit 
nécessaire dans la suite. 

Considérons la fonction nx — A„, qui pour η entier coïncide avec 
le logarithme de l'un des termes de la série. File a un maximum pour 

χ — A'„ = · Nous supposerons, pour que cette égalité ne fasse cor-

respondre à une valeur de χ qu'une valeur de n, que A'
w
 varie tou-

jours dans le même sens. La fonction étant entière, A^ devra croître 
constamment et infiniment. On a A]

t
 > o. 

Je désigne par i la valeur de η définie pan l'égalité x— h!
n

. Nous 
posons Τ(χ) = e,x~Ki. Le terme maximum de la série a un rang différant 
de i de moins d'une unité, soit i -h ο (ο2 < i). Cherchons son rapport 
à T(dt') et pour cela formons la différence des logarithmes. On a 

(i + ô)^-A(/+ô) ■ :(/+ o),r — A/— ô A)· — Λ"(/ -+- Od), ο < 0 < ι. 

Le défaut de ce terme relativement à ix — Ai est, d'après χ — A'n 

\"{i+ Oo). 

Pour que le plus grand terme de la série soit dans un rapport tendant 
vers ι avec T(a?), il faudra que, à partir d'une certaine valeur de //, 
quel que soit i entre m et m -h i, il y ait des valeurs de AJ

4
 inférieures 

à ε entre m et i d'une part, i et m Η- ι d'autre part. Nous exigerons 

que A"
tl
 tende vers zéro avec ^ · 

D'après la décroissance de rn e~K" si /* > f, et la croissance de la 
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même fonction si ri < /, on a 

F (,)=f
 e

nx-\(n) fa _j_
 2

 Q Τ ( χ ). 

Donc 

gi,n-i)x-\{n)+\{i) -f- 2 & ~ S -H 2 

D'après la croissance de A '(Λ), si on a, en intégrant 
l'inégalité A'(n)dn > A'(i.,)dn entre les limites i

2
 et n

r
 ' 

Λ(/*) — Λ() > Α'(ί,)(η — Λ). 
Donc 

— ψ(«. ί) ~ (η — <)·Γ — Λ(Ό Η~ Α(ι) 
< (/ι — ί)./· -+- Α(ί) — Α(/2) Α'(ί2) (/? — ί2) 

= (η — Î,)(j7— A/J ■+■ (ί2— 0·* — Α(ί,) 4-A(Î)· 
Donc 

σ
3
— Γ ί//ι < eCa-Oe-Af.i+Ato 1 

( )η montre d'une façon entièrement analogue que 

σ,— / ^ ψ;λ,/) du g(',—')»—■A(/,) +-Af 0 . 

D'ailleurs 

A(/2) — A(0— A'(I)(Î
S
- *) = (/,-/)« 

et 
A' ( /',) — A'( i) — A"( λ, ) ( i, — /), 

λ et λ, étant compris entre i et i2i en supposant A" continu. 

64. Introduisons la condition que 

(1) l!,i.A"/i+ : A' = i, 

quelle que soit la façon dont ο varie entre — ι et -t- ι et quelque grand 
que soit le nombre fixe k. Nous ne spécifions rien sur le sens de la 
variation de A" qui peut présenter une infinité de maxima ou de minima, 
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bien que lim A) = o. D'ailleurs la condition (i) est vérifiée pour toute 

valeur fixe de h dès qu'elle l'est pour une non nulle. 
Supposons que k soit choisi assez grand pour qu'on ait 

(2) f β-η,{1κ— Ι riu <ε; 

A: étant fixé, il existe un nombre n
k
 tel que ^ = 1 -t- δε, si 

| η — Î| < -^=1 / > n
k

. Posons alors 

1., -1 — 1 — /,= 

Alors, A"(λ) et Α"(λ,) sont égaux à A"(/')(i -h δε) et 

Λ· y/A"(ô ( 1 — É) 

La même expression limite cr
(

. Ln supposant ε </> imposons à A une 
nouvelle limite inférieure par 

(3) ^r<£* 

Alors, 

S " / <7// h == S, 4 == · 

D'ailleurs, si 

t'i< n < — ψ(«, t) ^ (1 -+- οε)(/ί — t')2· 

Donc 

S, — / e 2 </«. 

Au second membre, δ est évidemment une fonction de it. 
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lisons 
2 ' 

S-=VW5S'· ^ 

Or 

/ tf-d+î)·"1 (h < s; < / erW*ilv ; 

d'où 

s; —f e~"' d<\ 

Si ε< » s;, qui est inférieur à / <? 'Vc — \π, est supérieur 

à I c~,,si/r, expression supérieure elle-même à — 2 ε, d'après (2). 

Donc 

^v/vtïï^'*"*50· 
et, par suite, 

s=v/A%
(V/,:+Î5,)

· 

Rappelons que celte dernière inégalité est valable (avec g2 < 1) si, /1 
ayant été choisi satisfaisant aux conditions (2) et (3), / est supérieur 
à la valeur/2* correspondante, ce qui aura lieu à partir d'une certaine 
valeur de x. 

05. En résumé, en posant log r = x, 1 étant la fonction de χ définie 
par χ — A,., la somme de la série ̂  est 

F('·) = éx>-x'[i +η(.τ)1. 

r\(x) tendant vers zéro avec -· 
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Pour les applications on pourra remarquer que 

ià;· — A,·— f iA"di, 

i
9
 étant une certaine constante non arbitraire. Or, dx = A) di. Donc, 

l'expression devient, si i{x) est connu, 

F(r)~y 2it^ E '· [ι -H ΥΪ(ΛΤ)]. 

ί
0

, je le répète, est déterminé. C'est, si l'on veut, l'abscisse du point de 
la courbe y(i) = A,· où la tangente passe par l'origine et .r„ est le 
coefficient angulaire de cette tangente. Dans cette formule i est une 
fonction de χ qui, pour ses valeurs entières, coïncide avec le rang du 

terme maximum, qui est croissante et dont la dérivée ̂  = /' satisfait à 

la condition équivalente à (i), 

I i m i' ( χ -\—: i' (χ) — ι. 

Nous montrerons par la suite l'équivalence des deux conditions (' ). 
La formule précédente donnera la somme de séries entières dont la 

croissance ne sera pas limitée dans le sens de la rapidité, mais seulement 

(*) M. Le Roy a obtenu (Bulletin des Sciences mathématiques, 1900) cette 
même formule. Les hypothèses moyennant lesquelles M. Le Roy en affirme la 
validité ne sont pas entièrement les mêmes que ci-dessus. La décroissance de A'' 
et la croissance infinie de i1 A"f) remplacent la condition (1). Les hypothèses 

lim A/ = o. li m r Λ" χ 

ne suffisent pas si l'on ne suppose pas en outre que le sens de variation de A" 
et de i2 A" est constant. En revanche, l'ensemble de ces hypothèses entraîne la 
condition (1 ). Mais la condition que je donne est plus générale, puisque, bien 
qu'elle contraigne t2A" à tendre vers l'infini, elle n'implique rien sur le sens de 
variation de A" ni de i- A". J'ai obtenu la formule sans connaître le travail de 
M. Le Roy. D'ailleurs, le calcul ci-dessus n'offre pour mon objet aucun intérêt 
en lui-même; il n'a représenté pour moi qu'une étape nécessaire dans la 
recherche de l'exposant de convergence et dans celle des caractères de grande 
régularité. 
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dans le sens de l'irrégularité et de la lenteur. La formule ne peuteonvenir 

rpie si A" tend vers zéro. Si donc /(/') = ^ faudra que q soit 

infiniment petit avec ^ · 

Recherche conduisant au choix de l'exposant de convergence. 

66. Je vais exposer sommairement la marche qui m'a conduit au 
choix de l'exposant p. J'ai eu besoin pour cela d'étudier la somme 
d'une série entière à termes positifs avec moins de détails que dans 
l'analyse précédente, mais de façon à en retenir surtout la remarque 
suivante : si A, croit avec une assez grande régularité, le terme 
maximum de la série la divise en deux parlies équivalentes. 

Or, rappelons l'observation primordiale d'où découle le choix de ρ. 
D'après la valeur de φ(ι, ρ) qui tend vers une limite pour ρ infini, 

il est naturel de partager les facteurs du produit pour chaque valeur 
de r en deux catégories, suivant que r(n) < r ou que /·(/*)> r. La 
valeur du ou des termes médians [s'il en existe, r(n) = r] est sensi-
blement indépendante de la loi de croissance de l'exposant interposé p

n
. 

Si je donne à p
n
 les valeurs les plus petites possibles, assurant stric-

tement la convergence, la première partie du produit qui est un 

produit d'exponentielles de variables très grandes 4* à exposants le 
plus faibles possible, sera relativement peu croissante. Le reste au 
contraire, puisque la convergence sera strictement assurée, sera très 
important, et d'autant plus que la convergence sera plus médiocrement 
assurée, c'est-à-dire que pA sera moins croissant. Si, à partir de ce 
choix de pA, qui sera par exemple 

Ρ"=<, + α>ϊ^77 

je remplace pA par une fonction plus croissante, la première partie du 
produit devient plus grande, tandis que, la convergence étant améliorée, 
le reste est moins important. Si je prends pour pA des fonctions de plus 
en plus croissantes, je rends le produit infini de plus en plus convergent, 
je diminue donc le reste; mais j'augmente alors la première partie. 

Donc la fonction p„ qui nous donnera la croissance totale la plus 
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restreinte sera telle que la première partie et le reste séparés par le 
facteur correspondant à rh = r soient du môme ordre de grandeur. 

07. On sait que la convergence absolue du produit canonique est 
assurée si l'on choisit p„ = E(p

n
) avec 

pn=t; r—r» *>r-+-*>!. 

α fixe. E(p)est la valeur de ρ à une unité près par défaut. On peut 

même prendre k = 1 -h j0<r/.^/fj> A
rt
 croit indéfiniment, avecρ~ρ

η
· 

Je suppose que, i étant un entier arbitraire, il y a un nombre tel 
que ρ

Λ
.~/' si n>nh prt<0?

 s' Ceci aura lieu en particulier 

si k ^
 esl croissant. Nous supposons que p„ est très sensiblement 

égal à i
y
 et nous posons R, = r(n,·). 

Limitons supérieurement le logarithme de chaque facteur par l'iné-

galité M
yj

( u) < up+K. Dans ̂  0 /;
/t
^ ζ**4"' est alors en facteur devant 

la somme de termes V , ' · 

Cette somme, d'après 1*™ = zzi*, est inférieure à ̂  ou à 

k - 1 

Donc, ̂ Φ est inférieur à la série entière à termes positifs 

k — 1 2d nf 1 

C'est ici que s'est présentée pour moi la nécessité d'étudier la somme 
d'une série entière à termes positifs. D'après la remarque faite plus 
haut, le terme maximum de cette série doit être tel que les termes 
situés avant lui correspondent à des valeurs de /·(/*,·) inférieures à r 
et que les termes situés après lui correspondent à des valeurs de /'(zz,·) 
supérieures à r. 
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68. La série 2 jjjzτsera mise sous 'a forme 2 r#'e"Ai si Ton pose 

À,= (A: —i)log/i,. 

Il s'agit d'interpoler A,· pour toutes les valeurs non entières de i. Sup-
posons r(m) interpolé pour toutes les valeurs de m. Quel que soit m, 

nous supposons que i soit égal au nombre que nous avons 

désigné (quand m est entier) par p. Inversement, si nous supposons 

k, *°gW χ croissant, l'égalité i = k, . nous définit une valeur bien 

déterminée de /w, pour chaque valeur donnée, entière ou non, de i. 

Remplaçons de mêmelog/i, par log/rc. Nous n'aurons plus de difficulté 
à faire correspondre à chaque valeur de i une valeur de A,. Nous verrons 
ensuite dans quel cas la fonction continue A, satisfait aux conditions 
complémentaires. 

Le rang i du terme maximum est fourni par 

(r) \otr=±.k,. 

Or, nous voulons que le rang (interpolé) rc,= m de ce terme maxi-
mum soit tel que logr(m) = logr. L'égalité (i) doit donc pouvoir 
s'écrire 

log r = log /·( m) = log r(m). 

Nous arrivons donc à la condition 

(2) log 7* ( 777 ) = 

Or 

Donc 
k log m — log m = i logr (m) — log m. 

_'=IOg,(«)+«— gj_. 

L'égalité (2) se réduit à 

(3) d logm 

Journ. de Math. ((>' série), tome VI. — Faso. I, 1910. id 
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Posons 
1ομ/·(/Η) = Λ·, log tn—y; 

on a 
i ~ y' ' 

Mais nous ne sommes assurés que le terme maximum divise la série 
entière en deux parties équivalentes que moyennant certaines con-
ditions : 

i° A">o; 2° limA"(/) = o; 3° lirnA"//h ==):AJ— i. 

Traduisons ces conditions au moyen de la fonction/(χ). 
On a 

A/ — i log r(m ) — log m = jry' — y. 

Puis 
*7/7" =Λ7' 

d'après 

~ xy ' dî~y" 

d* A, ci / <7A, \ d.r ι 

La condition A]. >o se traduit donc par/"> o. La seconde con-
dition impose à y" de croître indéfiniment. Étudions la troisième. Llle 

consiste en ceci que, y' s'augmentant de -==> l'altération relative de A. 

tend vers zéro avec · 

Donc, si/' s'augmente de OA" y/", l'altération relative de/" tend 

vers zéro avec Soit x
{
 le nombre (unique, puisque y est croissant) 

tel que 
/(#,) = /'(#) h \>"U·)· 

On a, si χ est supérieur à un certain nombre XA, 

y"(x\ ) = /'(#)(' +· <50. 

avec £2 < ι, pour toutes les valeurs de h comprises entre zéro et le 
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nombre fixe k. En multipliant les termes de cette égalité par dx
K
 et en 

intégrant entre les limites χ et x„ il vient 

/'(·* 1 ) — /(·*) =/'(·*) (·*·■ — j?) (I -+- &)· 
Donc 

(14-oe)\Jy"(x) 

La troisième condition imposée à A, exige donc que 

y"^+w)''f x) 

tende vers ι pour χ infini, k étant fixe et θ arbitraire entre ο et ι. 
Réciproquement, si l'on suppose cette condition vérifiée, on démontre 

aisément que : ι ° bien que k ne soit plus en général indépendant de m 

(d'après k = h est ^xe == α étant fixe inférieur à i), 

la série ^ est égale, aYec une erreur infiniment petite, 

à ι
 f

 ^ 2j -jprT} 2° cette dernière série est évaluée asymptotique-

ment par la formule donnée plus haut, et son terme maximum la 
divise en deux parties équivalentes. 

Nous n'insistons pas sur ces points, car nous verrons que l'hypothèse 

tsyjmp 

permet l'évaluation asymptotique de la somme ^ 9 \r(m)'
 €

^
e

-
même, et non plus seulement de son expression trop grossièrement 

approchée £ ■ 
En réalité, je ne suis pas arrivé aussi directement au résultat. Je me 

suis aidé de l'observation suivante : 

69. Supposons la fonction entière mise sous la forme , 

B
w
 croissant indéfiniment avec n. Alors, si /, est le rang du nombre B„ 
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égal à r, si te rang du terme maximum est i = ' ar ienc^ Vf'rs 

zéro avec moyennant une certaine condition (2) de régularité. 

En effet, le maximum de est pour η = i si 

log r — logB,+ ι = log Β,-f-

ce qui détermine i, si le second membre est croissant ; supposons donc 

d logB, d"1 logB, ^ 

Or formons ^ 10g κ)'» ®
tant su

PP
os

é continu, on a 

logB,,« = logB,+ (, 4- a)-^ + L_1
 (

J^.
y

 . 

Supposons, ce qui entraîne la condition (1), que 

(,) |.nrf-l°gB rflogB, =o 

Si ce quotient est inférieur en valeur absolue à ε pour 1 > on a, 
si L > i, 

rflogB^ _ rflogB,^,j, . 

et par suite, si i'
a
 = ie0i'"M'i, 

rf' !"gRf, .,i^,rflogB,· 
Donc 

logB,v+» — log B/ -+- ( 1 -+- α) (ι -H h ε ) ^ j® ! > 

h étant borné si α l'est, et si ε < ι. Il n'y a qu'un seul nombre i, tel 
que B

4I
= r. Or, il est visible que l'on peut satisfaire à cette égalité en 

prenant pour α une certaine valeur tendant vers zéro avec Donc, 

(*) Si ia série est mise sous la forme r'e~Ai, cette condition est remplie 
si l'A 1 tend vers zéro en décroissant, ce qui borne inférieurement Tordre de 
croissance de la fonction entière. 
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si i
t
 = i(e π- a/), a, tend vers zéro et est comparable à α. α a pour 

partie principale 

ι d1 logB; ^ i/logB, 

En mettant la série ^ ppr sous la forme "Σ —I iR.=r("')]> 

on trouve que 

2 (d log*)' ' d log* 

i
i
 étant un nombre dont la partie principale est ei. 
C'est de cette condition, nécessaire dans des cas d'assez grande 

régularité, que j'avais tout d'abord déduit ρ = 

70. Ouvrons une parenthèse pour citer une autre propriété analogue 

du nombre e. Soit une fonction φ(η), telle que tende 
vers zéro. Si Γ on pose 

φ(Ν)4-φ(Ν-Μ)Η-...-Ηφ(Λ) = «φ(ΛΛ), 

Ν étant fixe, h tend pour η infini vers y Posons 

cp(eJ) =ψ(/). 

Notre hypothèse est que ^ tend vers zéro avec -· Il en résulte d'abord1 

que ψ'a un signe constant et que j ο(ii)dn diverge. En effet il existe, 

par hypothèse, un nombre /i
0
 = ey° tel que, pour y >^0? on 

ait — e < ^7 < ε. De là résulte 

e-eiy-y0) <· Ψ (?) eny-jr0> 

Donc, poury >7o, <\>'(y) a le signe de D'ailleurs 

J ■=. f y(n)dn= f Ψ(/)Β·
Ν

Φ· (Λ — E£';N = E*) 
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diverge manifestement. Cela étant, puisque <%{η) varie toujours dans 
le même sens, 

S„=2 φ(η) = 0|φ(Λ) —Φ(Ν)| h-J. 

Or 
i=

f ^(y)e*dy = [ψ(^)^]\— J ty'erdy 

et 

Jψβ*άγ= (ψ'
β
^){— J ty'erdy. 

Puisque ̂  tend vers zéro, J, qui croît indéfiniment est égal à ψ'^ avec 

une'erreur relative infiniment petite avec Si 

J, = ψ'ί?^(ι -h δε), 

ù2 étant inférieur à 1 à partir d'une certaine valeur de/, on a 

S„ = <?·> <{/(/) — β>'ψ'(/)(ι -+-&)-+- 0|ψ(/) — ψ(Υ) |. 

Or eyfy et e3 j- sont infiniment grands. Donc 

S
w
 e~y=$(v) — ψ'(/)(ι -+- 2<5ε), 

S2 étant inférieur à 1 à partir d'une certaine valeur de /. Or, nous 
avons vu que, si l'on écrit le second membre sous la forme ψ(/ — ι -h η), 

η tend vers zéro avec — ik cause de lim — = ο Y En remplaçant ey par /1, 
on voit que 

S
/t
= ny( ——Λ) 

η' tendant vers zéro avec -· c. Q. F. D. 

La croissance de φ est limitée par ce fait que doit tendre 

vers zéro, positivement ou négativement d'ailleurs. La formule vaut 
pour φ = (Lw)e, quel que soit a, positif ou négatif, et donne 

^ (L/i)
a
 -- η [L/i — 1 - /i (/()?, li m ·/)(«) = o. 
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Elle vaut pour L
a
/i, ...,LAn,... ou, encore, vers les plus grandes crois-

sances pour q =eMLn)P, si β < ι, α étant arbitraire fixe, positif ou 
négatif. Mais déjà, pour cp = η, 

Σ , η{η +1) w* 

La formule ne convient pas si l'une des séries \o(n)\p^ ou -
r
 Ur-— 

converge pour une valeur assez grande de p, mais elle vaut dès que la 
divergence se produit pour toute valeur de ρ, et évidemment, moyennant 
les conditions de régularité. En appelant genre d'une série Φ (Λ) le plus 
petit entier ρ positif, négatif ou nul, tel que converge, il 
semble que la manière dont se comporte h relativement à e quand η 
croit indéfiniment puisse différencier les séries de genre fini d'avec les 
séries de genre infini. 

Si l'on ne voulait pas interpoler explicitement la fonction Φ (Λ) pour 
prendre ses dérivées, on pourrait énoncer le théorème suivant : 

Soit ~ le terme général d'une série divergente, telle que u
n
 = ̂  — 

soit infiniment grand relativement à v
n
 ( '). Soit 

9<»>=ΣτΓ 
1 

Alors, 

ï{n) = no 

η (Λ) tendant vers zéro. 

71. Seconde voie conduisant à la valeur de p. — Voici une autre 
voie totalement indépendante de la première, et conduisant, elle aussi, 

(') Si l'on suppose et ~ décroissants, ceci se traduit par la condition 

nécessaire et suffisante que voici : à tout membre ε, je peux faire correspondre N, 

tel que, si Ν < «'< «, on a : ~ < ^
 aux Comptes rendus ma Note 

du i3 avril 1909. ) 
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à la valeur approchée i = · Mais ici la valeur optima de i n'est 

pas obtenue par une analyse de la condition Π, ̂  Π2, mais en perfec-
tionnant une loi choisie a priori pour p. 

Soit p
m
 l'exposant attaché à r

m
. D'après la formule uT > M (κ) nous 

ne supposerons pas p,„ entier, mais variant continûment avec r
m

 si l'on a 
interpolé la fonction m=<p(r) pour toutes les valeurs de r. Nous 
cherchons à choisir p

m tel que 

(kP^· 
pour r

m
 > r, A· étant supérieur à ι et fixe. 

On a, en faisant tendre r
m
 vers /·, 

\'W = L9 (' ) J 

C'est une condition nécessaire. Choisissons 

V(r) = [ο(#·).|*. 
Nous voulons que 

( r_Y'v Γ ?( r) "ι* 

quel que soit r
m

 > r. Les deux membres sont égaux pour r
m
 = r. Il 

faut donc encore que la dérivée par rapport à r
m
 du premier soit infé-

rieure à celle du second pour r
m
 = r. 11 vient 

ρ ( /·,„ ) d log r
m

 > /. d log ? ( r
m
 ). 

Prenons 

, d log m 

et cherchons à quelle condition l'inégalité (i) où tout est connu sera 
vérifiée, quel que soit m. Il faut que, quel que soit r' = r

m
 > r, 

(log/·' — l
0
g/-)lÎ2^lLl> log φ (/·') — logçir), si /·'>/·. 

Or, ceci exprime simplement que la courbe dont les points ont pour 
abscisse logr et pour ordonnée log 9(7* ) tourne sa concavité vers les 
logo(r) positifs. Si l'on pose en effet 

Jog? r)=y. log/' — x, 



SUR LES PRODUITS CANONIQUES li ORDRE INFINI. IO) 

la condition précédente s'écrit, si χ, <·χ'2> 

y'A**— χ\)> y*—y ι 
ou 

f (y-2~ y')dx>o. 

Si, quel que soit le couple de points x
2

, χ < a?
2

, on n'a pasy'<y'
2

, 
il sera possible de trouver un intervalle où y' décroisse; en prenant x

2 

et x
s
 dans cet intervalle, on aurait y2(x2 — #«) <7Ϊ~7Ι· Donc> 

y' croît constamment. Doncy > o. Réciproquement, l'hypothèse y">o 
nous donne, si y" n'est pas continuellement nul dans un intervalle, 
y[, — y' > o, si χ < x

2
 et par suite 

y'2{Xi — *i)>yi-yl. 

Donc, moyennant y" > o, on a, avec p
m
 = k = ky\ 

(^γ^Γϊίτη* ?i 

Donc 

i fe)P"< IJF^Tzr, ?(''>· 

Kvaluons la somme des termes pour lesquels r
m
 < r. 

Σ (£)"=/' (0'
v

'"
 =

X
 e,r

'""
+v rf/

· 

en posant 
X = logr et Y = log<p(r). 

Cette dernière intégrale est inférieure, d'après y' (X — x)<Y-y, à 

e*Yjf e_(A_1 w dy ■= h[ φ ( /· ) ]fr, 

h étant égal à 

( e~(
k
~

l
)y dv <1 Ç £-(*—»)>- dy 

Journ. de Math. (G' scrie), tome VI. — Fasc. I, 1910. 1 
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qui est borné. La limite inférieure pouvant être prise arbitrairement 
grande, mais fixe cependant, la somme des termes pour lesquels χ < X 
est égale à η(/*)| 9('*)]A? tendant vers zéro. 

72. L'égalité des ordres de la première partie et du reste n'est pas 
réalisée. On peut en approcher davantage, si l'on suppose que la courbe 
d'abscisse logr et d'ordonnée log ψ(''), avec 

ψ ( /· ) — ç ( /· ) Iο» φ ( /·). .. Iog Λ—, ο ( /· ) I ogϋ' φ ( /' ), 

tourne sa concavité vers les log'j;(/·) positifs. 
Cherchons à déterminer p

/M
 par la condition 

\i'm J m log//i.. . log/t_,//i log/j/w 

On voit comme ci-dessus que la question est résolue en posant 

ι , ν ι , ν log'i/Γr(m )ï 

Moyennant ces hypothèses 

\rm) k — I log,, 1 Ο (/") 

et 

VI / /' Y1" / Λ-.Ι- — -+-.V 

Or 

(χ —
 χ

)
(Ιv <loSM —ΚΓΨ· 

D'après 
1°£ψ = / + ,0S.y ■+- · · · + 1ομ

Λ
_ι κ ·+■ k log/,y, 

l'intégrale est inférieure à 

ψ(/·) f —j j— ou à ε '}(/*)· 

Les deux parlies du produit ne sont toujours pas d'ordre équivalent ; 
la première surpasse la seconde, mais leur rapport égal à logj 1 ̂ (r) est 
faiblement croissant relativement à l'ordre de la plus grande. 
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Seulement on s'aperçoit, quand la précision est poussée à ce point, 

que l'erreur commise en limitant />«) par ( devient prépon-

dérante, et, en reprenant le problème à pied d'œuvre avec ρ = /' -+- a, 
et la seule hypothèse que/' soit sensiblement croissant, on arrive aux 
calculs et aux résultats développés dans le Chapitre II. 

Expression asymptotique de H(\) dans le cas des croissances 
très régulières. 

73. Soit une fonction/(x) telle que, pour toutes les valeurs x(n) 
de r, / coïncide avec/(n), et qui réalise l'hypothèse suivante que nous 
désignerons sous le nom d'hypothèse 13 : i° / possède une dérivée 
seconde/"; i° quel que soit le nombre A choisi, arbitraire et fixe, et 
quelle que soit la façon dont 0 varie entre ο et ι, on a (1 ) 

(i) limy'Y.r-h = i. 

Nous allons voir que cette hypothèse 13 permet d'obtenir l'expression 
asymptotique exacte de 

H(X) = ̂  /->-») (X = iog/·), 

pour toutes les valeurs de /·. Au contraire, la limite supérieure de Π 

(') Voici l'interprétation géométrique de cette condition analytique. Suppo-
sons construite la courbe représentative de la fonction y (x). Menons la tan-
gente Τ au point X,Y, la droite A parallèle à T, et ayant une ordonnée à l'ori-
gine qui excède de k celle de T. A est la corde d'un arc AB. J'opère une certaine 
transformation homograpliique du plan des xy en le plan des de façon 

que Τ se transforme en Ο ξ, la droite x~\ en Or), les droites de l'infini des 
deux plans étant homologues. Si enfin le point Β est assujetti à venir se placer 

au point de coordonnées £), la transformation homograpliique est déter-

minée et le transformé de l'arc A Β tend, si X croît indéfiniment, vers l'arc de 
parabole ι η = ς2ι compris entre les droites 'i — ± /·. Il est à remarquer que, si 

γ" est infiniment grand, la projection de AB sur Ox, égale à —= ι est infiniment 

petite. 
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trouvée au Chapitre I, moyennant l'hypothèse A et obtenue en négli-
geant certaines quantités que nous ne pouvions pas évaluer, n'est 
l'expression asymptotique exacte de II que dans le cas exceptionnel où 
l'exposant reste constant sur une très grande étendue de r„, dans 
laquelle est choisi /·. Ceci est évidemment insuffisant lorsque η et par 
suite p

n
 croissent très régulièrement en fonction de /-

ft
, par exemple, 

si η est composé en r
a
 d'exponentielles, de logarithmes, etc., en nombre 

fini. 

74. Élude de l'hypothèse Β. — L'hypothèse B, qui exprime une 
condition suffisante pour que le calcul ci-dessus proposé soit possible, 
définit une famille de fonctions évidemment beaucoup plus générale 
que la précédente. D'ailleurs, si l'existence d'une dérivée seconde 
jouissant de la propriété imposée implique une assez grande régularité 
locale de la fonction y, cette fonction dans son ensemble peut être très 

irrégulière. Car les fonctions pour lesquelles y = ία — jx) 

ou y" = f ge —t— -^x\ sont telles que les courbes x, y correspondantes 

aient, la première une asymptote verticale, la seconde une asymptote 
de pente finie, bien que 

4iinr< 

(—Οε pour la première, -h Οε pour la seconde). Il est donc possible 
d'avoir 

/
ί"

+
Λϊ]

:
-
ν

"
(
"
)=

'
+

''
,Μ 

avec 
linir* (λ·) = o, 

et de faire décrire à y des arcs sur des courbes à asymptotes tour à 
tour verticales ou à pente finie. 

Nous allons rechercher de quelle façon précise l'hypothèse Β se 
trouve contraindre la fonction y. 

7o. Je dis que —
t
 tend vers zéro avec -· Le choix de 1 exposant a 
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pour/' n'est pas arbitraire. Car, si on le remplace par 2 — a, quelque 
petit que soit a, positif fixe, il est possible, avec une fonction conforme 

à 1 hypothèse B, d'obtenir pour le rapport yr-* des va
^
curs de P^

us 

en plus grandes pour une infinité de valeurs croissantes de x. 

En faisant coïncider alternativement/"avec les fonctions (a — jx^j 

et , les ε décroissant de chaque arc au suivant, comme il 

vient d'être indiqué (voir aussi Chap. II, p. 55), on a sur l'un des 
premiers arcs 

y" Λ Υ"α/ ε \~a 

Si l'on fait approcher suffisamment χ de ~ j on peut évidemment rendre 

ce rapport supérieur à tout nombre fixé d'avance. 

Le rapport y~ pourrait même, pour une fonction / satisfaisant à 

l'hypothèse B, surpasser une fonction arbitrairement croissante 
donnée φ(&') pour une infinité de valeurs de x. C'est donc un fait non 

évident a priori que ·— tende vers zéro. Démontrons-le. 

L'hypothèse B exprime que, k étant choisi fixe arbitrairement grand, 
il existe un nombre ξ

0 tel que, pour x > £0, 

/(·*-+- ^=) = (ι + βε)/'(χ) (*<,). 

Considérons la suite des nombres ξ
0

, ξ,, ..., ξ
Λ

, ... définie par la loi 
de récurrence 

Çn+l ζη ~ι—— ' 
avec 

y"n=y"tin). 

On a, si 
ζ/ι'^ξ/ΓΜ, /' = (ι -H de)/;;; 

d'où, en intégrant, 

y'u+t—y'„—{i+· ̂  —ξ„ ) = ( 14- θε ) k 
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et 
y'n+1 — y'o + (1 "+■ ^0 *Uyl vVi +... + s/r"„ )· 

Avant de former le rapport remplaçons les variablesyj qui y 
figurent et gui ne sont pas indépendantes les unes des autres puisque 
toute modification dans le champ de variation de l'une entraîne une 
modification dans le champ de toutes les suivantes, par les variables 

t,„ ... définies par 

yn-t-i — tu yn· 
Les variables sont vigoureusement indépendantes, chacune varie 
à son gré dans le champ ι — ε à ι -h e. L'artifice de ce changement de 
variable va nous conduire au résultat cherché. On a 

3 "+i I y'o ■+■ (1 + ^ y'yi 0 ■+■ sftï + v'h '2 ^ · · · + ν^ι · · · 

Or, si nous remarquons que ^ ^ _f—— » où A et 15 sont positifs, est 

une fonction croissante de jc, puisque c'est 1 ^ . t > nous augmentons 

la valeur du second membre, chaque fois que nous y remplaçons l'un 

des t-i par ι -h ε. On aura donc une limite supérieure de en faisant 

tx — ^2 — · · · — ^ "t" 

en prenant δ = — ι et en supprimant au dénominateur y
0
 supposé 

positif. Donc 

\/y"n+1 ^ i-(iH-e)-

1 

Le second membre tend pour n infini vers ^ ^^ + £^ inférieur 

à [d'après (ι+ χ)'" > ι ■+■ mx si χ est positif, quel que 

soit m]. Il y a donc une valeur //„ calculable au moyen de k et ε seuls, 

telle que, si n > /?0, on a certainement ^en supposant ε < 

y\f "Xs ' 
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D'ailleurs, si η > //
0

, d'après 

/ — y'n~ (i + fo)0'k\/yï, 

moyennant \
n
 < χ < ξ

/Η
.,, on a 

y —/
n
\I -H I h- <3εV ε |. 

Donc, si ξ
η
 < ν < ξ,,, ,, et si η > /i

n
, 

Gomme 
yï < £2 (! ·+" Ê)· 

ξ/»,-» ι — ;o + /(' ( 7= ·+■ 7= -+-···-+- 7= ) 

<ς«+ 7= Γ m r + ...H — ξ'ϋ, 

si./; > ξ'
0

, qui est calculable ail moyen de //
0
 (ou A- et ε) seuls, 

on aura certainement 

pi < ρ Ο -»-o· 

Comme ε ou ^ au choix peuvent être pris arbitrairement petits, ceci 

exprime que ~ tend vers zéro avec ^· 

Montrons de même que 

J
'(

,r + y)'y,{x) 

tend vers i. En effet, 

JC H Γ = χ -4- —=·> 

à partir de la valeur de χ ou y" <Cy"2> Or, nous avons vu ci-dessus 
que 

y
{*

+
jp)

:y{x) 

tend vers ι. 

76. Il nous sera enfin utile d'établir le fait suivant : x\y" croit 
indéfini meut arec x. 
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Montrons d'abord qu'il en est de même de \
n
 \jy]

t
. On a 

\ Vf ο Vh Vtt...ln/ 

d'où, avec les notations employées, 

\n+1 v(y«+1 — ~J=~ I -H -j=. +· · ·+ / ) - 'tfiy'o· 

Le second membre est linéaire et à coefficients positifs par rapport à 
chacune des variables \7

t
·. Il est minimum pour 

ί ι = /j = — ι — ε. 

En supprimant ξ
0
 au second membre, il vient, tous calculs effectués, 

ζη-Η Vv/t+i * t 

Quand η croît indéfiniment, le second membre tend vers - j-

Pour λ > /i
0

, si ε est assez petit, on a donc 

1 Vjvm ^ γ* 

11 résulte de là que \y"
fl
 croît indéfiniment. Si \

n
 < χ < ξ

ΒΜ
, on a 

r-ln+l7,r-\* + Û7j 

Donc, τ— tend vers i, de même que « Donc, x\]y"(x) est înfini-

ment grand avec x. 
On achèverait le raisonnement avec précision en montrant que, 

connaissant ξ
0

, y"
0
 et n

0
 déduit de Λ", ε, on peut calculer un nombre ξ'ό 

tel que, si «>?<>» 
*/?>-· 

et j étant, séparément au moins, arbitrairement petits, ceci exprime 

que xsjy" est infiniment grand avec x. 
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77. Calcul de 1I(X). — Nous allons calculer la fonction 1I(\) 
quand on définit ρ par les inégalités p~v' < ρ -+- ι. 

Jetant donné un nombre ε positif lîxe arbilrairemenl petit au moyen 
duquel nous mesurerons nos approximations, rappelons que nous avons 
décomposé 

H'W — /'«) 

en quatre parties : 

-l- — S0 H- Si 4- Sj -+- S3. 

Le nombre des termes de la première partie est indépendant de /·, N
0
 est 

choisi aussi grand que l'exigent certaines inégalités où figure ε, mais, 
comme N

0
 est iixe, S

0
 devient négligeable relativement à la partie 

restante. N, et N
2

sont respectivement les valeurs, à une unité près par 
excès, de es> et Au précédent Chapitre Y, et Y2 étaient définis par 

Y — Yj — V, — V 

Ici, nous les définirons par 

\-X,= \,-\ = i. 

Les modifications apportées à Y, et à Y
2
 sont de la sorte infiniment 

petites avec γ;· Car 

Υ-Υ, = (Χ-Χ,)/(λ) = Α^, 

λ étant un certain nombre compris entre X, et X. Mais de 

λ-Χ 9h 

il résulte 
lirn y'(λ) : ï'= i. 

Donc, Y — Y, et pareillement Y2 — Y ne diffèrent de h que par une 
Journ. de Math. ((>" série), tome VI. — Fuse. I, 1910. 10 
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quantité infiniment petite avec Ceci nous montre que 

ï-CH 

est inférieur à C
a

<?v, C
2
 étant borné. Je dis que, si χ·<Χ,, le 

produit (X — x)y' est supérieur à un nombre qui tend vers h 
pour X infini. 

En effet, puisque ^ tend vers zéro, supposons X0 assez grand pour 

que, si χ > X„, 

ι. } ι 

Alors, χ -+- y est croissant si a;> X
0

, et ne prend qu'une fois chaque 

valeur supérieure à X
0

. Soit x\ le nombre tel que 

*i+4-=X [/.=/<«'.>]· 

D'après 
x\ + γ? < X (Y' > y'\ d'après x\ < X ), 

x\ est inférieur à X,. Mais, d'une part, pour χ 

/(X - x)> h. 
Pour.*;', X,, 

/(X—a:)>/1(X-x'1)>/t(X-\1)= 

Or, — tend vers i, d'après la relation qui lie X à x\. En rapprochant 

de ceci le fait que ^ tend vers ι, on en conclut que h puis X
0
 peuvent 

être pris assez grands pour que, si X
0
 < χ < X,, cp p^j puisse être 

remplacé par - j — avec une erreur relative inférieure à ε. 

De même, χ — ψ est toujours croissant et ne prend par suite qu'une 
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fois la valeur X. Si 

*;-Λ = χ [/,=/(·*',)], 

on a 

^!<Λ + y, 

et par suite, pour #>Xa, 

(x — .*·) y> h. 

Nous pouvons donc supposer h et X„ (limités infêrieurement une 

première fois) assez grands pour que p^j puisse être, à ε près, 

remplacé par j^-j· ( — J -> si a? > Xa. Nous écrivons donc 

S, = ( ι -h 3ε) j er--v+(/>+» )(*-*) —-> 

er-Y+(/'+ucx-») qa;_g. 

évaluons ces intégrales. Occupons-nous d'abord de S3. Pour plus de 
commodité, désignons par y(x, X) les coefficients différentiels de S, 
et de S3; φ est parfaitement déterminé selon qu'on suppose χ <χ 
ou χ > X. 

78. Examinons l'intégrale 

φ(χ, X) dx. 

Montrons en particulier que, si y/Y" est limité infêrieurement, cette 

intégrale est infiniment petite avec 
Posons 

Ci — X H ;=· 
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Soit \'
w
 un nombre tel que, pour χ > Y„, 

/(·* + ~=) :γ"{·ν)~ ι + <5ε, o»<i. 

Soient 

• - ? -u * - - > + k 

avec 
r»=y(l,)· 

Calculons 

Γ'"+1 dr 

On a 

Φ,,>Χ
 ?(-r,X)</x, 

d'après y 4- 1. 
On a, si 

— ψ(χ·, \) ν V +.v'(\ —./·), 

Φ(χ,\ ) = ·}«.. X)+ ~- ;»)· 

ξ étant un nombre compris entre \
n
 et x. 

D'après 

1 ()v —y M et .v (;) = (i + οε)/»ι 

— ψ(.ρ. \ l - nu— Y—/„(;« - V) — (.r — ;„)(ç — \ ),»'„(« -+- os), 

en posant η„ = y(?„)· 
D'ailleurs, 

ξ — Χ = ç„— Χ -I- 0(d? — Ç„). 
Donc, 

(·*' — ;„)(£ — X') v',', — ( χ — ς„ ) (in — X )/), 4- 4(χ — h, Y/'„, 

et, en supprimant dans — ψ(χ·, \) le terme négatif —0(.r — ζ,,)*y,, 
qui est d'ailleurs supérieur à — P, 

Φ"< — / e-"--n'w„ voT.(1—-■ 
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Si 
( O/ — ^ )y« ( I — ε ) r= Β, 

l'intégrale qui figure au second membre est égale (ι — η η,ξ"4 '"'"'V 

D'après ι — a " < M, quel que soit «, ceci est inférieur à 

Ç»-+-l — /—rr ' 

Cette expression simplifiée sera assez exacte si Y"> i. Mais, si Y"< i, 
nous remarquons que 

B(£„
+1

 — £„) = k{'i„ — X ) v/>'«(ι — 0 > *!(l — a ε). 

En tous cas, 

~τ= - — ψ«· 

Totalisons ψ, +...+ ψ
β
 et pour cela faisons le rapport de chaque terme 

au précédent. Le rapport ^—· est égal au produit de plusieurs rapports: 

d'abord < y ι + ε ; en second lieu ——" < ι : enfin, 

ί70Χρ0ί{νη^ de r est égal à ψ?(5, — ?«), \ étant 
compris entre \

n
 et ξ

η4
.,. Or, 

Ύχ— — X). v"(;)=/«(n-&). ς'—\>ς„—\. 

L'exposant de c est donc inférieur à — /Î(T — z)\y"„(ln — X). En 
résumé, 

< Jt + se-*" 

D'ailleurs 

W// ·» C η C/I-I . n 

(si // = i, nous remplaçons \
n

 , par X et^ ., par Y"). Donc 

W// ·» C η C/I-I . n 
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En réalité, un raisonnement analogue à celui qui nous a montré 

lim -d— = ο 

donnerait, pour limite supérieure du rapport ν ι + ε c ε ; mais le 

résultat que nous avons nous suffit. Si ε<-
}
 et si ie 3 <C1° 

rapport sera inférieur à *-· Donc, la série ψ, -+- ψ
2
 -+- ... a ses termes 

inférieurs à ceux d'une progression géométrique de raison Elle ne 
diil'ére que par un facteur inférieur à ί de son premier terme 

X· cr„-V-..·!(5,-X· 

La convergence de S
3
 est ainsi démontrée. Evaluons 

0\ — V —/,(5i -M· 

On a, si χ< X H— 

y — Y — V(.f — \)-+- ~(j; — \)«(, + 0«), 

y —· Y'-μ Y"(λ· — X ) (, + δε). 
Donc 

y _ Y + y ( \ _ ,r) — _ (.r _ \ )S ί_ (I + 3 Oc). 

et enfin 

ι.-YM = -^(' + 3*0· 

Donc, 

Ψ1 + Ψ2 +·.·.< 2— —p· 

Si alors y Y" > L il est manifeste que le second membre est borné 

et arbitrairement petit en même temps que Si γ Y" < L nous voyons 
en tous cas que le second membre peut être supposé arbitrairement 

petit relativement à 
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79. Évaluons de même dans quelle mesure il est loisible de rem-
placer S, par 

/ ç>(x, X)dx. 

Mous avons vu que x\iy" croît indéfiniment avec x. De là résulte 

que le nombre χ — quel que soit A fixe, s'éloigne indéfiniment 

avec x. Car, si/" > i, il est supérieur à χ — A, qui croît indéfiniment. 
Si/" < 1, il est supérieur à xsly" — A qui croît aussi indéfiniment. 

Examinons 

H1— / X)dx. 

Mous augmentons cette intégrale en y remplaçant ρ -f- ι par /' + i. 
Posons 

ξ-.=χ-4=> ···> ξ-._,=ξ_.--Α=. 

avec 
ex-x e^ 

Si 

eX -x I <-4 ' 

K, < — / ey- dx. 

Posons 
- « 

χ_
Λ
 = f e-'^^dx. 

Si 
Ζ-Λ —1 X Ζ—Λ? 

r — Y — .^·) -0_„ —Υ-+-χ./ί(Χ — ξ_„) —ς_„)(Χ — 

avec 
^ < ς'<ξ_„, 
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et d'après 
X — X — + 0(c- „ — ·£')> 

y — y + y(x — <*') 
~ — ψ(ξ-/η X) + vl

H
(.î? ™ ς_„) (X — *+· os) -■ 0Α·*{ 1 -t-- os). 

Donc 

y_„<e t"ç η·χ' I e" » ifo? 

avec 
= —s)( \ — ς-«). 

L'intégrale est égale à 

jT^- I ! — e~" ■»'' « ·■] 

qui est inférieur à 

Ç_« η 1 — * 

On voit comme ci-dessus que la série χ., -h /_ 2 +... -l· /4
/(i

, 

^si < ?_„„et si y^_„
u

 = ^ a ses termes inférieurs à ceux 

d'une progression géométrique de raison inférieure à un nombre fixe, 

soit -> inférieur à i. 

Elle est donc de l'ordre de son premier terme qui est inférieur à 

—__ g—Χι — —— g * φ 

Donc 

-, A- -£(1-3S) Ι 

R, est borné et arbitrairement petit avec^» si y Y" > i. Si Y"< i, 

R, est arbitrairement petit avec relativement à -^4=· 
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80. Kvaluons mainlenanl 

I,— Γ o(.r,X)da- et l;<= f o(jc,X)d.r. 

Nous avons, à partir d'une certaine valeur de X, 

/=Υ*(ΐΗ-&), 

quand χ varie de X — -^=. àX + -J=· D'après 

μ 4-1 — y' -l· Θ, 

0 étant positif et inférieur ou égal à i, comme 

/— Y +/(\ — .r) = — γ(<ρ — \)2(ι + οε), 

nous trouvons, en faisant le changement de variable X — χ = u dans I, 
et χ-— X — u dans 13, 

/iyV ■■■ +5îilr* bO/ι dit 

et 

/*v v - l·11 f(lu 

L'une et l'autre intégrales sont comprises entre 

ι Γ du -, --4H-SIH' du 

81. Supposons d'abord Y"> ι· — Afin de mettre en évidence la 
partie principale de l'élément différentiel de J et de J' au voisinage 
de u — o, j'écris 

ι — e " u u ( ι — c~" ) cn — ι * u u( e" — ι ) 

Jour», de Math. (<>*' série), tome VI. — Fasc. I, 1910. l() 
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On a 
J — J0 JI, 

en posant 

, f'^' —\*··- S)"'J U — I H- c~~" t 

La seconde intégrale est bornée puisque 

W < -r=r<A. 

La première, par le changement de variable 

— (l — s) H2. = i·', 

devient 

J - f V 4 ^-·~·ίίΐί — ι γι I c 

C
0
 étant borné en même temps que h, indépendamment de A. 

J' est comme J égal à L —= -h C, C' étant borné. Comme I, et f, sont 

compris entre J et .1', l, et I
3
 ont pour valeur asymptotique 

J - f V 4 ^-·~·ίίΐί — ι γι I c 

Remarquons que la condition Y">> ι peut être réalisée avec des 
croissances telles que y =. αχ*, a étant constant. Cette fois, nous 
n'avons pas de terme hétérogène, ni indépendant de la répartition des 
zéros (comme .V'1"*) pour des croissances même égales à celle de αχ-, 
tandis que ces termes hétérogènes figuraient déjà pour la crois-
sance/ = (f avec le seul secours des hypothèses du Chapitre IL 

82. Supposons en second lieu Y' < ι. —-Le calcul présente plus de 
difficultés. 
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Prenons la première intégrale J. Pendant que sa limite inférieure ψ 

lend vers zéro, sa limite supérieure prend des valeurs arbitrairement 

grandes(si elle pouvait être bornée, les calculs faits pour Y">i seraient 

évidemment valables). Nous décomposons J en J
0
 = / et J, = / 

Dans l'intervalle d'intégration de J
0

, nous écrivons 

Ι — e~" u M(I — e~H) ' 

et dans celui de JM 

ι — e~u ' ι — e u 

Chacune des intégrales J
0
 et J, se trouve décomposée en deux autres 

que nous écrirons J00et J
on

 J,
u
 et Jn. On a 

J,„= /V = fS/r^'ir„'dJÎ. 

Si l'on sépare, dans J
00

 dont la limite inférieure est infiniment petite, 

les deux limites par y/> la valeur de la première partie J
000

 s'ob-

tient en remplaçant <?""* par ι —(i — e-"') et l'on trouve 

L — + 0°°°, 

C
()00

 étant borné. 
La valeur de la seconde partie 

V5 

est bornée par 

C -fV""-· 
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Finalement, 

j (Kl — b ^OOI 

C0(, étant borné. 
On a 

τ Γ1 — ι -4- c~H , /"'«-î+r" 

qui existe et a une certaine valeur numérique C
(H

. 
Donc 

,|0 — J00-f- J01 — I- ^== ·+■ ^ϋ· 

C
0
 étant borné. 
Evaluons 

*>=], < ' (· + τ^)'"'· 

qui se décompose en .1 ,
0
 et. On a 

.1 jo — I c du, 

intégrale qui n'est altérée que d'une quantité bornée si je lui donne 
zéro pour limite inférieure. Donc 

')lQ~ Vv'(|2— £)j e-"1A/-+-y,.0 (·/,.„ borné). 

Le coefficient de ̂ ψ diffère, si A a été choisi assez grand, arbitrai-

c "'du — ~· Il reste 

Iio — ( ' + ?°î) C|.o (*Ch 

Enfin 

/"*v «* e~u . ι /'*■ . 
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I )onc 

•I » -- J 1.0 -+- ·' 1.1 ( 1 ■+■ 3 0Z ) γ/ ) 

δ- étant inférieur à ι à partir d'une certaine valeur de Y. 
Finalement, 

.1 = .1,.1, : ί, + 4&) ( l.Y' + ' 

en supprimant dans la parenthèse L -^= qui est positif et négligeable 

devant -ί=· 

La formule 

(I + ao'e)(L^
Y

ff + y/5 Y") 

représenterait aussi bien J dans lé premier cas, puisque est alors 

borné. 
Eludions maintenant 

Λ e"-< 

,1c décompose .1' en JJ, = / et J, = / · J, est borne et inférieur 

à j' ~ι ■ Κ «* égal à LY' + C;. Donc 

J'=LY'+C', 

C' étant borné. 

Donc ici les deux expressions asymptotiques des limites J et J' 
de S, et S3 diffèrent, tout au moins d'aspect. Elles ne coïncident que 
si-~ est infiniment petit relativement à LY'. 

Soit y = α étant fixe. Si α < ο, LY'est prépondérant rela-

tivement à et l'expression asymptotique de J et de J' est LY'. 
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Si α ]> ο, c'est au contraire qui prédomine dans J et la valeur asym-

ptotique reste à préciser, d'autant plus que les termes correspondant à 
des valeurs de χ telles que \x — X | > qui peuvent être supposés 

négligeables, à ε près, à l'égard de ne le sont plus nécessairement 

à l'égard de LY'. Ici, il n'y a pas d'expression asymptotique à forme 

analytique unique. On montrerait facilement que, le terme en est 

exact si y' est voisin d'une valeur entière, tandis que, si y' est suffi-

samment voisin d'un multiple impair de il ne doit rester que LY'. 

Ceci concerne les croissances de r
n
 telles que 

rn= (1ομ//)Α v'los", 

A croissant indéfiniment. 

83. En résumé, 2S,, 2S3 et par suite II(X) ont pour expression 
asymptotique : 

i° Si Y"> 1, 

eYL - — · 

■2° Si Y"< 1, 

avec fl < 0 < 1, 

sans qu'on puisse, d'après les calculs précédents, préciser autrement 
la valeur de G qui doit certainement osciller jusqu'à ces limites quand Y 
croît indéfiniment. 

84. Limite inférieure du module maximum d'un produit cano-
nique. — Donnons une limite inférieure du module maximum du 
produit F(s). Cette limite est, d'après le théorème de M. Jensen, 

j si r« < r < r
y

+
 r

 Donc 

M ( /·) > Ν Ιο#/· - - Jog/·, —... — Ιο}· /·„. 
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Supposons que la suite y (Λ) fonction de la suite x(/i) soit interpolée 
par une fonction y(x) satisfaisant à l'hypothèse Λ. S'il n'en était 
pas ainsi, on substituerait à la fonction y(n) une autre fonction moins 
croissante et jouissant des propriétés invoquées, comme il a été expliqué 
au début du Chapitre II, et c'est cette fonction qui serait désignée 
par y{x). Soient Y la valeur correspondant à Y et Ν la partie entière 
de ex. On a, a fortiori, 

M(/·) > \X —J xdn — 6[X — λ?(i)]. 

En remplaçant Ν par «v — 0,, et en remarquant que / xcln = 0
a
 Y 

il vient 

M > X - jf xdn — 2ôX-t-Λ (Λ étant borné). 

D'après 

Ι χ dn — (nx)*
o
— Ι η dx, 

en posant 
χ(ΐ) — JJ0. 

il reste 

M c
'
y — 20X + h. 

Or, nous savons que, si χ < Y, 

Y — r 4- (P 4-1 — a) — X) < o, 

ou 
y > Y — (Ρ -h 1 — «) (X — x). 

Donc 

/Χ ,,Χ Λ 

Le rapport de cette dernière expression à ^7 tend vers 1 quand Y croît 
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indéfiniment. Donc, pourvu que ̂  soit infiniment grand. 

M(,-)>£(I-S)-

Si Ton suppose que le point X, Y passe successiveinenl par toutes 
les positions x(n), y{n), les fonctions Y utilisées pour chercher une 
limite supérieure et une limite inférieure de M(\) sont les mêmes, et 

cette limite inférieure s'écrit—· 

85. Tolérance dans le choix de p. — Nous avons défini ρ par 
la relation ρ ■+■ ω — y\ avec ο!:ω<ι. En réalité, le choix de ρ 
comporte plus d'arbitraire, sans que f 011 modifie l'ordre de grandeur 

de ̂  ^ ρet sans que Π, et ΓΓ
2
 cessent d'être du même ordre de 

grandeur. 

Supposons ρ croissant, mais simplement assujetti aux inépo-
li lés ρ "Sy' H- λ y y", et ρ -ι- ι > y' — λ \y". 

Nous allons voir (en supposant Y"> i ) que λ peut être pris quel-
conque, arbitrairement grand positif, s'il est fixe. 

Les intégrales 1, et I
3
 sont comprises entre 

f'sS _ 1_,ι_ε,(V"« du 

<Ί 

/*'Y" ~T + Vv"« du 

Dans .1, nous remplaçons —-—- par - -f- ' , "—e—- · Nous décom-

posons J en deux intégrales et J,. On a 

—L,I — z n'+Xy'v'u du (%K — - >■>'dv 
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λ étant fixe, 

J. -- h "7= ■+■ U. 

G
n
 étant borné. De même 

ι y/v"« ι — u e~u . 

est borné en même temps que /r, λ étant fixe. 
On démontre exactement de même que l'expression asymptotique 

de J' est encore L · 

Pour être assurés que S, et S
3 ont encore la même expression 

asymptotique, il faudrait montrer que 

Ç ÇV—Y + ( Y'-Λ/7*)IX —J·) 

et la quantité analogue relative à S, sont infiniment petites relativement 

à L^=· La démonstration ne présente aucune difficulté nouvelle. Il 

n'en serait pas de même si l'on voulait envisager des valeurs infiniment 

grandes de λ, par exemple la valeur 2L., -j= qui laisse à J et J'les 

mêmes expressions asymptotiques. 
Enfin, il convient de rappeler que les intégrales qui remplacent S, 

et S
3
 ont été obtenues avec l'hypothèse que j-j tend vers 1. Si 

Ρ = / + <5λ 

y— tend vers 1, si λ est borné, puisque -y- tend vers zéro. 

86. Zéros dont la répartition n'influe pas sur le module maximum. 
— Cherchons, pour les produits dont les zéros ont des modules satis-
faisant à l'hypothèse B, hors de quelles limites toutes les variations 
possibles des arguments des zéros sont sans influence sur le module 

Journ. de Math. (<>'' série), tome VI. — Fa«c. I, MJIO. *7 
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maximum du produit canonique F(z). Ce module maximum est cer-

tainement supérieur à yy· Si donc 

I y(xsX)dx 

et 

J 9(œ, X)dx 

sont inliniinent petits à l'égard de comme ces expressions changées 

de signes limitent inférieuremenl, avec une erreur infiniment petite, 
le logarithme total du module des facteurs dont les zéros correspondent 
à des χ inférieurs à ξ, ou supérieurs à ξ

2
, ξ, et ξ

2
 seront de part et 

d'autre de X les limites cherchées aux logarithmes des modules des 
zéros. 

Posons 
Ψ«-Μ T)N+1 Y + Ζ/Η-1 ) Î 

en posant 

ξ,
 =

 χ
 +

 _^ .... -· 

L'erreur commise en arrêtant la somme Φ
4
 -l· Φ2 ·+·... (voir p. ι i(i)au 

terme Φ,
{
 est inférieure, à un facteur borné près, à 

s/yZ~x ■— 

Calculons ψ„
+
,. On a 

*1/»+1 — Ό11-+·yh(£>i+i —£«) "+· ■+"^e) (£«-H — ç«)*> 

y'n+\ —/« + /«( 1 "+" ^£) (ζη+1 — ζ/»)· 

Donc 

— ψ«-ι-ι — — ψ«+ — (' H- δε) — k (ι 4- <5ε) (Χ — £«-m) 

= — ψ«— γ(ι 4-3<5ε) — A*v/j^(i + Ô8)(X — ς„). 



SUR LES PRODUITS CANONIQUES D'ORDRE INFINI. l3l 

Donc, d'après ψ0 = ο, si ξ
0
 = X, et 

Χ — — k ( ■■ — Η—-= ,S\ y 

— ψ/,+ι = — /ίγ(ι + 3<5ε) —/.·*(! +<5e) 

Vv^7' ν//, tôrJ 

I1-7= -f-... H 

Supposons que 

(*) v^T(
v/F

+---+ ̂ _^+...+\//,^
γ;

<
<:
,
(ι
_

ί) 

.——-\/v* 

Alors, la somme ̂  Φ/>est inférieure à 

K .-Τ-'" , 

Or, limitons inférieurement «„
+

, = vÎX»-H ('
 — e" '")· Si^"

+I
 ■= <?/" ι 

cette expression est égale à 

vj^rZT r 

Or, on se rend compte aisément que χ ( ι — e " ) est croissant avec 
si A et Β sont positifs. Le minimum de l'expression est donc pour 

tt—\ — i' — \ — ε 

et il est égal à 
\Λ"(ι — ε')* [' — <? J. 

Cette expression varie dans le même sens que Y". Si Y">i, et 

si e * < 2(1 — ε'), la somme ̂  Φρ
 sera inférieure à Si Y"< 1, 

nous prendrons dans les inégalités (2) le terme médian égal à 



l'S'2 A. DEN JOY. 

alors 

" , /y7/ _ il îl _ t 

qui est inférieur à^> si /c est choisi convenablement. 

Reprenons l'inégalité (2). On a, la notation K(M) au second membre 
signifiant que le premier est inférieur à u pour n, et supérieur à u 
pour /i + i, 

(2') /, /, ... f I + h...+ ^ 

\ li £i ··· ln- 1/ 

et 
(î) ξ""χ-

ν
^(, + τ;+···+77τ17Γ;)' 

Le premier membre de (2') croît avec chaque et le second 
membre de Ç5) décroit. 

Soient Ν la valeur de n telle que /,· = 1 - ε' =y ι — ε, et^ la valeur 
de ξ

Λ
 correspondante. Si certains sont supérieurs à 1 — ε', la valeur 

de n correspondante est certainement inférieure à N, le second membre 
de (3) contient moins de termes, et ceux qu'il contient sont inférieurs 
aux termes de même rang de x

s
. Donc, pour avoir le maximum 

de ξ
η
 — X(en même temps que celui de /1), je fais /,· — 1 — ε'. Le 

premier membre de l'équaLion (a') devient 

(1 — ε') — (ι — ε')"+Ι , (i—e') —(! — «')" , , 0 — «') — (' - ε')3 

1 — ε' (ι — ε')8 — (ι—ε')',+ί 

Donc N a pour partie principale :
 )
 _ ,

 f
 à un facteur près tendant 

vers 1. Alors 

«s - X = -L ^^—- (1 - ε' ) = «I.+Sî'i, 

δ2 étant inférieur à 1, si N est assez grand, 

k I £l.va + i*r. 
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Si je donne à k une valeur arbitraire fixe, et à | une valeur α aussi 
petite que je veux, 

y/ψ' 

dès que X dépasse une certaine valeur. Donc 

C,i — X < -7= · 

On trouverait que les nombres ξ_
Λ
 limitant inférieurement les valeurs 

de χ qui peuvent influer sur le maximum de | F(s) | sont supérieurs 

àX-l=. 

Donc, seuls peuvent influer sur la valeur du maximum de F(s) 
les zéros tels que | χ — X | < · 

Si l'on suppose que Y" croisse constamment, la valeur de Ν s'obtient 
en faisant /,· = ι dans l'égalité (2'). On trouve 

,N-y/ τ— el ι««-χι<—— 

87. Application aux fonctions à croissance très régulière et 
rapide. — Est-il possible qu'on ait, pour toutes les valeurs de χ 
supérieures à un nombre fixe, y* ~ε7>/' ou y' La seconde 
inégalité nous conduirait à cette conclusion que / doit être infini pour 
une valeur finie de #, la première à ceci que y croîtrait moins vite 
qu'une certaine puissance de x. Si/''^/'^6, /' devient infini pour 
une certaine valeur de x\ si / croît moins vite qu'une 
certaine puissance de 

De même si le rapport^; est supposé constamment supérieur à 1 -+- ε, 
pour toutes les valeurs de χ supérieures à x0, en intégrant l'inéga-
lité >(1 -h ε) on trouve, si 

Û>(4 Y
+S

, 

et ton a la première relation examinée entre y et y\ Si le rapport 



134 A. DEN JOY. 

restait inférieur à ι — ε pour χ >.χ'β, on aurait , et y 
devrait devenir infini pour une valeur finie de x. 

D'ailleurs, la condition lim *-7^ = 1 entraine la condition 

*™/(
x+

yp)=-
Y

"
(
*
)=l

' 

si | A" | est borné. En effet, ε étant donné, il existe un nombre ξ tel que, 
si Λ? > ξ, 

i-K^O+Î. 

On tire de là, si ξ < x
0
 < r, 

(1) (ζν-<4<(ζν+,

> 

ou encore en prenant à part chacune de ces inégalités et par intégration 
entre les limites x

0
 et a?, 

\yJ y0 \yJ 

Or, soit χ — xQ -h On a 

x=.x
a

-+- k'^~· j 

k' étant borné en même temps que h. Donc 

(j) (,+£^T<^<('"£^) · 

ε étant fixe et k' borné, si .x
0
 et par suite y

a
 croissent indéfiniment, les 

nombres extrêmes tendent vers 1. D'après (1), ~r tend aussi vers 1, et 

d'après lim == 1, il en est de même de '-r-

Si donc nous nous bornons aux fonctions telles que y soit plus 

croissant que quel que soit n, et telles que lim = ι, nous 



SUR LES PRODUITS CANONIQUES I>'ORDRE INFINI. l35 

sommes assurés que les résultats acquis dans le présent Chapitre sont 
applicables. 

88. Nos formules deviennent 

P
=y+6/, vV'-y (, + à h j 

OU 

P — d\ogr y + à ) ' 

h étant fixe. La tolérance relative sur l'exposant ρ est ^ > 

Π(Χ) = [ι -+-ri(^)]nL^ = [ι 4- Tfj(r)]«L,/i, 

9
(Χ) = [,

 +
 «(Χ)]- = ,

ΐ7Ι
φ. 

Remarquons que la limite de Π(Χ) fournie au second Chapitre par la 
simple hypothèse A était seulement deux fois trop forte. 

Soit, par exemple, 
1 

r
a
= (log*/*)*. 

Si ek est la fonction inverse de logA, on a 

y — ek{ax). 

p~a\o^n ... log
A
.w f ι+â V 

et le module maximum du produit canonique est à partir d'une certaine 
valeur de /·, ε étant fixe, inférieur à 

(i -+- 8)e*(r») «*_,(/·») 
et supérieur à 

_J ek{r°) 

La première de ces limites, où je remplace ε par — ε, peut être 
dépassée pour une infinité de valeurs croissantes de r, moyennant une 
répartition convenable des arguments des zéros. 

Les formules sont valables même pour k = i, en faisant <?_, = log«. 
Ces fonctions ont déjà été étudiées par M. Boutroux, qui a remarqué 
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que, pour k — ι, l'exposant de convergence h log 11 donne la croissance 
minima pour h — σ. 

Les exemples pourraient être aisément multipliés. Ο η pourrait varier 
à l'infini les combinaisons d'exponentielles, de logarithmes, de cons-
tantes numériques. Tant qu'on ne créerait pas de types de croissance 
échappant aux conditions de régularité précédentes, toutes les formules 
qu'on trouverait rentreraient dans les trois que nous venons d'écrire. 


