JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

ARNAUD DENJOY
Sur les produits canoniques d’ordre infini

Journal de mathématiques pures et appliquées 6° série, tome 6 (1910), p. 1-136.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1910_6_6__1_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1910_6_6__1_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

JOURNAL

ATHEMATIQUE

PURES ET APPLIQUEES.

N
Sur les /)roduit._s' canoniques d’oridy
4
A
% )
H

-

mfinig;

Par M. Arvavp DENJOY.

Depuis que M. Poincaré a énoncé son célebre théoréme sur la pessi-
bilité d’exprimer simultanément deux variables dont la correspondance
est analvlique par des fonctions uniformes et analytiques d’une méme
troisiéme, 1'¢tude de la fonction multiforme la plus générale se trouve
réduite i celle de deux types de fonctions particuliérenient simples :
les fonctions uniformes et les fonctions inverses de fonclions uni-
formes.

Ce n'est pas ici le lieu d'expliquer 4 quels problémes précis se
réduit I'étude simultanée d’'une fonction uniforme y et de sa fonction
inverse .-, Qu'il me suffise de dire que ces problémes, résolus au voisi-
nage des points régulicrs ou polaires relativement a y, ontleur solution
presque inexistante si . est voisin d'un point essentiel, méme isolé
pour y.

Cependant, des résultats trés importants ont été obtenus touchant
le systéme des nombres ., correspondant & une méme valeur de y,,
quand y(x) ne posséde qu'un point singulier essentiel qu’on peut
supposer situ¢ a I'infini. On a démontré dans ce dernier cas, relative-
ment aux modules des nombres ., que la suite, supposée croissante,
de ces modules a un ordre sensiblement indépendant de y,.

Journ. de Math. (6* sévie), tome VI. — Fasc. I, 1g0q. 1



2 A. DENJOY.

C’est une propriété bien simple & établir que, si I’ensemble de toutes
les singularilés possibles d'une fonction multiforme ne morcelle pas
le plan ('), le nombre des déterminations de la fonction est le méme
en tous les points réguliers pour chaque branche, si ce nombre est
borné. Les points singuliers de la fonction x inverse de la fonction y
supposée entiére sont d'une part des points critiques algébriques en
infinité dénombrable (comme ceux de toute fonction multiforme), et
des points singuliers transcendants qui sont les valeurs vers lesquelles
peut tendre la fonction entiére y, quand la variable . suit un chemin
convenablement choisi s'éloignant a l'infini. Si ces valeurs sont en
infinit¢ dénombrable, comme on tend a le penser, la fonction 2(y)
multiforme est de celles dont toutes lessingularités réunies ne morcellent
pas le plan. Peut-on déduire de ceci, malgré l'infinit¢ des hranches
de ('), une raison de la fréquence constante des valeurs ., corres-
pondant & un nombre arbitraire y,? 1l est permis d’espérer que I'on
trouvera par cette voie une lumineuse explication de ce fait remar-
quable. Je n’ai cependant pas engagé ma recherche dans cette divection,
jugeant son succés douteux en I'état actuel de nos connaissances.

Désireux de préciser les résultats déja connus sur celte cuestion,
j’ai utilisé le détour qui consiste a relier le plus étroitement possible la
croissance du nombre »n des zéros intérieurs a un cercle concentrique
a lorigine, a celle du module maximum de la fonction sur ce méme
cercle. La croissance du module maximum de y—)-, étant ¢videmment
indépendante de y,, la croissance du nombre n relatif a y, sera déter-
minée et indépendante de y, dans la mesure ou la croissance d'une
fonction entiére détermine celle de ses zéros.

Le probléme direct : Connaissant le module r, du n'*™ séro a,
d’une fonction entiére, en déduire les limites du module marimum
de cette fonction, a été résolu par MM. Boutroux et Lindelsf avee une
extréme précision dans le cas ou la suite 7, est de genre fini % la

). ] . oy .
série —— est convergente pour une certaine valeur entiére de p.iJe
n

(') Je dis qu’un ensemble ne morcelle pas le plan, si deux points quelconques
n’appartenant pas i 'ensemble peuvent étre joinls par une ligne dont aucun
point n'appartienta I'ensemble. Les ensembles dénombrables ne morcellent pas le
plan.



SUR LES PRODUITS CANONIQUES D'ORDRE INFINI. 3

me suis proposé d'atteindre la méme précision dans le cas oli la suite
r, est d’ordre infini, et j'y suis parvenu dans des cas trés généraux.

Ia difficulté essentielle consistait a définir ce qu’il faut entendre par
produits canoniques d’ordre infini, si 'on veut que de tels produits
possédent les propriétés essentielles des produits canoniques d’'ordre
fini. Voici la définition que j'ai proposée. Un produit

~

F(z) :ﬁ (\| — a%,) e%+"'+7"7:( %)rnzf[ E(-&:;’ /;,,)
1 .

1

r
. . . . ? houltd Pn N . .-
sera dit canonigue si, e (77) étant le maximum du module du nime
facteur sur le cercle|s| = r, la série

\

Se(Frpa)=P0)
1

est une fonction de  telle qu'il n'y ait pas possibilité de la rendre

moins croissante par un autre choix de I'exposant p,, fonction de 2.

La seule arbitraire dans un produit du type précédent étant p,, il
faut que la condition précédente détermine le choix de p,.

Jai tout d’abord (Chap. I) procédé a une ¢tude minutieuse de la
fonction % (u, p). Jai ainsi déterminé successivement pour le facteur
primaire E(x, p), ou plutdt pour le logarithme de son module, la
répartition de ses divers maxima et minima sur tout cercle |.| = «,
I'expression exacte de chacun d’eux par une intégrale curviligne, leur
classement par ordre de valeurs absolues et, comme conséquence, le
maximum ct le minimum absolus ; enfin, des expressions approchées
et simples de ces deux derniéres fonctions, restant avec elles dans des
rapports finis, guels que soient u et p (').

Cette étude terminée, il me devenait facile de résoudre le probléme
du choix de I'exposant canonique p, grace a la remarque suivante (2):
Le module maximum du facteur primaire E(x, p), sur un cercle
fixe | .| = u, croit avec p, si u> 1, décroit si u< 1, tend vers une
limite si « = 1. Lesdeux premiéres assertions sont dailleurs légérement
inexactes, mais de telle fagon que la conséquence suivante ne soit

(') Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 29 juin 1908.
(*) 1d., 13 janvier 1go8,
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h

pas altérée : si je divise le produit HE(G-{, p,,) en deux autres II
1 s : |

et l] y b étant défini par 74,51 < 1y, S

h+1
I . ®© ”
et — I I ev(,f"’[‘»)7 eP,:[[ e‘f‘,.“"’l’n)
1

b

si, partant d’une fonction p, arbitraire, je la remplace par une fonction
plus croissante, P,, qui est comme P, une fonction de 7, augmente,
P, diminue. Si je remplace p, par une fonction moins croissante,
P, augmente, P, diminue. Si donc je détermine I'e.cposant p, par
lequel P, et P, sont du méme ordre de grandeur, le choix d'un
exposant, soit plus croissant, soit moins croissant, ne pourra quaug-
menter l'ordre de P =P, + P,. '

J'al pu déterminer dans des cas étendus la valeur de P» et calculer
avec une erreur relative infiniment petite la valeur de I’(# ). L'exposant
de convergence p, et la fonction correspondante P sont tels que : 1° en
modifiant les arguments des zéros «, de toutes les facons possibles,
sans changer leurs modules ni la loi qui donne p,, je suis certain qu’a
partir d’une certaine valeur de 7, calculée une fois pour toutes
connaissant « et la suite 7,, le module maximum de la fonction F
est inférieur a e"**'" ", « étant positif fixe, arbitrairement petit;
2° en conservant la loi qui me donne p, ou en la remplacant par une
autre arbitraire il me sera possible de choisir une répartition conve-
nable des arguments des a, telle que, pour une infinité de valeurs
croissantes de r, le module maximum de F soit supérieur d ' ~* """,

Je cite entre autres résultats que, moyennant des hypothéses tris
larges, si, par exemple, la fonction n de r, interpolée pour toutes les

valeursi{de r, a sa dérivée toujours croissante, on peut prendre sensi-
) " )
ogn

blement p = Tos?
oin

et 'ona
%<Max. log | F(z)| < 2nLp,

n étant le nombre des zéros intérieurs au cercle | 3| = 7 et p I'exposant
de convergence des zéros les plus voisins de ce cercle.

.
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Pour ne pas allonger outre mesure ce Mémoire, j'ai d me borner
au choix de p et au calcul de P dans deux cas de régularité (') de la
croissance de n en fonction de 7,. En tout cas, il nest jamais question
dans ce travail de limiter la croissance de » dans le sens de la rapidité,
il n’est question que de sa régularité. '

Dans le premier cas, que j'appelle cas de moyenne régularité, jai
admis sur la fonction r(n)[ou plutdtsur n(r,)]les hypothéses qui me
permettaient commodément le choix de p et la limitation supérieure
de P(r). Ces hypothéses sont d’ailleurs moins particuliéres que celles
dont on use habituellement.

Dans le second cas, j’ai cherché des conditions telles que P(7) puisse
dtre calculé asymptotiquement d’'une fagon exacte.

La premiére famille de fonctions () comprend celles oti, dans une
succession de grands intervalles, la répartition des modules des zéros
conviendrait & des fonctions d’ordre fini. Il y a entre les produits de
cette famille, pour lesquels la formule trouvée donne de loin en loin
unc expression exacte, et ceux qui sont évalués asymptotiqqnement par
la formule du second cas, une différence qui se raméne a celle de deux
fonctions de croissance arbitrairement rapide, mais dont la premiére
est représentée par une ligne brisée ot chaque coté a unelongueur tres
grande relativement a celle du coté précédent, et une pente beaucoup
plus forte, et dont la seconde aurait au contraire a sa courbe représen-
tative une tangente dont le coefficient angulaire croit uniformément
sans gravir une succession de paliers.

J’ai été le plus possible avare d’hypothéses gratuitement imposées
anetar(n), parce que je désirais, une fois mis en possession des
Sormules valables dans les cas de moyenne ou d’extréme régularite,
déterminer le champ d’application de ces formules, je veux dire
les conditions nécessaires et suffisantes que doivent remplir 2 et r(n)
pour qu’elles soient exactes. Je renvoie, pour la solution de ce pro-
bléme, a un prochain Mémoire ol je traite également le cas des
croissances irréguliéres, et le probléeme inverse : De la croissance
de la fonction déduire la croissance des zéros dont la solution

(') Comptes rendus des séances de !’Académie des Sciences, 13 juil-
let 1go8.
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consiste a étudier et & préciser la généralisation du théoréme de
M. Picard, donnée par M. Borel.

4. A ma connaissance, trois Mémoires contiennent les propriétés
essentielles des fonctions d’ordre infini connues au moment ou j'ai
publié mes premiers résultats.

Le premier est le célebre Mémoire de M. Borel ou se trouve notam-
ment la démonstration élémentaire du théoreme de M. Picard, et ol
sont jetées les bases de la théorie (ui nous occupe. Le second, par
ordre chronologique, est diva M. Kraft, ¢léve de M. Blumenthal (),
qui s’est essentiellement donné pour but de reprendre par le détail le
Mémoire précédent, afin d’en donner un exposé parfaitement clair et
didactique. Ce travail renferme une excellente mise au point de la
question en 'état ou il la prend et en P'état olr il la porte, et il m'a été
de la plus grande utilité. Enfin, la thése de M. Boutroux consacre aux
produits de genre infini quelques pages, ot I'auteur fait preuve de sa
pénétration habituelle en déterminant, dans un cas particulier, la
valeur optima de I'exposant de convergence.

Ai-je besoin de dire que tous les perfectionnements apportés & la
théorie des fonctions de genre fini retentissent sur celle des fonctions
de genre infini, et qu’a ce titre je dois ciler encore, comme m’ayant
apporté un réel secours, le travail de M. Lindelof?

Une théorie plusieurs fois ¢tudice, et ou d’elles-mémes s’imposent
les questions et la maniére de les traiter, serait bien difficile 4 renou-
veler au point de ne pas éveiller de réminiscences dans I'esprit du
lecteur. Augmenter le plus possible la précision et la généralité des
résultats, atin de les rendre immédiatement applicables, alléger les
calculs sans sacrifier la rigucur, je n’ai pas recherché d’autre but.

(') M. Blumenthal a repris la question dans un Livre de la Collection de mono-
graphies sur la théorie des fonctions: Legons sur les fonctions entiéres d'ordre
infini, qui esl encore sous presse au momenl ou j'écris ces lignes.
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CHAPITRE 1.

LA VARIATION DU MODULE D'UN FACTEUR PRIMAIRE.

Nous étudierons successivement la répartition, I'évaluation et le
classement des maxima et minima du module d’un facteur primaire ;
leurs valeurs, quand le degré de I'exponentielle contenue dans ce
facteur devient intiniment grand ; cnfin, des expressions approchées
et simples de ces nombres.

Répartition des maxima et minima du module.

1. Selon la notation habituelle, nous écrivons

E(x. p) =0 — .r)er+?+"'+;l_‘.

Nous nous proposons de chercher les points d’un cercle || = « ol
poin

|E(x, p)| passe par un maximum ou un minimum quand le point
représentatif de la variable w = we® décrit ce cercle. Posons
logE(ar, py=1 (&, 9) + 1V (u,9).
1 H \ U
D'aprés U = log|E|, nous cherchons les points ol 3—9 =o.
U Ce

Pour calculer (0—,1, nous remar«quons que la dérivée de logE, en un
point x,, est la méme, quelle que soit la fagon dont x tend vers x,. Six
se déplace suivant le cercle |x| = «, on a dr = ix db et

dlogl, JU .oV
e T o8 T'oF

’ . x
Pour un déplacement normal i ce cercle, dx = = du, et

x dlogl. _dU .9V
v dr T ou + You’
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En ¢galant dans les deux relations les parties réelles et les parties

1 1 1 legE xrP
imaginaires, en remarquant que = — , on trouve
’ dx I—.
AY — upt sin(p—+1)6—~wsinpl
09 1— 20U COs5 + ut
AR cosph—cos(p+1)9
due —au cosl + u?

. , 0U
Nous ne nous intéresserons qu'a -

. . dU . . . .
L’équation - = o qui nous donne les maxima et minima de U surle

cercle |.x| = u, seréduit a sin(p + 1) 0 — usinp § = o. Elle est vérifiée
pour 6 = o et 6 == (nous nous bhornons au champ — =<OS+=).

Fig. 1.
p-2 1]
L, "
P Yoo, X
ev Bl et
5 ¥
/
2R’ an
pe T Zpes
\ ’
/ AN
/4 p;.!>\’ -
s ‘2Pet
#Max \ '
11,0 vao Max
- L2 ,I i
ax"
~
? :
/ qit? :
S / -
/ \\\ N R
”/ \
/ \

Pour une valeur quelconque de § différant de celles-la et n'annulant

pas sinp0, on a
__sin(p+1)b
T T snpl

C’est Péquation polaire” d’uné courb@ que nous allons construire.
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2. Le changement de 0 en § + = change u en — u et redonne le
méme point. Done, sur une droite arhitraire passant par I'origine, il
n’y a qu'un point de la courbe. Nous I'obtiendrons toute en faisant
varier fi de 0 & =.

La courbe posséde a I'origine un point multiple d’ordre p, dont
les tangentes sont données par

b — hm
PES

(h=1,2, ..., p)

Elle a p— 1 directions asymptotiques § = ’—'pf, h=1,2,..., p—1.
Ces derniéres valeurs de 9 alternent avec les précedentes. On a

he  h+1 h+1 h+2
— < Moy
P p+ P p+1

h—r1_

. h C s h h
T <h< F:_—;net negatlfpour;)—:_-?'rc <0 <I-’ z,
/r étant 'un des nombres 1, 2, ..., p.
Cherchons les maxima et minima de u,.

u est positif pour

b f_prr
d9 7 T tang(p +1)5  tangpF
En étudiant par le théoréme de Rolle I'équation

1
p+1

})tangpfi: tang(p +1)4,

on constate que la fonction%% s'annule seulement pour § = /A=, et

qu’'elle change de signe pour ces valeurs. Elle devient infinie sans
changer de signe pour p =Ar (h=1, 2,....,, p —1). Elle a donc
un signe constant pour o < 6 < . Ce signe est le signe motns.

La branche de courbe correspondant & 6 trés petit et positif tend
vers le point il =o, u =1+ ;’, qui est le seul ou la courbe posséde
une tangente perpendiculaire au rayon vecteur.

Pour achever la construction de la courbe, on peut remarquer

qu’elle posséde p — 1 asymptotes, passant par le point (;;, 7') 11 peut

étre utile d’avoirses points d’inflexion, puisqu’a partir du dernier point
Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. I, 1gog. 2
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de cette sorte une branche de courbe se rapproche constamment de
son asymptote. ’
Les points'@’inflexion sont donnés par

lang(p -=17=(p +1)tangs.

lls se trouvent par suite aux points de rencontre de la courbe avec la
tangente

’ f
HUCOST =+ —-
r
Lntfin, elle passe par les points
AR S PR
’ 2/t 41
“-=1i, ] = ———T
2p+1

(h=1,2 ... .p—n.

J’al construit cette.courbe (') dans Phypothése p = 4.

Valeurs des maxima et minima.

. JU \ . .. .
3. La courbe -~ =o étant construite, voici les résultats qu’clle

nous fournit. Pour une valeur positive de «, désignons par 0, I'argu-
ment compris entre — %= el + = d'un point du cercle || =, ou U
passe par un maximum; par f; 'argument correspondant & un mini-
J*U

= ou de
J7?

mum. On a maximum ou minimum selon le signe de

0 = '
— Hh —
5 s_m(\p+1l))“ 1%

1

sinp0. Ce signe est celui de sinpf, s1 0 £ /i =

(') Cette courbe parait étre intéressante a dautres titres. Ajoutons-lui les
demi-droites § == o0 et ¥ = w; puis supprimons d'une entre autres les branches
infinies, en commencant par 7 = 0. Nous conservons encore la branche en forine
de boucle. Alors, I'équation 1 — & +- @rP*' =0 ol p .1 a une racine et une
seule dans chacune des (p -+ 1) régions en lesquelles nous nous trouvons avoir:
divisé le plan. En particulier, I'une des racines a son module inférieur

a 1+ -, el par suite a 2, quel que sott p -1 (proprieté démontrée par
p .

M. Landau dans Vierteljahrschrift der N. G. in Ziirich, t. L1, p. 316; voir
aussi Annales de 'Ecole Normale, 3¢ série, t. N\IV, mai 1907).
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Sur une méme branche de la courbe on a constamipent solt un
maximum, soit un minimum. Les branches 4 maximum alternent avec
les branches & minimum. On a

o< < /—'L‘_T pour <1+ Il_‘, 0, =0 pour w>1+ /!;,
?‘_'_—‘<(-)2< _.)7:, EERE) £<0i<2[+lﬁs
4 P+ P p -+

. , . .. o p—1
p pair : OL=; p impair : /_ ! ]
2

le changement de 0 en — § pour une méme valeur de « nous don-
nant la méme valeur pour U(u, 0), on aura des maxima pour les
arguments ©_;= — 0, qui sont compris dans les intervalles symé-
triques des précédents par rapport a o : B

92/ 20 41
— >0 > =
) P+
De méme
I
h=o pour <14 =3
p
2 —1 <, < 2l - )
<Y : .
I " p et S/)pau‘:/ezl,z,...,!g—
et . v
ah — 1 2l pimpair @ §,, =1
— >0, >— i . -
/' [I—-[

Ainsi pour/ =1, 2, ..., piln’y a ni maximum ni minimum dans les
angles formés de demi-droites
/= T S /t

—_ 4 L2 — — L=
/)—|—|<J< ) ou /;+1>9-> "o

Infin, quand « croit, les valeurs positives de 6, ou ©; décroissent
toujours.

Nous désignerons par M;(u) le nombre U (u, #) ot 0 est remplacé
par la fonction @, de «. De méme, nous posons

mi(u)="Uqu, %).
Ona
M,=M_;
et
my=m..;.
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Dans ce qui suivra, nous ne considérerons que les valeurs de 0 telles
que o0 $H3 .

4. Cherchons les expressions de M; et de m;. Quelle que soit la
fonction 6 (%), on a

JU  dU db
—U(u, )= oa ou T 98 du’
Si U(u, 8) = ¢ (u), » étant un maximum ou un minimum, comme
aU .
55 = 0 il reste
dp(v) — 1lcosp9-—cos(p+|)‘1.

Tdu (}u | — 28 €05 4 u?

Supposons 0 % o et § £ =, Remplacons dans cette fraction, « par
sin(p+1)6
sinph
par sin?p6 est le carré du troisiéme cote d'un triangle dont les deux
autres cotés sont sinp et sin(p + 1) 9, 'angle compris étant §. Une
construction simple dans le cercle trigonométrique (ou le calcul
direct) montre que le troisiéme coté est sinf. Toutes réductions faites,

il vient

+ Le numérateur dev1ent p? - Le dénominateur multiplié

du(u) — ur smp9

du sing
_ sinpf
p(u)_.j; up Py du

ou 6 est 'une des fonctions @; ou 8; différentes de o et de w. w(u) se
trouve donc mis sous la forme d’une intégrale curviligne prise le
long de la branche correspondante de la courbe construite au para-

graphe 2.
Si §=m,
U(u,n):—cz+<£+...+(——1)l'-li;+l,(u+l);
oU (u, 1r) , ub
T du =(= ')I|+u'

Donc, (%) pour § = = est égal a

i u”
(— I)P[) , +udu.




SUR LES PRODUITS CANONIQUES D’ORDRE INFINI. 13
Si 0 =o,

"? uP
U(u,0)=u—+ — i+ 7+L(|—u);

JU nr

Ju T u—

[
ur
my(w) - — du
, 1 —u

J " ul’
1<u<1+ — ny(u)= —du,
1 =1

Donc, st v <1,

pour

A étant la racine de U(u, 0) = o, elle-méme comprise entre 1 et
1+ - PouruZi+ -,0ona
P P

{ ur - due =M, (u),

YA -
tandis que
" s' ¢
M,(u):[ ul'i/—’——’-'rlu pour u<1+%-

Jo s,

Relations de grandeur des différents maxima et minima.

5. Réservons momentanément les cas = o et § ==. Je dis que,
pour une méme valeur de «, deux maxima ou minima quelconques
ne peuvent étre égaux en valeur absolue si u = o.

Nous allons montrer que, § et 0" étant deux fonctions de # distinctes

. s Y . & . . . .
et satisfaisant a I’équation '())—9 = 0, il est impossible que les coefficients

différentiels des fonctions w.(u) et w'(u) correspondantes soient
jamais égaux en valeur absolue pour u>o. Nous en conclurons
que celui qui est le plus grand en valeur absolue au départ le restera
toujours. D’ailleurs, le signe de chacun de ces coefficients différentiels
est invariable, puisque c’est celui de sinp ou de sinp8’ et que 6 et 0

M 4 ] . ™
restent chacun compris entre deux multiples consécutifs fixes de >

Donc les valeurs absolues des fonctions p (%) correspondantes reste-
ront dans le méme ordre relatif dc grandeur.
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Il s’agit de montrer I'impossibilité de

" . ,
s sin
_u.w/ ,l‘pﬂ,
sin sin %'

O et i’ correspondant & une méme valeur de «.
Nous sommes amenés & étudier les équations

_sing  sinpf%  singp +1)7
&~ T — 3 = = ’
sin % spd T osinip 4+ 1)y

\ous supposons que chacun des termes de ces fractions soit différent
de zéro, car nous excluons

w=o, u=c, 5 ou H=o, 5 ou Y =m.

Nous allons montrer plus simplement que par le calcul 'impossi-
hilité des relations ci-dessus, sauf pour § =0,

Etant douné, dans un plan ol a été choisi un sens positif pour les
rotations, un triangle ABC dont les cotés sontdes axes dirigés portant
des numéros d'ordre 1, 2, 3; st Pon désigne par ( 2, 3) 'angle définia
un multiple de 2% prés dont il faut faire tourner 'axe 2 pour 'amencr
en coincidence (position et sens) avec I'axe 3, par (3, 1) et (1, 2) les
angles de rotation (ui permettent d’amener respectivement en coin-
cidence 3 avec 1, 1 avec 2;si @, h, ¢ mesurent algébriquement les
segments BC, CA, AB, comptés sur les axes dirigés qui les portent, en
projetant ces dernicrs sur des axes perpendiculaires aux premiers, on
vérifie (que

a b ¢

sin(2,3)  sin(3.1) sinq1,2)

Cela étant, je me donne un axe 1; sur cet axe, un point C. Autour
de C, je fais tourner dans le sens positif I'axe 1 de 'angle — (p +1)0.
Sur I'axe 2 ainsi obtenu je porte un segment CA == b, b ¢tant un
nombrealgébrique arbitraire. Autourdu point A, je fais tourner 'axe 2
d'un angle égal i pb. L'intersection de cc nouvel axe 3 avec 1 me
donne un point B & distance finie. Car

(3, 1)=1(3,2) +(é,|)+2/11t:’;+2/m:.

Le triangle ABC est un vrai triangle, car ses angles différent de h=.



o
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Soient « = BC, / = CA, ¢ = AB ses cités, mesurés algchriquement
sur les axes qui les portent. On a

] a ¢

sin T ostupl T = sin(p + 1)

Je refais la méme construction en remplacant 0 par 0, et en partant
du méme axe 1, du méme point C et du nombre ¢b. Le triangle A’B'C.
obtenu est un vrai triangle, et, si ses cOtés mesurés algébriquement sont

« =B'C, b= CA’, ¢ =NB,

on a
/’/ _ ﬂ, . _ C’
o T o o I
. siny sm[)J‘ sin(p '-+-‘|);
Donc
eb _a ¢
O T T

Comme /' =cb,onaa=da', o= c.L’égalité « = a’ montre que B’
est en B, puisque les segments BC et B'C. portés par le méme axe ont
méme extrémité et méme mesure. Les deux trianglesayant leurs cotes
égaux en longueur, deux cotés homologues et deux couples de sommets
homologues coincidant, coincident ou sont symétriques par rapport
au coté commun. D’apres ¢ = ¢, I'axe 3’ coincide (en tenant compte
des sens) avec 3 ou avec son symétrique -par rapport a 1. Comme
(3, D) =0+2hz, (3, ) =0+2k%, ona 0 =0+42A%, ouh+0'=2/=.

On peut sans ignorer de fonction w.(«) supposer o <9 <=, Comme
dans leraisonnement actuel, nousexcluons les extrémités de I'intervalle,
il 'y a d’autre solution que 0 = 0"

Il est donc impossible que, pour une valeur quelconque de « = o,
deux fonctions w(u) ne correspondant ni & 0 =o ni & ) == aient
leurs éléments différentiels égaux en valeur absolue.

Si b = o, le coefticient différentiel de I'une des deux fonctions w. ()
’ wr
w—1

(r=m et y=M,) est qui conserve un signe constant entre o
. .
et 1 d'une part, entre t et I'infini d’autre part. Si 0 = =, le coefficient

o . u?
différentiel (— 1)”- —,

garde un signe constant.
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On trouve facilement que I'égalitc

ur “anph
. — "I‘____p_
u—1 sing

entraine
sinpdsin(p-+17=o.

ubr ur

est remplace par ——-

Mémement, si
. Uu—1
Pareillement

ut ur

T—w V=N

n’a d’autres solutions que u = o el u = =.
En résumé, les dérivées de deux fonctions w(u) quelconques ne
peuvent étre égales en valeur absolue pour une méme valeur de u.

6. Examinons leur ordre relatif de grandeur pour « infiniment petit ;
ona

P+ p2

X / u g
— +-2)7....
cos(p+ 1)y ; 2cos(p 2)

u

U(e, 6) == o

D’autre part, d'aprés le théorcue des fonctions implicites,

sin(p +1)0
sinpf

pour z = o et holomorphe en « autour de u = o. 8i

. : ler:
a une racine {(«) prenant la valeur 2=

I'équation u =
P+

f= ki +Au—+...,
P+
cos(p+1)o=(—1Fa+Nu'~+...),
hw
- —_ (1A 2 A
cos(p +2)d=(—1) co°1)+1 C A+,
4 41 +2 .
.u("):(—')"“(ﬂ-— LS S )
Pl pt2 P

La classification est évidente au voisinage de l'origine. Donc,
My()>—my(u)>...>--Miu)>—m;()>....
Pour M,(u), il est utile de remarquer que I'élément différentiel

. sin pf ur
revét deux formes w’ sinp 7 el

-, suivant que  est inférieur ou

U —



SUR LES PRODUITS CANONIQUES D'ORDRE INFINI. 17

ur
w—1
supérieur aux valeurs absoluesde ceux de tousles . () qui correspondent

est

supérieur a 1 + ;') On constate que le coefficient différentiel

alamémevaleurdeu > 1 + /_I?’ en faisant la comparaison pour « infini.

Dailleurs les deux valeurs du coefficient de M, (u) coincident pour

u =1+ - La place de M, («) dans la suite est donc justifiée pour
14

toutes les valeurs de u.
Examinons celle qu'il convient d'attribuer 2 — m,. Pour <1, on a

—m,>Ml(u).

Entre u =71 et u =1+ /—l), la fonction — m,(u) décroit de +=

. ] . . .
a — M,(I -+-;) Elle coincide donc successivement avec tous les

oo Lo 3
termes de la suite ci-dessus. En particulier, pour u =1 +7:’-, on a
m, (1) =m,(u). (0 <8,< 1, et nous verrons que S, tend vers une
limite pour p infini.)

7. Donc, pour u <1 +%, le minimum absolu de la fonction

est m,(u). Pour u>1+ %’, c'est m,(u). Pour tous les cas, le

maximum absolu, que nous désignerons (') désormais par M(u«)
coincide avec M,(u) qui revét deux formes différentes suivant que

I I
u<t+=-ouu>1+ -~
< > > >

1
Pour « < +;,

_ (" sinpf . __sin(p+1)9 T
M(lt)_L ur Yy du avec u_—W—, 0<6<P+I,

. 1 u? up Mo
[ ) M(u)=u+—-+...+-—+L(u—l)=j du,
P 2 P , 4—1

(') Dans les deux derniers Chapitres, oit il nous sera indispensable de mettre
en évidence l'exposant p auquel appartient le facteur primaire considere,
nous deésignerons la partie réelle de logE(x, p) par U,(u, §) et son maximum
par o(u,p) de préférence a M,(«), notation employée plus haut, et qui peut
préter a confusion.

Journ. de Math. (6 série), tome VI. — Fasc. I, 1g1o. 3
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. P
si A annule u + ... +£p—-+-L(u-— 1). Pour u=1 +/1) les deux

expressions de M () coincident et ont la méme dérivée.
Le minimum — m(u) de la fonction est [ m(u) est toujours positif|

ut ur “ up
pour u<i, Ut — 4. o+ — +L—u)=— du,
2 P , I—u

) u? u A yr
<u<i+ £ u-+-—+...+-—”+L(n—u):—/ —du,
P 2 P R

g

d, ~Y sinpd sinp—+ 19 T 27
l+;<ll, A}o uf sinﬁdu’ l.—-—mo——" ;<9<P+l’

g, étant déterminée par la condition que les deux expressions du
minimum soient égales. Mais leurs dérivées sont différentes, car elles
sont de signes contraires, m,(u) est toujours décroissant, m, (&) croit

pour u > 1.

Expressions approchées du maximum.

8. En vue des applications, il nous est indispensable d’obtenir,
pour M(u) et m(u), des limites supérieures douées d’expressions
simples et restant si possible dans un rapport fini avec les fonctions
qu’elles limitent.

M. Lindelsf a montré que, © étant un nombre quelconque compris
entre p et p + 1 ou égal a ['un de ces nombres, il existe un nombre A

tel que
M(u)<Aur.

Désignons plus spécialement par A, la limite inférieure de toutes les
valeurs possibles de A pour une valeur déterminée de . On a

M(u) ;Afury

I'égalité ayant lieu au moins pour une valeur de «. La notation A, est
ambigug, car elle peut convenir également a deux nombres, 1'un relatif
4 E(z, p), Pautre & E(x, p — 1). Ce dernier sera désigné par A, la
notation A, étantréservée au premier. Nousallons étudier le nombre A..
Nous constaterons qu’on a toujours A, < 1, en sorte que M(u) < v,
quel que soit p supérieur a 1.
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Nous verrons que A, lend, quand p devient infint, vers une limite
positive inférieure a 1, et nous ¢tudierons dans quelle zone le rapport
M(uw)
p croissant indéfiniment. En dchors de cette zone, nous devrons
chercher une nouvelle limite supérieure G(«) de M(u), de telle sorte
que ".(V;l_((l&l_;’ ou G et M dépendent de u et de p, reste compris entre des
constantes numeriques fixes, quels que soient u et p.

reste fini, non seulement par la variation de u, mais méme

9. A.est la limite inférieure des nombres A tels que

o(u)=Au*—M(u)Zo.

Pour
<! _ " sinpf
o<u=l+p, M(u)_l ub — = df
avec
=0 r0f T,
sinpf p+1
Pour

5 f u? ur
U1+ = M(¢)=u+ —+...4+ — +L(u—1).
P 2 p

Déterminons d’abord la limite inférieure de A tel que 9(u)Zo

< I
pour uz1 +;)-
Pour # infiniment petit, si t<p-+ 1 ou, avec ==p+1, si
1
A
> p+1
minons le sens de sa variation. On a

» le premier membre est d’abord positif et croissant. Exa-

sinp9
sinf

@' (u) =tAu"™'—u?

Le signe de ¢'(u) est celui de

sin p 6
7A1~—" u""“""-—-.—ﬂ— = O](R ).
s1n !

inpf ., ST Y
Or, %’% décroit (p >1) quand 6 croit, c’est-a-dire croit avec «. En

effet, la dérivée de cette fonction de 9 est

sinpf p 1
sinf \tangph tang%)'
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n .
FETE Quant au se-

cond, il est négatif. Nous avons déja séparé ses racines. Il n’en pos-

Le premier facteur est positif, puisque o < 6 <

séde pas dans lintervalle 0 2 =.
o,(u) décroit donc toujours. Donc ¢, et par suite ¢’ () s’annulent
une fois au plus, quand « varie de 0 & 1 + =. Donc, <(u), d’abord

croissant, ou bien croit constamment dans l'intervalle, ou hien posséde
uniquement un maximum. Comme ¢(%) commence par étre positif,

pour qu'il le soit constamment dans l'intervalle o & 1 + ;')- il faut et 1l
suffit qu'il le soit pour ¥ =1+ [l’ La condition qui résout 3(u)Zo
pour u < 1 + [1) est donc

0 A(1+5) 24000,

en posant

d( )-—u—i-“?—k +“p+L(u 1 our =1+ -
p)= s Tt ) p - P

. . ’ A l
Il est favile de voir que A. décroit constamment avec -, pour une

valeur donnée de p. En effet, si B,= (—%:—)—t (B, correspond 4 A,),
M P
si C; est le maximum de IE:‘) pour u > 1+ —1 A, est le plus grand

des nombres B; et C;. Or, ces deux nombres décroissent manifeste-
ment si = va en croissant de p a p + 1. Les conclusions précédentes
restent valables pour p =1.

10. Nous avons maintenant a résoudre I'inégalité

9(u) =Auw* —M(u)Zo

s l . 1] e pl
pour u 21 + 5 Cette différence, si nous donnons a A la valeur
!
—_ ) ‘o hor ; ‘ .
B, = —~—, est d’abord nulle. Le signe de ¢(u), quand u dépasse

(1-+—[—),)

la valeur 1 + <, est donc celuide ¢/(u). Je dis que I'hypothése A = B,
/) 4 v
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entraine p'(l + ;;—) < o si p22, en sorte que B, est une valeur trop

faible pour A.
La relation & montrer est

ub

o0>0o (u)=tAur-t—

—1
pour

Aur=Bu*={(p), u=l+%, pEtip 1.

Il faut done montrer
Y(p) _ _wk

u u-—\

o> (p+1)

ou, d’aprés les valeurs de {(p) et de «,
ut ur 1
(2) ¢l+;+...—+—7,—+L(u—1)<uP pour u:l-*—/—’-

C’est a la démonstration de I'inégalité (2) que se réduiront toutes
les difficultés soulevées par la détermination de A.. Calculons {(p).
Dans le polynome

u? u?
- cee _—= ),
U e R S(uw)
posonsu =1 +¢ Ona

Sy =f) +tfl(1)y+...+ 2> S

p!

S =(p—=n)(p—2)..(p—lh+1)
+(p—2)..(p—h)y+...+(h—n.. 2.1,

S ()
(h—n0)!

— Ch- n- f-
=Cpl+ Gy +...+ G314,

C,, ¢tant le nombre des combinaisons de m objets n a n.

Or, soient p objets A, B, ..., L a combiner A4 & 4. Le nombre des
combinaisons qui contiennent A est égal au nombre des combinaisons
des objets B, C, ..., A — 14 h — 1, soit C%_ . Le nombre des combi-
naisons qui, ne contenant pas A, contiennent B est celui des combi-
naisons de C, ..., L, A — 1 & b — 1, soit C} "}, et ainsi de suite. La

-9
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somme du second membre est donc C:‘,. Donc

Sy _ G
7

71 avec

C,,__/)(p—l)... p—h+1)
P hl ’
f 1 ch
—_— — — P
f(u)_|+2 1—...+p+2 A e,

h=1

h=p

o . . .
Posons ¢ = =. Pour avoir (p), il nous suffira de fairea =1,
p

1 1 2
o (203
f<:+%>:|+-l§+...+é+?+-—2—£%—+ P L4 ol

e P e

! h teeet

—+

Ajoutons Log (« — 1). 1l vient

U(I-}-E)O)=l+-—l-4-...+~'--—~L/)+La+0(
P 2 P

+'§(n—;)-~(r——,,:—)“_,,.

h! h

h=2

Or, le nombre 1 + ; + ... +[1) — Lp est constamment (pZ2) plus

petit que 1 et d’ailleurs supérieur a C, constante d’Euler, vers laquelle
iljtend pour p infini.
Dansl'inégalité (2) (i‘a démontrer pour & =1+ - seulement> nous
& P

. . . 1% . I
avonsdonc l'expression du premier membre, qui est égala U ( L+ 20 )-
o
Le second membre de (2) pour u =1+ 7 est

(1= 3) (=45

'I+a+z 7 ar.

h=2

Il est manifeste, en comparant les deux expressions, que U(u,0) < u*

o = Ca . < .
pourju = 1+ > 8 a<1. Car, si a1, ona LaSo, et quel que soit p

1 1
I+E§++;—L[J<l
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L'inégalité (2) est donc démontrée pour uS1+ -, par suite
B. < A:. Si p=1, l'inégalité (2) est remplacée par I'égalité pour

u=x+i-
P

L1. Ouvrons une bréve parenthése au sujet de la valeur de
U(r +§, o)~ Quand p devient infiniment grand, I'expression de U

tend en croissant toujours vers la limite suivante :

2 h %
C+La+5+lﬁ-+...+—l—ﬁ-+...::C+La-+— ¢ L da.
I 2 2 2.3...h A . P

Ceci est égal au logarithme intégral de a. On a donc

. . ut u?
Lza:lnm[u—i—- — +...+—+L(u—1)]
p=w 2 Y
o N .
pour =1+ = de méme que e* = limu’.
p=wn

Si I'on considére la racine réelle «, comprise entre o et 1 de I'équa-

tion Lix = o, laracine de U(«, o), réelle et comprise entre ret 1 + ’;,

. . ao
est supérieure 4 1 + i

12. Revenons au choix de A.. Nous devons le supposer supérieur
a B,, et le déterminer par la condition que le minimum de

p(u) =A;u"— M(u)
soit nul, u étant supposé supérieur a 1 -+ %
Examinons la dérivée de

Au"—M(u)=¢(u).

¢'(u) a le signe de
A up+1-%
TA — e 91 (u).
. pH-T . . ,
Je dis que ‘;_ — décroit toujours. Pour s’en convaincre, il suffit de

le vérifier pour = le plus petit possible, c'est-a-dire pour T = p, auquel
cas le fait est évident. Donc, si au départ cette expression est infé-
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rieure 4 A, la dérivée o’(u) ne s’annule pas et reste toujours positive.
La toncuon croit donc tomours, et, comme la valeur de A est supé-

rieure a = “p pour =1+ ;, la fonction % (u) est toujours positive.

A est alors supérieur & A,. Done, A; qui esl supérieur a Io- "'(p est

inférieur a
up+r1—T

(e —1)

our & = L, cest-a-dire a L\pei=t
pour # =1+ -, c’est-a-dire 4% (1 + - .
4 T p

13. Nous allons méme montrer que A, <1, quel que soit p > 2, et
pour cela que * > M(u).

1l faut d’abord vérifier que 1> B,. Or, I'inégalité 1> - q’( ‘ pour
Uu=1-+ -,; est précisément l'inégalité (2) démontrée. Donc, B: <1,
siT>1.

Il nous suffit donc de montrer que, pour > 1+ %, u?—M(u) = ¢(u)
est positif, c'est-a-dire la validité de I'inégalité (2) pour toutes les

e \ i v . .
valeurs de u supérieures 4 1 + 5 Or, le minimum de 9(#)ahcu pour

I >,
“=>= (nous supposons pZ2).

Je dis que

u? wl=! uv ]
u">u+-——+...+——+—+L(u-l) pour =1+ —

2 /)-—-] I p——l
En effet,

r —_
ub — bl =ur r—_1 = ub-1i,

,)
Nous sommes conduits & déemontrer

. ? ur—t 1
wr- >u+—+ +;———+L(u—1) pour u:l-}-/-;-:.

Or, c'est I'inégalité (2) ou p est diminué d’une unité.
Donc A; <1, si = > 2. D'ailleurs, A, =1.

14. La-valeur exacte de A, est fournie en écrivant que le minimum
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de () est nul. La valeur de u correspondante est telle que

up+l -7

TAr=

u—1
L’équation donnant « est

1 urt! u? u?
(3) 0=— - —— 4+ l+—+...+~— +L(u—1).
TUuU—1 2 P

u vérifiant I'équation (3), A; est donné par

upb+t

(4) Arut=

1

T u—1
La dérivée du second membre de (3) est toujours posilive ct ce

second membre est positif infiniment grand avec . 1l est négatif pour

u=1+ ll' Il s’annule donc une fois et une seule pour z> 1+ 11) Si

'on pose u=1+ :—;, « gardant unc valeur fixe, le second membre de
I'équation (3) tend vers celui de P'équation

3

N3

. ¢ e*
(3) 0:——;+C+La—l—/
v

—1
de,
@

et cela uniformément dans tout domaine positif fini de . Cette der-
niére expression, quand o va de zéro a + », variede — % a -+, et
est toujours croissante commec on le voit en la mettant sous la forme

-
1 et—i1—o
C+La—;—l+f —— da.
0

“!

Elle s’annule une fois, en changeant de signe. La convergence
uniforme du second membre de (3) vers celui de (5) montre que
I’équation (3) a une racine 1+ Be, elle que 8, tend vers la racine o’

P

de (5). Comme I'équation (3) n’a qu’une racine, cette racine unique
se trouve obtenue.

. . 1
La valeur A tend pour ~ infini vers o
On constate facilement que ’>1. Ona

a'=1,34....

-

Journ. de Math. (6° scric), tome VI. — Fase I, 1g10,
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15. En résume, le rapport avec A =1, ct méme, a partic

Auwr
M)
d’une valeur assez grande de p, avec A = a:, + &, ¢ étant positif et
fixe, est supérieur & 1, quels quc soient u et p. Mais ce rapport croit
indéfiniment quand « est infiniment petit si ©<p + 1, et quand u
est infiniment grand si © > p.

Si = p-+1, le rapport reste fini ('), p étant fixe, pour u <k,
k étant un nombre positif fixe arbitraire. Sit = p, ce rapport est fini
pour u > k. Donc, pour une valeur de p déterminée, les deux expres-
sions uP*' pour u <<k et «” pour u >k limitent supirieurement et
avec des approximations finies M («).

Seulement ces approximations qui approchent 5 bour la pre-

miére forme, - p pour la seconde, ne sont plus finies qucl que soil p.

Nous allons, pour les valeurs trés grandes et pour les valeurs trés
petites de u, substituer & M(u) deux limites supérieures dont les

rapports & M () soient inférieurs & une constante numérique.
Mais auparavant cherchons dans quel domaine le rapport 3 (")
reste inféricur & un nombre fixe, quand p croit indéfiniment.

16. Tout d’abord, nous remarquons que, si a est un nombre fize

positif ou négalif, le maximum de |VE(x, p)| pour | x| =1+ >

)
[nombre dont le logarithme est M(x + [—)>‘ tend vers une limite

quand p croit indéfiniment.
On trouve aisément que si « S1, dans I'égalité
a _sinp+14

T
— z 7
u= I+p smp@ avec o<J<l)+I

’

p " tend vers §§, donné par Bcoll = a avec 0SB <.
I
Cette derniére équation donne 3 = o pour x =1, 3 == = pourz = o,
2

B == poura = — =,

(') Nous dirons, selon P'usage, qu'un nombre variable est borné, si sa valeur
absolue est inférieure a un nombre fixe caleculable. Nous dirons qu’un nombre
positif variable est fini, si lui et son inverse sont bornés.
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On constate que pour — kZali, k étant un nombre positif arbi-

6 n
trairement grand, «” > P il =— converge uniformément vers ¢* pﬁ- Onen

déduit que .
" - /-
M () :f ub S'{] p,j du
o s’

* sinB
I'L(a):f e* du.
e P
kn effet, quel que soit ¢ positif donné, je peux choisir A tel que

-\
f P dx < s,
—

J'aurai alors, d'apres o < ﬂ;—ﬁ <insioLp<Lr,

—A .
f e% smﬁda<s.
. [

smp/

a\" :
s /)sm‘J <1 st o ph<z, e < I—)\) < ¢*, quel que soil

«> — p, d’aprés 1 + « < e* quel que soit .
On aura done, sip > A,

,) .
f u? M—e du <ce.
A sinf

Pour montrer qu’a partir’d’une certaine valeur de p

tend vers

lmL(a)——M(t+%>‘ < 2g,

a .
il suffit de montrer quef e“flg—ﬁda. est la limite pour p infini de
—A
-3
14+=

2

!

pSin g

f u? su{’,} du, ce qui résulte dela /nvergence uniforme de w?
A

1—=

) ‘“n-r

vers e“s—i%é dans le domaine — A H 2 <1.

sinpf
psinf

En particulier pour z =1, a est mul quel que soit p et par suile

0 .
M(1) tend vers une limite (’“s—"ﬁda, uand p croit indéfiniment.
q P

. B
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Le module maximum de K(x, p) sur le cercle || =1 tend vers une
limite pour p infini. Nous désignerons parfois cette limite par M_(1).
Pour x> 1, nous avons vu que le module macimum de V.(x, p)

4 . . . . . .
sur le cercle ]1] =1+ = lend vers ¢** pour p infini. Lia cst la limite

de M(u).

17. D’autre part «* tend, quel que soit = compris entre p et p + 1,
vers ¢*. Si donc « reste compris entre des limites numériques, si ¢loi-

R . «u® . .
gnées soient-elles I'une de I'autre, le rapport g— reste lui-méme com-
(«)

pris entre deslimites numériques. Mais I'unc de ces limites numériques
devient de plus en plus grande quand I'une au moins des limites de «
s'éloigne indéfiniment.

. . . sin . .
En effet, d’aprés la décroissance de _ﬁ_ﬁ quand o varie de 1 & — o,
sin

M () < -—ﬁ—f“ * do = ¢ sigﬁ.

Done, pour une valeur fixe de «,

. u® B
. M(u) > sin@.
w

Puisque {3 tend vers = (uand « tend vers — x, le rapport ——- ne
M(u)

sera inféricur a un nombre donné, quel que soit p, que si 2 est supéricur

& un nombre calculable au moyen du premier.

)%

—5———— ost infiniment grand
X
er—1

- da

De méme pour o> 1, le rapport

x
avec a.

Donc, la limite «* ne restera inférieure & CM(«), C étant fixe,
qu’entre deux limites 1 — lé el + g-, ou k et A désignentdeux nombres
positifs fixes, calculables au moyen de C.

Nous allons donner deux nouvelles expressions approchées de M (u)

qui conviendront pour les domaines complétant inféricurement ct supé-
rieurement le domaine précédent.
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Nouvelles expressions approchées du module maximum.

18. Considérons la fonction, définie pour © <1,

up+l

G (u )_p-i—l 1—u

Son développement en série suivant les puissances croissantes de u
montre que G (u) — M(«) > o pour u > o.
G(u)

Je dis que =—— M () croit de 1 & +w» quand u varie de o @ 1. Montrons
G(u)

M(«) A
Dérivons le premier membre () de AG(z) —M(u)=o,

d’abord que I'équation —— n’a qu'ure racine si A < 1.

A Au _sinp’/
u+(p+1)(l—u)’ stn 9

wr(u)=

Le signe de {'(«) est cclui de
Au

k[ﬁ(lt):.A-i-m

— Gy

en posanl

sinp?¥
= (1— u) npe
2
— cos P:- i
Je dis que x, décroit constamment. En effet «,=
COS —
2
—_— nd « croit de 03 scroit de la premiére
etl)+l< <2p+ - Qua croit de oa 1, décroit delap

2p+

de ces limites 4 la seconde; — cos 0, qui est toujours positif,

A 6 . .
décroit; cos 5 croit. Donc a,, qui est toulours positif, décroit. ¢, (u) est
donc croissant et par suite s’annule unc fois au plus. Il y a d'ailleurs
bien une racine d’aprés ¢}, (o) = A —1 <o, $,(1) =+ .
!
Soit 1+ % cette racine. Le premier membre de

A u sinph

A+ -
p+1i—u sin¥

(r—u)y=o

tendsiu=1+ %, uniformément pour — k < a <—/h ( ket h positifs,
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fixes et arbitraires), vers celui de
A
(r) A-{—_-—“-—i-cos@:o.

Cette équation, pour A <1, admet, d’aprés la croissance de son

premier membre pour @ < o, une racine «, et une scule; (, tend
vers a,.

Remontons al'équation ¢ (#) =AG(v) — M(u) = o.Comme {(«)
est infiniment petit et négatif pour « infiniment petit, infiniment grand
positif pour # =1, comme ¢’ ne s’annule qu’une fois dans l'inter-

valle o a 1, ¢(u) s’annule une fois et une seule. Soit 1+ 3—' sa

racine. On a
Br<Bp<o.

11 serait ais¢ de voir que 8, tend vers une limite pour p infini. On a
AG(u)—M(u)<o pour u<,+£13)_l"

AG(u)—M(u)>o0 pour u>|+§_’_‘.

P
Donc, le rapport (( ; est croissant.

19. On pourrait conclure de ceci qu'il est possible, quelque petit
que soit le nombre fixe ¢, de calculer K, tel que, & partir d’une certaine
valeur de p, on ait

G(u)

. K
M(u)< + & s1 u<|—;-

Nous allons trouver la relation précise d’ordres de grandeur de ¢
et de K.

Quand u tend vers 1, le rapport croit indéfiniment. Nous allons
montrer que st ¥ =1+ %, sta< — k,, k, étant positif, si petit que
soit k,, ce rapport est borné, et, si k, est pris suffisamment grand,

.. , G . .
la limite supérieure du rapport 5 tend pour p infini vers un nombre

surpassant Uunité d’aussi peu qu’on le voudra.
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Nous avons vu que % est croissapt. La valeur de ce rapport est donc

e s ky .
pour toutes les valeurs de u inféricures 4 1 — - compris entre 1 et sa

valeur finale. Cherchons la limite de “E )) sl =1+ %, pour p infini,
o étant fixe. Cette limite est

c* 1 _ (=) ,

— /.zea Sig‘sdﬁ I ()

en posant
e* .
G(2)== — = limG(w).

Intégrons par parties

[a b.ns Aﬁﬁ f«exsigﬁ(m‘g_%ﬁg %,
d’apres
— s b i@_ __ == .
deotp=a, (COIH 3>da_72—¢+{3’
Donc

. . . .
(’“smﬁ(l —+ 1= )dx:(f“s——l;'s :(‘10053.

J. .o 03 ar— a4+ 32, x
Or, o ¢tant négatif, on a d’abord (')
r—a 1 _
d—a+ B 3T T “"a
—_— e
T— o

(') Dans tout le cours de ce Mémoire, la signification de la notation §sera tra-
duite, sauf expresse indication contraire, par les mots un certain nombre
compris entre o et 1. En conséquence, 9 dans une méme expression pourra
représenter deux nombres différents, mais compris dans ces limites. Le calcul
des nombres 7 sera régi par des égalités telles que

6+ 5=n124, b H=10;
a el b étant positifs,
fa+650="06(a+b).

Nous utiliserons de la méme facon la notation 3, dont la signification sera un
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expression ¢uc nous utiliserons pour les grandes valeurs de «, et

1—a 1 I 1—0’

— T,
a’-—a+ﬁ’_l_a+ B ﬁ—l T—1 car B>z
T—a

Ceci nous servira pour les petites valeurs de «.
Donc

-3 .
sinf3 — cos 4\t —cosfd T—1
e* ——‘—-(/az:(f“——ﬁ 1+ — :—.L'°‘———g —
W B — —a —a T—1"

(Evidemment, les nombres 0 et 0’ n’ont pas les mémes valeurs dans
les deux couples d’¢galités. Mais leurs bornes subsistent.) Finalement

G(a) 1 <' ] )_ T

M (x) —cosfB T~ “cosp m—1

— o
Ceci nous montre les deux faits énoncés :

1° k, étant un nombre positif fixe, si petit soit-il, puisque ME ; esl

aw (=)
croissant pour toutes les valeurs de «, M () < ( 7 ) si
'
[~ -
P

ky
UW—=14+ - <|———
r P

certain nombre compris entre —1 et -+ 1. Le calcul des nombres o est végi par
des égalités telles que
d+d=120, dxd=a.
On a
h—b6=29;
a et b étant positifs,

ea_eb—“—"+3“+”
2 2
ou, a fortiori, =d(a + b),

da+db=2d(ax b), ceed

ces conventions n’entrainent pas pl confusion que la présence des lettres
indiquant la dérivation. Cependan®ffiquand I'intérét de la clarté I'exigera, nous
donnerons des indices ou accents aux nombres 6 ou 9, si plusieurs d’entre eux
se trouvent dans un méme calcul.
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. .o o G
Comme le second rapport tend vers une limite pour p infini, M(a)

est inférieur & un nombre fixe. La scconde expression de ‘\'l(( )) montre

1 . .
ue ce nombre est de 'ordre de -, si k, est pris de plus en plus
q z ' Y P
voisin de zéro.

/
le )
2° ¢ étant donné 4 l'avance, sn <e, la valeur limite de ———~-—~
M (l —-)
P
T . . < n?
est inférieure & 1+ ¢ en partie principale, car — cos3 >1 — aF e

Donc, il existe un nombre P > k, tel que, pour p > P,

(4
— <128
M(l—-fl—)

P

k
et par suite auSSI I sestul 1 — L.

. 1
20. Lafonction (-;H_—'l‘)'(l—-—-—) coupe la fonction &* pouru =1+ 22,

a, tendant vers —1.
On a, pour a = — 1,
§(=)

:)IL(a)<4’

car le premier membre est inférieur a

1 T § I
—cosP t—1 2 ——cos_ﬁ.
Or, .
1 3 1
jcopl=F <<t

1
Donc, — cosf3 > va
- ,  pas 33
LLa limite cherchée est inférieure & —219 < 4.
21. Pour u> 1, nous preandrons

ul+t

pCa—1)’

Javen. de Math. (6¢ sérvie), tome VI — Fasc. 1, 1igro. 5

G(u)=
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Posons y(u)= AG(u) — M(u); supposons d’abord A >1. Si
u< +£, G(u) > ur+'. Done y(u) >o0. Si u>1+ %’ y.(u) passe
par un minimum pour u =1+ & ;-7 Pour cette valeur de u,
r(w) =(A—1)ur'—M(u).

Pour AZ2 (ou méme AZ1+ A ), nous savons que cetle expres-
sion st toujours positive. Elle ’est donc en particulier pour

1
U= A o

A—1p

. s G(u) s . ) » 1 .
Soit B le minimum de Mz Minimum qui est supérieur & -. Si

1< A < B,y (u) qui est positif pour u =1+ 1—; et pour  infini, et qui
posséde un seul minimum, d’ailleurs négatif, s’annule deux fois. On

. . . 6,, 6/ N A N
voit facilement que ses racines 1+ ik -pﬁ avee 9, < 17— <9,
sont telles que ¢, et &, tendent vers des limites pour p infini, A restant
fixe.

Si A<1, /() est constamment négatif pour & > 1+ -

Or, y (%) =—x, X( I+ ;’) est positif si A est supérieur au nombre

que nous avons appelé¢ B, au paragraphe 9. On a d'ailleurs, si

u<1+[1), y(u)>o, d'aprés G(u)>u”'. Donc y(u) s’annule

' }
une fois et une seule, pour u > 1+ >

8i A<B,,,, 1(u) est négatif pour u>1+[—;- Mais on dé-

montre comme dans le cas de u <1, et en utilisant la méme forme

M(u) :[nul’ S:i"n”: du, que y'(x) est négatif ct que y(z) n'a qu'une

. 1 . 1
racine pour u < 1 + P Donc, Y(u) ne prend qu’une fois la valeur 2 1.

~ » ’ G ' A . S . v e
En résumé, I\Tiiut‘: décroit de + x pour « — 1 infiniment petit positif,

. . .. Y . .1

A un certain minimum supérieur & =, pour u = 1 + 2, v, tendant vers
2 P

une limite pour p infini, puis croit jusqu’a 1, quand « varie de 1 + Zpi’

a+x.
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22. On montre comme pour z < 1, et méme plus commodément &
cause de la forme simple de M(u), que g peut étre supposé compris

entre1—cet1,sip>P, u>1+ }-’j—l,, P’ et k' étant deux nombres

. . ’ . 1

fixes en méme temps que ¢ et croissant indéfiniment avec .’ auquel &’
est comparable. Ceci étant admis, on peut méme remarquer que pour
chacune des valeurs 1, 2, ..., P'—1, de p, ¥ tend vers 1, quand «

ay s Yo .G o
croit indéfiniment. Donc les fonctions 3; correspondant & ces valeurs

de p seront chacune supérieures & 1—e¢, si # > C, pour la premiére,
u> C, pour la seconde, ..., u>C,_, pour la dernitre. Soit k" le
plus grand des nombres C, — 1, 2(C,—1), ..., (P'— 1) (Gp_, — 1), A".

. k
Quel que soit p, pour u>1 + — on aura

23. En résumé, nous adoptons pour limiter M(u) les fonctions
ur+t up+!

————— L, 3l 7, ; v >
TED IS ur, oDk la médiane dans un intervalle allant dr

k h .. .o
1—gar+o (k et b posttifs fixes arbitraires) et les deux autres

Fig. o,

G
M)

L

ubh
pehi-y

-

N U

pour u <1 - lii el pour u>1 +§ respectivement. Dans ces condi-

tions, le rapport de la fonction limitatrice G(u) a M (u) est com-
pris entre des constantes numériques déterminées avec k et h, indé-

pendamment de u et de p. Enfin, st u =1 + g, quand x croit indé-
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Siniment avec p, par valeur soit positives, soit négaltives, e rapport
G(u '

) yond vers 1.

M(u)

. . . G(u
Nous donnons ci-dessus la courbe représentative du rapport (),

M(«)
[lle montre que, sil’on choisit G = «* dans 'intervalle des valeurs de w
quc,

0 . A G . 1 ’
ol «* rencontre les fonctions extrémes, 5 reste compris entre s et 4.

D’ailleurs habituellement nous prendrons (i () = «* dans un champ
beaucoup plus étendu, tel que 'approximation fournie par les fonctions
extrémes soit inférieure 4 ¢, nombre positif, petit et fixe.

Dans les applications qui suivront, nous chercherons a ¢valuer des
limites supéricures des logarithmes des produits de facteurs primaires,
a une constanle finic prés. Nous pourrons substituer a ces logarithmes
la fonction G de ci-dessus. Mais, comme les factcurs pour lesquels le
G o)
M(«)
négligeables relativement aux autres, nous obliendrons la limite supé-
rieure cherchée du logarithme avee une approximation infiniment
petite. Dans I'intervalle médian, la forme u® elle-méme nous sera
inutile. Nous retiendrons seulement le fait que M(u) est borné
si p(& — 1) est inférieur & un nombre fixe.

rapport s'écarte de 1 d’une quantité finie se trouveront &tre

24. Sens de variation de M,(u) relaticement a p. — Remarquons
cnfin, chose trés importante pour la suile, que les ewpressions qui
remplacent M (u) croissent avee p si u>1 el décroissent si 1 < 1.

C’est yrai de la médianc si u est fixe, quel que soit le champ ot on

.. ., . 3 ’ . I
la choisit pour G(u). Pareillement, la premiére décroit avec -, quel
14
1
que soit & < 1. La derniére croit si u > er.

kn choisissant
up+t k

pour i <1 — -y

(’(“):(,).;_.)(._—u) I

k étant arbitraire et fixe, .

Ge)y=u si |»——£<a<l+Zf avec h>a2,
r P

. n+l . h
(I(ll):m‘ si u>|+l—),
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G () pour une valeur donnée de « decroit s1 u <1, croit pour &> 1,

’

quand p croit mdeﬁmmenl(car 1+ = > c” sipZi )

25. On peut se rendre compte qu'il en est sensiblement de méme
pour M(u) lui-méme. L'excés pour un méme couple u, 6 de la

valeur de U(u 0) pourp + 1 sur sa valeur pour p est ﬂi—cos(p+ 1)6.

————, I'excés est négatif. Si ———— > 0> o, l'excés

p+' -+ 1) (/H-')

est posmf

Or, pour § = la valeur de u correspondant a l'exposant p

T
2(p+1)
I . 1 h
est u, = ———— et celle qui correspond a l'exposant p +1 est
COS ————
2(p+1)
T o . .
Up = COS Ty Soient M, et M, , les maxima respectifs correspon-
dant aux deux exposants.
Siu<u,,ona

. Mp> Mp+|§
st u, < u,
. Mp< !\l[H-I'
Si 'on pose
h k
u,:l—i——-ﬁ’ u,:l-——b»z-,

/i etk sont bornés supérieurement et inférieurement quel que soitp > 1.
Si p croit indéfiniment, & et k tendent vers une limite (*).

(') Je laisse au lecteur le soin de montrer que p(1 — u,) est décroissant

.. 1 .

si p_1. Donc sa plus grande valeur est l—cosaE <z Done, s1 u<<1 —-l—,
2 2

M, (u)>M,. («) quel que soit p21. On a méme, quel que soit p21,

2
(/.’+1)’(l—u,)<%-, piluy—1 <.
Enfin, quel que soit p, la différence M, () — M, (u), si
. >u>1+ -l—,,
r P

. c . . ' h
est, a un facteur fini prés, «”(« — 1) et est inférieure, en valeur absolue, 3 —
Pt

(hbormé)sirt<nu<i +/%.
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26. Pour unc valeur de p donnée, si u <1 — If” M,., <M,. Donc,

. k , T , ,
st p> \/'Tu’ u étant un nombre fixe inférieur a 1, M, décroit

quand p croit. Si p < ,Tk';’ alors 1 — ;f—, <u<L1, et M,(u), quel
que soit p, varie dans un champ borné. Si méme on suppose p > p,, la
valeur de M, difféere de moins de ¢ de M_(1). Donc, quel que soit u
inférieur & 1, si 'on fait croitre p & partir d’'un nombre fixe p,, on est
certain qu’a partir d’une certaine valeur de p, M,,(«) décroit. Pour les

valeurs de p précédentes et supérieures & p,, M, («) est sensiblement
Y ) ] . 3 . A I
constant & ¢ prés, ¢ étant arbitrairement petit en meme temps quelj-- :

De méme, si u> 1, M,(«) croit avee p, certainement a partir d’une
certaine valeur de p, les valeurs précédant celles-la et supérieures & p,
laissant, a ¢ prés, M, () constant et égal a M_ (7).

Expressions approchées du module minimum d’un facteur primaire.

27. D’aprés la classification faite des maxima et minima du facteur
primaire sur le cercle |z| = «, on a constamment

M(w)>— my(u).
G ()

])onc :jzazzs

' . ) . LI
est supérieur a 1 siu<1eta.siu>1.

v

La fonction m,(u) pour u =1+ ; tend vers

Iatf“%da

BeotB=2a, n<PB<ar.

avec

3w
Aux valeurs — %, 0, + 2 de « correspondent les valeurs 2, —imde 8.

On démontre, comme avec M(u), que, si « est fixe, le rapport
G(u)
— my(u)
numeériques données, le rapport est compris entre des constantes
numériques calculables au moyen des premiéres. Si « tend vers + x

ou vers — x, cette limite tend vers 1.

tend vers une limite. Si « est compris entre des constantes
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Seulement, + m,(u) n'est le logarithme du module minimum du

.« ap
facteur primaire que pour z>1+ >’ ol o<l a,<1, «, tendant

d’ailleurs vers une limite.
up-H .
TE =) > —m,(u), comme

le montrent les développements en série des deux membres. Nous

Supposons # < 1; on a toujours

o e e " AL o e . @ ’ .
avons ici intérét 4 distinguer les points d’un cercle u =1 + 5? voisins
de 1, de ceux qui en sont éloignés. Un calcul facile montre que, sur

le cercle|« — 1] = Z, le minimum se produit quand I'argument de & — 1

est ©. La valeur de U(l +§> o) tendant dans tous les cas vers

-3
e*—1 ) \
C+L|a|+f -~ da, c'est la, aprés changement de a en —a
[
I'expression limite du minimum sur le cercle concentrique au point ¥

et de rayon % Voici donc le résultat definitif :

Sil’on retranche du plan des x un cercle de centre 1 et de rayon ;—;,

G(n)
m(u)
h variant quels que soient u et p entre deux nombres positifs calcu-
lables au moyen de k, et b tendant vers 1 st & = p(1 — u) croit
indéfiniment en valeur absolue [en réalité, — m(u) désigne le loga-
rithme du minimum de |E(x, p)| sur 'arc non exclu du cercle || = u].

St x est intérieur au cercle précédent, on a

U(u,8)=~'+L|a|,

k étant positifet fixe,on a partout, en dehors de ce cercle, =h,

I’ étant borné avec k.
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CHAPITRE 1L

LES PRODUITS CANONIQUES D’ORDRE INFINI.
PREMIER TYPE DE CROISSANCE. REGULARITE MOYENNE.

28. Etant donnée une suite de nombres a,, a,, ..., «,, ..., rangés par

’ . . . ]
ordre de modules non décroissants, avec a,= o, si la série G
n

. y e H . . .

converge, tandis que la série ARG diverge, et si p est entier ou nul, on
n

appelle produit canonique, ayant pour zéros les nombres de la suite

précédente, I'expression

Le genre du produit canonique est égal a4 p. Rappelons que son

ordre est le nombre o lel que —— diverge et ——; converge, moyen-
P { 8 ge, moy

lan | NG
nant p' < p < 2"
Une fonction quelconque admettant pour zéros les nombres de la
suite a,, et'origine & I'ordre m, sera de la forme

H(z)=3smeSe F(3),

G () étant une fonction entiére.
Si G(z) est un polynome de degré p au plus, la croissance de H(z)
est identique & celle de F(z) (une exception peut se produire, dans

\ P 1 . .
le cas ou la série [ cst convergente, quelque petit que sons),

et II(z) croit moins vite que ¢*F1""', quelque petit que soit ¢.
SiG(z)estunpolynomededegrép + A, h21,la croissance de H(3)
est comparable & celle de e*"*"™*, Elle est plus rapide si G(s) n'est pas
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un polynome, en sorte qu'il n’y a pasde fonction H(z) ayant un ordre
de croissance moindre (') que celui de F(z).

. g e 1 . .
29. Supposons maintenant que la série G diverge quel que soit p,

et considérons toutes les expressions de la forme

° z i+...+i Z)Pn 2 z
1 (GRS | ESE
n=t n=1

Nous allons montrer d’aprés quels principes il faut choisir p,, pour
que la fonction F'(z) correspondante jouisse de propriétés analogues,
au point de vue de la croissance, & celles des produits canoniques
d’ordre fini. )

Afin que ce produit ne dépende pas de I'ordre des facteurs, nous
choisirons I'exposant p, de facon que ce produit soit absolument
convergent. Si|z|=r, |a,| =r,, il faut et il suffit pour cela que la

série

r\pn+1_ . : )
— (rn) soit convergente quel que soit r.

Le fait que la condition de convergence absolue est indépendante
des arguments des zéros nous conduit & ne faire dépendre p, que de
la suite r,.

Pour rendre la série %(%)p **' convergente, Weierstrass avait

n n
choisi p,=n. M. Borel a fait remarquer que p,=logn assure la
logn
logr,

convergence, et depuis on a signalé maintes fois que, si p,= ne

logn
logr,
rieur & 1, y suffit. (D’une facon plus précise, si dans I'une de ces
égalités le second membre n’est pas entier, on doit le remplacer par sa
partie entiére. )

suffit pas & faire converger cette série, p,—=k » sik est fixe et supé-

(') Nous dirons habituellement que deux fonctions f, (r), f;(r) infiniment
croissantes sont du méme ordre de grandeur si leur rapport reste fini, en d’autres
termes, a des limites d’indétermination différentes de zéro et de l'infini, pour r
infini. Ici ce sont plutdt les logarithmes des fonctions considérées, qui sont du

s Sl , . . .
méme ordre de grandeur. Sl‘}-"—ér—% tend vers zéro, f est dit moins croissant
2

que f, et f, plus croissant que f,.
Journ. de Math. (6 série), tome VI. — Fasc. I, 1g10. 6
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L’exposant de Weierstrass a ét¢ modifié par M. Borel, parce que cet
exposant donne un produit de facteurs primaires I¥(s) heaucoup trop
croissant. Voici d’aprés quel principe nous choisirons p,.

30. Supposons donnée seulement la suite r,, 7y, ..., 7y ... Si M(r)
désigne le maximum de log|F(z)| pour |z} =r ('), M(r) dépendra
évidemment des arguments des zéros dont les modules seuls nous sont
donnés. Ces arguments variant de toutes les fagons possibles, M(r)
posséde, pour chaque valeur de r, une certaine limite supérieure P (r),
qui ne dépend que de la fonction p, choisie et de la suite 7.

Nous déterminerons Uexposant p, par la condition que cette
limite P(r) soit la plus petite possible, ou exactement, que toute
autre loi choisie pour p, nous donne une liniite au moins égalea P (7).

31. Nous allons transformer cette condition. Rappelons un résultat
obtenu dans le premier Chapitre. 1l existe un nombre / supérieur a 1,

tel que, st M,(u) = ll\:[lazxu log| E(z, p)],
AM, (1) > M, (),
quels que soient z < 1, p et ¢ entiers, ct tel que
Mp(u) <hMpeq(u),

si > 1. De plus, si petit que soit ¢, on peut trouver p, tel que, si
P > Po, I peut étre supposé égal & 1+ ¢.
Cela étant, considérons le nombre N défini par

N <T2ry,

N—~1 )
R@=[]8(Z ) Bo=[1E(Z r).
1 N

Soient P,(r) et P,(r) les limites supérieures respectives des
maxima de log|F,(z)| et de log|F,(3)| pour |35]| = r,, quand les zéros

et posons

(1) M. Borel désigne par M(r) le maximum de | F(3)|pour (3) =7r. Mais le
langage gagne en simplicité si I'on désigne par M(r) le logarithme de ce
maximum.
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a,, @y, ... prennent tous les arguments possibles en gardant les
mémes modules. On a
P(ry="P,(r)+ Py(r).

Si nous convenons de considérer comme étant de méme ordre de
grandeur deux fonctions dont le rapport a deux limites d'indétermi-
nation finies pour r infini, 'ordre de grandeur de P (7) est égal au plus
grand des ordres de I, et de P,.

Or, pour n <N, le maximum de log' D (%,p,,) \ croil, rrestant fixe,
si p, croit. Si #2N, ce module décroit.

Remplacons p, par une fonction plus croissante ¢,; P, (7') est rem-
placé par une fonction non moins croissante Q, (7). En effet, ¢, et p,
croissant indéfiniment, I’ () finit par surpasser r*, quel que soit le
nombre fixe A. Supposons donc que pour 7, > ry on ait

o P>pe et q>qy> Pe
Nous écrivons

No N—1
E(ai, p,,) I =¥+ 3 =P+ P,

N—1
Po(r) .-_:2 Max. log
1

1 No+1
N—1 No  N—1
~ s O . y
() :2‘ Max.log| & <(—7—, q,,) ‘:Z +2 =Q, +Q}.
n /
! 1 No-+1

D’aprés ce que nous venons de rappeler, il existe un nombre r, tel
(ue, pour r > r,, ’ ) )
P (r)<ePi(r).
D’ailleurs, nous savons d’apres la valeurde p, que

1> (1—e)Pi(r).
Done

" t+¢€ ., [
‘)l_—:" l)!l -+ l’l < :(\)'(I) < Tle(")s

¢ étant comparable i g, si eclui-ciest petit. 1o

Qu(r) > —e&)P(r),
SEL1r >0y,
De mdéme, si nous remplagons Pn par unc fonction moins croissante s,
P, (r) sera remplacé par une fonction non moins croissante S,(r).
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Supposons que p, donne le méme ordre de grandeur a P, et a P,.
Alors, que je remplace p, par une fonction plus croissante ou par une
fonction moins croissante, !'ordre de P (r) ne peut pas diminuer (*).

C’est cette fonction p, donnant a P, et a P, des ordres de grandeur
égaux que j'appellerai exposant canonique de convergence attaché
a la suite r,.

Nous supposerons toujours p, non décroissant.

32. Moyennant une premiére hypothése trés générale sur la crois-
sance de r,, nous déterminerons la valeur de p,. Nous allons, par un
raisonnement trés rapide et assez grossier, indiquer I'idée directrice
qui conduit au choix de p et la valeur de P(r) correspondante. Nous
rendrons ensuite cette analyse rigoureuse, mais, grice au sommaire
qui I'aura précédée, le lecteur ne perdra pas de vue, dans la minutie du
raisonnement, les conclusions & atteindre.

Nous poserons

logr,=z(n), logn = y(n).

Dans le plan des xy les points L dont les coordonnées sont x(m),
y(m) forment une suite & abscisses et ordonnées simultanément non
décroissantes. Joignons ces points par unc courbe.

Cecirevient a définir une fonction non décroissante y = f(n) telle que

y(n)y=flx(n)]

Le fait que la suite 7, n’est pas d’ordre fini est traduit par la relation

— y(n)
ko x(n)y 7
SRR T, y(n), T R
qui n’oblige nullement Tk croitre indéfiniment (*).

(') Les auteurs qui se sont occupés des fonctions de genre infini ont eu
généralement, avec le désir d'abaisser I'ordre de grandeur de F(s), le souci de
réduirele reste Py de fagon i le rendre aisément limitable (cela, en augmentant
la convergence de la série, c’est-d-dire p, ); mais la valeur de P, rend alors trop
fort 'ordre de F(s).

(%) Selon I'usage, nous désignons par lim « et lim « la plus grande et la

Rl r=n

plus petite des limites possibles de « quand z tend arbitrairement vers a.
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Nous supposons que la répartition des points L soit telle que le

coefficient angulaire ) de la tangente croisse toujours. Cela est possible
c yn+n—y(n)

si

z(n41)—2(N)
concavité vers les y positifs, et y' croit indéfiniment avec z, sans quoi
la suite r, serait de genre fini.

Remarquons dés maintenant que I'expression

est croissant avec n. Lacourbe y = f(x) tourne sa

— (2, X)=y—Y+y (X—2x)

est constamment négative et (u’elle est infiniment grande, en méme
temps que x, quel que soit X, et en méme temps que X, si « reste
borné.

Si A a pour coordonnées (X, Y), si (z, ¥) sont les coordonnées
de B(y <Y) ou de B'(y >Y), les tangentes en B et B’ coupent la
droite d’abscisse X en des points C et G’ situés au-dessous de A. {(x, X)
est égal au segment CA ou au segment C'A.

33. Le logarithme du module du nime facteur primaire a pour
limite supéricure (4 € prés si L est assez grand)

1/ e NP g r h
—\{ - L —— pour — > 14 —y
Pr\"n. I_ 1 In Pn
'n
(r->t" our [ L > r > h (Paitulipatr)
r P Pu . Pn Pr=TnzpPu s

[ ( r )l’u‘” 1 our r < h
Pnt+ U\l r P I'n Pn

Posons
logr =X et Y=/(\).

Supposons le choix de p, effectué ct séparons les valeurs de r, en

. . : .. r . . h . h
trois groupes sulvantla position de - relativement a 1 + —~ et — o
n n n

Supposons qu'’il existe deux valeurs 1y, et ry séparatrices. I’osons

ry,=e%, ry,=e%, N,=e", Ny==e's.
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a r
P(r) :f M (—~ ’ p,,) dn,
1 Ta
nous pourrons décomposer cette intégrale en trois :
N, Na
f elp,+1)X~x(n) .____\,_id__n__, f e patDX=x(n) dn’
1 Pll(eA ) ‘) N,

©
elp,+1)\—x(n) dn . .
X (pu+ 1) (1 — 5Tm)

2

Si nous éerivons

Changeons de variable. Remplacons dr par ¢”y'dwx, ct mettons
partout ¢ en facteur. L'exposant de e dans les trois intégrales devient
y=Y+(p+i)(X—-ux).

Supposons p +1 égal a y'. Dans les intégrales extrémes les
y’
+ 1

'
quotientszl;oup disparaissent, comme ¢tant infiniment voisins

de 1. Tl reste
X, . Xa * o
e—q:(x,X)_,dL_, e ¥VeNy e ¢ '}/(x,\)__il__.
. e'\—_‘t— 1 R ' . [ — e\ -
Xo X, Xy
. A . ) . A 7o
¢, avons-nous dit, croit indéfiniment en méme temps que z, X étant
fixe, ou en méme temps que X, « étant born¢. Supposons (ue ¢ croisse
assez vite pour assurer la convergence de la dernicre intégrale, ou,
d'une facon plus précise, pour que
e dx
j L’_‘;’ )N
Xg-l 1=

da
f e

Sa

soit borné, ainsi que

Alors, les intégrales extrémes ne deviennent infiniment grandes que
par leurs limites X, et X,. Nous majorons le lout en supprimant =%
qui est inférieur a 1. Les ordres de grandenr sont les mémies (ue dans

la somme
Ny

\ X, X,
b da ! > dr
prey Yy dx -+ [P e
Xyt X, N,
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. ) 3 ) . 1 .y
A une constante finic prés, la premiére est égale i L 7——-» la derniére
- M
\J [ [] .
4 Lo——; lamédiancest Y, - Y,.
X, - X 2
Comme on a sensiblement

h I_l

X,:X—T, X,:X-}-Y,,

ce sera une hypothése généralement vérifiée que Y, — Y, soit environ
égal i 24, et par suite borné tandis que les intégrales extrémes sont
infiniment grandes et de méme ordre, savoir celui de LY’
Nous trouvons ainsi
P(r)<2eLY =anLp.

Nous allons préciserle choix de p et les raisonnements qui nous donnent
la valeur de P (7).

L’approximation par les fonctions régulidres.

34. Soit une suite donnée de nombres non décroissants
sy ey voey I'py
ou plutdt la suite des logarithmes de ces nombres
z(1), z(2), ..., x(n),
Posons, comme nous I’avons indiqué,
logn =y(n).

y(n) est une fonction de la variable discontinue 2(n), qui peut étre
mal déterminée avec les acceptions

logm, log(m-+1), ..., log(m—+ p),
pour z =&, si
z(m—1Zi=z(m)=z(m+1)=.,..=x(m+p)Zxz(m+p+1),

bien qu’a chaque valeur de y (n) corresponde au plus une valeur de .
Nous ne pourrons pas résoudre les problémes relatifs & la formation
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des produits canoniques ni & I’évaluation de leur module maximum, si
nous ne faisons surla fonction y [x(n)] des hypothéses plus restrictives
que sa simple croissance. Etant donnée une suite z(2), nous substi-
tuerons a la fonction y(n) deux autres fonctions y,(x), ¥.(x), telles que

yilla()]zylz(m)]2y:[= ()],

¥, et y, satisfaisant aux conditions qui s'imposeront 4 nous pour rendre
les calculs possibles. De la sorte, nous substituons, pour chaque valeur
de n, 4 x(n) deux nombres x,(n) etx,(n), tels que

zy[y(r)]Zz(r)Zz[y(n)]

Les résultats des calculs effectués pour y, et y, se trouveront com-
prendre entre eux les résultats relatifs a y.

35. Nous pourrons supposer que les courbes représentant y ()
et y, () passent par une infinité de points L. Nous construirons pour
cela chacune de ces fonctions & partir de sa dérivée seconde que nous
supposerons positive et continue. Soit par exemple & construire y,.

Je définis dansle plan des xy, deux familles de courbes, les courbes ¢
et les courbes v, telles que:

1° Par chaque point du plan passe au moins une courbe c et au
moins une courbe vy, et, sur une méme courbe ¢ ou v, y, varie toujours
dans le méme sens avec x.

2° Si je fais déplacer et éloigner & l'infini le point u(z, ;) sur une
courbe ¢, la courbe C décrite par le point

x x
x,y,:f dx | yjde+A(z—x,)+B

finit, quels que soient les nombres fixes A et B, par laisser au-dessous
d’elle tous les points L,, & partir d’un certain rang.

3° Si je fais déplacer et éloigner a I'infini le point w.(x, y) sur une
courbe v, la courbe T correspondante décrite par le point (, y,) a
au-dessus d’elle, quels que soient A et B, une infinité de points L,,.
Ceci n'est pas impossible, a cause de I'égalité
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4° Etant donnée une courbe quelconque c, de la premiére famille,
nous supposerons que, si un point («, 3) cst dans sa région négative [la
région négative de y = f(x) est y < f(x)], il est possible de faire
passer par «, 3 une courbe ¢, enti¢rement située pour x> « dans la
région négative de ¢, et tendant vers ¢, uniformément dans tout champ

borné et tel que & > a,, si le point a, £ tend vers le point «,, 3, de c,.
~ Nous supposerons encore que, par tout point x,, B, de c,, il est
possible de faire passer une courbe y entiérement située pour z > «,
dans la région négative de c,.

Alors, si nous faisons décrire successivement & p(x, '), d’une part
la courbe ¢,, d’autre part, de «,, B, 4 43, nne ligne entiérement située
dans la région négative de c,, puis la courbe ¢ définie ci-dessus, ou
encore la courbe vy passant en a, §, la courbe C, correspondant au
premicr trajet de w(x, ) aura dans sa région négative les courbes C
ou I correspondant & chacun des seconds trajets.

36. Je vais définir y, pour les valeurs croissantes de x. Soit «,, 3, un
point quelconque du plan des zy/. Je considére une courbe ¢, de la
premiére famille passant par ce point. Sije fais décrire & p(z, ¥)) cette
courbe ¢,, la courbe (, définie par

- .
y,:l d.l;f yide+A(x—x,)+B
b 9 o,

a an-dessus d’elle qu'un nombre fini de points L.,,. En augmentant B
sl esL nécessaire, je peux supposer (u'il n’y en a aucun (nous suppo-
serons toujours A et B positifs ). ,

Je considére alors la fonction y, obtenueen choisissant ¥ de la fagon
suivante : dew = o, & & = a > a,, je fais décrire au point uw(z, y,) une
courbe y, passanten a,, B, et située dans la partie négative de c,, ce qui
améne [ en «, 3, et, & partir de x = a, une courbe ¢, que je désigne
par c(a), telle que, si o’ < a,c(«) soit dansla région négative de c(a")
el que ¢(a) varie conlinttment avec . Cominent se comporte y,?

D)’abord, ., ¥, décril un arc de la courbe [, qui correspondrait i un
déplacement indéfini de w sur y, 5 puis, & partir du point d’abscisse x,
une courbe C(«) de I'allure de C,, laissant au-dessous d’clle tous les .
a partir d’un’ certain rang. C(a, ) coincide avec C,. C(a) est dans la

Journ. de Math. (G- série), tome VI. — Fasc. I, 1g10.” 7
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région négative de C(a') si o' < et si > a, et C(a) varie conti-
niment avec a. Est-il possible que «, § s'éloigne indéfiniment sur vy,
sans que la courbe C(a) correspondante rencontre aucun point L?
Evidemment non. Car, soit L, le premier point situé au-dessus de la

Fig. 3.
[ ) c‘l.c
Y Z
'“;: ."3 :: E
H a : : : ! H
[) Xq L O, x T Xy x

courbe T',. Si aZx(p) la courbe C(a) aura toujours au-dessus d’elle
le point L. Faisons varier a de a, & z(p). Pour cette derniére valeur

tig. 4.

Q T X

de a, la courbe C(«) a un certain nombre s fini et non nul de points L
situés au-dessus d’clle. Pour a = a,, tous sont au-dessous. Quand a varie
de o, & x(p) d'une fagon continue, ces s points traversent successi-
vement la courbe C() qui varie d’une fagon continue. 11 y a donc une
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valeur o de « telle que, pour & < a;, la courbe C(a) est entiérement
au-dessus des s points considérés, et, pour @ = a,, il y a au moins un
de ces points et au plus tous les s surla courbe C(«, ). (Dansla figure 3,
les points L du texte sont par erreur désignés par N.)

D’ailleurs, puisque «, << x(p), C{x(p)] est entierement situé dans
la région négative de C(a, ), et par suite non seulement les s points
situés dans la région positive de C|2(p)] mais encore ceux de ses
régions négative ou nulle, c’est-d-dire tous les points L, sont ou bien
dans la région négative de C(;) ou bien (en nombre au plus égal & s
et au moins égal & un) sur C(«}).

Je fais décrire & x, y la courbe ¢(a;) que nous désignerons par c,,
a partir de o, 8, jusqu’a ce que le point x, y, qui décrit G, [ou C(a)],
ait surpass¢ d’une unit¢ en ordonnée le dernier des points L qu'il peut
rencontrer. J'appelle «,, B, le point ou j'arréte x, y, et d'ou la
construction recommence comme en &g, 8,.

Je fais décrire & u(z, y") une courbe y, de laseconde famille, située
dans la région négative de ¢, et passant par u.,(a,, 8,), jusqu'au
point «, 8 et & partir de a une courbe c. Les courbes ¢ sont dans la
région positive de v,, ¢(«) est dans la région négative dec(a') si &’ < a,
pour & > a, et c(a) varie continiment. Le point x, y, décrit un arc de
la courbe I', correspondant a y,, puis une courbe C(a). Je choisis
pour « la valeur &/ telle que, pour a < o), les courbes C(a) correspon-
dantes sont entiérement au-dessus de tous les points L, et telle que C(«})
que je désigne par C, rencontre au moins un des points L et en tous
cas un nombre fini d’entre eux. Je déplace (x, ', ) surla courbe ¢, qui
part de «| 8/, jusqu'a ce que @, y, ait surpassé d’une unité en ordonnée
le dernier point L situé sur C,. Soit a,, 8, le point ou x, ) est arrété.
J’applique de nouveau la construction & partir de ce point, etc.

La courbe z, y, conslruite de proche en proche se trouvera rencontrer
une infinité de points L et n'en avoir aucun au-dessus d’elle. Enfin,
Y existe, est positif et continu.

37. Définissons les courbes ¢ et y dans les divers cas possibles.

. TN 4 . )
Premier cas. — hmd%; = . Les courbes y seront des paralléles a
I'axe des x.
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Les courbes ¢ auront des équations de la forme
n= F”(E - X)v

A étant un paramétre, et ¢ étant les coordonnées courantes.
On voit immédiatement que, dans notre construction précédente,
X prendra des valeurs de plus en plus grandes positives. Il faudra donc

que la courbe .
n= F(E —)‘))

quel que soit A fixe, finisse par dépasser tous les points L. Si nous
joignons deux & deux les points consécutifs L,,, L,,,,, nous obtenons
une ligne brisée y = f(x).
Il nous suffira que
lim —M— =
v=e f(2+ 1) ’

quel que soit le nombre A fixe, ct pour cela que

. F(z)
A TEE

A, prenant une suite de valeurs tendant vers I'infini. Ce probléme a ¢té
résolu par Du Bois-Reymond. Si nous voulons que F(.x) ait une
dérivée seconde positive, ou méme des dérivées de toul ordre, nous

prendrons
i h,
F() :2, (Z)™

et nous déterminerons, comme il suit, les exposants A, qui sont des
entiers croissants. Soit ¢ (x) une fonction tendant vers l'infini avec x, et

Slx+ 7)) = fa(x).

- T e 1 . ' l‘!
Je détermine %, par la condition que le pi*™ terme de la série (11— '
' P

soit, pour '
p+1ixip—+ae,

supérieur a i, ¢(p), i, ¢tant le maximum de

fl(w)v fz(w)') vy fp(x)
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dans le méme intervalle. Les fonctions f; élant croissantes, et d’aprés

Sin(z) > fi(®),
il suffit que

(/L/T_l)hp> o(P)fr(p+1D)=0(p)J(p+1+1,).
Je prends pour /4, le premier entier supérieur a A,_, satisfaisant a
cette inégalité. Alors, pour
z>p+1,
on aura toujours
F(z)>9(2)fi(z),

i étant 'un quelconque des nombres 1, 2, ..., p. Donc, f tend vers
Pinfini avec x, quel que soit :.

On voit immédiatement que le systéme de courbes ¢, y proposé
salisfait a toutes les conditions requises.

Deuxiéme cas. — llm Z=ao.

X=w

Je prends pour equatlons des courbes ¢ et y respectivement

1 I I |
":a+i—2~—_)\ et ‘f}—a—i-;—i-m-

On constate que par tout point «,  du demi-plan £ > o passe une
courbe ct une scule de chaque famille telle que o <A<z et o <N < ar.

Les courbes ¢ sont des hyperboles ayant leurs asymptotes paralltles
aux axes et situées dans les angles de ces asymptotes ou pénétre et
reste y = —x.

Seule nous intéresse la branche aux  positifs. L’'asymptote paralléle
4 Oz a son ordonnée supérieure & a, 'autre a son abscisse positive. Si
un point a,, 3, est dans la partie négative de la branche d’hyperbole
qui passe en «, f, la valeur A, est supérieure a A, et les deux branches
d’hyperboles n’ont pas de points communs.
~ Les courbes vy sont les symétriques des précédentes relativement

a n=a.

Si, dans la construction exposée, on prend successivement un arc
SUT Y,, UN arc sur ¢,, un arc sur vy,, etc., avant d'atteindre respective-
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ment les arcs de ¢, et de v,, on est constamment (pour § > 1,) dans la
région positive de ¢, et (pour £ > 1)) dans la région négative de v,
Cela explique que A et X’ sont infiniment grands avec n. Sinon, comme A
et A’ croissent toujours, si I'un, A par exemple, ne devient pas infini, il
reste inférieur & un nombre fixe A, et 'on a toujours, & partirde £ >4,

I 1
n>a+)\—o-—————-.£'_).0-

En intégrant, on trouverait que

= Y N 1
lim y(n) Za 4 — >a.
zi(n) = 0

<. T . . ¥ . .
Si A’ restait inférieur & A;, la plus grande limite de = serait de méme

s . . ) 1 - "
inféricure & a — 5~ Donc, y| tend vers a.
0

. . n
Troisiéme cas. — lim £ ,( ) .
2= z (n)
Je prends pour courbes ¢ des paralléles i 'axe des x et pour courbes v
des courbes telles que

1
M=k (E—a)

38. Pareillement, on peuts’arranger pour que y/, vérifie la condition,
dont nous reconnaitrons I'intérét,

lim y}

Vyi(z)

quelque grand que soitle nombre fixe k, et quelle que soitla facon dont
varie 0 entre o et 1.

z+

Tr=w®

] :}',’(.Z‘)—_— I,

Définissons dans les trois cas précédents les courbes ¢ et y passant
par un point «, f3.

Premier cas. — Considérons le faisceau de courbes

_ B
n= = 2
[r—%{—%—a)

qui passent en «, B.
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On a, quel que soit k, fixe,

9k 1
|+ g ) = e

Ces courbes dépendent encore du paramétre 4, si on laisse ¢ fixe. Les
courbes y correspondent a  infini, v = p. Pour une valeur quelconque
de %, on a une courbe c. Car la courbe C correspondante décrite
par x, y, a une asymptote verticale. Enfin, on peut supposer pour les
courbes ¢ qu’on particularise les valeurs de ¢ et k pour chaque point «, 3,

de fagon que % et k soient infiniment grands, si « et § le sont simulta-
nément.
Il suffirait, pour que toutesles hypothéses soient vérifiées, de prendre

pour réseau ¢ les courbes qui passent en un méme point «,, 3, choisi
une fois pour toutes,

Bo

Quand a, B s’¢loigne, A tend vers zéro et la condition proposée
pour ¥, est vérifice.

.. . . L4 a
Deuriéme cas. -— Nous avons construit y, de facon que y, tendit
vers une limite non nulle : le probléme actuel est donc résolu.

Trotsiéme cas. — Considérons les courbes

— 8 :
[~

On a
. Ok 1 .

Pour A infini, on a les courbes ¢, 7, = 3.

Une valeur finie de k donnera une courbe y. Car la courbe T’ corres-
pondante décrite par i, , a une asymptote non verticale. Comme ci-
dessus, la valeur de A correspondant & une valeur de'« donnée sera
choisie infiniment grande avec a.



56 A. DENJOY.

Nous montrerons plus loin que y/ satisfait a la relation

lnmy,[x+ Ok ] yi(z)=1.
- ile

39. Pour construire y,(x) a partir de y/,, nous définirons de méine
deux familles de courbes dans le plan des x, y : I'une formée des
courbes c telles que, si 2y, lcs suit toujours, tous les points L, finissent
(du moins si A et B, supposés positifs, ne sortent pas d'un certain
champ) par surpasser la courbe

x, yzzj (l.zf yydr + A(x — ) + B,

lautre formée des courbes v telles que, si xy’ suit constamment 'une
3 ) 2

d’elles, iy, surpasse une infinité de points L, quels que soient A ct B.

Le choix de y| se décrit comme celui de y/,. Il ya trois cas & distinguer,

}’()
z(n)

Nous n auronSJamals a calculer explicitement y ni y,. Il nous suffit
d’avoir prouvé leur existence et donné un moyen Lhéorique de les
obtenir.

suivant que Jim lxm est infini, finj ou nul.

Calcul de la limite supérieure du module d’'un produit canonique.

40. Soit donc I¥(3) un produit supposé canonique. Soit p, exposant
de convergence du ni“me facteur Iu(a——u, p,,). Soit 3 (e, p,) le maximum

de log|E(z, p,)| pour || =uwu [ce que nous désignions aussi au
précédent Chapitre par M, (1)]. Pour |3|=r, Ic maximum de

log

E <a—,p,,>| est :p( —» p,,) ctlalimite supérieure P () du maximum
de log|F(5)] est

n

}: 4‘("" /"t)

Nous poserons

logr—=\ el Piry (X)),

Nous avons trouvé trois formes approchées pour
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Supposons que la fonction log z de log r, interpolée pour les valeurs
de x = logr comprises entre les nombres de la suite log r,,, aitsa dérivée
jamais décroissante, ou méme simplement (') qu'il existe un entier p
croissant (qui sera notre exposant de convergence) et une suite de
nombres x,, Ly, ..., Lpy ... tels que pour

Tyl <Zpyy, P—aly<p+i—a
« étant positif et fixe. Nous dirons que y satisfait a l'hypothése A.
Nous supposerons « inférieur & 1, bien que cette hypothése n'inter-
vienne pas en fait dans le résultat final. Nous choisirons, si

ZpSx < ZTpyy Prn=p-

Nous allons montrer que les deux sommes désignées au début de ce
Chapitre par P,(r)=H,(X) et P,(r) =1I,(X) sont bien du méme
ordre de grandeur et évaluer II(X).

1\.Ious (.iésignex:ons par v, la valeur de ¢’ pour x = ,; par n, le plus
petit entier non inférieur 4 v,. On a

) np—1< vps np.
Si
Vor Vpaety s Ypum
sont compris entre deux entiers consécutifs, sil'on a

, ¢« < ,
Yp 1 <E—1<VpSvp 1 So v SVpamSE < Vpmat

nous désignerons ¢ par n,,,, { — 1 de préférence par n, — 1 et nous
dirons que
Rp < Rp=Rp 1 ==...== Rpupy < Rpiim+i:

Alors, quel que soit p si
RpSREnp—1,

I'exposant de convergence attaché au zéro a, est p.

(') 7' n’est pas nécessairement croissant, mais peut osciller entre les va-
N .. 1 . .
leurs p—aet p+1—a (par exemple au voisinage de p + -2-), aprés avoir

pris la premiére et avant de prendre la seconde. Ceci est a rapprocher du fait
sngna.lé par M. Boutroux (Acta mathematica, 1904, p. 103 el suivantes, p. 115)
au sujet des fonctions de genre fini, que la limitation de leur module peut se fairesi

PHaly<p+i1—a,
Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. I. LIS 8
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41. Donnons-nous un nombre ¢ arbitrairement petit. Nous allons
calculer le module maximum du produit canonique avec une approxi-
mation inférieure a ¢, ou du moins inférieure & un nombre arbitrai-
rement petit en méme temps que .

On sait qu'il existe deux nombres % et p,, tels que, si p2p,:

1° Pour u <1 ——ga on a |si M(u) désigne ¢(u, p)]

G(u) _ b+t .
/-——-—u <1+ avec G(")“m’

2° Pour u > 1 +i’:-, on a

G(u) . R as
l—£<-———M(u)<l avec (’(“)_p_—_(u——r)’

3° Pour 1 — :l—)< ul1+ g, nous utiliserons seulement ce fait

que M (u) est borné. Il peut étre cependant intéressant de remarquer

que le rapport %-((—Z—% est fini quand 4 est borné, si

G(u)=u, pitip+1.

D’apreés cela, je forme un premier groupement fi.ce avec les facteurs
d’exposant inférieur & p,. Le plus haut rang de ces facteurs est 2, — 1.
Nous désignerons aussi n, par N,.

Je divise les termes qui suivent en trois catégories suivant que leurs y
sont: 1°inférieursa Y, =Y — h; 2°comprisentre Y, et Y, =Y + A;
3° supérieurs 4 Y,.

Soient X, la valeur de x correspondant 4 Y, X, celle qui correspond
2Y,. D’apres
A étant compris entre z et X, ona,si Y, <y <Y,

X—z)(p—a)<Y—y<h,
. , , r
81 &, S & < &pyy, €N sorte que pour les zéros de cel intervalle ¢ (;—. p,,)
n

est borné en méme temps que A. (Remarquons en méme temps

. . . )
que X — X, est infiniment petit avec T()
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SiY, <y,
(z =X} p+1—a)>y—Y>h
en sorte que la forme (F'-)p“_T'__\
P(n—1)

avec une erreur relative inférieure a e¢. D’aprés X, — X <

,
nous donnera ?<r—,p),
n .

h
P—2a

’

X, — X est infiniment petit avec }—'(-

Nous désignerons par P, P, P, les exposants qui régnent respecti-
vement en X, X,, X,, en sorte qu'on a

Tps X < Xy zp, X, < Zp i, zp, 2 Xy < Tp 1y
par N, ou par n, ,, le plus petit entier que ne surpasse pas e",
"ll’,-o-i —_1<< e"; n’P,-H )
par N, ou par n;, le plus petit entier que ne surpasse pas e,
np,—1< e np,.
Nous désignerons aussi e par vy, et " par v,. Ona
Vf’ﬁ-é ”i),-ng np 41

et

] I3
'lpé Vp,§ Np,.

Nous écrivons la somme a évaluer

« No—1 Ny=1 Ny—1
r <
H(X):Zq;('_—”, p,,>._2+2+2+2—50+ S,+ 8,+ 8.
1 1 Ne Ny N

S, est inférieur a

Ny—1

re -
0 rgo

1

N, étant fixe, comme les sommes suivantes, dans leur ensemble,
croissent plus vite que ™, quel que soit le nombre fixe m, S, a partir
d’une certaine valeur de X deviendra inférieur a ¢ II(X). Nous n’aurons
donc pas a nous occuper de S,.

S, nous sera plus facile & évaluer que S,.
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42, Calcul de S,. — Posons

n=n,,...,-—l npy . —1

3 q(;”;.p)zu,,, 3 cp(-l'—n P,):.Ufp,.

n=n}, np,
Nous avons
S;=Up,+ Upsy+...+U,+....

La fonction y = f(x) interpole la fonction 7, de n pour les valeurs
non entiéres de n. Du méme coup se trouve interpolée la fonc-

tion q;(-rf-» p) pour toutes les valeurs de =z, et pour chaque valeur

entiére et fixe de p. La fonction interpolatrice 9(,-’ 5 p>, p étant fixe,
n

décroit relativement a 7. Grace & cette décroissance il est aisé d’évaluer
Ierreur commise en remplacant U, par

Vp+1 r \
Vo= ¢ <’—;, p) dn.

Yp

Veg 1 r
,p’.T'_f v (7, P,) dn.
Vo, e

Mais remarquons dés maintenant que, pour une méme valeur de ,

r 2 r
?(r—) P><({J<r—) p+r),
n n

r . ) e
parce que - est inférieur &
n

Nous posons aussi

§ — .ﬁ. <1 - .,.i <1 — ._I-
P, P 2p
(voir page 37 en note).
Posons
Ry r
T,= go(r—n; p) dn.

III,

Poqr p=P,, nous remplacons.l‘,, par T¢, et n, par ny,. . |

Nous démontrerons plus loin que la série V, converge. Si nous
admettonssa convergence, le calcul suivant montrecellesde U, et de T,
et rattache leurs valeurs & celle de la premiére.



SUR LES PRODUITS CANONIQUES D ORDRE INFINI. o1

Nous désignerons par

Pi+m

U,
P,

la somme
ll’, -+ UP,+I +.. . UP,+II!°
De méme
I',+r;: Py+m
3= ot 3V,
Py Py+1
P,+n,1 Py+m
> T,=Th+ 3 T,
Py Py+1
On a
Py+m P,-H;:

Pyt mt1

2 \',,:f Si(n)dn, 2 Tp=" Si(n)dn.
P, Ve, P, npy

Indiguons par une figure le trajet des points représentatifs des
fonctions f,, f,. Soient A,, B, les points d’ordonnées cp(;f—;, pP— 1) et

Fig. 5.

KesNBpa
4
Kpen 3 Bpgn

hﬂ’
P2 Pe Npgn

eY! Y

d’abscisses respectives v,, n,. Soient A\, B, les points d’ordonnées
I. ] . ! ’ r "
cp(;;, p> et d’abscissesv,, n,. A}, By, ont pour ordonnées ?(;;’ P,) et

pour abscisses vy, nj,. Le point représentatif de £, suit le trajet (trait
fort

A,P, AP,+U Ai’ﬁ-l AP,+2; ey /P,-«-m AP,+m+t'
Le point représentatif de f, suit le trajet (trait fort et trait pointillé )

/ /
BP, BP,—H: ey BP,+mBP,+m+l-
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Les arcs A\ A,.,, B, B,,, sont tous deux sur la courbe d’ordonnée
i , :

9(;—» p)~ On a donc
n

Py+m Py+m

() EIVP—Z'T,,:f"I"f,(n)du
- f T e fi) dn— [ T f(n) .

VP,+m+ 1

Evaluons lintégrale médiane. f, — f, est nul si n, < n< vy Si

Vp<n<nm
oo 10) <o),

O<fg—/1< @(;’;) P -—l) — (?(’L-) p) :&vp.
V', /

np

et par suite

Donc

°<f r(fi—fl)d”< Yps

d’aprés n, — v, < 1. Donc

Py+m

VP,4m+|
o<f fi)d’l<2 vp

Pyt Ve

=(P<"Vy,+|’ P’> - ?(r":,-u, P2+ l) - ?<r"l’,¢s' P +l)

_q,(r ,P,+2> ——qo(rr ,P,+m>.

Le second membre est la somme des 2m premiers termes d’une
série alternée & termes décroissants, elle est inférieure au premier
terme

( N 4 ) P2)<?([,P!)<k’
,VP,-H

k étant indépendant de P,.
Drailleurs
. y,’f,(n)a'n< (1, Py) < k.

VI
12
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Quant au dernier terme de (1),

f fl("’) dﬂa
Vey+m+1
il tend vers zéro avec 7::' Donc
P,+l;x P,+rln
(1) IV, =Y T,=dk—n(m) (&<);
P, P,

" 1 N . .4
m) tend vers zéro avec — Comme conséquence particuliére, la
m ]

série T, & termes positifs converge en méme temps que V,,.
On a enfin, 8, étant positif inférieur & 1,

r
Up=T,+ 6, [Qg(;:—, p) —Q( ,p)] =T,+06,¢,.

(4 Tnpes

Les forrgules sont les mémes pour p = P, en remplacant U,, T,, n,
par Uy, T,, np,. Or

Po+m

! r
Z tp__‘Q(:, P,)
3 "oy
Pg+m
r r ) r
—2[9(,—,,;)_@(*,,;-;-.”—9( ’P,+m+t).
I'n T'n \r"Pg+m+|
Py +1
Py+m

Donc Y 2,, qui est positif puisque 2, I'est, est inférieur &
r,
(P (L ’ Pg) < k.
I‘,,;’
Donc

Py+-m Py+ n'z Py+m Uy
’ ’ ’
NU=DT,+6 t,= T,+6k
P, P, Py Py

Py+m
7
En substituant la valeur de ¥, T, dans (1), on trouve
“~
Py+m Py+m

(2) ZIV,:Z,UP—FQM—n(m).
P, P
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-Tel estle résultat que nous avionsen vue. La série U, est convergente
si V, I’est et les sommes des deux séries ne différent que d’une quantité
hornée.

Remarquons que nous avons supposé les nombres », distincts. Si n,,
coincide avec n,.,,, on a simplement '

U,,:T,,: o.
Py+m

!
La différence Z (V,—1U,) a toujours les bornes que nous avons

Py

calculées.

43. Evaluons les termes de la série V,.On a

Mad 41
\'p:(n—es)fl (;)p ————'——dnr )
tvp n ,)(

-7)

. ’ h
et 0 est compris entre o et 1 parce que —r'— <1- o Nous prenons pour
n
nouvelle variable d’intégration z. Les limites sont x, et ,,.,. dn devient

!
ey dx et‘ZP— est compris entre 1 — % et 1+ %- Donc, p, étant assez
grand,

Trer dx
e-Y Vp:.“ (l -+ ZSE)f ey-\+(p+l\(x—r):éx___; (61< | ).
X,
4
Or, d’aprés
y<p+i—a si ZpSx < Zpyys
nous avons

J'-Y=f‘ ¥y dz < (P +1—a)(xpsy—X)
be
+ (P4+2—a) (Zprg— Zp) +... 4+ (p+1—a) (2 —x,).
D’ou
_y—Y+(p+l)(X—x)<—-a(x—X)—[x,,—+- TpyHeerd Tppy— P — PX].

Au second membre la partie entre crochets est positive. Comme nous
ne pouvons l'évaluer, nous la supprimons, ce qui renforce I'inégalité.

Donc
, ) Xpty e-au'—X\
\p<(l+98)e‘f '—‘—‘d&‘
¥

i I _eX—-.r ¢
¥y :
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En donnant pour limites a P'intégrale X, et «,,,, on a une limite

supérieure de V,,. Donc

P,+m . .
’ Pyt ¢ ar—X)

2 V,,<(|+23)(’\-f ch\:'
r, X,

Ceci nous montre que la série V,, est convergente et nous donne une

limite supérieure de sa somme. On a

dr.

& r-»\)

(,42 V,,<(1+zs)f == A

L’intégrale du sccond membre devient par le changement de variable

r N
no__ en—-x_ u,
r

YN=14a,
f" du -
T
gt (e —1)
v . . . . ] 2 1
a étant fixe et @ infiniment petit. Ceci est égal & L—
vers une limite. Nous trouvons donc

(,'-\'2 V,< (14 2¢) (Lfg;—_f +C§).
P,

et si I'on pose ¢'

.s Cy tendant

ue d’'une quantité bornée
b

Comme S, = 2 U, ne différe dez

on a, C, étant borne,

S,<(1+25)(L

X—X +C3)e".

4%. Calculde S,. — On a

Ne—1 Nel Nyl

52:2?<,L’ Pn) E +Z :S’-‘-S;.
N n

N N

Evaluons d’abord S,. Chacun des termes de la somme S, est inférieur
9

Journ. de Math. (6 série), tome VI. — Fasc. I, 1910
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& 3 (1, p,) qui est inféricur a k, quel que soit p,. Donc
S, < (Ny—NYhk< (e =1+ 26)k, S,=¢'C,
C,, est borne.
Studions S,,. Nous avons vu que, si X, < (r) < \, ?(,'_—;‘, p,,) est

borné, parce que p,,("% - 1) l'est. En effet,
n

X—2)(p—a)<Y—y<h.

Or, sans qu'il soit besoin d’uiiliser la forme «* approchée
de M(u), 1l résulte d’un théoréme établi au premicr Chapitre que,
si p(w ~ 1) est borné, M () P'est également. Soit donc (7, la borne
de 3.

e nombre des termes de S, ¢tant & une unité pres

N(1—e i),

ona :
VS <Cii—e ),

et par suite
Sz < Cz"\'a

C, étant borné.

45. Caleul de S,. — Nous posons loujours

Mpiy- 1

~ ‘r
U]): \/ ?(f’ /))
s \'n
"y

Wy ’
V,,_—:/ "J</' ,p) dn.

o/ -,"

et

Soient

/
Ry —1

T S
~ r ' ' !

Up =Y o—s D), I, = o —» P,
'\, v I'n

r
n‘,' 1

(on a v, ,, = ¢"). Nous notons

o Py-t b Pyt

-l al < ~ ~N
FUu,=XU,+U, o ¥ V,= PATEATS
o

o I'v Pa
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P iy
Nous remplacons E U,= S, par 2 V, en commettant une erreur

P o

que nous évaluerons ensuite.
Nous savons que, si p,[X — x(n)] est supérieur & /, on a certai-

nement
r r Patl 1
9(;;’ pn)'—_(l—{-'es)(,—‘"-) —7‘————-
)
T r o ) .
Si donc nous remplagons ¢ (;.'-, ) p> par cette derni¢re expression dans

chaque terme de S,, nous obtenons la valeur de S, en négligeant

cependant dans cette somme les nombres (') pour lesquels p, (r' — 1)

. 9 [ M r .
est inférieur & /. Mais, pour ces termes, 9(-,;-,[),,) a une certaine
n
borne k. 1ls sont en nombre certainement inférieur a e* et a plus forte
raison & e¥. Si donc
Yy o\ P dn
()
vy 'y p r —
'n
on a certainement
P, P,
' ! .
2 V,=(1+ 95)2 W, Yk,

Po Po

Or,
X'y +1 ! a
(,—\'W —_ g e)‘—\'+(/a+1|(x—z']-l,_ _ da .
P . P ex-—.r__ 1 ’
x
y'! « pos . 1T—a
" est inférieur & 1 + o On peut supposer que le nombre fixe p, a
0

¢té choisi assez grand pour que (1 + —[—;’-———o—t> (1 +e) <1+ 2¢. D'autre
0

. r . . ..
(*) La fonction p,, <-,—- _ 1) a relativement a r, un sens de variation sur lequel
n

nous ne pouvons rien affirmer @ priori. Tandis que, pour r, > r, elle est cons-
tamment décroissante, pour r, <r, elle peut présenter des oscillations, par
exemple, croitre brusquement si, r, restant sensiblement counstant, p, recoit un
grand accroissement subit, pour décroitre ensuite lentement, si p, varie trés
peu, pendant que r, croit dans un certain intervalle.
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part, d’aprés y'2p — a, si &, S0 < 2,,,

X
Y—y:f yde>(p—a)(x,,—x,)

+(p+1—2a)(Zpra—Zpyr) +oo oA+ (P—2) (X —ap)
ou
y=Y+(p+1)(X—zx)
<(l+a)(X—x)—[l’—-px—xp——a'p_,—...—-.r,.].

Comme dans le calcul de S;, nous supprimons le crochet, quantité
positive, ce qui renforce I'inégalité

.l',a.‘|
YW, < '\ “f e(+a)(X—x) l .
Xy

1+¢ eNr—
Donc
i M, Xy N+ (X—2
ey V,,<(|+2e)f P o dz + ky.
Po py

Le changement de variable

I |

— =N =y

I'n
et les notations

Xt = A, N N=14aq

transforment l'intégrale en
| — Y urdu
- 1+4u w1

ette intégrale devient infiniment grande par ses deux limites, A et

étant eux aussi infiniment grands. Pour I'évalucr, nous ¢erivons
j" u*du f"' du f’ u*—
= -+ du
1+uu—-l 1+u”—l 14+a v—1
s 1 . 1 A
+ u* — —-) du +f w*=Vdu.
3 w—1 u 4

La premiére intégrale est Lé- La seconde tend vers /
1

Qb= ~

Fu®—

du

—1
du

m (Juir a un sens,

«©
qui a un sens. La troisitme vers f
2
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. 0y l L4 »
puisque « < 1. La derniére est ~(A* — 2). Donc, notre intégrale est
1 I
L-+ —A%+ ¢,
a a

¢, tendant vers une limite pour X infini.

Or
a:(:"_x‘—l:(x - X,)(l’i"’/l)a

. T h .
7 tendant vers zéro avec  puisque X — X, < D tend vers zéro.

D’aprés A = e**n, il vient pour expression de |
y

Ly=x +

R~
— N4y, - ¢
a

Po qui est choisi une fois pour toutes peut étre supposé assez grand pour
’ I .
que, a étant fixe, - e=*r <e. Donc

r,
o' 1 y .
l;—\z V,,<(l—§-‘2€)<l‘:’x—‘_7‘1 +3(!“}\+(“>’

P
ct ceci est aussi, & une quantité bornée prés, la limite supérieurede e™*3,,
L Py

! ’
sauf I'erreur introduite par la substitution de Z V,a 2 U,. Clest la

. . . . 1o M
le dernier point & examiner.

46. Mais auparavant, remarquons que S, se trouve étre négligeable
a légard de S, et de Sy. Pour les fonctions de genre fini au contraire,
a croissance suffisamment réguliére, il est possible de prendre A assez
grand pour que, a ¢ prés, on n’altére pas le maximum de la fonction en

négligeant les zéros de rang extérieur a l'intervalle '/-:é nk. Pour les
fonctions de genre infini, quelque grand que soit % fixe, les zéros de
rang compris entre %et nl apportent & la limite supérieure du module
une contribution négligeable a I'égard de celle des autres zéros.

47. Evaluons la différence

|.l B I‘I ,
3\ . N
-3 v,
I

P
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rooe )3 r '
Comme dans le casde S, on voit immddiatement (ue ?(r ; p) décroit,
n
p étant fixe, quand n croit. Mais, ici, on a en général

r r
qz(l—_-a p) <<p<;_—, P +1>.

Posons, comme plus haut,

",p+t .
Tp:f ?(I{ ’ p) dn,
n o P, , Py —1
k,:f ! (P(;{_‘,P,>dn et 2 TI’= T'I,I+ZTP_
e o

P I'o

Ecrivons

S

v
I Mo

”;'.n
Sa(n) dn.
I'n

’ I‘!
Piks '
Ji(n)dn, 2'}‘,,:]

o

Voici le trajet des points représentatifs de £, ct f,.

Fig. 6.

po Ppo Vpon %«1 Yo Mp Ve Ppnr eYl‘V.P\nf’u"

Si A,, B, sont les points d'ordonnées q;()—','—, p— 1) et d’abscisses

!

respectives v, n,; A,

B, les points d’ordonnées ?<;"—;,’ p) et d’ab-
SCISSeS vy, 71,3 Ay, By, les points d’ordonnées <,L, P,) et d’abscisses
Vo= €Yy ny,,; le point représentatif de f, suit le trajet A, A,
A, A, . .., ApAp . Le point représentatif de f, suit le trajet

! ' ' ’
B, B,.» ...y BuB,., et les arcs A A,,,, B, B, sont tous deux

' r
sur les courbes d'ordonnées q(;—: p)- On a
n

! ! ""q vl"r*-! '";‘l*‘
2 \vp___z T,= /. Jidn + [ (f1— f2)dn -—/ Srdn.
v Py {

[ o
My Vhyta
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Dans 'intégrale médiane, fi - £, est nul si 1, < n <v,,.

Si

< nn, Si—foi= ',o(,'%’ /)) — ?<4, P — l)-
n N
. (p . .

Soit 1 + ﬁ—’,) la valeur non nulle de « telle que M, ,(z) = M,(u)
(voirp. 37). Nous ne savons pas si 3(p) est positif, mais certainement
B(p) <1, quel que soit p. Dlailleurs, en supposant 3(p)>o, si
1<u<1+ él(’%)’

!

A.
My (u) — M, (u) >—F’

Ak’ étant un certain nombre fixe, en sorte (ue cette iné¢galité vaut quel
que soit &z > 1.

Si I'on remarcque encore la croissance (') de M,,,., («)—M,(u) rela-
tivement & «, pour # > 1, on a toujours

kl

- U’T'T?: < fi(n) —f2(”)<f1(“p)_f2("p)~

Si(p—1)? (l’T, —|> < B(p—1), les deux derniers membres de

NUTIRTY . . . < pr s k'
I'inégalité sont négatifs, mais en valeur absolue inférieurs 4 &

(*) Voici la démonstration du fait que M., (u) — M,(«) est croissant pour
Pt

p+1

. I . .
«>1, pélant fixe. 1°si ¢ >1 +!—), My (u)—M,(u)= qui est crois-

. 1 1
sant avec u; 2811 + —— < U <1+ =

p+1
d up+t sinp6 ' sinp -+1%
—_ kl, —_ ) = — uP — av = —
du[\ pei(@) =M, ()] w—1 " sing avee “ sinp 9
inp
Ceci a le signe de « — (u — 1)%:;{(1:). Posons
ll:l—t—j“—)
« est inférieur a 1;
s(u)y>1— il-n—lf—g—>|—az>0;

o —
psing
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Si(p—1) (-— - r) > B(p—1), | fi— f.| est certainement infé-

/ .
rieur a I'un des nombres — =) y et £ (v,)— f.(v,) qui sont alors tous

deux positifs. Donc, dans tous les cas,
lf le< l), +f| /1») f!("n)s

et, comme l'intervalle d’intégration ¢, & n, est inférieur & 1, c'est

également 1a la borne du module def (fi—f)dn.

D’ailleurs, dans I’expression de X' (V T,), le dernier terme est
r ' .
borné. Car, nous avons déja vu que ?(;-, P,) est borné, si
n
!
vI‘,-M.S_

’ ' 1 r ” et
En résumé, si 'on pose cp(r—, p) -9 (’v y p— |> =,
»

VI,

osiu<t + !
st << p+l

sinp + 16, ., sinph
sin b, “ e

d
au My () — M, (0)] = urh?

sin(p +12)9,

Sin(p +1)7, : 1. Cette dérivée a le signe de

avec

sin(p+1)0;, sinph
“ sin 0, Y = (w).

D’aprés > 1, (p+ 1)% <§, on a

sinpb,  sinp

1) > s~ g

D'aprés 4, < 6,
i(u)>o.

Pour les valeurs de « inférieures a 1,
(p+1) [Mpii (1) — Mp(u)] = ur+tcos(p +1)6,
9 étant un nombre compris entre 0 et 0;. Si w=1+ E, cette expression a

pour partie principale e*cosf3 (oc =B cot B, g <f< ‘n). Cette partie principale

a un minimum unique pour « négatif et égal & cos2f3.
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on trouve, A” ¢tant un cerlain nombre fixe,

r, r, P, P,

~' ~, ! ~ ,
ZV,;—ZI |< 24 \ ——————-——+’(I-—'7/)(,)+\ ﬂ,,—%—/n/.

-d (p * !
o i o Pu-t1

’ I'l
1
~ . . e r Y .
Examinons maintenant la différence Z l‘,,—-z‘ U,. D’aprés la
P I
décroissance de 2 <~, p> quand ~ croit, p ¢tant fixe,

U,=T,+ /,,[J<7'—,p)——o</' ,p>] o, <.
"y Mpay

Iégalité est encore valable pour p = P, enaccentuant U, Tetn,.,.
Donc

pORIS o 1 Y (LS B (A 1)

I Pa Fues et

en posant 7, = f<4, ) ~ ?<,_L, pP— 1). Ona
II,:

’II
< W
Donc
z\ V "Ok’ -+ 2 (-—, _l_\ W <+ k" (62<l)
P l"*“ d(["—‘l) ' Py -
Pot4 Pa+1

Au second membre, le premier terme estinférienr i » en valeur

)
absolue: D’autre part, q,<;_:_, p0> < (*)/
) Iy
On peut joindre ce terme & S, il est infiniment petit relativement
as,.
Donc, & partir d’une certaine valeur de X,
Vo Ny s ‘
2‘ U,,—Z V== 0(Wpa =+ Wpaa— . = 0p)) + €S,
I I
"
Je dis que 2 w,, est infiniment petit relativement & 3,.
Pot i

Journ. de Math. (6 série). tome VI = Vase, 1, 110, o
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48. Nous avons évidemment, avec les notations du premier Cha-
pitre,

14
My () = Mp-y (@) | < max [Up(, ) = Upoy(u,9)] < -

On a donc

Py

P, Py
S/ r\ ! .
EW,, < —'<'—) ZZ—L‘/’(X_JF':O].
P\Tv, P

Po1 Po+1 Pot1

Nous partageons les termes de &, en deux catégories. Dans la pre-
miére catégorie, nous mettons ceux pour lesquels on a

pPX =) 2Y—1,
sie~* <«
P,
. . N~/
Leur somme est évidemment inférieure & Z L =e"(LP,+7)
P ’

1
y tendant vers une limite et par suite a ee"LP,.
Ftudions les autres termes. Soit P| la plus grande valeur de p
parmi eux. Leur somme est inférieure &

P
1 (X—1)) 4
;e" =0y
1

Multiplions ceci par ¢™Y = e~"e™™,
Si nous remplagons X par X,, nous diminuons P’exposant de ¢

idme . M P < Po .
dans le p"" terme de la quantité p(X — X,) < X Pt lt])o’— -

Donc

|II

bk 0 .

e Vo <v¢e Po=% gYs 2 — "N = yleT Vg,
: P

Y’ ¢tant borné.
Evaluons p(X, — «,)—Y,.
1° Sip =P, d’aprés

Y, > (P)— 2) (Xy— &) + yu,

cetexposant estinférieur a o (X, — &) — vy Le terme correspondant
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-a.x‘l,:,—yp

. , . . : € Y . . .
est donc inférieur & c“"—w—-'- Le coefficient de e** est infini-
1

ment petit quand X, croit indéfiniment, ct il est méme relativement
a ae®r, (Il est évident a priori que si P, n'est pas infiniment
grand les termes dont nous cherchons & limiter le module sont négli-

geables relativement 4 S,.)
2° Sip<LP,,
pXi—x,) = YVi=p(X,—ap) +plov,—2,) — Y.

Or

Ly Ly < I —Yp < 2
p—a p—e

car y,,“> o.
Donc

p(X;— xr,) _Y1<P(x1 — @py) + I%J'I". — (P, —a) (X, — zp,).

Y-
PI
1
. ) . . \ —}"p’l 5 . 13
le second membre est inférieur & 57— on a (ce qui démontre
T

! < X — xp,. Comme

Or, y,. peut sc borner facilement d’aprés

que X — x, estinfiniment grand avec X)
) ; 3 .
.H»’,'—/<(\\—1)fﬁ; < (X — xp,).

Le dernier membre ne differe de (X, —- z,,) que par un facteur
tendant vers un. Donc, a partir d'une certaine valeur de X,

ayp:, 202 .
I;‘y—P'a' P a(xl_‘rl"‘),
0 0
Pi—t
LY . 1
o — (M=} (Ni—ap) N 1 "
e \'5"|<€ ( 1 ,.“_a)( ' rl)z;e,:(.\, -~.t'|,:l).

Io
Or la somme du second membre est inférieure a

P—1

oy = E Ler(y m),
~ P
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Si e i = u, 7, devient

Wi -2
Pl—1  Pl—n

7 .
et = <™ '— L(u—1).

u étant infiniment grand, »~" 5| est, & un facteur prés tendant vers un,
._(‘_ oo 2% )
inférieur & u Po= @,

J'ai supposé (') « < 1. Je peux donc supposer, p, (ui est choisi une

fois pour toutes mais arbitraire, assez grand pour que

2

/’0"" @&

1 — o —

> o.

Alors, ¢4’ tend vers zéro.
Iin totalisant les résultats, on voit (u'il existe certaincient une
valeur de X & partir de laquelle

a! : )
7, < ) (; eNi— % o <4 l"’l ).
N ‘

h—:
Cl, comme I’. < Y——-_«T;,

7, < €S,.

49. Résumé. — Yoici doncle vésultat complet :

Etant donnée une suite de zéros u,, ay, ..., @, ..., silon pose
log|a,| = x(n), logn =y (n), et st les points c(n), y(n) viecnnent
se placer sur une courbe «x, y(.1rr) jouissani de la propriété suicante :
il existe un enticr croissant py tel que. siw,Sw < 1,

p—2y<p+i—a,

a ¢tant fixe et positif, NOUS CHOISISSONS POUR EXPOSANT DE CONVERGENGE
ATTACHE A CHAQUE zERO @, (el que i, < logr, < .,y 1 ENTIER p. De plus,
si je désigne logr par X et y(X) par Y, & toul nombre ¢ je peur

(') SiVon suppose o> 1 et si a<< m, il faudra examiner & part les termes

Pi—m
ip=P ] P . N\
corrcspondanl ap=r,r —i ..., Py—m-41, puls la somme Pt
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faire correspondre un nombre h, tel que, si X, et X, sont les abseisses
des points de la courbe x, v dont les ordonndées différent de Y de la
quantité hy le module maximum du produit formé avec les séros a,,
(yy «.. ol Uezposant p est certainement inféricur, a partir d’une
certaine valeur de r, a

)V | 202X ! ! .
(l+~.)l (..(1 +LX—X'+]‘X2-——X>

50. L’exposant p est-il canonique? — Il s’agit maintenant d’exa-
miner si p est bien véritablement un exposant canonique, c’est-i-dire
si les deux fonctions que nous avons appelées 11, et IT, ont bienle méme
ordre de grandeur. II, est égala S, + S, + S, l'lg asS,+8,. Meta

Pordre de et - L\ < ILe~¥ celui de Lg—; d'apris
'— 1

. . h
\—-\|> ms LX——‘( < LP +c¢.

¢ étant borné. Deux cas se présenlent suivant que I’ordre de L.P ou

de 1LY’ est supérieur ou inféricur a ¢**.

51. Supposons d’abord ~** négligeable a I'égard de LY’. Nous

appliquerons ce résultat bien connu (') : si¢cst une fonction croissante
h

de 1 on a v[u—i— —] < (1+ B)v(u), sauf peut-étre pour certains

points w, formant dcs intervalles dont la longueur totale est au dela

de u inférieure & 5 ( Rk k étant borné si / et B le sont. Rappelons-
en la démonstration :
Posons
v (1) =

Soit u,,_, un point tel que, si

h
oy ™= Uapy. .+ ——
Can--q

(') Voir Borew, Acta mathematica, t. XX, 1896, p. 356. C’est M. Borel qui
a le premier (dans ce méme Mémoire) signalé U'existence de ces propriétés com-
munes a toutes les fonctions croissantes, hornées tant que la variable I'est, et
qui a montré le role essentiel qu’elles jouent dans la comparaison entre elles des
fonclions croissantes.



78 A. DENJOY.
ona
Cop > (' —+- ia)"in—i'
Soit u,,,, le premier nombre supérieur ou égal & u«,, tel que, si

h

k3
Capsi

Ugpy iy == Ugp.ty + ’
on a

Panse > (14 5) Can+1e
Posons

Ugy — Ugp == 6:1-
D’aprés la croissance de ¢ avec u, ¢,,,, > ,,, €t par suite

Voniy > (14 ,3)" (¥R
d’on
~ 145

md 0,,< v |3 ’

quel que soit n.

Or, quels sont les points u supérieurs a u, pouvant jouir de la
propriété

v(u—i— g) >(+3)e(u)?

Ce seront évidemment exclusivement des points intérieurs aux inter-
valles u,,_, & u,,. Pareillement les points u tels que

(1+3)¢ (u — :’) < v (u)

avec u > u, sont tels que le point « — {', fait partie de I'un des inter-

valles précédents et, par suite, ces points sont compris dans les inter-

valles u,, & u,,+

—- Donc, les points z supérieurs a u, et tels
2n—1

(u’on ait soit
v(u + é> > (1-+B) v(a),
soit

v(u-—- ?) <(+p)te(u),
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Al
forment des intervalles de longueur totale inférieure & {'~ % (k' borné
1
avec /i ct B).
Appliquons ceci i la fonction Y'(X). Comme
h h

X-——X|<F:_—a et .X,-—X<P_‘a!

comme Y', Y', Y, different de P, P,, P, de moins d’une unité, on
trouve que, en général,

(14 3P >P>0—p)P,

sauf peut-étre pour une suite d’intervalles dont la longueur totale est

o gy Ao, . .
inférieure a ek a partir de X.

On montrerait d’'une maniére toute pareille que les points x > X ot
I'on n’a pas p/**> p > p!? forment des intervalles de longueur totale
T Jho ko h
inférieure & ; + 3Py

52. Donc, les fonctions II,(X), II,(X) seront dans un rapport infi-
niment voisin de un pour P infini, sauf pour des points X dont 'en-

T  hh, . .
semble a une longucur totale inférieure a T’f a partir d'un point X

quelconque. II, et I, sont ¢égaux, a € prés chacun, a ¢'LP, et 'on a
P(ry<(24¢)nLp,

n étant le nombre des zéros intérieurs au cercle | 3| = r et p 'exposant
de convergence relatif au zéro le plus voisin du cercle.

Pour des croissances accidentées de p et des valeurs exceptionnelles
de 7, telles que 'ensemble des points logr a une longueur totale

inférieure & ;)—‘ 4 partir de logr, la loi choisie pour p ne donne pas le

méme ordre de grandeur 4 II, et & II,. Mais rien ne prouve a prior:
qu’il y en ait une résolvant ce probléme. Pour les fonctions de genre
fini, on peut concevoir des variations de y(n) avec p<y' <p+1,
telles que, le genre étant p, les deux fonctions II, et II, ne soient pas
entre elles dans un rapport fini quel que soit 7.
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53. L’excposant de convergence précisé. — Les deux fonctions 11,
et II, se trouvent n’¢tre pas du méme ordre de grandeur dans un autre
cas, si e** est d’un ordre supéricur & celui de LY, auquel cas II, > 1I,.

o e - X . . . g . ux

La condition LY’ < ¢** exige que y soit d’ordre inféricur a ¢ ou (ue
I ~ .

r,,>;log._.n. Si donc la croissance de y se rapproche de celle des

fonctions de genre fini plus que celle de ", nous devons préciser
'exposant de convergence de facon a réduire 'ordre du terme hétéro-
géne ¢**. Nous réalisons d’emblée la principale réduction possible en
permettant a ' de se rapprocher davantage de p + 1, comme il suit.
Supposons que pour

] N I+ 2
Ly X < Lpiny Piy + ——J' <p 1.

L3
Y r A
Dans la somme » « <;7, p,,>, nous conservons le méme groupement
n
1
des termes en S,, S,, S,, 5,. Les nombres X, et X,, définis par
Y-Y, =Y,—Y=1#4, sont indépendants du systéme d’exposant de

convergence choisi. Nous admettrons que

Y e
ey Sl: ([ -+ 68) @)=Y+ p+1eX ~>
i e v —
.II,“
© dx
Y8, = (1 + &) f o=V L
X, 1—0

’-'_‘.S: = C2)

" . Ng N, " . . N N . .
C, étant borné et ¢, ¢'* étant inféricurs i 1 & partir d’unc certaine
valeur de X.

54. Calculons l'intégrale qui donne S,. D’aprés y’ —+ - _:ai_.'p,

si L, S < wpyyy, ON A

WX X
Y —y=/ ydz>—(1+a)Log—

+p(X—2)+ (P —pPN — 2, — Xy — . — ‘l'p).
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Donc, en supprimant au second membre le crochet qui est positif,
. X
y—=Y+(p+1)(X —.z-)<(|~+:x)l.og; + X —a.
Par suite

eN—=r— |

Ny X
. N2k L+ 20 Log dr
(1+¢)'e \sl<f ¢ S
T
Pour ¢tudier I,, je pose X — 2 =w. Ona

Nty X1+ oM
l' :f X 1+% Lu du.
Y (X —u)+2 er—y

Je décompose cette intégrale en trois autres :
W2

g et L2 et ll- —1—a -
j - du +-f m 1 — 3&-) —1 ‘ du
xox €1 Koy, & 1 )

+[ YT X A
u.
1+2 o,
1 (X — e)t+* e —1

i
\—X,

-2 h . . . . -
<[ - %) =1+ "\—‘, /i élant borné si & < L2, et si \ est supérieur

La premicre intégrale est égale & L + La scconde, d'apres

a 2, est égale &

W2 ot
[ (_,IT_—___; u (11’,

Jx-x,

h
X

. , 1 . ol uet
qqui tend vers zéro avee %’ puisque ;———-!—du a un scns. Dans la
A 0 —_

"

0

est inféricur & 2. Elle est donc inférieure &

X+a 1 1
Toa [;ﬁ_(xml,a)“]'

troisiéme

et — |

- v ’ . 2
En résumé¢, si popr <,
S

. '
c—‘b,<(|+e)<e)\"“+l,x—_—x—;).

Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Vasc. I, 1q10, I
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55. Limitons S,. De méme que S, a été réduit en un méme point .«
par la diminution de p, de méme S, se trouvera augmenté. D’apres

1+ o . <
Y+——<p+1 s Fizx<zp.,

on a, si x> X,

y—Y:—.f y’dx<—(1+a)Log§
X x
(p+1)(r—X)—=|z,+ 2, +...+2p—p—PX]

et, en supprimant comme toujours la partic positive entre crochets,

y—=Y+(p-+1)(X ——.1')<—(1+a)l,o,\

Done
(l+€)~‘e”\.sx<\/"e——.;-y.‘xul,ul-fr%z'\—" :ls.
X, -

Dans I, je change de variable .« = X + u.

* du
-

L= 14%
\Ng - X (i e
(l + X) (1—e ")

L L2 / du w\—1-2
"-\_\l-—-e"‘ N, x 1T '+)_(

e~ du

+f du +/
L, Jia J— ¢t ﬁ 1+
( ) (' +x

La seconde tend vers zcéro. La

c e .
La premieére intégrale cst L %'

troisiéine est
1 xl-i—(z 1
P L ' n(X).
Z (Xaiop —ax L2+rniX)

i
- du = Lo.

n(X) tendant vers zéro. La derniére tend vers f —
1.2

Donc
C‘“‘.S <(|4_s) }_*.L; .
3 ' o X,—X
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56. Ce choix pour I'exposant p, notablement plus avantageux que
le premier, si )’ croit lentement, ne peut étre perfectionné que
faiblement, dans le sens qui diminue 'ordre total. Cette diminution ne
peut s'obtenir qu'en rapprochant les ordres de S, et de S,. Or, ces
ordres sont ceux déja voisins de X'+* et X,

Si I'ordre de LY’ est compris entre ceux-la, il peut étre utile de
restreindre le plus possible l'influence du terme hétérogéne. Nous
supposons alors que, si

-1’/;;_3‘7"< J"/H-lt

| | 1 1+
Py + e e Tow + Zloa i
x  xlogw zlogz...log, yxz ' =zlogz...log,x

e ¢lant fixe, inférieur a 1 par exemple, et /& étant un entier fixe. On
trouve, pour x <\,

Y=Y+ p(X—ax)<logX +log. X +...

+ logs\ 4+ (1 + &) logy X — logr — log,r —...— log, z — (1 + a) log,+, 2.
D’ou
(1) 1S, < “XlogX...log,_ X loght*X X d—1
) £ Ioga Jdogy qxlogh dx Nr—y T TN

On trouve comme plus haut la valeur de 1,

1, logleX 1
]‘-——&/\IODX..JOB/,_1X To g,,.l‘,,u_"]'X—X‘ +/Ip
De méme
) 1 . 1
(1+¢)"te¥S, < p XlogX...log,-yXlog, X + L X,—X + fiy

(%, et A, bornés).

57. Nous découvrons une famille de modes de croissance pour r,,
ol s'opére la transition entre deux espéces différentes de produits
canoniques. Pour les uns, dont font partie les produits de genre fini,
il n’est pas indifférent que y’ s’attarde ou non au voisinage des valeurs
enticres. Pour les autres, la perturbation due & ceite cause est négli-
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geable dans la croissance totale de la fonction. Les croissances de y
séparatrices des deux classes de fonclions entiéres sont pour Ly’ =z,

logw, ..., xlog.c...log,x, ... du coté de la classe qui comprend le
genre fini, et

Ly'=a''2, veey xlogz. . .log,_,xlogh*x

du coté des fonctions plus croissantes, ou
.Y — (,.z" erlog.r’ . '(,.rlug.x'...lo:z/,‘r"

ou

log, n log, n
I elo',:_,n’ clog‘,u. el dnn,

Supposons, ce qui arrivera fréquemment que, pour la classe la plus
Ly

»

croissante, 1= tende vers 1. Alors, la limite supéricure de II(«) devient

(24 ¢)nL,n. Pour la classe la moins croissanle au contraire, cette
limite sera en logr log, r...log,'* s, 2 élant un nombre fixe. La
limite de croissance dey estla méme que celle dela convergence ou de
la divergence de

£
"= dr “dr \ log r,
— ou de — ou de o Toen T
J,. Ly . Ly - n logn logs n

X

58. lin somme, nous trouvons pour limiter supérieurement II( \)
I'expression

1 | I
-i- ,\2_\— ’

(a) (142)e l:a’/(k)-i—l‘.\_-\l
valable & partir d’une certaine valeur de X, 0(X) étant une fonction que
nous pouvons supposer ¢gale a e**, X'**, ..., XlogX...log;"*X, ...,
suivant la lenteur ou l'irrégularité de la croissance de Y'. Si donc LY’
croit plus vite que 'une des fonctions de cette suile, on se trouve avoir
réalisé 'égalité des ordres de 11, et de 1I,.

59. Exemples de fonctions alteignant la limite trouvée. — Nous
allons maintenant montrer une sorte de réciproque des formules précé-
dentes & savoir : quelle que soit la loi choisic pour p parmi les précé-
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dentes, il peut y avoir pour certains des produits canonicues formés en
déterminant U'exposant p, selon cette loi, une distribution des zéros
telle que, pour des valeurs de X indéfiniment croissantes, le module
maximum du produit canomquv ait son logarithme 1(X) supérieur

a(r— s)[eﬂ(\) + Ly x—< + L+——< \»_\J, ¢ étant un nombre fixe, et

0(X) étant 'une des fonctlons définies ci-dessus.

Deux causes empéchent que lalimite supérieure trouvée pour II(X)
soit effectivement atteinte. La premiére est que nous avons supposé
que les zéros pouvaient étre distribués de facon que le maximum du
module de tous les facteurs sur le cercle | 5| = r puisse se faire au méme
point. Or, il est évident ue, si je choisis un point du cercle |5 | = r,

soit maximum en ce point détermine

la condition que lE (7::;1 p,,)

~ . I
I'argument de a, dont on a le module r,. En effet, si I‘,,(l + —) <r,

I . .
. 1]
>>I, et s1 3 =re",

n

a, devra avoir l'argument de s. Si r,,(x +

a, = I,e™, on devra avoir

o sin(pr+1)(9— ay)
e Sinpu(,j_“n) ’

avec

ce qui donne deux valeurs pour a,. La premiére catégorie de zéros, qui
a un module inférieur & r, devra étre placée sur le rayon qui va de
Iorigine au point 5. Les zéros de la seconde catégorie seront sur une
courbe ayant ce méme rayon pour direction asymptotique. Il est évident
que les arguments favorablement répartis pour un point choisi sur un
cercle particulier |s|=r se trouveront dans leur ensemble mal dis-
tribués pour tout point de tout autre cercle. Mais on voit immédia-
tement que, a toute valcur de X, on peut faire correspondre X’ et X”
avec X' << X <X, tels que, si x << X' et si «> X", la totalité des

" A
termes ¢ (7, p,,) correspondant & ces valeurs de . onl une somme
n

négligeable, a ¢ prés, quel que soit ¢ positif, fixe, relativement a celle
des termes 9 correspondant & x st X’ < x < \". Nous répartirons les
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zéros médians de facon quc les facteurs correspondants aient tous leur
maximum sur | 5| = ¢* au méme point. Distribuons arbitrairement les
arguments des autres zéros. Comme le minimum de chacun des

£ )

7 ¢tant infiniment petit avec 3:7, si, pour £ << X'oux>NX", |\ --z|p(r)

-9 = Pa) %)
facteurs (7 )t

correspondants est supérieur a e ,

est infiniment grand avec X, on se trouvera avoir en ce point

MOO> 0= 4 Do (L0 pa).

Iy

Soient X, et X, les nombres correspondants & X,. Si X, , >\, il est
évident que, X ¢tant Pun quelconque des nombres X, 'inégalité préceé-
dente sera vérifiée.

On peut donc supposer, avec une erreur relative inférieure & 2¢

)

r

que M(X) atteint la valeur 2 cg(,_—, p,,) pour une infinité de valeurs
de X. l

60. Mais, dans I’évaluation de cette somme, nous avons introduit une
cause d’erreur, en renforcant certaines inégalités parla suppression d’ex-

pressions de signes connus, telles quep — P\ — .y — ., 0 — oo — oy,

sl @, <X, et &, 4+, + ... +ap,, —p— P X, si i, >\, Pour
éviter cette cause d’erreur, nous supposerons que de X' 4 X" la valeur
de p reste la méme.

61. Cela étant, nous allons montrer qu'étant dennée une fonction
croissante ¢ (), a dérivée toujours croissante, il est possible de définir
une fonction y = f(x) égale & g(x) pour une infinité croissante de
valeurs de x et telle que si I'exposant p est déterminé par les iné-
galités

1+ o
logae. . log) ;&

v
p':y+-5+...+x <p+i:

1° p est un nombre jamais décroissant; 2° il existe une infinité de
valeurs croissantes de X, et un produit canonique dont le ni*™ zéro a
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son module donné par
logr=f[z(n)],
telles que

(b) M(X)>(-—e)[eﬁ(x)+1‘x__lx,'H‘X,I—X]’

e etant fixe, et
9(X)=XlogX...log*X
avec x > o',
Je définirai y = f (i) par la condition que, pour X <X, <X,,on
ait
14 o

I
Vi — 4.+ =p.
' x zlogx. .. log,_,x

Avec cette loi, de X\’ a X" p restant constant, on a

¢ I+a'Y
XlogX ... logi'¥X
zlog.r ... loght¥x

(1) y—=Y+p(X—2z)=log

Je suppose que la courbe ainsi décrite et qui différe peu d’une droite
touche y =2%(.c) en un point. Les zéros dont le nombre z(n) est
compris entre X' et X donnent un total égal 4

S=¢ (—‘ X logX ... logh® X -+ LP + A-).

o' log® X/

Ceux pour lesquels x, est inférieur 4 X' donnent dans la somme
2 9<,f;’, p,,) un total infiniment petit rclativement & cette expression
quand X s’¢loigne, si leur exposant est inférieur & p. A partir d'une
certaine valeur de X, S sera a %' prés la valeur de II, (X). Je fais
courir X, Y sur sa courbe jusqu'a ce que Se~Y+ LP devienne infé-
rieur & Z—IX log X...log"'**X. Lorsque ce résultat est atteint, j'obtiens X"
en prenant X”2 X'+ 1, parce que alors la somme des termes qui

. P I e
suivent X" est inférieure & e‘f 1

1
A partir de X", je méne tangentiellement & la courbe y = ¢ () une

courbe de la famille (1) avec une nouvelle valeur de p. Je la fais suivre
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par le point X, Y, jusqu'a cc que les termes inférieurs & \” soicnt
devenus négligeables. Je continue ma route jusqu’a ce que 0(X) pré-
domine sur log P. Je place le nouvel X" asscz loin pour que les termes
suivants soient négligeables, etc. Si /() n'est jamais négligeable
relativement & zlogx ... log;**:z, les points X de la fonction o la
formule (/) est exacte ne sont pas ceux o y touche 9. Dans le cas con-
traire, on peut choisir X tel que y(X) = ¢(X).
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CHAPITRE TIL

SECOND TYPE DE CROISSANCE. GRANDE REGULARITE.

62. Nous allons maintenant définir un mode de croissance du rang n

considéré comme fonction de r,, tel que I'expression 2?(7%» p,,>,
1

dont nous n'avons pu obtenir qu’une iimite supérieure alteinte seule-
ment dans les régions ot le produit canonique a I'allure d’une fonction
de genre fini, soit calculable asymptotiquement, du moins quant & sa
partie principale. Nous ne ferons, pas plus que dans le précédent
Chapitre, d’hypothéses sur 'expression méme de y(.»); nous lui impo-
serons simplement une propriét¢ fonctionnelle, n’apportant aucune
limitation a la rapidité de la croissance de y, mais uniquement a son
irrégularité ; cette propriété appartiendra & une classe de fonctions
beaucoup plus générale que celle qu'on obtient & partir de e® et d’une
constante, par addition, multiplication, composition, inversion,
itération, eflectuées dans des ordres divers et un nombre fini guel-
conque de fois.

Mais auparavant nous indiquerons la voie qui conduit i la valeur
environ ¥’ que nous avons indiquée pour p.

Expression asymptotique d’une série entiére & termes positifs.

63. Nous ferons ce calcul dans le cas ou les coefficients de cette
strie tendent vers zéro avec une certaine régularité, et ot la croissance
de la fonction cntiére somme de la séric est supérieure 4 un certain
ordre (inférieur & 'ordre de certaines fonctions d’ordre zéro).

Soit

F(r) ::2 a,r"

n =1\

1w

Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. I, 1gio. 1
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cette série. Donnons-nous comme au précédent Chapitre un nombre ¢
arhitrairement petit au moyen duquel nous mesurerons nos approxi-
mations. Nous voulons calculer I(7') avec une erreur arbitrairement
petite en méme temps que ¢. Je pose

ag—e* el logr = .

A, est une fonction de n qui n’est jusqu’ici définie que pour les
valeurs entitres de la variable. Nous supposons que, pour les valeurs
non enti¢res de n, on donne &4 A, des valeurs telles (ue la fonction
obtenue soit.continue et dérivable aussi souvent (deux fois) qu'il soit
nécessaire dans la suite.

Considérons la fonction sz — A,, qui pour z entier coincide avee
le logarithme de P'un des termes de la série. lle a un maximum pour

dA Y
x = A, = ——=- Nous supposcrons, pour que cette égalilé nc fasse cor-
dn

. respondre 4 une valeur de  qu’une valeur de #, que A), varie tou-
jours dans le méme sens. La fonction étant enticre, A, devra croitre
constamment et infiniment. On a A} > o.

Je désigne par 7 la valeur de n définic pag I'égalité . = A). Nous
posons T (i) = ¢"*. Le terme maximum de la série a un rang différant
de ¢ de moins d’une unité, soit i -+ ¢ (&2 < 1). Cherchons son rapport
a T () et pour cela formons la différence des logarithmes. On a

(4 8) — A ({4 8) (£ 4 8)w — Ay— BA]— - A"(( +58),  o<h<1.

Le défaut de ce terme relativement & i — A, est, d’aprés « = A,
0° . «
2 A+ 0),

Pour que le plus grand terme de la série soit dans un rapport tendant
vers 1 avec T(x), il faudra que, & partir d’une certaine valeur de »,
quel que soit / entre m et m + 1, il y ait des valeurs de A, inférieures
4 ¢ entre m et ¢ d’une part, { et m + 1 d’autre part. Nous exigerons
que A, tende vers zéro avec %

D’aprés la décroissance de r"e™ si n > 1, et la croissance de la
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méme fonction si n < 7, on a
F(r) :f ert—Am dp - 26T ().
1
Donc
o ;
e~ix+MO F(r) =f eln—dx=Mn)+A D dp 425§ =8 + 2.

D’aprés la croissance de A’(n), si n >, > l, on a, en 1ntegrant
inégalité A'(n)dn > A’(i,)dn entre les limites i, et n, .

A(n)—A(6L)>A(L)(n—10,).

Donc
—d(ni)y=(n—10i)or—A(n)+A(i)
< (n— Dy A = A (i) — N (i) (0 — i)
= (n—)(x—Al) + (L— )x — A(L)+A().
Donc

L
. .. . . 1
G.— e=V(n,i) dn < eli,—Dx—A+HAG) |
? f < Ay —=x

E}

On montre d’une facon enti¢rement analogue ([ue

.

"
a|:f e=Yind) (fp << elé— A HALD
n

9

x — Aj
D’ailleurs

A(i) = A — A () (= i) = 2

(=)
et
N (&) = N (@) =A" (M) (i— D),

A cL A, étant compris entre ¢ et i,, en supposant A" continu.

64. lntroduisons la condition que

0 (i 34 xg =

quelle que soit la fagon dont ¢ varie entre — 1 el + 1 et quelque grand
que soit lc nombre fixe k. Nous ne spécifions ricn sur le sens de la
variation de A” qui peut présenter une infinité de maxima ou de minima,
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bien que lim A} = o. D’ailleurs la condition (1) est vérifiée pour toute

i— oo

valeur fixe de & dés qu’elle 'est pour une non nulle.
Supposons que / soit choisi assez grand pour qu’on ait

( 2) f e " du = / e~ "du <z
— e k
2

k étant ﬁxe, il existe un nombre n; tel que :,,((n)’ = 1 + gg, si

[n—1i|< ——, 1> n;. Posons alors

k.

T

a AN ()1 +Se) et

i, ~{=(—1{=

Alors, A”(A) et A”(A,) sont égaux

_l_.| 2.1
0, < —— ©
' LyA"(0)(1—¢)

R . .. - (- .
L.a méme expression limite 7,. En supposant ¢ < —» imposons & A une

nouvelle limite inférieure par

&
9 ¢ 13
(3) L/,~ .
Alors,
> w:fl"r You i dp + ———L =8, 4 i//_“_
i V/“\V‘ l.) \/l\”( ")

. . *
D'uilleurs, si

< n<<diy, —d(n, ) =— AL l)(|+o)(n-——z)

Donc

L
v

Ay

o
| L ML Ik
S,:.—.f e * du,
k

VA

Au sccond membre, ¢ est évidemment unc fonction de «.
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Posons
A" ()t Y
R =1 L
2
*
2 ve -
S, = \/ — 8] ave Sy = et i do,
A"(7) N
V2
Or
' 3
& v
f o= 1+ (o Sll <f e—(1—2)v (for s
_4 _ &
\G y/‘E
d’ol

Done

< ' 2 '/"‘ . /5
b'—\/._——'\”(l.) (\17 279 ).

s / 2 T f)(\c
b—\/,:_—\"(t')k\/ﬂ+ 2 )-).

Rappelons que cette derni¢re inégalité est valable (avec €% < 1) si, &
ayant ¢té choisi satisfaisant aux conditions (2) et (3),  est supérieur
a la valeur ;4 correspondante, ce qui aura lieu & partir d'unc certaine
valeur de .

ct, par suite,

05. En résumé, en posant log r = .r, ¢ étant la fonction de x définie

' .ot
parx = A;, la somme de la séric o, est

F(ry= \/%r_r eNi=N[1 ()]

. N 1
n(«) tendant vers zéro avee =
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Pour les applications on pourra remarquer que
i
iA;.—A,.:f EN) e,
i
I, étant une certaine constante non arbitraire. Or, d.x = A’ di. Donc,

'expression devient, si i(x) est connu,

; tdr
F(r):\/mr% ef"’ L1+ n(2)]

Iy, je le répete, cst déterminé. C'est, si l'on veut, 'abscisse du point de
la courbe y (i) = A, ou la tangente passe par l'origine ct =, cst le
coefficient angulaire de cette tangente. Dans cette formule 7 est une
fonction de « qui, pour ses valeurs entitres, coincide avec le rang du

. . . veooodi e
terme maximum, qui est croissante et dont la dérivee =1'sa usfail &

la condition équivalente a (1),

.lri—_'.:,i’ (.r + \/L-'l_,) () =,

Nous montrerons par la suite I'équivalence des deux conditions (').
La formule précédente donnera la somme de séries entiéres dont la
croissance ne sera pas limitée dans le sens de la rapidité, mais sculement

(') M. Le Roy a obtenu (Bulletin des Sciences mathématiques, 19oo) cette
méme formule. Les hypothéses moyennant lesquelles M. Le Roy en affirme la
validité ne sont pas entiérement les mémes que ci-dessus. La décroissance de A’
et la croissance infinie de i?A }, remplacent la condition (1). Les hypothéses

limA; =o. limit "=

i=w iz
ne suffisent pas si I'on ne suppose pas en outre que le sens de variation de A"
et de i* A" est constant. En revanche, l'ensemble de ces hypothéses entraine la
condition (1). Mais la condition que je donne est plus générale, puisque, bien
qu’'elle contraigne £2A" & tendre vers 'infini, elle w’implique rien sur le sens de
variation de A" ni de A", J'ai obtenu la formule sans connaitre le travail de
M. Le Roy. D'ailleurs, le calcul ci-dessus n’offre pour mon objet aucun intérét
en lui-méme; il n’a représenlé pour moi qu’une étape nécessaire dans la
recherche de I'exposant de convergence et dans celle des caractéres de grande
régularité.
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dans le sens del'irrégularité et de lalenteur. I.a formule ne peut convenir

rme,

. ” ah . N %l -
que si A7 tend vers zéro. Si done f(r) = ek il faudra que g soit

me

. . . 1
infiniment petit avec —-
m

Recherche conduisant au choix de l'exposant de convergence.

66. Je vais exposer sommairement la marche qui m’a conduit au
choix de 'exposant p. J'ai eu besoin pour cela d’étudier la somme
d’une série entiére 4 termes positifs avec moins de détails que dans
analyse précédente, mais de facon a en retenir surtout la remarque
suivante : st A; croil avee une asses grande régularité, le terme
maximum de la série la divise en dewr parties équivcalentes.

Or, rappelons I'observation primordiale d’ot découle le choix de p.

D'aprés la valeur de %(1, p) qui tend vers une limite pour p infini,
il est naturel de partager les facteurs du produit pour chaque valeur
de r en deux catégories, suivant que r(n) < r ou que r(n) >r. La
valeur du ou des termes médians [s'il en existe, r(n) =r] est sensi-
blement indépendante de la loi de croissance de I'exposant interposé ¢,,.
Si je donne 4 g, les valeurs les plus petites possibles, assurant stric-
tement la convergence, la premiére partie du produit qui est un

produit d’exponentielles de variables trés grandes -,5- a exposants le

3

plus faibles possible, sera relativement peu croissante. Le reste au
contraire, puisque la convergence sera strictement assurée, sera trés
important, et d’autant plus que la convergence sera plus médiocrement
assurce, c'est-i-dire que p, sera moins croissant. Si, a4 partir de ce
choix de p,, qui sera par exemple

logh

= (I4a
pr= )Og,,/’

’

je remplace g, par une fonction plus croissante, la premiere partie du
produit devient plus grande, tandis que, la convergence étant améliorée,
le reste est moins important. Si je prends pour g, des fonctions de plus
en plus croissantes, je rends le produit infini de plus en plus convergent,
je diminue donc le reste ; mais j’augmente alors la premiére partie.
Donc la fonction g, qui nous donnera la croissance totale la plus
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restreinte sera telle que la premiére partie et le reste séparés par le
facteur correspondant & r, = r soient du méme ordre de grandeur.

67. On sait que la convergence ahsolue du produit canonique est

assurée si l'on choisit p, = E(p,) avec
p,,:kl—olglgf(%, k>14a>1.
z fixe. E(p) est la valeur de p &4 une unité prés par défaut. On peut
n

Togr(n)

Je suppose que, ¢ ¢lant un entier arbitraire, il y a un nombre 2, tel
que p,, 2isi n2ngy 5, <1, si n<n;. Ceci aura licu en particulier

méme prendre £ =1+ » si A, croit indéfiniment, avec pZ3g,

si k ——— esl crmssant Nous supposons que 2 o, est trés sensiblement
loor( n)

égal 4 7, et nous posons R; = r(n;).
Liimitons supérieurement le logarithme de chaque facteur par I'iné-

galit¢ M, («) < «?*'. Dans Z o( s P ) 1+ est alors en facteur devant

Rigy--1

la somme de termes 2 ﬁ-—;

n; <

I
Cette somme, d’apreés rfr = m*, est inférieure & 2‘ -

I 1
k—u1 nkt

Donc, 29 est inféricur & la série entiére & termes positifs

1
© .
1oy rit
1
Clest ici que s'est présentée pour moi la nécessité d’é¢tudier la somme

d’une série entiére i termes positifs. )’aprés la remarque faite plus
haut, le terme maximum de cette série doit étre tel que les termes
situés avant lui correspondent i des valeurs de »(n;) inféricures & r
et que les termes situés aprés lui correspondent i des valeurs de 7(r;)
supérieures & r.
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®
V. ré . C o _a e :
68. La série Y —— sera mise sous la forme ¥ e~ si I'on pose
{
i=1

A= (k—1)logn,.
Il s’agit d’interpoler A; pour toutes les valeurs non entiéres de i. Sup-
posons r(m) interpolé pour toutes les valeurs de m. Quel que soit m,

nous supposons que I soit égal au nombre k& > que nous avons

log r
désigné (quand m est entier) par p. Inversement si nous supposons
1 . IRV log
—E% _ croissant, I'égalité i = k —>— nous définit une valeur bien
log r(im)

( m)

délterminée de m, pour chaque valeur donnée, entiére ou non, de i.
Remplacons de mémelogn; par logm. Nous n’aurons plus de difficulté
a faire correspondre a chaque valeur de ; une valeur de A;. Nous verrons
ensuite dans quel cas la fonction continue A; satisfait aux conditions
complémentaires.

Le rang ¢ du terme maximum est fourni par

d
(—i_t'Ai'

(1) logr =
Or, nous voulons que le rang (interpolé) n;= m de ce terme maxi-

mum soit tel que logr(m)=Ilogr. L'égalité (1) doit donc pouvoir
s'écrire
logr =log r(n;) =log r(m).

Nous arrivons donc a la condition

i __dA;
(2) Inar(m)_—(ﬁ'
Or
A, = klogm —logm = ilogr(m) — logm.
Donc ‘
d\; dlogr{m) dlogm
i T = logr(m) + ¢ ([t di
L'égalité (2) se réduit &
; dlogm
(3) dlow(m)
Journ. de Math. (6 série), tome VI. — Fasc. 1, 1910, 13
)‘4"\‘

B
N

ﬁ -
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Posons :
logr(m) =a, logm = y;
on a
i=y'.
Mais nous ne sommes assurés que le terme maximum divise la série
centiere en deux parlies équivalentes que moyennant. certaines con-
ditions :

[ s
; C a9k ;

1° A">o0; 2°  limA"({) =o; 3 !1mt\’<t+—_—;):A,:|.

1 =® Ii=® 1‘/

Traduisons ces conditions au moyen de la fonction y ().
On a

. 1
A;=/dlogr(m)—logm=uxy —y.

Puis
dA,
a ="
d’apres
da,_ ., de_ 1
dz =T @ Ty
d*A;,  d [dAN\dr 1
dit ~ dx ( di > dar — "

La condition A} > o se traduit donc par y” > o. La seconde con-
dition impose a y” de croitre indéfiniment. Etudions la troisi¢me. Elle

. : ) Dk . : .
consiste en ceci que, y’'s'augmentant de = I’altération relative de A,
vy
’ 1
tend vers zéro avec =

Done, si y' saugmente de 0k \y”, laltération relative de y” tend

vers zéro avec ;5 Soit x, le nombre (unique, puisque )’ est croissant)
tel que
Yi(z)=y(@)+ hyy(2).

On a, si z est supérieur & un certain nombre Xy,
y'(zy)=y"(2) (1 + &),

avec 82 < 1, pour toutes les valeurs de 4 comprises entre zéro et le
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nombre fixe k. En multipliant les termes de cette égalité par dx, et en
intégrant entre les limites x et z,, il vient

Y (z) =y (2)=py"(2) (2= ) (1 + 5¢).
Donc
h

(x+65)\/y"(x)'

La troisiéme condition imposée a A} exige donc que

( 6k y
yi{e+ ——-) Yy z)
vy’
tende vers 1 pour x infini, k étant fixe et O arbitraire entre o et 1.

Réciproquement, si I’on suppose cette condition vérifiée, on démontre
aisément que : 1° bien que k ne soit plus en général indépendant de m

Ly— X =

(daprésk = dll 87, k est fixe sir, = €™, a étant fixe inférieur & 1),

r P+t y . . .
la série 2 [, ("”] est égale, avec une erreur infiniment petite,

n=
L]

. r rt iy - , ; .

P . o 7 Y -

A Z T 2° cette derniére série est évaluée asymptotique
i=1

ment par la formule donnée plus haut, et son terme maximum la

divise en deux parties équivalentes.

Nous n’insistons pas sur ces points, car nous verrons que I’hypothése

hm ) (.r + __91: ) —
. = )iy (2) =
r = \/y v ( ) !

permet ’évaluation asymptotique de la somme E < oy p,,‘) elle-

méme, et non plus seulement de son expression trop grossiérement

, ~ /o \Pwtt
approchée 2 (r(m))
En réalité, je ne suis pas arrivé aussi directement au résultat. Je me
suis aidé de 'observation suivante :

»
B, V"
B, croissant indéfiniment avec n2. Alors, st i, est le rang du nombre B,

69. Supposons la fonction entiére mise sous la forme V(
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. Y ] . . l
égal ar, sile rang du terme maximum est i = " 'a y &; tend vers
C

i
’ 1 . . . . .,
z€ro avec 5 moyennant une certaine condition (2) de régulariié.

n 3 .
En effet, le maximum de (-é—) est pour n = (si
n

legB, .

dlogB;
di dlogi

logr =logB,; + TToz7’
gl

log B, +

ce qui détermine ¢, si le second membre est croissant ; supposons donc

dlogB, d?logB;
dlogi | (diogi):

(1) >o0

dtlogB, ,

Or formons B, diogn)? étant supposé continu, on a

dlogB; (14 2)? d?logB, s0+v
dlogi + 2 (dlogi)*

logBp+a =logB,;+ (14 a)

Supposons, ce qui entraine la condition (1), que

. d*logB, _dlogB,
(2) N CTogn ) diogn =

(-

Si ce quotient est inférieur en valeur absolue a ¢ pour i >/, on a,
sii, >,
dlogB;  dlogB,

B (10§ iy~ logi) 2
dlogs, — dlogi © L@,

et par suite, si 7, = (%'*¥,

| d*logB,,

d lOg B,'
(dTogiy)? dlogi

g(142)
<€ dlogi

Done
o dlogB,

logBjovn = logB; + (1 + ) (1 4 he) dlogi ’

h étant borné si « l'est, et sie < 1. Il n’y a qu’un seul nombre 7, tel
) yaq !

que B, = r. Or, il est visible que I’on peut satisfaire & cette égalité en

prenant pour « une certaine valeur tendant vers zéro avec '7 Donc,

(1) Si la série est mise sous la forme rie~4 cette condition est remplie
si /A] tend vers zéro en décroissanl, ce qui borne inférieurement I'ordre de
croissance de la fonction entiére.
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si i,=i(e+ ), o tend vers zéro et est comparable & «. « a pour
partie principale

1 d?logB;  dlogB;

a (dlogi)? " dlogi

. c ‘i c * " .
En mettant la série 2 7{;7:" sous la forme 2 —L— [Ri=r(n)],
! ‘ ! (RI)T
on trouve que

i
lOgR,-:‘_' [l— m] IOgRi‘,

I, élant un nombre dont la partie principale est ei.
C’est de cette condition, nécessaire dans des cas d’assez grande
, o .y . y )y __ dlogm
régularité, que j’avais tout d'abord déduit p = Fog rim)’

70. Ouvrons une parenthése pour citer une autre propriété analogue

. /2
dunombre e. Soit une fonction p(n), telle gue @oln) . doln)

(dlogn)** dlogn tende

vers séro. Si l'on pose

¢e(N)+o(N+1D)+...+9(r)=ng¢(hn),
N étant fixe, h tend pour n infini vers é Posons
$(e) =¢(y).

14
Notre hypothése est que X tend vers zéro avec - Il en résulte d’abord
v Y

que ¢’ a unsigne constant et que j o(n)dndiverge. En effet il existe,
N
par hypothése, un nombre n,=e" tel que, pour y>y,, on

Vi
ait —e < % < ¢. De la résulte

V(y)
e=tr=y) « X Y) puiy—y,
< V' (¥a) <¢

Donc, pour ¥ >y, ¥'(iy) a le signe de {'(y,). D’ailleurs

J':{ ?(")d'l:f.‘l*(}’)e"d)' (n—=e"; N=¢")
vN Y
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~ diverge manifestement. Cela étant, puisque ¢(n) varie toujours dans
le méme sens,

S,=

N

n)="H4lo(n)—9(N)|+J.
Or '
= Y dy = e T yerd
f Y(yrerdy=[¢(y)e’R /;W ly
et
Y ¥y
J'____ 'eY dy — oy )Y " e¥ dy.
/‘_'Wy(nl/e)wfvnpey
\PII

Puisque & v tend vers zéro, J, qui croit indéfiniment est égal a {’¢” avec

une’erreur relative infiniment petite avec -:; Si
Ji=d e (1 + &),
¢? étant inférieur & 1 & partir d’une certaine valeur de y, on a
Se=e ¢ (y) — e () (1 +3¢) + 6] g(y) — $(Y) .
Ore’{ et e %’ sont infiniment grands. Donc
Swe V=4 () — ' (y) (1 + 23¢),

¢ étant inférieur & 1 & partir d’une certaine valeur de y. Or, nous
avons vu que, si l'on écrit le second membre sous la forme {(y — 1+ 1),

7 tend vers zéro avecyL <a cause de lim v o) En remplacant ¢’ par n,

=
on voit que
o
Se (] e+ n ))
’ ’ 1 -
7 tendant vers zéro avec - C. Q. F. D.
log o
La croissance de ¢ est limitée par ce fait que joo doit tendre
o

vers zéro, positivement ou négativement d’ailleurs. La formule vaut
pour ¢ = (Ln)* quel que soit x, positif ou négatif, et donne

2‘(Ln)°‘-: nfLn—r1—uq(n)]?, lima(n)= o.
2
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Elle vaut pour L, n,...,Lsn, ... ou, encore, vers les plus grandes crois-
sances pour ¢ = ¢ si § <1, « étant arbitraire fixe, positif ou
négatif. Mais déja, pour ¢ = n,

n

ZQ(n):n(ll-f-l);f n?

2 e~+n(n)
1

3 P I . 1P+ ! .
La formule ne convient passi I'une des séries [9(r)]7*' ou T
converge pour une valeur assez grande de p, mais elle vaut dés que la

divergence se produit pour toute valeur de p, et évidemment, moyennant
les conditions de régularité. En appelant genre d’une série ¢(n) le plus
petit entier p positif, négatif ou nul, tel que |p(n)]?*' converge, il
semble que la maniére dont se comporte % relativement a ¢ quand n
croit indéfiniment puisse différencier les séries de genre fini d’avec les
séries de genre infini.

Sil'on ne voulait pas interpoler explicitement la fonction 4 (z) pour
prendre ses dérivées, on pourrait énoncer le théoréme suivant :

n

PR ,os )0 . Y ¢
Soit 2 le terme général d’une série divergente, telle que u, = Z u
n n
1

soit infiniment grand relativement @ ¢, (*). Sott

Un
n

()=

Alors,

n

Y _ n
Z (P()l) _-—Il?lim(,—l) ’

1

n(n) tendant vers séro.

71. Seconde voie conduisant & la valeur de p. — Voici une autre
voie totalement indépendante de la premiére, et conduisant, elle aussi,

- P v . . . -
(*) Si I'on suppose —,-;5 et ;‘i décroissants, ceci se traduit par la condition
n

nécessaire et sufjfisante que voici : a tout membre ¢, je peux faire correspondre N,
. ¢ n\* .
tel que,si N<<n'<n,ona: (T'i < <-,-l-,) « ( Voir aux Comptes rendus ma Note
n' J ’

du 13 avril 1gog.)
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a la valeur approchée { = dlogm B Mais ici la valeur optima de ¢ n’est

dlogr(m
pas obtenue par une analyse de la condition II, ~ II,, mais en perfec-
tionnant une loi choisie @ priori pour p.

Soit p, 'exposant attaché a r,,. D’aprés la formule «* > M(z) nous
ne supposerons pas g,, entier, mais variant continimentavec r,, sil’'ona
interpolé la fonction m = ¢(r) pour toutes les valeurs de r. Nous
cherchons a choisir o, tel que

O (r’—)P

Vr)

m#*

A

H
pour r, > r, k étant supérieur a 1 et fixe.
On a, en faisant tendre r,, vers r,
V(r)zlen]
C’est une condition nécessaire. Choisissons

V(ry=[eo(n)]*

‘r )pm/[ ?(,-) :Ik
— z N
k"m <?("m)

quel que soit 7, > r. Les deux membres sont égaux pour r,, =r. Il
faut donc encore que la dérivée par rapport a r,, du premier soit infé-
rieure a celle du second pour r,, = r. 1l vient

Nous voulons que

p(rn)dlogr,zkdloga(ry).
Prenons
dlogm
dlogr, ’

P(’.m) =k

et cherchons a quelle condition I'inégalité (1) ol tout est connu sera
vérifie, quel que soit m. 1l faut que, quel que soit r'=r,, >r,
dlogo (1)

W
dlogr

(logr'— logr) > logo(r') —logo(r), si r>r.

Or, ceci exprime simplement que la courbe dont les points ont pour
abscisse log r et pour ordonnée log 7(r) tourne sa concavité vers les
log 2 (r) positifs. Si I'on pose en cffet

logo r)y=y. logr =,
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la condition précédente s’écrit, si ¢, < i,

Yi(xs—2)> ¥~y
ou

f (yy—y)dxr>o.

Si, quel que soit le couple de points x,, x < x,, on n'a pas y’ < y,,
il sera possible de trouver un intervalle ot y’ décroisse; en prenant x,
et x, dans cet intervalle, on aurait y,(x, — z,) <y, —y,. Donc,
y' croit constamment. Donc y” 2 o. Réciproquement, I’hypothése y"Zo
nous donne, si ¥’ n’est pas continuellement nul dans un intervalle,

¥a—y >o0,six < x, et par suite

Yi(za—2) >y — ¥y

" dlogm ,
Donc, moyennant y” > o, on a, avec g,, = k Aog s = ky',

G)“[%T i omze(r).

h) <,—'—)p< [p(M) Y = = 7= o(r).

?‘I'i ?ll')

Donc

Evaluons la somme des termes pour lesquels r, < 7.
Qi r) . ;
.\ fm Ul N Y
2 (—’-) _—:f (L) dm —_:/‘ eky'(X=x)1+y dy,
: 'm 1 'm Jy

X=1logr et Y=logo(r).

en posant

Cette derniére intégrale est inférieure, d’aprés y' (X —2) <Y — y, &

Y
e“.f e~ *=y dy = h[e(r)}*,
1
h étant égal &
Y

»
j k=1 dy < [ ety dy
1 Y1

Journ. de Math. (6 série), tome VI. — Fasc. I, igro. '~/l
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qui est borné. La limite inférieure pouvant étre prise arbitrairement
grande, mais fixe cependant, la somme des termes pour lesquels x < X
est égale a n(r)[9(7)]*, n tendant vers zéro.

72. L’égalité des ordres de la premiére partie et du reste n'est pas
réalisée. On peut en approcher davantage, si I'on suppose que la courbe
d’abscisse log r et d’ordonnée log (), avee

Y(ry=g(r)logy(r).. logsy2(r)logf o (r),

tourne sa concavité vers les log () positifs.
Cherchons & dé¢terminer g, par la condition
( r )Pm \ ( ,')
Iy mlogm ... log,_,mlogkm

- . . . ’ ’
On voit comme ci-dessus que la question cst résolue en posant

WY — U, __dlogL[r(m)y]
V()= §(r) el T} Py |0;:I'(;W— .

Moyennant ces hypothéses

@

? (L)P'"< I 2'4())
p

)
i Um k—1 |0;,:’, lO(I')
me=gr Rk !
el
v Y dlogl
~ 7 \Pm RS el AU
Z <_’.__) ::j e . (/‘y.
m 3
1 Yo
Or
R dlogd R
(X — ) (I:V <logW"—log.
D’aprés

logy =y +logy +...+logu y + klog, y,

I'intégrale est inférieure &
e dy
Jy, ylogy .. logu sy logh |y

ou eb(r).

Les deux partics du produit ne sont toujours pas d’ordre équivalent
la premicre surpasse la seconde, mais leur rapport ¢galalog), 'o(r) est
faiblement croissant relativement & I'ordre de la plus grande.
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Seunlement on s'apercoit, quand la précision est poussée & ce point,
. - r “r\* . ,
que 'erreur commise en limitant ?( pd p,,) par ( 7) devient prépon-
1 ~fh
dérante, ct, en reprenant le probléme a pied d’ceuvre avee p = ' + «,
ct la seule hypothese que y’ soit sensiblement croissant, on arrive aux
calculs ct aux résultals développés dans le Chapitre I1.

Expression asymptotique de IlI{\) dans le cas des croissances
trés réguliéres.

73. Soit une fonction y () telle que, pour toutes les valeurs z(n)
de «x, y coincide avee y(n), et qui réalise 'hypothise suivante que nous
disignerons sous le nom d’hypothise B : 1° y posstde une dérivée
seconde y”3 2° quel (ue soit le nombre A choisi, arbitraire ct fixe, et
(quelle que soit la fagon dont  varie entre o et 1, ona (')

.S Ok
(1) llmy”<.z'+—_:,>:y"(‘v)=l.
= \/}"

Nous allons voir que cette hypothése B permet d’obtenir I'expression
asymptotique cxacte de

]l(X):E 'g(,’f‘,p,,) (X = logr),

pour toutes les valeurs de 7. Au contraire, la limite supcérieure de II

(') Voici I'interprétation géométrique de cette condition analylique. Suppo-
sons construite la courbe représentative de la fonction y (). Menons la tan-
gente T au point XY, la droite A paralléle a T, et ayant une ordonnée a I'ori-
gine qui excéde de 4 celle de T. A est la corde d’un arc AB. J'opére une certaine
transformation homographique du plan des zy en le plan des Zn, de facon
que T se transforme en O, la droite 2 =X en O, les droites de l'infini des
deux plans étant homologues. Si enfin le point B est assujetti a venir se placer

. . [k " . ,
au point de coordonnées ("2_’ k1, la transformation homographique est déter-

\
minée et le transformé de I'arc AB tend, si X croit indéfiniment, vers 'arc de
parabole 2:n = &2, compris entre les droites $ = == 4. Il est & remarquer que, si

ak

)" est infiniment grand, la projection de AB sur O.r, égale a —, est infiniment

\/’Y"

petite,
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trouvée au Chapitre I, moyennant ’hypothése A et obtenue en négli-
geant certaines quantités que nous ne pouvions pas évaluer, n'est
I'expression asymptotique exacte de II que dans le cas exceptionnel ot
I'exposant reste conslant sur une trés grande étendue de r,, dans
laquelle est choisi .. Ceci est évidemment insuffisant lorsque n et par
suile p, croissent trés régulicrement en fonction de r,, par exemple,
si n est composé en 7, d’exponentielles, de logarithmes, etc., ennombre
fini.

74. Etude de Uhypothése B. — L'hypothése B, qui exprime une
condition suffisante pour que le calcul ci-dessus proposé soit possible,
définit unc famille de fonctions évidemment beaucoup plus générale

. . . p ll D
que la précédente. D’ailleurs, si I'existence d’une dérivée seconde
jouissant de la propriété imposée implique une assez grande régularité
locale de la fonction y, cette fonction dans son ensemble peut étre tris
Y P

. ’ . . . ¢ " € .\ :
irréguliere. Car les fonctions pour lesquelles y” == (a — z;L)

/ —2
ou y’ = (a + %uc) sont telles que les courbes i, y correspondantes

aicnt, la premicre une asymptote verticale, la seconde une asymptote
de pente finie, bien que

n OA —- A . !
(—0z pour la premiére, -+ 0Oc pour la seconde). Il est donc possible
d’avoir :
- 6k
y”la-+—n ]:y"(w):|+n(a')
Vy'(e).
avec

limy(z) =o,
iz
et de faire décrire 4 y des arcs sur des courbes & asymplotes tour &
tour verticales ou & pente finie.
Nous allons rechercher de quelle fagon pricise Uhypothése B se
trouve contraindre la fonction y.

n
- 3 , I .
75. Je dis que 57:,—, lend vers séro avee -+ Le choix de 'exposant 2
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pour y' n'est pas arbitraire. Car, si on le remplace par 2 — «, quelque
petit que soit «, positif fixe, il est possible, avec une fonction conforme

T . . v’
a T'hypothése B, d’obtenir pour le rapport JE des valeurs de plus
en plus grandes pour une infinité de valeurs croissantes de .

. W . . e \?
'n fais incider alternativement y” avec les foncti —_——
Iin faisant coincider alt t t y”avec les fonctions ( a e

e \? . . . .
et (a + 7(:) y les ¢ décroissant de chaque arc au suivant, comme il

vient d’étre indiqué (voir aussi Chap. II, p. 53), on a sur 'un des
premiers arcs
.),.rr e\ 2% ¢ -a
ye= () (eae)

Sil'on fait approcher suffisamment x de é;, on peut évidemment rendre

ce rapport supérieur a tout nombre fixé d’avance.

"
Le rapport —2— pourrait méme, pour une fonction y satisfaisant &
bz

I’hypoth¢se B, surpasser une fonction arbitrairement croissante
donnée ¢(x) pour une infinité de valeurs de x. C’est donc un fait non

”

évident a priori que -;'—,; tende vers zéro. Démontrons-le.

L’hypothése B exprime que, k étant choisi fixe arbitrairement grand,
il existe un nombre 5, tel que, pour z > %,,

¥ <“"+ '64) =(+d)y(2)  (B*<1).
vy

Considérons la suite des nombres £y, §,, ..., &,, ... définie par la loi
de récurrence

, k
bnr= E.n'+‘ -
vy
avec
. Fa= .
On a, si

”

E,n-.(ﬁign»na uyll_'—'_ (l +65))’n§

d’ot1, en intégrant,

.7'n+("’.)'f.:(l +65))’7:(En+1—£n):(l‘“}‘as)k\/ﬁ
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et
Yuur = Yot (14 3) k(WG + VY T+ Vo).
Avant de former le rapport £251, remplacons les variables y qqui y

ni-q

figurent et gui ne sont pas indépendantes les unes des autres puisque
toute modification dans le champ de variation dc I'unc entraine une
modification dans le champ de toutes les suivantes, par les variables
Liylyy eoey by, ... définies par

Y1 =ta Y-
Les variables t; sont rigourcusement indépendantes, chacune varie

a son gré dans le champ 1 — ¢ & 1 + &. L'artifice de ce changement de
variable va nous conduire au résultat cherché. On a

.y,;z-;l — .y:;llli"'ln .
// - ' 2 S — 2
Ve |y0+ (r+ 05)/.'\/)’”(1 VG VUl )]

Or, si nous remarquons que -> ot A et B sont positifs, est

- r
(A Ve + B)

une fonction croissante de ., puisque c’est ;» nous augmentons

1
B
A4+
()

la valeur du second membre, chaque fois que nous y remplacons I'un

.o . 1% -
des ¢; par 1 + ¢. On aura donc une limite supérieure de -~ en faisant

nrq

L—=t=...=¢,==1+¢,

en prenant ¢ = — 1 et en supprimant au dénominateur y|, supposé
positif. Donc
1
\g.,):l;:+| < 1— (1 +4€) —
i (|——e)kl_|—(1+s) N
2
. . —_ +¢£)* . ) e
Le second membre tend pour » infini vers - — - : ('/. 2) inférieur

é-m [d'aprés (1 + )" > 1+ mx si « est positif, quel que

soit m ]. Il y a donc une valeur n, calculable au moyen de & et ¢ seuls,

. . I
telle que, si 7 > n,, on a certainement (en supposant & < ;)-)

" 9
yll — €

N EN
yi K
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D’ailleurs, si # > n,, d’aprés
V—y,=0+ 65)9‘k\/3/7,
moyennant £, <z < %,,,, ona
y=vlr10e7e].
Done, si £, <& < %, ,, ctsin>n,,

"

Y
"Vi

, - 2! 1 ;o
éll,,-s]:;0+/|"(_-7+_=”+...’+‘-'—”-)
Vys Vi Vi,

. k 1 1 .
<G+ = |1+ ——F o — | =,

52
< 2 (1+¢).
Comme

ng

Vs (1—¢)? (1—¢)?

si.z>%, qui est calculable au moyen de %, y;, n, (ou k ct ¢) seuls,
on aura certainement

n

8‘!
%}}:7, < F(l + €).

\ I . . . . . .
Comme ¢ ou 7 au choix peuvent étre pris arbitrairement petits, ceci

"

. ’ I
exprime que I—; tend vers zéro avec —-
y? z
Montrons de méme que

9k
! .l'+ _7 :),I x
y( ¥ ) ()

tend vers 1. En eflet,

bk hk

L+ — =&+ ’
Y

a partir de la valeur de « ou y” < y*. Or, nous avons vu ci-dessus
que
Y (z + ﬂ—) Ly(e)
"
tend vers 1.

76. 1l nous sera enfin utile d’établir le fait suivant : cy\y” eroit
indéfiniment avec x.
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Montrons d’abord qu'il en est de méme de &, yy;. On a

En+t=£o+k( - +... +—'—"-)’
Ve %z

d’ou, avec les notations employées,

, k .
£n+t\/yn+1—(f,o+—=”‘ R ———l——_>\/l,£g...l,,yo.
\/)'o ~/ l \/t‘. . .t"

Le second membre est linéaire et a coefficients positifs par rapport &
chacune des variables y ¢;. Il est minimum pour

=l —=...=l,—1—E&.

n supprimant &, au second membre, il vient, tous calculs effectués,

n-+1
1—(1—5) 2

1—(1—¢)?

Entt \/)'n+|

vl

Quand » croit indéfiniment, le second membre tend vers i
1 — (1 —¢)?
Pour n > n,, si ¢ est assez petit, on a donc

- k
E.n+1 VY1 > ’E"

1l résulte de la que &, VZ croit indéfiniment. Si 5, < x <%, ,,,0ona

bk AL
Jr= En m - En ( E" \/’_I’:>.

Donc, — T tend vers 1, de méme que y"éE ) . Done, xy)y"(x) est infini-
n
ment grand avec x.
On achéverait le raisonnement avec précision en montrant que,

. 1 ’ . . v
connaissant &, ¥, et n, déduit de £, ¢, on peut calculer un nombre &
tel que, si z > %,

2V k.
3¢&
I I, ) ’ . . . . . .
7 €t - étant, séparément au moins, arbitrairement petits, cect exprime

que vy est infiniment grand avec .
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77. Caleul de M(X). — Nous allons calculer la fonction 1I(X)
quand on définit p par les inégalités p= " <p + 1.

ltant donné un nombre ¢ positif fixe arbitrairement petit au moyen

duquel nous mesurerons nos approximations, rappelons que nous avons
décomposé

L.
,
(X)=VNo(-—
(X) s® ' Pa
1
en quatre parties :
No U N, 1 Nyt e
N\ X\ O \ . o
Z"‘Z"’Z"‘Z:S“"_ S+ Ss+ S,.
1 Na N, N;
Le nombre des termes de la premiére partie est indépendantde r, N, est
choisi aussi grand que 'exigent certaines inégalités ou figure ¢, mais,
comme N, est fixe, S, devient négligeable relativemnent & la partie
restante. N, et N, sont respectivement les valeurs, & une unité pres par
exces, de e et ', Au précédent Chapitre Y, et Y, élaient définis par
Y—Y, =Y,—Y =/,

Ici, nous les définirons par

N =X =\,—\= —IL
Y
Les modifications apportées & Y, et & Y, sont de la sorte infiniment
petites avec Tl/" Car

o)
Y_Y,z(x_x,),y'(x)zhf‘(#'),

A étant un certain nombre compris entre X, et X. Mais de

Gh

)\—':X—T,

il résulte
limy' (3): Y =1.
X

Donc, Y — Y, et pareillement Y, — Y ne différent de /4 que par une

Journ. de Math. (G° série), tome VI. — Fasc. I, 1g10. 15
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oy o . . | | .
quantité infiniment petite avec 3 Ceci nous montre que

Ny—1

2 cP(',.,';'l’ Pn)
N

est inférieur 4 C,e*, G, étant borné. Je dis que, si w<X,, le
produit (X — )y’ est supérieur & un nombre qui tend vers A
pour X infini.
1!
En effet, puisque 2 tend vers zéro, supposons X, assez grand pour
que, siz >\,
}.ﬂ 1
h-'—,—z < ;.

i

) . . .
Alors, & + ;, est croissant si > X, et ne prend qu’une fois chaque
valeur supérieure & X,. Soit | le nombre tel que
! h =X b I
Zy+ == Lyi=y' (=)
Y1
D’apres

zy + {;l; <X (Y'>y, daprés 2, <X),

x, est inférieur a X,. Mais, d'une part, pour z < x|,

y'(X —x)> h.
Pour &, < <X,

Y (X=2) >y (X —a)) >y (X =X = hdl.
Or, ;—,1 tend vers 1, d’aprés la relation qui liec X & «,. En rapprochant
'
de ceci le fait que % tend vers 1, on en conclut que £ puis X, peuvent

A . . . r . a
etre pris assez grands pour que, s1 X, <xe<L\,, $ (;_—, pn) puisse ctre
n

. 1 r p+t 1 . . s .
remplacé parl; (-, i ) " avec une erreur relative inférieure 4 ¢,
n
r,

h . . .
De méme, x — — est toujours croissant et ne prend par suite qu’une
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fois la valeur X. Si
Zy— = = [ya=r'(2))]

on a

h

& <X+Y’

et par suite, pour z > X,,
(X—xz)y'>h

Nous pouvons donc supposer % et X, (limités inférieurement une

.oy . r . A . ]
remiére fois) assez grands pour que %( —> p,) puisse étre, i & pres,
P Y\ - ’
n

, r\r+t 1 . - . s
remplacé par — » stz > X,. Nous écrivons donc
P41 \r LT :
rn
. h
v X dzx
S, = (1 + J) ey YHprH(X—2) —— ’
X e’ —1
dx
= (1 + ¢ er-Y++ns-z) 4L __
3 ( )f . 1 _e\_x

X+gq

Evaluons ces intégrales. Occupons-nous d’abord de S,. Pour plus de
commodité, désignons par g(x, X) les coefficients différentiels de S,
et de S,;; ¢ est parfaitement déterminé selon qu’on suppose x <X

ou z > X.

78. Examinons l'intégrale

/‘=° o(z, X)dx.

\+-—~

VY

Montrons en particulier que, si Y” est limité inférieurement, cette

intégrale est infiniment petite avec -/': .
Posons
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Soit X, un nombre tel que, pour >\,

Y ('H %) 1Y) =140, A<
N Y

Soient
. . A
Cw—t|+ = soy :_1:01———5,1:“*"7:—;"
\/V \'yn
avec
ye=2"(E)-
Calculons
val {
Y X
n—f ey =¥yt )l——(-\_“
Ona

w,.>f o, X) da,
daprés y' < p + 1.

Ona, si ‘
— (e, N) =y Y 4y (N ),
V(e \)

'\}‘(13 \)Z'#(Em N) -+ __(i?_“ =),
¢ étant un nombre compris entre ¢, ol
D’apres
dlor, . - N
”—‘,7,—-" =y (=N} et ¥ () =(1+de)y,,

- 4‘(” NV, — Y_‘.Vln(:’:,n - X) —(r— Qn)(i -\ ).";‘1(' -+ 63)’

¢n posant 1, = 'V(En)'
D’ailleurs, ,
g-——-k =¢,— N+ O(J' —51;)-
Donc,

(x —Z2,)E=X)y, = (2 — L) (Zn— \)Y 4 0(x — ) Vs

cl, en supprimant dans — J(.c, \) le terme négatif —0(x —E,)%y,
qui est d'ailleurs supéricur a — 4*,

efin—Y Ytk X 2F Eor o«
d," < e~ —Enu%n Xhyptt—= da..
] 13

— ex"in

=n
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el

]}
('cTn—\)J’Z('—'S) =B,

¢ v . ] o _pi¢ -t
lintégrale qui figure au second membre est égale gy (1 — ¢ Bnsi=imy,
D'apres 1 — e " < u, quel que soit u, ceci est inférieur &

A.

- -
Cn+l == Cn = ="
VY

Cette expression simplifiée sera assez exacte si Y”> 1. Mais, si Y’ <1,
nous remarquons que

B(E.II—H—‘E") == k(g»"“ X)\/)’—‘;;(] bt E) > ke(l —_ 28).

‘n tous cas,

L etin=Y—=rhEa—X)
q)n< —_—— < = q/n-

Vy, 1—¢% b

Totalisons {, + ...+ }, et pour cela faisons le rapport de chaque terme

’ ’ ' [ . .
au préccédent. Le rapport %—*1 est égal au produit de plusicurs rapports:
n
- ex'_in

d’abord \/\/y_,, < y1+¢; en second lieu = < 15 enfin,
J o

WE X ) , 4y ,
e N s N lexposant de e est égal & Yi(4, N ) (Buay — 5, £ étant

-

compris entre £, et £,,,. Or,

"!‘:l.‘:."”('l‘—'x)' yV"(;‘:):J";:("*‘as)» £I~\>En_\'

[’exposant de ¢ est donc inférieur & — k(1 — e)y ), (5, — X). En
résumé,

Y < \/i—;?e“"“ -V =X,
n
Dailleurs
, . . k k
En‘-‘\ > C.n—';‘,n—l> —_ >

Vo T ey,

(si = 1, nous remplacons %, , par X et y7  par Y”). Donc

[i
m

®

1
‘-!J'I-H s
e <yitge .

L
vn
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En réalité, un raisonnement analogue 4 celui qui nous a montré

limLm:o
Yy

ks
donnerait, pour limite supérieure du rapport \i;,’:—“, vi+ce °; maisle
n

A
A . I . -7 1
résultat que nous avons nous suffit. Si e <=5 et si 2e * < le

%-4—1

. . .1 y
rapport <= sera inférieurd ~- Donc, lasérie §, + ¢, + ... ases termes
n

. ) e . . » T . 1 A
inférieurs a ceux d’une progression géométrique de raison ~- Elle ne
differe que par un facteur inféricur i 2 de son premier terme

ket Y-ridhi-x
La convergence de S, est ainsi démontrée. Kvaluons

n—Y =y (& —\).

. : 5
Ona,sizS\ + —»

\/Y/I
y—Y=Y'(r—\)+ ¥(x—X)=(. + 3¢),

PEYY (@ X) (1 ).

Donc
. , . . ,2\", o
y—Y+y(X—r)=—(r—\) —2—(1+3o;).
et enfin
A , ke o
n,—\-—_y’,(E,,—)‘):—-;(|+30e).
Donc,
—-‘:(l-—SS\
k 2
¢1+¢2+---<2W ?-—_[_
I—e ﬁ

Si alors yY” > 1, il est manifeste que le second membre est borné
et arbitrairement petit en méme temps que IZ Si vY” < 1, nous voyons
en tous cas que le second membre peut étre supposé arbitrairement

L
\/ Y"n

petit relativement &
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79. Evaluons de méme dans quelle mesure il est loisible de rem-
placer S, par

[ o(x,X)dx.
(% N _L—

W
Nous avons vu que «yy” croit indéfiniment avec .. De la résulte

que le nombre z — \/L_;, quel que soit A fixe, s'éloigne indéfiniment
v

avec x. Car, si y" > 1, il estsupérieura x — A, qui croit indéfiniment.

Siy” < 1, il est supérieur & vy’ — A qui croit aussi indéfiniment.
Examinons
k
v
R, = o(x, X)de.

Xo

X -

Nous augmentons cette intégrale en y remplacant p + 1 par y’ + 1.
Posons

, k , k
E_,:X~~="7 RS} E_,,,_,:E_,,--———T, RS
VY Vol
avee
.V"_,.Z.)’"(&f—n)-
Si
£
e\—= VY
‘E<E—11 ex__x_( < _L ’
V¥
USRS 5
e w
Ri< — ey Y+y'(X~2) do,
e;/_r:—-—l "o
Posons
L
X—n :f e-¥=Xdp,
-
Si
é«n—l < £ < E,—-na

y=Y+y' (X —ux)= ‘n_,,-Y+y_',,,(_\' - )+ (x—Z¢_,)X ~E’))’”(5’)

avec
r< C-’< E.—- ns
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et d’apres
X=X — b4 (5, — ),
y=Y+y(X—u)
== By X) 07, (2 E) (N — o) (0 + 02) — DA (1 - 92).

Donc

" 45 ”
rene ¥ ot e

n-1

avec
B——n:,}’:u(l - é)(\ - .C:'—")‘

L’'intégrale est égale a

1 x ¥ .
— | 11— e—‘“ '3 w5 oy I

B,
qui est inférieur a
. . A
C-u—"b—n 1= ===
Vyu
On voit comme ci-dessus que la séricy _,+ 7..+...4 7 ..+ 7 .
2"”»
.y . . . v N
<51 Sasw, <k etsiyl, = f ) a ses termes inférieurs a ceux
£
d'une progression géométrique de raison inférieure i un nombre lixe,
N T .
soit -, inférieur & 1.

Elle est donc de I'ordre de son premier terme cui est inférieur a

. T S
e iYL &%) — A e ? =302
vY' VY '
Done
k2
Ak —=1—-3¢) 1
— 2 —————
hM<Tre oL
1—e V¥

R, est borné et arbitrairement petit avec %, siyY' >1.81 Y <,
R, est arbitrairement petit avec %, relativement a %

(
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80. Evaluons maintenant

\ .
ll'__:f o(x, X)dr et b= o(x, X)dx.
X

h
Y

. & .k
X— — .\+-\,,-

‘,’
Nous avons, a partir d'une certaine valeur de X,
y!/_:Y'r/('+6€)’

ko, A ) .
—=aX+ —_— Dapres
\/\,n Y

%

pr1=y+6

quand o varie de X —

) étant positif et inférieur ou égal a 1, comme
. Y . R
y=Y-+y(N—x)=——(z=\)(1+0),

nous trouvons, en faisant le changement de variable X\ — .« = « dans|,

et — \ = udansl,,

A

v . ¥-I +8zet w00 du
I, = ) ¢ prr—
i
et

L

| ¥ -»:;(l vBat—ha  du

frind [
: h

v

1 — lp—ll ‘

I.’une et I'autre intégrales sont comprises entre

A 3
vV -!.;l:rl-—»i)u’ du ' A —--¥U+5)u° du
J = [ — et J = (4 —
h
I

h 1—e™" eu'—l.

v

81. Supposons d’abord Y" > 1. — Afin de mettre en évidence la

partie principale de I’¢lément différentiel de J et de J' au voisinage
de u= o, j’écris

1 1 u—1 4 1 1 -1 —e"
—_— = -t et —_— e
| —e " u w(r—e") et—1 tu u(et —1)

Journ. de Math. (v séric), tome VI. — Fasc. I, 1910, 16
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Ona
J=J,+ I,
en posanl

X
Vv

_Lu_c."a du . _‘_2_” SaM g — 1+ e
Jo-- — Ji= ¢ —_— .

u " w(r—e™t)

v

L
W

La seconde intégrale est bornée puisque

u<—k:<A‘.

VY’

La premiére, par le changement de variable

"
2

—?——(l——s)u-; = e?

devient

T-%

&
v .,
Joz o ":‘(‘&-_:IJ—\*Y___.; +Co)

/,\/" V_\___ " \/

2

C, ¢tant borné en méme temps que /, indépendamment de A.

J’ est comme J égal & L 7\: +(’, €' étant born¢. Commel, et I, sont
compris entre J et J', I, et I ont pour valeur asymptotique

LL.
\/\”

Remarquons que la condition Y" > 1 peut étre réalisée avec des
croissances telles que y = ax?*, a Ctant constant. Cette fois, nous
n’avons pas de terme hétérogene, ni indépendant de la répartition des
zéros (comme X'"*) pour des croissances méme égales & celle de @..?,
tandis que ces termes hétérogenes figuraient déji pour la crois-
sancey = ¢“ avec le scul secours des hypothéses du Chapitre 1.

82. Supposons cn second liru Y < 1. — Le calcul présente plus de
difficultés.
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v ey TN T h
Prenons la premiére intégrale J. Pendant que sa limite inférieure ¢

I..

tend vers zéro, sa limite supéricure 7 prend des valeurs arbitrairement
grandes (si elle pouvait étre bornée, les calculs faits pour Y”>1 seraient

k

1 Ay
¢videmment valables). Nous décomposons Jen J, = [ et J, = f .
h 1

y'
Dans l'intervalle d’intégration de J,, nous écrivons

u—1i~+en
u(r—e=")

1

1
— =+
I —e" u

et dans celui de J,,
1 [
=1

[ 1 —e

Chacune des intégrales J, et J, se trouve décomposée en deux autres
que nous écrirons J,,et J,,, J,, et J,,. Ona
t1 i

‘ / 2
—su—vwdu -ey du

Jo=[ ¢ & e 2L
A u
v /=y
TV

Si I'on sépare, dans J,, dont la limite inférieure est infiniment petite,

les deux limites par \/ ;—i——e, la valeur de la premiére partie J,,, s'ob-
tient en remplacant e~ par 1 — (1 — ™) et I'on trouve
YI
LW + Cooos
C,00 étant borné.
La valeur de la seconde partie
_adu

Joor =
001 "

\/___’._
a=evw
\
e
2
1—£

® d
u
Coor :f e w
i

est bornée par
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Finalement,

C,, étant borne.
Ona

1w
--—nl—cuu' HW—14c" H—1+4+ec-"
J‘“:f e - (lu< ———du,
P w(i —e#) A 4(| e %)

?
(jui existe et a une certaine valeur numérique C,,.
Donc

\ .
"0: "00+ Jm =L _\/-_Y:// -+ (_‘0.

C, étant borné.
Evaluons

qui se décompose en J,, et J,,. Ona

k
' 1--¢

Yy —%
Jo= / ¢ 2 du.

v

intégrale qui n’est altérée que d’une (uantité bornée si je lui donne
zéro pour limite inférieure. Done

WE
2 ) . .
.I,O:‘ / ml e~ du + vy, (1.0 borné).

I.e coefficient de - dlffere s1 & a été choisi assez grand, arbitrai-
Y

Py s —

3 ST
rement peu de f e "du = \—) Il reste

0

.l,oz\/;—\',,(« +23:) Gy (21N

<nfin
L
V'

—-‘—ll—-t wo et 1 e
|n- — ity < —— e
f—c " 1J,
[ —

¢
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Donc

/
=+l =0+ 362)\/2'_%’

¢? étant inférieur & 1 & partir d’'une certaine valeur de X.
Finalement,

— 5 ' /L\
F=J,+J, = (1+ 43¢) (I.Y +\/ 2\.,,),

en supprimant dans la parenthésc L 7'?__—7 qui est positif et négligeable
devant ——.
\/Yll

La formule
N -
(1 +2o’s)<LW -+ \/W”)

' . . . . . . L
représenterait aussi bien J dans le premier cas, puisque — est alors
b Y,,

bhorné.
Ktudions maintenant
&
V¥ S SPPREPIN du
) = r 2 .
f,, ——

T,‘
L
1 VY ; . ;.
Je décompose J en J,=[ et J] =f . J; est borné et inferieur
b !
. v
. * dll 't 3 . ’ ~/
a j ——— . J, est égal A LY’ + C;. Donc
, e —1 v
V=LY +(C,
(' étant borneé.

Donc ici les deux expressions asymptotiques des limites J et J'
de S, et 3, different, tout au moins d’aspect. Elles ne coincident que

st -\/_'Y;” est infiniment petit relativement a LY".
Soit y = (—I—L:T’ﬁ’ « ¢tant fixe. Si « < o, LY'est prépondérant rela-

livement & ——, et I'expression asymptotique de J et de )’ est LY".

\/Y"
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. . 1 . " . 1
Si > o, c’est au contraire — qui prédomine dans J et la valeur asym-
) \/_Y_; Y
ptotique reste i préciser, d’autant plus que les termes correspondant &

des valeurs de «x telles que [« — X|> \/—/‘[_7 (ui peuvent étre supposés

négligeables, a € prés, a 'égard de ;/Lﬁ ne le sont plus nécessairement

a I'égard de LY". Ici, il n’y a pas d’expression asymptotique a forme

analytique unique. On montrerait facilement que, le terme en -\/'TYT est

exact si ) est voisin d'une valeur entiére, tandis que, si y’ est suffi-
o e . . . I . . -
samment voisin d’un multiple impair de _, il ne doit rester que LY".

Ceci concerne les croissances de 7, telles que

ra= (logn)rviesn,
A croissant indéfiniment.

83. En résumé, 28,, 28, et par suite II(X) ont pour cxpression
asymplolique :
1° 81 Y >,
2
e'L ,YY_"_;

2° SiY' <1,

e"(LY"+ 9\/%), avec oL <,

sans qu'on puisse, d’apreés les calculs précédents, préciser autrement
la valeur de 8 qui doit certainement osciller jusqu’a ces limites quand X
croit indéfiniment.

84. Limite inférieure du module maximum d&’un produit cano-
nique. — Donnons une limite inférieure du module maximum du
produit F(z). Cette limite est, d'aprés le théoréme de M. Jensen,

——— s sirySr<ry,,. Donc
Py Pa...ly

M(r)> Nlogr —logr,—...—logry.
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Supposons que la suite y'(n) fonction de la suite 2( ) soit interpolée
par une fonction y(x) satisfaisant & I'hypothése A. S’il n’en était
pas ainsi, on substituerait a la fonction y'(2) une autre fonction moins
croissantc et jouissant des propriétés invoquées, comme il a été expliqué
au début du Chapitre 1, et c’est cette fonction qui serait désignée
par y(x). Soient Y la valeur correspondant & X et N la partie entiére
de ¢*. On a, a fortiori,

N
M(r)> NX ——f zdn— 6| X —=z(1)].
1

A\

‘n remplacant N par ¢' — 0,, et en remarquant quef xwdn =10,\,
N

il vient
(f‘
M>("'X——f ecdn—20X + I (/ ¢étant borné).
1
D’aprés
¥ WX
/ £ dn = (nJ,.)}o__j ndr,

1 S

en posant
x(1) = &y,

il reste

X
M>f ¢ di — 26X -+

Or, nous savons que, si « < \,

Y—-rv+(P+1—a)(e—X)<o,
ou .
y>Y —(P+1—a) (X —ux).
Donc
X

A

[] ey

X !
. v [ P41 20Xean et
edr>e e P+1- 2X— g e —

— P41 - %nX—ai
= g (1 e,

Y
.y - . € - A
Lc rapport de cette derniére expression & 7 tend vers 1 quand X croit



128 A. DENJOY.

. 3 . n P LI
indéfiniment. Donc, pourvu que or soit infiniment grand,

M(r)> —;\—f-(l— £).

Si 'on suppose que le point X, Y passe successiveinent par toutes
les positions .z(n), y(nr), les fonctions Y utilisées pour chercher une
limite supérieure et une limite inférieure de M(\X) sont les mémes, et

N e opy e , e N
cette limite inférieure s’écrit >

85. Tolérance dans le choix de p. — Nous avons défini p par
la relation p +w =y, avec oZw<1. En réalité, le choix de p
comporte plus d’arbitraire, sans que 'on modific I'ordre de grandeur
<

de 2‘ ?(‘ . p,,) ct sans que II, et I, cessent d’¢tre du méme ordre de
1

grandeur.

Supposons p croissant, mais stmplement assujelti av.e inéga-
litdspZy +n vy el p+1>v — ISR

Nous allons voir (en supposant Y” > 1) que A peul étre pris (quel-
conque, arbitrairement grand positif, s'1l est fixe.

Les intégrales [, ct I, sont comprises entre

| /" —-")—Il—-E'II?-‘-) vViu du
J = [

-

1>

o / 1 -— c—'l
¥
of
K
WY Ly e
P ~—§-1|+sln~—{.‘/\"u du
J = ] e cu——_——l-
4
Y
I I I ——e " ,
Dans J, nous remplacons ——; par — + ——————- Nous décom-
I—e™" u u(y — e ")
posons ) en deux inlégrales J, ct J,. On a
L
A —-¥II-‘-‘_wM’+). Vi du W ——-L':—Z‘-'ﬁw"l,vdv
Jy= e * — = e °* —
u ¢

I A v
T -
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A étant fixe,

Y' .
.l',:’-“ L—_—_.: -+ (40,

VY

C, etant borné. De méme

L
A Y oi—e WV 1 — e
= e *? —_—du
4 u(1—e*)
v

est borné en méme temps que k, A étant fixe.
On démontre exactement de méme que ’expression asymptotique
Y/
de J’ est encore L ——-
‘/Y”
Pour é&tre assurés que S, et S, ont encore la méme expression
asymptotique, il faudrait montrer que

f ey—\'+(y'—7~\/.»—')<x—a'»_ﬁ_
K

1 —evX
X —

~

et la quantité analogue relative 4 S, sont infiniment petites relativement

Y

/
a L-\%- La démonstration ne présente aucune difficulté nouvelle. Il

n’en serait pas de méme si 'on voulait envisager des valeurs infiniment

grandes de A, par exemple la valeur v ‘>L, qux laisse & J et J' les

mémes expressions asymptotiques.
Enfin, il convient de rappeler que les intégrales qui remplacent S,

et S; ont été obtenues avec I’hypothése que’;’ tend vers 1. Si
p=y'+y,
\/y”

Y tend vers 1, si A est borné, puisque - tend vers zéro.

86. Zérosdontlarépartition n’influe pas surle module maximum.
— Cherchons, pour les produits dont les zéros ont des modules satis-
faisant 4 'hypothése B, hors de quelles limites toutes les variations
possibles des arguments des zéros sont sans influence sur le module

Journ. de Math. (i sévic), tome VI. — Fasc. T, 1g10. 17
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maximum du produit canonique F(z). Ce module maximum est cer-

. . el L.
talnement supérleur a 'ir;- Sl dOl'lc

&
o(x. X)dz
X0

an(x,X)dx

3 v e . . » I . ]
sont infiniment petits a 'égard de <> comme ces expressions changées

et

de signes limitent inférieurement, avec une erreur infiniment petite,
le logarithme total du module des facteurs dont les zéros correspondent
4 des @ inférieurs & §, ou supérieurs & £,, %, et &, seront de part et
d’autre de X les limites cherchées aux logarithmes des modules des
Z€ros.

Posons

— Yt ="Npsy— Y +}';c+1(x —&n+1)s

en posant

k k
— voe n+—_—_n+—= oo e
oo sk g

=X + =
n

L’erreur commise en arrétant la somme @, + @, +... (voir p. 116) au
terme @, est inférieure, & un facteur borné prés, a

k e—Yn+1

Vo 11—

Calculons ¢,,,. On a
s = Mt V(i 8a) L2 (14 88) (B — B
Yusr =Y+ yu(t+0€) (Gnrr—En).

Donc

' /\" - " a - P
- “P”'H:—— "Pn'{_ Py (1+ o0e) — k\/;;(' + OE) (X —éll—i-i)

[-2
= b= S 306) — kL (14 ) (X — 2).
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Donc, d’aprés §, = o0, si §, = X, et

X — E,,:A( = _l_”_++ ———f, >’
k’ \/\_ \/.,Vl Vyn 1
—t{/,H_':-—n-z—(l—l-365)—«/."(1+6s)
x [F’(—'—+—’—+ +__‘~)
I ‘/W m V¥

+\/37,’,:<ﬁ+.. +\/J_,"_’.)+ VY —=

wl

Supposons que

7 1 1 LY’
@ (g ) e s < mamn
< n

I — 1
= Al —=+...)+...+ r—1
= .)’ (\/W ) \/.Ya\/Y,,

Alors, la somme Y, ®, est inférieure &

n+1 "
—n—{1—=3¢
k e 3 I

\/.yn+! [_e"—E Yl.

Or, limitons inférieurement a,.,., = ¥, , (1 — e**). Si Vi, S8V
cette expression est égale a

k 1 1 1
VY Uty ..t [. ol —-—,....,.)]
R .

A
. —=—B .
Or, on se rend compte aisement que x ( I—e " ) est croissant avec .z,

si A et B sont positifs. Le minimum de ’expression est donc pour

t=1—¢=\1—¢
et il est égal & :
_J;_ﬂl—_'u_y.]

\/TT'(I—E')"[I—G A

Cette expression varie dans le méme sens que Y. Si Y >1, et

L(l 3¢)

sie < 2(1~—¢), la somme 2 ®, sera inférieure a '\77' SiY'<,

n+1

TRTY Y Y/
nous prendrons dans les inégalités (2) le terme médian ¢égal a L —

w
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alors
As

* Y’ —ah _ak -
z‘bp<k—y\/-,:an+|" 2<T!7/"C Tr—e') (14 %),

n+1

. v py e .1 . ..
qui est inférieur & 7, si k est choisi convenablement.

Reprenons I'inégalité (2). On a, la notation 1<(«) au second membre
signifiant que le premier est inférieur & u pour n, et supérieur & u
pour n +1,

1 1
(2') iy, t,,<| + T +o ———)

1 tl “tu-l
+ Lty ,(1 +...+—'—>+...+tl!2(1+-'—)+t|:I§<"‘I)
- bty . ¢ k*
et
(3) £y X = L_<.+i+...+—-'——).
\/\'ll { ooy

Le premicr membre de (2') croit avec chaque ¢;, ct le second
membre de (3) décroit. _

Soient N la valeur de # telle que (; = 1 — ¢ =1 — ¢, et & la valeur
de &, correspondanle. Si certains ¢ sont supéricurs a 1 — ¢, la valeur
de n correspondante est certainement inférieure i N, le second membre
de (3) conticnt moins de termes, et ceux qu’il contient sont inféricurs
aux termes de méme rang de x,. Donc, pour avoir le maximum
de §, — X (en méme temps que celui de »), je fais ; =1 —¢. Le
premicr membre de I'équation (2') devient

! yn+1 !/ Y] ! "\3
(I—E)—-—e(’l-—s) +(|-—-2):{(|—s) +“.+(l—-a)—€-l(l—e)

t—¢ (‘__s/')i__(,___sf)h-fz
A ) *

=n

. . ¢ LY , . .
DoncN a pour partic principale : —— 7+ aun facteur prés tendant
vers 1. Alors

— YN
oy X = L (=T

v

&* étant inférieur & 1, si N est assez grand,

/.'(l—-e’)‘

(l__al):; e'\/w S N(1+02)

e .
Lo ,F"“"‘”""

ry—X= 5 —¢
e’V/T
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v o . . . ~ . & .
Si je donne & k& une valeur arbitraire fixe, ct & 7 une valeur a aussi

petite que je veux,
1 Y/G Y’!a
bh—X= = W < W’
dés que X dépasse une certaine valeur. Donc
L Y'e
, Cn ™ X < WF'

On trouverait que les nombres %_, limitant inférieurement les valeurs
de .z qui peuvent influer sur le maximum de |['(3)| sont supérieurs

. v &
TR
Donc, seuls peuvent influer sur la valeur du maximum de F(z)

Y
Vv

Si I'on suppose que Y” croisse constamment, la valeur de N s’obtient
en faisant ¢; = 1 dans I'égalité (2’). On trouve

. 2 +n(2)]LY (2 +¢)LY’
A R Sl

87. Application aux fonctions & croissance trés régulicre et
rapide. — Est-il possible qu’on ait, pour toutes les valeurs de x
supérieures 4 un nombre fixe, y'=*>y' ou y’' > y'*. La seconde
inégalité nous conduirait & cette conclusion que y doit étre infini pour
une valeur finie de x, la premiére a ceci que y croitrait moins vite
qu'une certaine puissance de x. Si ¥ > y'**¢, y' devient infini pour
une certaine valeur de «; si y” < y"'™%, y croit moins vite qu’une
certaine puissance de .z.

les zéros tels que | — X | <

/2
> est supposé constamment supérieur & 1 + ¢,

Demémesile rapporty
pour toutes les valeurs de x supérieures a x,, en intégrant l'inéga-

lite ?yl >+ e)';;,», on trouve, si £ > x,,

Y ( Y )'”
=—>\ =
Xo Yo ’
12

et 'on a la premiére relation examinée entre y et y'. Si le rapport <=
7
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. . T . . ! s \1+&
restait inférieur & 1 — ¢ pour x > «x,, on aurait %',—> <i> sety
. . ’ . . d 0
devrait devenir infini pour une valeur finie de .

r=ow

l‘ v . k —_— .
lim y ~”+W =y'"(z)=1,

si| k| est borné. En effet, ¢ étant donné, il existe un nombre £ tel que,
siz>%
A2

. . . oory" . .
Drailleurs, la condition lim y—f; == 1 entraine la condition

Laelt
|—e<"'—32<1+e.
Y

On tire de lﬁ, siE <, < 0,

® () <3<

ou encore en prenant a part chacune de cesinégalités et par intégration
entre les limites «, et x,
1

! £ ’ o
[1 +e‘—‘;-°-(.r—w.,)] < % < [l-—-e %02(;1-—.:,-,,)] .

M-

. k
Or, soitz =2, + —=- Ona
VYo _
' x:xo—kk’@,
]

J

k' étant borné en méme temps que k. Donc

¢ étant fixe et &' borné, si x, et par suite y, croissent indéfiniment, les

) -

-1
€

!
nombres extrémes tendent vers 1. D’aprés (1), %,— tend aussi vers 1, et
Jo

. " R . 1’,/
d’aprés lim % = 1, il en est de méme de =

X =

0
Si donc nous nous hornons aux fonctions telles que y soit plus

. 2
croissant que z", quel que soit #, et telles que lim 3’)——,: 1, nous

r=x b
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sommes assur¢s que les résultats acquis dans le présent Chapitre sont
applicables.

88. Nos formules deviennent

p =y +adh \/3_"7_—:)/’(I+ 8}1\@—)’,)
ou-

__dlogn 43 o
p= dlogr ,/|0g,,)’

/ étant fixe. La tolérance relative sur I'exposant p est

’

logn
(X)) =[1+%(x)]rLp =[14+n(r)}nLyn,

Q(X)=[1 +n(X)]% — pdlogr

dlogn’

Remarquons que la limite de II(X) fournie au second Chapitre par la
simple hypothése A était seulement deu.c fois trop forte.

Soit, par exemple,
1

ro= (login)?.

Si ey est la fonction inverse de log;, on a

y__ ek(aw).
—alogn login{1+0
gn... : >
P ] Bk ’_log )

et le module maximum du produit canonique est & partir d’une certaine
valeur de r, ¢ étant fixe, inférieur &

(t+e)ep(r?) exa(r®)
et supérieur a
1 ex(r%)
C4¢€ ey (r7)€r—s... e,(r”)r"'

La premié¢re de ces limites, ou je remplace ¢ par — g, peut étre
dépassée pour une infinité de valeurs croissantes de r, moyennant une
répartition convenable des arguments des zéros.

Les formules sont valables méme pour & = 1, en faisant ¢_, = log n.

Ces fonctions ont déja été étudiées par M. Boutroux, quia remarqué



136 A. DENJOY.
que, pour k = 1, ’exposant de convergence /A log n donne la croissance
minima pour b =g,

Lecs exemples pourraient étre aisément multipliés. On pourrait varier
a l'infini les combinaisons d’cxponentielles, de logarithmes, de cons-
tantes numeériques. Tant qu’on ne créerait pas de types de croissance
échappant aux conditions de régularité précédentes, toutes les formules
qu’on trouverait rentreraient dans les trois que nous venons d’écrire.

A

Bl “
?ﬂ!
4
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