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PROBLÈME DES TROIS CORPS. 2^1 

Sur l'élimination des longitudes dans le problème 
des trois corps; 

PAR M. H. IHJPORT. 

PRÉFACE. 

Le problème des trois corps a été l'objet de travaux nombreux 
depuis la découverte de la loi de l'attraction universelle. Les géomètres 
les plus éminents s'en sont occupés et l'intérêt qui s'attache à cette 
difficile question se comprend aisément; car, la Lune étant l'astre le 
plus rapproché de nous, la détermination précise de son mouvement 
a une très grande importance. 

On a souvent voulu attacher à ce problème un intérêt théorique 
qui est plus difficile à justifier, celui de la vérification même de la loi 
de l'attraction universelle. Il est clair que cette loi ne peut être qu'une 
loi physique qui est assurément vraie dans son application à la Méca-
nique céleste, mais il ne faut pas songer à la considérer autrement. On 
n'est arrivé, en partant de ce point de vue, qu'à l'hypothèse absurde de 
la continuité de la matière, à la théorie incompréhensible des actions 
de contact, tandis que la conception atomique combinée avec les 
actions à distance permettra sans doute de dévoiler la constitution de 
la matière. Je renverrai le lecteur que ces questions intéressent au 
dernier Mémoire que j'ai publié sur ce sujet, qui a été présenté à 
l'Académie des Sciences dans la séance du 18 mars 1901, et qui a 
paru dans la Revue bourguignonne de renseignement supérieur, 
t. XI, n° 3. J'ai pu ui'assurer depuis que l'étude des équations 
fonctionnelles, à laquelle la recherche de la loi de l'attraction univer-
selle est maintenant ramenée, est susceptible d'être faite par des 
analystes adroits. 
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Si nous revenons maintenant à la question qui nous occupe aujour-
d'hui, celle du problème des trois corps, on n'est pas encore en pos-
session d'une solution satisfaisante au point de vue des formules à 
employer. Il semble qu'un point de vue surtout ait empêché les progrès 
de se faire. Dès le début, les géomètres ont été séduits par le coté 
brillant de certains travaux de Jacobi sur les équations différentielles 
de la Mécanique. Ces travaux font jouer à la fonction des forces un 
rôle prépondérant, et, dès lors, on n'a plus pu s'en séparer. 

Cependant, ces travaux de Jacobi sont inspirés par un principe ana-
lytiquement faux, celui de résoudre des équations différentielles à 
l'aide d'une équation aux dérivées partielles. Tout le contraire a lieu 
dans la réalité, et je puis dire que, si l'on se reporte aux deux Mémoires 
que j'ai publiés sur cette question dans le Journal do ïJoiwille 
(t.Ill, fasc. 1, et t.VI, fasc. I, 5e série), il reste très peu de chose à faire 
pour ramener dans tous les cas le système que j'ai traité aux équations 
différentielles, et que la nature de la solution permet de croire qu'il en 
sera de même dans le cas d'un système quelconque d'équations aux 
dérivées partielles ('). fin Mécanique céleste, non seulement la consi-
dération de la fonction des forces complique la question, car on intro-
duit une fonction qu'on transforme trop pour pouvoir ensuite l'étudier 
avec fruit, mais on n'a pas même l'excuse d'une seule fonction. Il faut 
autant de fonctions perturbatrices qu'il y a de corps, et dès lors le petit 
intérêt qui existait au début à l'introduire a complètement disparu. 

INTRODUCTION. 

Le présent Mémoire renferme toutes les formules nécessaires à la 
détermination des mouvements des comètes, des planètes et de la 

(') Dans le cas général, au lieu de trouver comme dans le premier ordre les 
solutions comprenant des fonctions arbitraires, on trouve séparément des solu-
tions dépendant d'un certain nombre de constantes arbitraires. Ce résultat est 
bien d'accord avec les travaux publiés sur les équations aux dérivées partielles ; 
à défaut de la solution générale, on est arrivé dans bien des cas à trouver quel-
ques solutions dépendant de constantes arbitraires. 
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Lune. Elles sont plus simples que celles qui ont été utilisées jusqu'ici. 
La méthode suivie consiste à séparer dès le début les directions et les 
distances. Elle s'impose dans l'observation, car, tandis que les coor-
données angulaires des astres peuvent s'obtenir avec soin, au contraire 
la mesure des diamètres apparents ne fournit sur les distances que des 
renseignements incomplets et peu précis. 11 est assez curieux que le 
même point de vue donne aussi les meilleurs résultats dans les pro-
blèmes théoriques qui font l'objet de la partie la plus importante de 
la Mécanique céleste. 

Ce Mémoire est divisé en quatre Parties : 
La première traite de la détermination de l'orbite d'une planète ou 

d'une comète au moyen d'observations voisines et surabondantes. 11 
paraîtra évident à toute personne ayant lu la Préface que M. Poincaré 
a écrite en tète des leçons professées à ce sujet par Tisserand et rédi-
gées après lui par M. perchot, qu'une solution plus simple de ce pro-
blème ne peut résulter que de l'emploi d'un nombre d'observations 
plus grand (pie celui qui serait suffisant et en plus d'observations voi-
sines. C'est le problème ainsi posé que j'ai résolu. On sait qu'il est 
nécessaire de faire trois observations de direction pour que le problème 
soit déterminé, lorsqu'on néglige la masse de la planète vis-à-vis de 
celle du Soleil. En faisant quatre observations, on peut, d'une part, 
ramener le problème au premier degré, et, d'autre part, déterminer la 
masse de la planète inconnue. 

Dans la deuxième Partie, j'ai considéré le système formé par le 
Soleil, la Terre et la Lune. Je me suis d'abord proposé de déterminer 
les masses de ces corps cl les rapports de leurs distances au moyen 
d'observations de direction. Le problème n'offre pas de grandes diffi-
cultés, et, comme on connaît ladistance de la Terre à la Lune, on voit 
qu'on peut tirer de là en particulier la valeur de la parallaxe solaire 
par une méthode qui a l'avantage de pouvoir être appliquée à un 
moment quelconque. La solution de cette question est naturellement 
d'une grande utilité quand on cherche ensuite les mouvements, car 
alors les coefficients qui entrent dans les équations différentielles sont 
connus avec précision et les données initiales peuvent être rigoureuse-
ment obtenues an moyen d'observations. 

Dans la troisième Partie, j'ai abordé le problème des trois corps en 
Journ. de Math. (Gc série), tome VI. — iïasc. IV, 1910. 35 
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étudiant les mouvements du Soleil et de la Lune relativement à la 
Terre. La méthode suivie a une grande analogie avec celle de La-
grange, fondée sur la recherche des distances mutuelles, puisque les 
inconnues fondamentales sont les distances de la Terre au Soleil et à la 
Lune, et l'angle sous lequel on voit de la Terre la distance du Soleil à la 
Lune. On en déduit aisément les formules relatives à la détermination 
des orbites képlériennes. J'ai indiqué enfin une modification de la mé-
thode ordinaire de calcul en utilisant les intégrales des aires. Cette voie 
pourra paraître un peu compliquée, mais elle n'est pas au-dessus des 
forces des mathématiciens qui affrontent les difficultés de la Mécanique 
céleste, et il semble qu'elle puisse fournir une solution satisfaisante du 
problème des trois corps. C'est ce qui légitime le titre de ce travail. 

Dans la quatrième Partie, j'ai repris la inélhode de Jacobi qui con-
siste à déterminer, d'une part, le mouvement relativement au Soleil du 
système formé par la Terre et la Lune, puis le mouvement de la Lune 
relativement à la Terre. La méthode de calcul est rapide et peut 
s'étendre au système solaire entier, c'est-à-dire à un système formé du 
Soleil, des planètes et de leurs satellites. 

PREMIÈRE PARTIE. 

Soient le Soleil en S; des axes rectangulaires S.u, S^, S;. Soient la 
Terre en Τ ; .v,,y

n
 z

x
 ses coordonnées. Elles sont supposées connues 

à un facteur constant près dont la valeur inconnue correspond à la 
détermination précise de la parallaxe solaire. On sail que la connais-
sance de ce facteur n'est pas ulile pour déterminer les directions, les 
rapports des distances, ainsi que les rapports des masses entre elles 
et le rapport de l'une d'elles au cube de la distance. En supposant ce 
coefficient Κ égal à l'unité, nous faisons une hypothèse, et l'erreur 
commise pourra être aisément corrigée quand on en aura la valeur 
exacte. 

Soient Τ ξ, Τη, Τ ζ des axes parallèles aux axes fixes menés parle 
centre de la Terre. Il n'est pas nécessaire de supposer que le plan 
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des xy est le plan de i'écliptique. Le plan des ξη peut être, par exemple, 
celui de l'équateur. Comme on se place toujours dans l'un de ces deux 
cas, on peut admettre que TH est la ligne allant au point γ. 

Soient ξ, η, ζ les coordonnées de la planète Ρ relativement à la 
Terre; x,y, - ses coordonnées relativement au Soleil. Je poserai 

ç—px, ri — pfi, ζ = ργ, 

α, β, γ étant les cosinus directeurs de la direction TP et ρ la distance TP. 

Fig. ι. 

/ -if 

On aura les formules 

(ι) x = xl + pz, y— ν, + ρβ, - = -1 + oy. 

On a aussi les équations 

d-x , χ d-r , y d-z .z 

où u/ est la somme des masses du Soleil et de la planète, et où r désigne 
la distance SP. On a également 

* * dt* " μΚ:ί' dï1 ~ μΚ8' dt* ^ Κa ' 

où ul désigne la somme des masses du Soleil et de la Terre, et où R 
désigne la distance ST. 

Des équations (2) on tire 

<4) ,<!£-Λ ;,c. c. 
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C, (7, C" étant des constantes. Des équations (3) on tire de même 

<
ϋ)
 y<lâ-

:
<1n=

A
·
 z

'lh '
Τ|

77Γ *>1Π"Ϊ>-3Γ =
 Κ

' 

A, A', A" étant des constantes. On aura aussi 

tcs. On aura ai 

En remplaçant x
y
 y, ζ par leurs valeurs, les équations (f\) peuvent 

s'écrire de la manière suivante, où il a été tenu compte des équa-
tions (5) : 

(7) 

rfzy rlvi k <lx 1 <lzx \ ι Λ Y1 <f l \ » a 

♦--(»* S)***'-'·»-*· 

,/ d£> , dx\ ciç> . 0 s r„ 

Μ'ί-ihî'"-

λ// / α<1χΛ ( d:!j dx\ 

+<0Yi -ïTt) + = 

Multiplions les équations (7) respectivement par α, β, yet ajoutons; 
on aura 

A« + A',3 + A'y + f. [*,(·/ § - β H-r.(« %-Ί^) 

' <h daoc — y —r 

Je poserai 

(8) Αα + Α'βπ-A"y=L, 

(9) ̂ .(vf+ ■ «f) - M. 

et l'équation précédente peut s'écrire 

(10) L + Mp = Ce-t-C'^-+-C"y. 
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Multiplions maintenant les équations (7) respectivement par 
χ

η
 z

t
 et ajoutons; on aura 

(11) — pL — o2M = G#, -+- C'yt -+- C"z
x
. 

Enfin multiplions les équations (7) par^
3
 et ajoutons; on 

aura 

K^ + y'lè. +K''JÏ 

V/.r, /' d$ 0 dy\ dyx / dy da\ 

dl V dl dl )\ dt 

4- C'^r 4-C"^· 

Posons 

(l2) ί!-ΐ'= ^(·Λ-Α\ 

+

 W y 7t ~~
 y

 Tïï)
 +

 Tt y 77 ~ *~ciï)' 

ou bien 

(
,3)

 I ^^{
y

7F-^d7)-^'
l

{
x
J-

y

7F)
 + z

^7F~
x
7F)

; 

l'équation précédente devient 

/ / χ \it dP fd^ i>\ - don «β dy 

Hennissons les équations (10), (11) et (i4) : 

(10) L 4-· M ρ - - Coc -h C' ρ -+- C"y, 

(11) — I, ο -- M ρ2 G.r, 4- C v, +- C" c, 

(i/|) ^ — VI ̂  l
,N

) 4-C^ 4-G"^. 

Dérivons l'équation (10) et retranchons-en l'équation (i4). On 
aura 

T+—& + M-f--- M -7—h 0 ( Ρ 
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ou bien 

05) »M$
 +

 Pp = o, 

et l'équation (i/j) s'écrira 

(l6) -p +p ^ii-T+C'-r+C'-f· 

Dérivons l'équation (11); on aura 

T dp dp dL , rfM .,<■//· 1 „,dvx „„d~-\ 

ou bien, en tenant compte de (i5), 

<'?> -Ρ(,Λ ■-Τμ)-ΡΛ^Γ~ )' "3Γ "3T"h 

Entre les équations (10), (1 ι),(ιϋ ) et (17), éliminons (2, C, 011 
aura 

Jj 4- M ρ of. β y 
— Lp — M p2 .r, 7, s, 

dl \ dl 0. ) dl dt dt 

\ dt aM/ p*Wf ) dé dl dl 

—: t>. 

11 est aisé de vérifier que cette équation est une identité; en la 
développant par rapport aux éléments de la première colonne, elle 
s'écrira 

v ' dl Y\dt 9. J dt dt d 

(,8) dF + 9ldF-ZW-^\W--i;)_ 7F ~dF IF'· 

Il est aisé de voir que tous les termes se détruisent. 
Dérivons maintenant l'équation (16); on aura 

f,Sï *L4-oll*M idV V (m PV d^ d^y 

en tenant compte de l'équation (iS). 
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En éliminant C, C, Centre les équations (ίο), (ι ι), (i (i) et(i8), 
on aura 

('()) 

L -h M ρ y. β y 

— Lo — Mp2 .r, >·, 

d/ ^ \ dl ·.< ) dt (h dl 

d-\. d1 m ι dv p ,/M _r Ι ^2α ^ dll 

: O. 

Cette équation (19) n'est pas une identité, car le terme en p2 a pour 
coefficient, au facteur près M, le déterminant 

(20) 

* β Ί 

dy. dfi dy 

d2 y d- β d- y 

-Q» 

qui n'est pas nul, car il est égal à 

I 

? 

c η ζ 

dl dn dÇ 

d2 £ d2 η d1 ζ 

et, si ce dernier déterminant était nul, la trajectoire apparente de la 
planète vue de la Terre serait une courbe plane dont le plan passerait 
par la Terre. 

Calculons maintenant le terme tout connu; il est égal au déter-
minant 

L α β y 

ο ./·, yx zx 

d\. dy d^t dy 

d'1 L d'1 y d2fi d- y 
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ou encore 

Α ζ -4- Λ'β -4- \"y y. β y 

Λ— 4- Λ ' — 4- Λ"— >1* d? ± 

. d'-cr. îV2 .3 „ r/-y #Y2a «ί2β <72y 

ο .r, r, c, 

ou bien en retranchant de la première colonne le résultat obtenu en 
multipliant les éléments de la seconde par Λ, de la troisième par A', 
de la quatrième par A", et faisant la somme 

ο y β y 

dy. d[l> dy 

d-a. d'tfj d~ y 

— Y.r,— A'j, — A";, .r, », 

Ce déterminant est nul, puisqu'on a 

A , -4- A t', -t- A . o. 

L'équation (iq) se réduit donc au premier degré; elle fournira la 
valeur de p. 

Les équations (ιο), (ι i) et (îG) fourniront ensuite e, e', r". 
Revenons maintenant aux équations ( 2). Llles peuvent s'écrire, en 

tenant compte de (3), 

(ai) 

_|iHî + p7F + '!7i ~di *~de-~:z~ μ 7^~~' 

' iv i p dr- dt dt ? dt2 " 1 /·» ' 

_,, ii 1 r dh ^(lï , .j fJh _ ,y ^ py 

Multiplions la première de ces équations par — 7^» la seconde 
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par la troisième par *~ — βet ajoutons; il viendra 

~ ^ 73 ' 

X Έ ~dP 

« ê *ê 

' dt dp 

, M 

ou bien 

ν (ÈL tl 

C'est l'équation de Laplacc. Elle fournit u/, car on a 

(a3) r- — H2-h ρ2 — 2 pit cosSTP — Κ2 -+- p24- 2ρ(α·τ, + β y, -f- y s, ). 

Fig. !. 

Χαλ —y 

Pour achever la question, reprenons la figure précédente, mais dans 
laquelle les axes Sa?, S/ sont dans le plan de l'écliptique. Soient SX la 
ligne des nœuds de la planète, a la longitude du nœud, i l'inclinaison 
de l'orbite, λ la longitude géoccntrique de la planète, β sa latitude 
géocentrique, L la longitude de la Terre, l la longitude de la planète 
dans son orbite comptée à partir de la ligne des nœuds. 

On a les équations 

04) 
r cos / — M cos(I, — Ί.) 4- ρ cos β cos (λ— Λ.), 

r sin/cos/H sin(L 1.) -4- ρ cos[3 8ΐη(λ — -L), 
/· sin / sin i — 0 sin β. 

Joum. de Math. ((>' série), tome VI. — Fasc. IV, kjio. d() 
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Les valeurs de G, C', G" ont fourni 4. et / qui sont désormais connus, 
et je poserai en plus 

(aà) (j- -= G2 4- C'M-C"2. 

G étant positif. Si Ton pose 

(a6) 
H — H |" s i 11 β cos/ cos(L — rl.) cos β sin i sin ( L — λ) j, 
IV = H sin ( L — Λ») sin β, 

Η"τ: sin β cos/"— οο«β sin / s i n ( λ - - Λ«). 

les équations fournissent 

(ζη) /cos/—rsin/τ —. 

On a d'ailleurs les formules 

(28) /·—— -7 -, — ·. ttC sin(/-- m), 

e étant l'excentricité de l'orbite planétaire, σ la longitude du pé-
rihélie. 

On tire des équations (27), (28) et de la loi des aires 

,dl r 

les formules suivantes : 

(39) 

d . μ' ' dl dt 

(/· sin/) - j^(cos/ -hi'coscr) — ~~ψΙ —* 

On calculera / à l'aide des équations (27), puis e et uy à l'aide 
de (29). 

Ayant /, on calculera enfin l'époque du passage de la planète au 
périhélie. 
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Je vais développer l'équation (19). Elle s'écrit 

I /dft (Py dy d25\ ^ /dy d2v. d% d*y\ 

/ dy. dl ft dft d2y\ I 

+ (L+Mp)y +
 ,.(^_Ï) 

/ dsM 1 d\>\ V dM I'2 

ou encore 

λΙ 7F.) U 7F ~ 777 7F,) 

^ /dx d2 ft dft d2ct\ 

Î/2Y1 ι </P , ,i 

Lt<J+ "7" ( 77Γ ~ 7) ' 

ou enfin, en remplaçant par sa valeur, 

( > 9' > M
 [<·' (^ ~ ̂ )

 +
 ^ - v ;F ) 

+ ^ 777"+f*îïï+'0<\| 

... 3P,7/M P\ 

Dans la valeurdeT^- nous avons remplacé les termes en ^-rr> —rit '—iH 

par leurs valeurs tirées des équations (3). 
Bien que la question posée soit résolue, des considérations supplé-

mentaires seront utiles. Reprenons les équations (21). Si on les multi-
plie respectivement par β;, — γ^

η
 γχ·, — α;,, αχ, — βχ·, et que l'on 

ajoute, on obtient l'équation 

ρ 7ftr(^»-W) + 777?(7+ β·*») 

dp ' dy. , _ v dft dy , _ "I 
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qui n'est autre que 

(10) aM^
 +

 |i
0=o

. 

Multiplions maintenant les équations (21) par *, β, γ et ajoutons; 
il viendra 

Λ./·,-4-(3 r, 4-ys, / <Υ2α '/"P 

,.ι αα'ι+ β r< 

ou bien 

\7> ~ I? ) ( *■'''+ '3·''11 + '' 3>> + f/

 Γ Λ
7
 ^

 7

 d?) ' ^ ~
 μ

 'r
1 ! 

de l'équation (i5)on tire 

, dt ' dt 

en posant 

», P —: ?,M —,—ι- P2 

En tenant compte de l'équation (22), notre combinaison devient 

_(*.*,+
κΛ+

ρ^«_
 +

 3_ + .
/
_

 +
 |ΐρ._ 

En supprimant le facteur p, on obtient l'équation 

(01) <Κ*χ, + ί3/, + 7.-,) + Μ^·3^ + 15-7ίΓ + ·/__ + ||j 

Cette équation résoudrait aussi la question, car elle fait connaître /·, 
d'où l'on peut obtenir la valeur de p; mais il est préférable d'y substi-
tuer de suite l'inconnue ρ à l'aide de l'équation (22), puisque u' n'est 
pas connu exactement. Cette équation devient alors 

1«, + j3/
t
 + ·/;,) + M (H + « + y^2) + φ + pi.» = ο, 
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ou enfin, en remplaçant H par sa valeur, 

(3*2) 1V1 rQ(«,r,-+-j3yi + */-i) 

{"'HF ~Γ ^ ~dF Έ +fiÏÏ5 + p0J 

4—-f 1 7— — o. 

Je vais montrer que cette équation (32) est la même que (19'). 
Retranchons pour cela l'équation (19') de l'équation (32). On a 

(33) + + +
 '?W~

{

~

 Ί

τί) 

+ έ ~ " γαρ - ï-d) (ad - ? s?) 

~l\P dt* dt3 ) 

+ ρ·-Ρ^-'/}=ο. 

On a 

di> ( (('£ Qd'y\ ( d'y d'a\ (d'y. d>£\ 

_*ίί!ζ\ -l. (ΐΣι( ylh Λ.ύΐιί^ΙΙι «<μ$\ 

+ r £ϊ\ iV __ÎL tl\ 

/dfi d'y dy. d2fi\ 

puis 

Q (flur, 4- β v, + y
 5

, ) + Μ (χ ̂  + β^ +.
 y

 ±I^j 

(*/ <£Y\ (dx (Py _ dy_ d*a\ 

(dr(i (Pa da #72β\ 
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car cette expression n'est autre que le déterminant 

α β y ι 

don d$ dy 

d%* tl <fy , r>d-rt> - ,,ά'Ί 

.V\ y, cf.xx β V\ + y vi 

qui est nul, puisque les éléments de la quatrième colonne s obtiennent 
en multipliant ceux de la première par a, ceux de la seconde par β, 
ceux de la troisième par γ et ajoutant. 

L'équation (33) devient alors 

[ di V M* <lïl ) 'it \ d/- d(- / 

IW.r, / dr& r d'1 y\ flY\ ( d'1·/ d'-v.\ dzxtrdly. d*Z\ | 

ou bien 

M [ίγ a? - ï-d)·
+
 Sr {' J - ' -3F |

+ ur (/ w- * -é) | 

L<// y,It d! ) dl l dl 'dl) d! V dl dl) I 

— ,
-[^

i
 (β-> — "//') -*

z
>) —j —»■ 

Le terme en ̂  dans cette équation est 

M
 (y'-JF- ? IF)-<'' (■' ΊΪ - 4)- '·' <? - - VJ" )· 

On peut l'écrire sous forme de déterminant 

α β y υ 

dy. d$ dy dfi ~dy 

d*a d-[j d'-y ί/2β .d-y 

•ri ,Υι -1 yyi — β ;t 

En y remplaçant l'élément zéro par γβ — βγ, on voit que ce déter-
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minant est nul. Ainsi les équations (19) et (32) sont équivalentes. 
Dans la forme (32), on peut remplacer 

(J'y. d*~l ( c/y- dV d'f~\ 

Lorsqu'on fait quatre observations de directions et que l'on consi-
dère, comme nous l'avons fait, ut.' comme une inconnue, le problème 
comporte sept inconnues, et l'on doit pouvoir trouver par conséquent 
une équation de condition. 11 est aisé de voir que l'on peut en effet 
la former. Reprenons l'équation de Laplace 

<*>>
 (£-&)· 

Cette équation ne contient que les dérivées secondes des quan-
tités α, β, γ. Si donc on prend sa dérivée par rapport au temps, on 
formera une équation qui ne renfermera que les dérivées troisièmes et 
qui pourra être constituée avec les données; on le fera aisément à l'aide 
des équations (i5) et (23). Elle pourra fournir une vérification des 
calculs; mais, en pratique, je crois qu'il sera préférable de prendre 
même plus de quatre observations, afin d'avoir les dérivées avec le plus 
de précision possible. Quant aux calculs, la meilleure vérification 
consiste à les faire faire séparément par des calculateurs différents. 

Je vais, pour terminer ce Chapitre, montrer comment la même mé-
thode s'appliquerait à la détermination des ellipses décrites à un 
moment donné par le Soleil et la Lune autour de la Terre. La 
détermination de ces ellipses ayant la plus grande importance dans le 
problème des trois corps en particulier, les calculs qui suivent ont une 
application immédiate. 

Reprenons les équations relatives au Soleil : 

( ' dC- " ^ R5' dt* ~~ ' H'' dp -

Je poserai 
xx~— Rç, j, = —Ky), — RÇ; 

alors ξ, η, ζ seront les cosinus directeurs de TS et les équations (3) 
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deviennent 

tU\ c dlKri - H- <1*Κζ .... μ κ 

On peut écrire ces équations 

(35) 

. di'i d\\ άζ {(PR μ \. 

RÎF + ,ÂI+ 3?·· μ ,7;0· 

nil + , ûV-ο 

Le déterminant 

(!lk <El ■; 

(Pf\ (/■(] 

(Ρζ (ζ 

étant nul, on peut poser 

(36) 

d*i di , 

—— — m—. nr,, 

<Ρζ (Ιζ r 

et l'on a 

(3
7

) d-- drr dt1 ι dn 

Les équations (35) deviennent 

(κ"' + '!17Γ)λ +(rfF + TP "'V; "°· 

("'" + 2 Λ ) Tt + ('SF
 + W' - " 'T ~ °' 

(B", + 2777)d7 + (rfF + îr-"R)ç=0' 
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et donnent séparément 

(38) Rm + s^o, — + ±,-„[3 = 0 

On en tire 

. d- Κ . m 2 dl μ ι dm m* 

Supposons maintenant qu'à l'aide des \aleurs de ξ, yj, ζ, 

on ait déterminé la trace du plan de l'orbite sur le plan des xy et l'in-
clinaison de l'orbite. Si cette trace est alors supposée l'axe des χ·, on 
aura 

ς ~ cos/, ν, — sin/cosi, ζ — sin / sin/, 

l étant la longitude dans l'orbite; on a donc 

-r— 777,) ; ) — r: T^t'Sin(/ — GJ ). 

On a 

-r —— siru — 1 —r- — cosi cosi-7-» —- — cos/sin 1 — ; 

d'où 

<*» H~ d? = W 

De cette équation et de la dernière de (3g), on tire les valeurs 

μ Κ ' μ 

Soient H et Κ ces valeurs qu'on obtient à l'aide des directions 
observées; on a alors 

(40 
ι -i- e cos(/ — id) = II. 

e sin (t — ?π) — — Κ —- · 

On tirera de ces équations e et σ. Si l'on prend comme inconnue le 
Journ. de Math. (6· série), tome VI. — Fasc. IV, 1910. 3^ 
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demi-grand axe a de l'ellipse, on a ensuite 

C* , ,λ ,, ι — c- C r/( 1 — e5) 

d'où l'on tire 

μ " 0(1 — 0·)' 

et enfin 

(,,) '' —TlK~ ' >L II-M · 

Un détermine enfin l'époque du passage au périgée. La question est 
complètement résolue. 

DEUXIÈME PARTIE. 

Je considère le système formé par le Soleil, la ferre et la Lune. 
Je suppose que les axes sont de direction constante passant par le 
centre de gravité du système. Soient : 

M la masse flu Soleil, x\ yî' ses coordonnées; 
m celle de la Terre, y, τ ses coordonnées ; 
υ. celle de la Lune, y", τ' ses coordonnées; 
Il la distance ST, r la dislance TL, ρ la distance SL. 

Soient ξ, η, ζ les cosinus directeurs de TS; a, (5, y ceux de TL. 
Un a les formules 

///./' -\- M./ r- U./ '' ~ o. 
» 

my-h My'-h μ-y" ■■-oy 

mz + Ms' -r-μζ" ο; 

puis 

(2) 
y'- γ + \Uh z'=z z + l{ζ, 
,v"= u: + r»y y"y -f- /·β, z" -· c -r /·'/. 

Les équations des aires dans le mouvement relatif au centre de 
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gravité sont : 

7û ~ " 7/7 J : y 777 77ÎT ) ' ^ " 7/Γ,) ' ' 

"Ί5λ-'λΙ ι· M

(
s

 "S" Λ )
 + μ

ν - ··· rfT.) : ν· 

/ .''"· . (b' \ vi ( >'Îy'\ ( rÎy"\ \ 

Fig. 

» 

S 

3r\" ' 

/ R\ \ 

\ >> L 

Τ 

Des équations (i) et (2) on tire 

, ΜΚξΗ-μ/·2 MRv/4-,υ./β _ MKÇ-t-p/·/ 

La première des équations (3) peut s'écrire 

"Ί;νΛ -=^}·,-Μί(·ν + Κγ')(Λ + Ί7Γ ) ' (: + IU)U + ̂ 7r)J 

1- μ [ο· + Φ (jf
t
 llf) -(5 + η)(% + '·^)\~ α. 

ou bien 

(,M + "' + ''Ky57~5^) 

H M[R" M - Τ7Γ y~dT -
 z

-dT -- \'~<Γι " 7/Γ jj 

-44-/S '-■$ *44 'f)]->· 
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ou bien 

— (MR Vj -f- fx /* (3 ) -H ~ ( M H ζ + μ ry ) 

+ _ RÇ_
 +r

 — _
 s

 + MR^tlgj - - Cgj-j 

' dx dZ 

ou bien 

' <h daoc — y —r 

■"" (?$->¥)=*■ 
ou bien 

(
M +

 f ΐττ)
(MRÎ+

f'-/) - (
M +

<*
d
ir)

 +Hî> 
M -+- m -h μ 

+ Μη,
(^-

ε
®)

+
'"

4
(^-^) =

 Α
· 

ou bien 

/ dRï) ην^'β ο'"** 1} dry\ 

+ f:"(Γ·/·ΊΙΓ + Ri:77Γ "■''"3Γ ~ Λ J 

+
 (M - „ + „> [μΚ'(„ * - : $)

 +
 „(p% -,§ )] A, 

ou bien enfin 

(5) Μ(« + μ) 

, w/,. dz nrdv rfRÇ ^Ηγ)\ Λΐη,/ άζ r/rA 

■m -V 
Posons maintenant 

y Zi Ht 

? r. £ -P. 

^ ~ i// 

; α -7-

* β ^ -g, 

r ν ÎÎ2 
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et 

α Έ Ji 

Ρ dl dJL 

dt dt 

= T, 

dl dot. 

r> Τι Έ 

y f? ti 

-S. 

On a deux équations analogues à (5). En les multipliant par α, β, γ 
et ajoutant, on a 

Aa -h Α/β h- A "y = M(m 4- p)R!P 4- MpR/Q; 

en les multipliant par ξ, η, ζ et ajoutant, on a 

A ξ -h A'η 4- Χ"ζ = μ(ηι 4- M)/,2Q 4- MpRrP; 

en les multipliant par ^^ et ajoutant, on a 

A§+A'f +A'^=M,
ni +

 ̂ )R.S-M
(
x(R^-^)Q

 +

 M
M

R,T; 

enfin, en les multipliant par ^ et ajoutant, on a 

A
 7Π

 + V
7iï

 + A"^ = F(m + M)''ÎT + MpL(R<7Γ ~ r
7iï)

 P + M^RrS' 

Je vais réunir ces équations, qui du reste se réduisent à trois : 

(6) 

M (m p)R2P 4- MpRrQ = A α 4- A'β -+- Xey, 

μ(//< 4- M)/,5Q + MpRrP =: A; h- A 'η H- A" ζ, 

M(m + fi)R!S -Μμ/κ^ — + MfuRrT 

= Αίξϊ
 +

 Λ '^+A'$, 

p(m 4- Μ)Λ2Τ + Mp^R^ - /'^ Ρ 4- MpRrS 

= A$4-A4° 4- A" ~ · 



'-*94 H. DUl'OHT. 

On peut écrire la première de ces équations 

M ( m + μ ) H
2
 Ρ -h M μ ̂  /·* Q - Λ * 4- Λ' β + \ "y. 

lin la dérivant par rapport au temps et comparant à la troisième, 
on a 

dl \ di J 

M(/// -j- μ) IV
2

S — i\l μ ^ - y·^) + ΜμΙ',/Τ 

ou bien 

(7) M (m -+- μ) r^,H'P)-H«sl +ΜμΗ^(,·!.
ν

),-,·'τ| :_o. 

On peut écrire de même la seconde des équations (6) : 

μ(ηι + M)r2Q + M μ £ IPP Λξ -h \'r, -+- \"ζ; 

en la dérivant par rapport au temps et comparant à la quatrième, 
on a 

dl \ di J 

— μ(«ι -+- M)/·
2
 Τ H- VI μ (κ ̂  - r ̂  Ρ 4- M μ W / S 

ou bien 

(8) μ(η, + M) | i(rU)) - ,Π'] -h Μμ£ (ll'l>) - li'sj r-, 

Des équations (7) et (8) on tire séparément 

(9) ,77
(|,

*''>·
 mS

' TF
0

''^ ~-
rn

'· 

ou encore 

(.0) 
„r/R u(d Ρ \ 

dr (d<) \ 
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Je vais maintenant écrire les équations de mouvement de chaque 
point: ce sont 

(") 

— -4- — 2 -1 ?. 

7777 h5y'· 

d2z μ M „ 

~d7r ~ ΓΓ-ς ρ°· 

d1 ν' m μ . 

"TTT7" ïï7^ ^x·· 

r//2 /,s 2 ο'" 
i 

i-Z'-y " /n M 

777Γ ,.ϊ Ί ρ'λ-

dans lesquelles cp, ψ, / sont les cosinus directeurs de SL; c'est-à-dire 
qu'on a 

ry. — \\: rt> — H 0 /y —ΙΜΓ 

Ou en tire 

(12) 

î/2!*; Al 4- m . μ μ 

d'1 H ïj M -+- /h μ , μ . 

ί/- Κ ίΓ Μ -f- w/ μ μ 
et 

(.3) 

d2rx ni -+- μ M M. 

"^i"=::--7i"?-?+-Riri· 

^*'7 _ "+* F Μ. 
t 
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Les équations (10) sont les combinaisons obtenues en multipliant 
les équations (12) respectivement par βζ — γη, γς — αζ, αη — et 
ajoutant, et faisant la même chose pour les équations (i3). 

Multiplions maintenant les équations (12) par ξ, η, ζ et ajoutons; 
on aura 

, ,v d2K d*n ydtK\ 

d- H d\\ / dl dr, dZ\ 

Multiplions-les par α, β, γ et ajoutons; on aura 

(ia) -r^cosSTL-t- 2-7- ( a -f H-3-7- -+- y -r ) 

+ V,{a7ïï~* +,J dF +yW) 

u( d* i Q<r-u d'<\ 

En tenant compte de la première des équations (10) et de l'équation 
obtenue en la dérivant par rapport au temps, on voit que Ton pourra 
tirer des équations (i4) et (i5) les suivantes, 

(■6) -if—
 +

 ?5 "· P\y ~ Τ
3
) 7' 

où H et H' ne dépendent que des quantités α, β, γ, ξ, η, ζ et de leurs 
dérivées premières, secondes et troisièmes. 

On tirera de même des équations (i3) les suivantes, 

07) -^+^ = 1., 

où L et L' ne dépendent que de α, β, γ, Ε, η, ζ et de leurs dérivées des 
trois premiers ordres. 

Il est aisé de tirer des équations (10), (i(5) et (17) la solution de la 
question qui fait l'objet de la deuxième Partie du Mémoire, c'est-à-dire 
la détermination des masses et des distances. 

Retranchons les deux équations (16); on aura 

(i8) M
 u*

 m
 + 4 11 — 1Γ — -
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Si l'on dérive cette équation et qu'on se serve des équations (10), 
on obtiendra une nouvelle équation du premier degré dans les 
quantités 

M -f- m μ Κ 

En opérant de même sur cette nouvelle équation, on en obtiendra 
une seconde, et l'on aura alors trois équations du premier degré qui 
fourniront les quantités précédentes. 

En retranchant les deux équations (17 ), on aura de même 

, ν nl + lx M 1 If r 

En la traitant comme l'équation (18), on en tirera les quantités 

m 4- μ M r 

On obtiendra donc les rapports 

M 4- m m 4- μ r M 

ce que l'on se proposait de faire. 
La méthode précédente est rigoureuse; elle est un peu longue. On 

pourrait certainement la simplilier en tenant compte des grandeurs 
relatives des éléments à déterminer et en se servant de l'équation 

( •20) ρ2 — H2 4~ e2 — 2 Ft /■ cos STL. 

Ear exemple, les équations (16) et (17) deviennent sensiblement 

-$-"'7' 2ΐ7Γ£ + FF ('+ s «"STI.!) - u 

^î-l 3cosSTL 4- -(.»cos2STL- 1)-^ — L'. 

La première fournit la quatrième la seconde ~ et la troi-

sième On pourrait ensuite tenir compte des termes négligés. 

Journ. de Math. ('.»· série), tome VI. — Fuse. IV, 1910. 38 
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TROISIÈME PARTIE. 

I. Cette Partie est consacrée à l'exposé de la méthode de résolution 
du problème des trois corps qui consiste à chercher les mouvements 
du Soleil et de la Lune relativement à la Terre. 

Celte méthode, ainsi qu'on le verra, présente, dans sa nature, une 
très grande ressemblance avec celle de Lagrange. La méthode de 
Lagrange n'a rien donné, d'abord parce qu'elle contient une inconnue 
auxiliaire qui est fournie par une équation du quatrième degré, ce qui 
revient à dire qu'on ne peut l'obtenir. Ouest alors conduit à substituer 
à cette équation du quatrième degré l'équation différentielle à laquelle 
satisfait l'inconnue, ce qui élève d'une unité le degré du système diffé-
rentiel. Cela ne serait pas un grand inconvénient, mais la vérité est 
que le système Terre, Soleil, Lune est très mal déterminé par les dis-
tances mutuelles. On est alors amené à substituer l'angle STL à la 
distance SL; mais la transformation des équations de Lagrange serait 
alors longue et pénible, et il vaut mieux traiter le problème ainsi posé 
directement \ 

La méthode que je vais exposer consiste à se servir des formules déjà 
obtenues dans la deuxième Partie et est très rapide. J'ai posé 

(0 

α « ti 

3 r ta 

ν > ^ 

* dl dl 

^ dl dl 

ti cJl 

=P 

= T, 

^ * dïl 

r 3 Φ 

' ' dl 

d\ dy. 

'' ~dî U 

ν (ίι 

o. 

= S. 

(l) C'est celte modification que j'avais en vue quand j'ai publié sur le problème 
des trois corps une courte Note insérée au Itulletiii astronomique, octobre 1898. 
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Je poserai de plus 

(*) cos V — -+- βη -t- j/ζ, + 

L'angle V n'est autre chose que l'angle STL. 
hic rivons les équations 

<l«—/».)$ + <*~«C>$ -M**.-?<>£- I'. 

'7tH~ dï+ ~7l ~ °' 

x~r -1- 3 ~r + V -τ — ^ · 

On en tire 

(·>) 

sin
2
 V ̂  ~ ( 3ζ — yn ) 1* -!- ( χ —■ ; cos V ) λ , 

sin- V ̂  ( yi — χζ) Ρ ·+· ( β — r,, cos V ) \, 

sin2 V ~ ( 3£ïl — |3ξ) I* + ( ·/ — ζ cos V ) Χ. 

On a de même 

(?ï- Ψθγ, + (7-: - «>§-+- (** " '-'Λ 

X -77 -h 3 —7— -1- y -/· — O, 

'71 + "7i + ?S"V 

On en tire 

sin2V —— (βζ — γη) ο -+- (; — 3CCOsV)Y, 

(4) sin
2
V^ ~_(^ς —a?)Q 4-(η — β cos V) Y, 

sin
2
V^ ——(αη — (3£)Q +(ζ — y cos Y)Y. 



3θΟ H. DUPORT. 

On tire aussi des valeurs de P, ( ), S, Τ les formules 

2S -1- ; I 5/ >■ rf/ O' 

.... <>X — IN cos Ν 

fit (h 

d'où 

(5) 
S -ι- I cos Y <)\ o, h - —r. , 

1 -f- S cos \ — I'ι ο, Γ — . - , 

Écrivons de nouveau les équations déjà vues dans la deuxième Partie : 

(6) 
t>d\\ / d\* Λ 

2 Q -—r /· ~ — 1 - o, 

puis 

sê ~ *{w> hf + un) -- (-«r- + y) +
 K? y ■ 

( 7 ) -7— oos \ +2-p\-h lu ;— —— -f- ) 

I M h- m p. H \ (r i\ 

w-'\d? + iF + à )=■- in + + V1 {? - ir·)cos v-

COS V _μ ι Y 4- /· : _ 1 L _ 

d'2r df ( d\ da. di di d(\ (h dt\ 

On a, de plus, 

(8) - sin\ — -... \ r Y. 
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Des equations (Ί) et (/|) on lire 

(9) 

s,uv \7IF + 7F + d?) 1 '+ λ ' 

. ../dy} dV d-/'\ 

. 0.,/ffc da d'fi d2) dζ dy\ 

Dans les équations ((i) on remplacera S et Τ par leurs valeurs 
données par les équations (.>). Dans la seconde des équations (7), on 

remplacera par sa valeur tirée de la première; de même, dans la 

quatrième, on remplacera 7^7 par sa valeur tirée de la troisième et l'on 

aura le système suivant d'équations : 

2_P «m dP _ Q\ - PY cos V 

■ι Ο dr flQ PY — QXcosY 

-3F =■■■ ώΡν - {~w~ + y)+
 <V - ρ)

cos
 · 

(10) „d\ dl!v/ _ PQ4- \YCOS\ 

4- Κ COS V . „ . . ■ — μ. I — ; ) SIN- V, 

■!1L ,·!£+£ _(2!+£ t + m(" -

r-r- 4- 2-j-Y + /·—^— l· /· cosV " . - M - — τρ )sin2Y, 

— sin Y — m Χ 4- Y. 

Ces équations constituent un système d'équations différentielles du 
cf ordre aux fonctions inconnues P, Q, Χ, Y, V, R, r. Ce système 
réalise sur celui de Lagrange un perfectionnement, puisqu'il n'y a pas 
d'équation algébrique à résoudre. 
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II. Je fais former Inéquation des aires cl celle des forces vives qui 
théoriquement ramènent ce système au 6° ordre. 

Si, dans la troisième des équations (6) de la deuxième Partie, on 

remplace ^ par leurs valeurs données par les formules (4 ), 

puis qu'on utilise les deux premières formules (6) de la deuxième 
Partie, on obtient l'équation 

M(m -i- iji' , ) -ι- \I//|!Î T 

" "_ l ■Λ W - y* 1+ + A"( **_ '1 

J2UL 

- lM(». + μ)R'I· + MfAR/·<„)j. 

En remplaçant dans celle équation S elT par leurs valeurs données 
par les formules (/>), il vient après réductions 

(ιι) [μ(/«+Μ)Γ
!—M/JLR/cos V ρ [M (///-t μ)/· --My.ll/cos V | \ 

m (ufir dl{\ · >v 

— Λ (βζ — yy, ) + A' ( yi — χζ) + Λ''(ay, - - β£ ). 

On pourrait former cette équation, mais moins rapidement, à l aide 
de l'équation (5) de la deuxième Partie et des deux équations ana-
logues. On multiplierait l'équation (5) par βζ — γη, les deux analogues 
respectivement par γξ — αζ et «η — β; et l'on ajouterait. 

Désignons maintenant par 1, I', 1" les premiers membres de l'équa-
tion (n) et des deux premières équations ((>) de la deuxième Partie; 
on en déduira 

(12) 

Λ sin2 V —■ 1(βζ — yy, ) -+-1' (α — £ cos Ν ) -ι- !"(£ — α cos V ), 
A' sin2 V —: I(y£ — αζ) -1- 1'( β — r

t
 cos\ ) -4- I"(η - β cos V ), 

A" sin* V — l(arj — β;) -h l'(y — ζ cosV)-f- Ι"(ζ -- y cos V). 

En élevant ces équations au carré et posant 

G2 — A2 4- A'2 -H A"2, 
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G étant une quantité positive, on aura 

<iH) G2 sin2 V - aU'cosV. 

C'est l'équation des aires. 
Je vais maintenant former celle des forces vives, dans le mouvement 

relatif au centre de gravité. (Test 

"'{TiF +1ir*+dp) + M{~W +HF hliF) + 1ÏF + 1ÏF) 

9'\~r~ + ~ίΓ + ~ô~) + C0"Sl ' 

ou bien 

<" + M + Ο (-ap + -à
 +

 7IF)
 + 2

1Î7 (
M

 "3Γ
 +

 e ir) 

+ * ti VVI "3Γ lit) +2 Έ ('Msr + f 1Γ) 

+ M

L(rfT.)
 +

("Λ") . MW
 !

'V-Tit)
 +

\«) J 

~ »(■r
 + tt + y-.)+ con5t-

ou bien, d'après les formules (4) de la deuxième Partie, 

- vfTT^i L (
M

 -3Γ
 +

 ^ -sr)
+

 (
M
 -ar

+μ
 -it )

+
(
a
 -ar

+
* "sf ) J 

1 I7\,^IC dry.\- ι c/Rr, dr$\- ( dR^ ^y\2] 

— '* I -r —π— "+■ ) *+" const., 

ou bien 

Μ(/*-Ημ) (^) -H^) 

VI, X 'fdRcV- fdRf.y fdRKV 

/dRç drot ^ dR(t drft ,/RÇ dry\ 

2 (M + m + μ) + —CJ + Λ, 
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h désignant une constante. En développant celte équation, on a fina-
lement 

M (m H- μ) [^ + It- [jii
+

W
+

dF)\ 

fi(;« + M) y
w

 + r-y
w

 + -ρ + J-y 

ydt dt fil dt \cit dl dt dt dl dl) 

~ 2 ( M -+- m -t-μ) -jy- ·+■ -J-) + Λι 

ou bien, d'après les formules (9), 

/ /V **/ νΛ/κ* , ™^ί<ι,Λ ,Q2+V"2\ 

(d\\dr r/K dr IM ) 4-cos\ \ 

= 2(M + «i H- ffc) ί —*- 4- ηγ- + -y-J4-//. 

III. Je vais maintenant appliquer aux équations (10) la méthode 
d'intégration fondée sur la considération d'orbites elliptiques variables 
képlériennes. 

Fig. 

\K&' 

> S 

Les quantités P, Q, \, Y, tt, ;·, Y ne dépendent que des positions 
relatives du système formé par le Soleil, la Terre et la Lune. 

Si j'imagine alors par la Terre les plans des orbites elliptiques 
décrites à chaque instant par le Soleil et la Lune, j'aurai la figure ci-
jointe et je puis calculer les quantités P, Q, .r, y, Y en supposant 
que les plans des orbites sont fixes dans l'espace. Je prendrai alors 
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pour un instant la ligne d'intersection pour axe des z\ je désignerai 
par φ et φ' les angles supposés constants que font les traces des orbites 
avec l'axe des χ; j'aurai 

ξ = sin9coscp, λ = sin0' cosq>\ ^ -

D = siu 9 sin φ, ρ = sin Wsin φ , — = 

ζ — cos θ, γ = cos 6', 

0 et 0' étant les angles de longitude que font dans leurs orbites le Soleil 
et la Lune, angles comptés à partir de l'intersection ; C et C' étant les 
intégrales des aires relatives la première au Soleil, la seconde à la 
Lune. Je désignerai par H l'angle aigu des deux orbites, et l'on a 

©'— φ = H. 

— = cos β cos φ , C0S
 ®

 C0S

 Τ* ' 

dn Λ . C d$ , C' 

~ ftï* i=-s,n0^; 

et par suite 

sin 9' cos φ' sin9coscp cos9coscp 
sin9'sin<p' sin9sincp cos9sin9 

cos 9' cos 9 —sin 9 
= sin9' sinH^, 

Q = 

sin θ cos φ sin 9' cos <ρ' cosû'coso' 
sin 9 sin φ si η θ'sin φ' cos 9'sin φ' 

cos 9 cos 9' —sin 0' 
— ——sin 9 sin li —: 

X =— (cos 9' sin 9— cos θ sin 9' cos Η) 

Y —(cos 9 sin 9'— sin 9 cos 9' cosH) — , 

cos V cos9cos9'-h sin θ sin 9' cos H. 

Si le raisonnement précédent, qui s'appuie sur le fait que dans le 
Joum. de Math. (6· série), tome VI. — Fasc. IV, 1910. 3ç) 



3θ6 H. DUPORT. 

changement qui consiste à introduire les variables képlériennes, les 
dérivées des coordonnées restent les mêmes par hypothèse que si les 
orbites étaient fixes et décrites suivant la loi des aires, parait un peu 
délicat, on peut simplement dire qu'on substitue aux variables P, Q, 
x,y, V les nouvelles C, C', θ, Q', H définies par les formules 

(i5) 

Ρ sin 0' sin II |p» X — — (nos 0' sin 0 — cosr) sin 0' cos II ) jp, 

Q——sitCsinJI — > Y — — (cosOsiiC—cos 9' sin 0 cosll ) —, 

cos V — cosO cosC sin 0 sin£' cosll. 

Je remarquerai encore que, dans ces formules, la permutation des 
éléments des orbites change H en — H. 

Dans le triangle sphérique précédent, introduisons les angles 0 
et 0' opposés aux cotés 0 et 0'; on aura 

X — — sinVcosB'Y =: — sinVcos©^·, 

d'où 

OX — PY cos V — rrr—- sin 0 sin II sinVcos©' -+- ■ sinC sin II sinV cos© cosY 

= |p—- sin2Y(cos©' sin© -+- cos© sin©' cosV) 

CC ... . ,v 

puis 

PY — Ο Y cos V — — sin 0' sin H sinV cos© — ' ■■ sin 0 sin H cos© cosV sinV 

= — ... ■. sin2 V( cos© sin θ'H- cos©'sin © cosV) 

( )n aura aussi 

sin II co>0 sin* V. 

Ρ2 ^X2 _ C Q2-h Y2 _ C2 
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et 

t—ttj = r.. .■(—sin© sin Θ + cos0 cosw cos V) 

= Κ*r* ^— s'n® s'n ®' cos V(— cos H S'M ̂  si 11Θ' cos V )] 

= — τττ—■ (cosll cosV sin Θ sin Θ' sin2 V ) 

= — j-
 t

 [ cos II (cos 0 cos si 110 si η 0' cos 11 ) -+- si η 0 sin 0' si η2 11 ] 

= — (sin 6 sin 0'+ cos ft cos θ'cos II). 

Réunissons ces dernières formules 

(.G) 

QX-PYcosV CC' . „ 

PY-OXcosV CC . „ n 

1"+ X2 _ C Qa 4- Y'2 _ C» 

τ—rr, =— ■» ( sin ft sm ft + cosft cos ft cos M). 

Je vais maintenant transformer les équations (ι o) ; la première peut 
s'écrire 

dt sin2 V 

ou bien 

^-(R*P) = sin H cos ft', 

ou bien 

-^-sinft' sinll + Gcosft sinll ——H Csinft cosll—— = sm II cos ft , 

ou enfin 

('7 ) ττ -T^sinfl' sin II -f- cos ft' sin II (^ -H sin ft' cos II = ο. 
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La seconde peut de même s'écrire 

d, s/~k\ 2PY-QXcosY . „ flcc 

ou bien 

■g- (sinS sinHC') = sin H cosô 

ou bien 

(·8) τη ^-p-sin9 sinH 4- cosôsinJl (— — 4- sin0cos 11 = ο. 

La dernière est 

(— sin 0 cos 0' + cos θ sin θ' cos H ) — 

4- (— sin θ' cos 9 4- sin 0cos0' cosII) — sin 0 sin 9' sin II 

= — (cos 9' sin 9 — cos θ sin 9' costl) ̂  — (cos 9 sin 9' — sin 9 cos 0'cos Η ) —, 

ou bien 

(19) sin θ sin 9 sin Η 4- sinVcos© ί — — 1 4- sinVcos €> ί — — I = ο. 

Multiplions l'équation (19) par cosIi, et éliminons entre l'équa-

tion ainsi obtenue et (17). On aura 

sino sin H — 7= -7-sm 0 sinll — cos& sin II — ) 

4-COSH sinVcos© ( 1 4-cosH sinvcosOI — — 1 — ο, 

ou bien 

— sin 9 sin 0' sin'H ~ ^ 4- cosll sinVcos0' 

4- (cosH sinVcos© — sin 9 cos0' sin2II) ί — — j r= ο, 

ou bien 

— sin 9 sin 6' sin* H -7- 77 4- cos II sin V cos 0 1 -, -rrr 

4- (cosH sinVcosô — cos6' sin H sinVsin0) I — — J = o, 
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ou bien 

<20> sin9' 8iD'H ̂  έ =
 si»V^e'[cosH (Î? -Q-(*JL- £)]. 

Multiplions encore l'équation (19) par cos H, et éliminons ~ entre 

l'équation ainsi obtenue et (18). On aura 

sin θ sin II — 777 —7— sin 9 sin Η —cosO sin 111 —; τττ ) 

4- cos Η sinv cos© I — Η* )
 Sl cos® cos " ( ~ J — °> 

ou bien 

— 777 —j- sin 9 sin 9' sin! Η 4- sinV cos Θ cos II ( —; T ) 

4- (cos 11 sinVcos©'— sin 9' cosô sin1 

ou bien 

— 777 —r- sin θ sin 9'sin-II 4- sinvcos© cos Hi : 

4- (cosll sinVcos©'— cos9sinII sin©'sinV) = ο, 

ou bien 

(2.) sin θ sin θ' sin-Η g, ̂ · = sinVcosB [cosH (4L - - £)]· 

Réunissons les équations (19), (20), (21). Ce sont 

(19) sin9 sin 9' sinII ~ = — sin V cos©' — sinVcos©^^- — 7?)'* 

(20) sinflsini'sinMl^ =si„Ycose'[cosH(^ - p)-(§ - μ)]' 

(2,) ,i„esin9'.in«H^^=.inVco»e[cosH^-^)-^ - £) · 

Prenons maintenant la quatrième des équations (10); elle peut 
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s'écrire 

--(IPX; -H H2 ——^—r· h IP cos V -T7- = μΐί ( -= r siiPV, 

ou bien 

~ ( R
S

X ) — ^^-(sin 0 sin G'-|-cos 0 cos 0'cos II) -+- cosV ~ = pt-R sin* Y. 

ou bien 

— cos Θ' si 11V — C cosV — +- C(sin 0 sin0'-|- cos0 cos0' cosll) ^4-

— cos 0 sin θ1 C sin 11 —h cosV τττ (sin 0 sin 9' + cos 0 cos 0' cos II) 

dl C \«/ H2/ 

ou bien 

— ^^cos0'sinY—(cos0cos0'4- sin 0 sin 0'cos II) (— — 

4- (sin 0 sin 0'cos 0 cos0' cos 11 ) — cos^ s'n <J' s'n " 

= μκ(ρ-^)»ί»!ν, 

ou bien 

(22) — -T-,cos0'sinv 4- cos0cos0 :—r; - 7— jr. 

— sine/ sin 0 :—77 — 7- — — cos0sm0 sinll — 

= μ«<(ρ-£)«»'v. 

L'équation (19) peut encore s'écrire 

sin θ sin θ'sin 11 = (—cos0' sin 0 4- sin 0' cos 0 cosll) 

4- (— cos 6 si η 0' ■+■ si η 0 cos 0' cos Η ) ί -jj — — j > 
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ou bien 

sin0smû sinH —ρ-= sin0cos'/ r—p ττ τ~ ττ, 

+ S'"* C°S> ripVco.» dt C' 

ou bien 

ί/Η sin i? cos 0' sin IK dC ι sin 0' cos0 sin 11 dC ι 

En portant cette valeur de dans l'équation (22), elle devient 

M' ' m · \· cos0cos0'sin0 sin0 sinMI r/C 1 

sin50 sin50' sin2H dC 1 

„ . .. . ,, sin 0cos0 sin H rfC 1 

ou bien 
— cos 0 sin 7 Sin H Jj-. y- — = i—- ( — sin*\ , 

_ —cosθ'sin V S'"'0' 5in'H L - Εί ( '· _ sin'V, 

ou bien 

~ . ./—7Γ, (cos5 θ' sin5 V -+- siu50' sinlV) = ( — ^ sin5 V, 

ou enfin 

(a/
4

) ^ =-sinVcos0VR(^ - ^)· 

lin suivant identiquement la même marche, la sixième des équa-
tions (10) donnera 

(20) ~ — sinVcos0Mrf^- — ~V 

Des équations (20) et (21) on tire ensuite les valeurs de 

l'équation (2I) fournit et on a finalement le système 
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d'équations 

(26) 

~ — - (cos 0' sin 9 — cos θ sin 9' cosll ) jaR 

—· — — (cos 9 sin 6'— cos 0' sin 0 cos Η) M /'^~7 — ï^*)' 

f
t
 - £ = sin 0 sin 0· [cos H i£ (L - -L) + ( ji - ^,)], 

^
 = sin

 ,
si

„
0

, [£R ( γ _ j_)
 + cos

„ Mr (Β _ ^.)]
f 

w=-s,„0cose 

— cos θ sin 0' sin Η ( A- -rV 

Pour terminer le changement de variables, nous poserons 

(27) 
M + w i + ecos(9— m) ni + μ ι e' cos(9' — us') 

It = -C-e«n(9-®). Έ = «»»(«' 

Je vais d'abord m'occuper de H. J'ai d'abord à écrire que la dérivée 

de R est toujours la valeur de ̂  écrite en dessous dans les form ulcs (2 7). 

On obtiendra l'équation 

dt M 4- m i+ecos(9— cr) 

-MT^[, + ecos(0-ro)lîL57CO5(!'-'î,)-""l(a· CT)U - m)\ 

= —^— e sin ( 9 — m), 

ou bien, en chassant les dénominateurs, 

2C 7^[
J
 -+- ® COS(9 — τπ)] 

—c* [^cosi<)—^sin<e—(s-^)] = Rïesin(i)-ra)· 



PNOM, KM H I>KS TKOIS COUPS. 'il 3 
ou encore 

(,S) si»(0_„) g - £ - ±) 

~2~cït Γ eC0:i^ — 

formons maintenant la troisième des équations (10); c'est 

rf2R .. P--4- λ- M -4- m ;j.R ( r \ \ 

Klle devient 

\1 + m d( i . , 

+ -TT- Tls<«(r>- Tl) — jfî -1 fïî— 

\1 + m d( i . , 

Kn remarquant qu'on a 

- if + κ=— = -RT-1' - ÎTT7S «)=-"Τΰ ecos(' - ■»>· 

elle devient 

M -i- m di\ . ,, 

+ c Λ
s,n ( ' - ra »+"cos( y- CT) ( Λ - if - 7?;· j 

μ Κ ( r ι \ 

ou enlin 

<*» £sin(i-„)+ec<»(i~„)(g 

= 7T -7~i?siu(0 — TÎT) -4- — ί—-+μ — cos\ . 

Jour/i. de Math. (6* série ), tome VI. — l;asc. IV, 4<> 
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On lire des équations (28) et (29) les suivantes 

(3o) 

^ ) (— sincr cos 0' 4- cosnrsiiiO' cosH) 

4- -77 7^ [cos(7 — ct) -+- e — T. — sin(0 — m), 

(drJ G f/trs \ [j.C / r ι \ , ,, . . ... 

UC λ C μ.Η f 

ou bien, si l'on préfère introduire les quantités c cos ft et c sin ft. 

(3.) 

Λ, . /M C\ 

-- T—(
 r

, - -) sin V cos II 

H ; r ( cos 7 -1- t'COSHT) — — r* Sill 7. 

d . (U'J c 

— - ΤΓ—— ( ' )
 cos

''' 

4- — -, (sinV -h c sinm) 4 .. -..-cos 7. 

On a les équations analogues eue', ft' que l'on déduit des équa-
tions (27 ) et de la cinquième des équations (10). 

(3?.) 

—^ — — — ( — Slim COS 7 -(- COSÎÏT S1 11 7 COS II ) 

4 j— r-η [cos ( J — TU ) 4- C —— sill ( J — TU ), 

,jUrj' G Ut* \ MG' /K 1 , , . , . , ... 

- 77rc?s,"(/-ra)-^Fc"e( ^ 
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ou bien, si l'on préfère introduire les quantités c cos tu' et r'sin ri', 

(33) 

<i . , . ,( à(J G \ 

MC /II ι \ . , ,, 

-} τ— τη ( cos ν -ρ c cosct ) sin ') , 

— (<· sum ) — Κ cosra ( 777- 7; ) 

— TJ-J oosO 

4 7- 777 ( si η ν -I- e sm 5τ ) Η cos . 

Les équations (2b), (3o) et (32), ou bien ( 26), (3i) et (33), dans 
lesquelles R et r sont remplacés par leurs valeurs données dans les 
équations (27), fournissent C, Γ/, 0, 0', H, e, 01, rci'. 

Ι-'ϊμ. 

MC / Κ ι \ 

IV. Je vais maintenant montrer comment on achèvera la solution 
de la (juestion. 

Je supposerai d'abord qu'on ait pris le plan des aires pour plan 
des XV. Alors les équations ((>) de la deuxième Partie deviennent 

m 

M (m 4- ρ ) R'P 4- M μ U r() — Gy, 
μ (ni 4- M ) r2 <J 4- M μ H r Ρ _ : G ζ, 

M(//i +p)R«S- 4- MpK/T - G^, 

μ(»ι 4-Μ)Γ'Τ·|-Μμ^ί —r-Ρ M(ul{/S 
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Je vais représenter les plans des orbites. Soient OH la trace du plan 
de l'orbite solaire, ï l'inclinaison, ν l'angle ΧΟΗ; OK la trace du plan 
de l'orbite lunaire, /' l'inclinaison, Ο Λ l'intersection, e' l'angle \Ok; 
λ et λ' désigneront les arcs AH et AK. 

On aura les formules connues 

; cos(X 4- b) cost* — sin (λ 4- b) sin c cosi, 

•Ο — cos (λ -t-£)sinr 4- sin (λ 4- b) cost· cos/, 

ζ — sin (λ 4- 0) sin i. 

χ —cos( λ' b1 ) cosr' - - sin ().' -ι- b' ) sin c' cos i\ 

3 — cos(/.' -h b') sine'4- sin(>/-ι- b") cosc'cos/7, 

y — sin (/.' 4- b1) sinί'. 

Cela posé, la première et la troisième des équations (3/j) deviennent 

M ( m 4- μ )C sin sin 11 — M μ C sin b sin II ι__ G sin (λ' -f- b' ) sin 

λΐ ( m 4- μ ) —— sin H cos b' 

+ Ml<'77-''f)F5i"'/si"M 

— M μ — ~rrr s'n H cos b G cos( /.' 4- b') sin ι -è > 

ou bien 

(35) 

M (/h 4-
 (
u)C sin b' sin II — M g. — C sin b sin 11 ~ G sin(/.y

 4- V ) sin i1. 

M (m 4- ,u)C cos b' sin 11 

4- M.u (\{ — — r ^-^sinG sin H 

— iVl μ — C sin 11 cos b = G cos (λ' 4- b' ) sin ι". 

Multiplions la première par cosO', la seconde par — sin 0', et ajou-
tons ; il vient 

— M μ y sin b cosb'C sin II — ^ — ι ~di^
 S

'
n fj s

'
n

 ^
 s

'
n 

4- Μ μ ̂  C sin 11 cos b sin b'~ G siiw' sin λ', 



PROBLÈME DES TROIS CORPS. 3 I 7 

ou bien 

- .M μ It sin 0 sin II j ^ |J
' cos | 1 4- c' cos( — gt' ) | 

4 ,, e sin(I) — GT')si 110 [ 

4- Μα/-si n J sin II ———cos 7 1 4- t'cos (ν — στ)1 

4 ρ—csin(7 — GT) sin 7 [ — usine sin/.', 
ou bien 

(Mi) M α sin II ^ ^ r sin 0' (cos 0 4- c COSGT) 

—
 m

 ̂  '
U

 Κ sin (cos 'j' 4- e' cosro')! 

—. G si n /' si 11 /.' = G si n / sin λ. 

Multiplions la première des équations (35) par sinO', la seconde 
par cosQ', et ajoutons; il viendra 

M (we 4- μ )C sin H — M μ — sin
(
) sin

 r
j'C' sin II 

4- M jut ̂ ΙΛ — /· sin 0 cos V sin II 

- Μμ-ρ- C cos 0 cos 0' sin II G sin/'cos/'. 

ou bien 

M (/// 4- μ) C sin II — Μ μ Κ sin 0 sin II sin 0' — cos O'j 

— Μ μ /· cos sin Κ g cosO 4- ̂  sillOj G sill/' cos/.'. 

ou bien 

M (/// -Η μ ) (^ si η 11 — Μ μ H sin 0 sin 11 ^
 |U

 ( sin 0' 4- e' sin®') 

— Μ μ/· cos 0'sin II ^ ^ "1 {cosO 4- ccosrn) — G sin/' cos/.', 

ou enfin 

(3j) M (///4-μ)0 sin II 

— Μ μ sin 11 j^~^~

 r

 cos
 r

j' (cos 0 4- e COSGT) 

4 Κ sin 7(sin 7 4-c sinnr ) - G sin /' cos/.'. 
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On aura une équation analogue à (37 ) que l'on tirerait de la deuxième 
et do la quatrième de (3'|); je réunis les trois équations obtenues; ce 
sera le système 

\1 jul si η 11 Ι —ρ r si η '/ (cos <j -h c cosw) 

— "l rv ^ sin 0(cosfr' 4- e' cosro') — Gsin/'sin). G sin/' sin).'. 

( 38 ) — μ ( ni -h M ) C' si η H 

h M μ sin 11 — ' K cos'ν (cos 7 H c cos τη ) 

4* ρ /'Sill'./ (si 11 Ί 4" t* SlIlTïï) (■ SI 11 / COS/., 

M ( /// 4- μ ) C si η 11 

— Μμ sin II ^ r cosr/ (cosrJ -r ecoscr) 

H sin^(sinO'-f-e'sinro') I -= G sin/' cos/.'. 

Ces équations fournissent £, λ, λ'; il reste à déterminer c et r'. 
J'écrirai pour cela les équations 

dï WjW Tt~'~dtW dl~Wj Ig' 

dx _ dx C' dfi dZ G' dy _ dy C 

On s'est déjà servi de la troisième et de la sixième, pour formel· les 
deux dernières des équations (34). 

Ecrivons les trois premières; ce sont 

— [sin(/ 4- ')) cose 4- cos(/ 4- v) sine cos/ J I — — 4- — ) 

— [cos (λ 4- 0) sin r 4- sin (λ 4- 0) cose cos/] 4- sin( λ 4- 0) sin e sin / ~ — ο, 

4- Γ— sin(/. 4- 7) sin e 4- cos(/. -4 '/) cose cos/1 I -j — 4- ~r ) 

4- [cos (λ 4- 0) cose — sin (λ 4- (ι) sine cos/'] ̂  — sin (λ 4-
 r

J) cose sin / ̂  - o, 

cos (λ Η- 0) s„w(^ __+_) +
 S

„,(). + 0)COSI — — O, 
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Ces équations donnent sans peine les suivantes : 

(39) 

drJ C. d). .dv 

cos ( /. -ι- ') ) sin ι -jj — sin ( λ + 9) — — ο, 

c„e('· + ') 5,„'( Tt - ίϋ
 +

 Τι)
 + sm(

'·
 +

 ')
 COS,

rti = °· 

Ces équations se réduisent à deux; la dernière est la même que dans 
le système précédent. On aura aussi 

(i«) 

Τ ~ Τ + lu + coil W = °· 

cos(//+ rJ') sini'—. sin(X'-f- 0') = ο. 

cos(/'-h Ί ) sin ι 1 — — -H \ -h sm (λ + rS) cosi' — o. 

Je remarquerai que les équations (3g) et (4»)ne supposent pas que 
le plan des \\ est le plan du maximum des aires. Il en est de mcme 
dans ce qui suit : 

Considérons les deux équations 

dt K2 dt dt 

dc)' (Y d't! dv' 

Multiplions la première par cos/', la seconde par cos/, et retran-
chons; on aura 

cos r — — cos ι -J — ) 

H — COSi J- COS/ — COSt COSi -Γ ( c — ν) — ο. 

écrivons l'expression 

—r cos/ — -r- cos/1 — cos ι cos / -τ- ( r —c). 

Si on considère le triangle sphérique précédent, on posera pour un 
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moment 
c'—e ζ a, t ~ c, 

11 Λ, t-B, i'-r r. — C. 

et l'expression précédente deviendra 

r cos τ- cos B 4- cos π cos L —y · 

En se servant des relations différentielles entre les angles et les cotés 

ΙΊίί. 0. 

\ dt dt ) dt 

d'un triangle sphérique, cette expression devient successivement 

y cosC — —y cosΒ -i- cos Γ> cos C (cosCi 4- cos Β -r sin b sin (1 —— 1ι 

^ cosG sin2 Β ^ cos Β siirC cos Β cos G sin b sin G > 

sin C cosB(sin //cosC^ — sin G cos G sin2 B, 

— sinC cosBÎ sin η ~ 4- sin Bcosa cos G sin2 B, 

— sinGcosB sinnf ̂  sinB(rosG sin Β j- sinG cosB cn>o ). 

— sin C cos Β sin a sin Β sin Λ cosr. 

— sin Λ f sine cos Β 4- sin Β cos 

— sin A (sin c sin B). 

On aura donc l'équation 

(4«) COS I I — — COS M — - SI II II — ( Mil / Sill / ). 

Ecrivons de nouveau cette équation et la dernière du groupe (3p). 
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Ce sont 

cos(?. -i- Ί) SI II ! I — — — \ -·- — oos( /. -(-■ ')) SI 11 I · - — Slll ( /. ')) COS/ — u. 

«MIS / I — COS/ -7- ) - Sill II COS / sill / -, <1 II II Sill / COS/. -, - - - ο. 

Multiplions la première par sinll cosA, la seconde par eos(A-+ 0 
et ajoutons; on aura 

cos(/. -r J) sin' si» II cos/. [ — — — J 

-r cos/ — — — cos / -\- -r- cos / SI 11 II sill Ί —. υ 

on bien 

cos(X + 0) [««II ^j - ~ ) | + J
t
 sin II sin', ;= o. 

d'où, d'après (20) et (-d>), 

( 'ιίϊ ) ^ — sin 0' sinll ^ 7

(

 — — J cos(). -r 0) ; 

ies equations (dp) fournissent ensuite -j~t et on a 

, ri c sin (/'sin II uK//' ί \ . , 

On aurait des formules analogues en i' et e; réunissons-les : on 
obtiendra le système suivant, dans lequel je n'ai pas achevé l'expres-

sion de —
5
 ijui n'offre rien de particulier : 

(-M) 

Έ ' sl" ΤΓ J>, 

ri\· si η J s 111 II u Κ / /' ι \ · , 

rit H2 rit rit 

—r — SI II ν S 111 11 -777- I -. — τ-; COS /. -Γ V ), 

-πτ~ jfiç, - w,)»·>('■ - '/>. 

f]V__W _ . ν ^ 

Jouni. de Math, ((j" sérit), tome \ 1. — Fuse. IV, π/ίο. I 1 
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La solution du problème s'achèvera donc de la manière suivante : 
si l'on a pris pour plan des Y Y le plan du maximum des aires, on déter-
minera /, /', λ, λ' par les équations (38); la deuxième et la cinquième 
des équations { \ \) fourniront e et e'. Si le plan des est quelconque, 
on se servira des équations (Vl) pour déterminer /, λ, λ', e, r'. 

V. Je vais former avec les nouvelles variables les intégrales des 
aires et des forces vives. 

Pour obtenir un peu rapidement l'équation des aires ou (i 3 ), j'opé-
rerai de la manière suivante : 

Je pose 

sill /"sill λ W, sill/*COS λ sin/7 cosX'~y'. 

On a les relations 

COS/' — : cos/"' cos 11 -+- si η/7 si η 11 COS/.'. 

cos/' ~ cos/ cos 11 — sin/' sin II cos7., 

ou bien 
cos/ — cos/'cos JI — y' sin 11, 

cos/7 — cos/ cos II— — sin 11. 

On en tire 

r'—rcosH r'cosH — ν 

La relation 
sin2 / -H cos2 / — ι 

donne 

-Η-ι- /' -y'—r c"s " γ —. 

ou bien 

(^5) sin2 II — ,c2 si n2 II + y- -h y'-— ^yy' cos II. 

Si dans cette équation ori remplace x, y, y' par leurs valeurs four-
nies par les équations (38), on a l'équation cherchée. 11 n'en a pas été 
fait usage. 

Je vais maintenant former l'équation des forces vives (ι.'ι), qui est 
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plus intéressante : 

M(« + μ) (^ + Hï) + M'" +
 M

> [ap + — ) 

— ^ M μ —; τ cos V ; cos <·) sin V — 7- cos W sin \ 

4- ( sin 7 sin 7' 4- cos7 cos 7' cos Η ) 

2 (M H- ni 4- y.) y -p- 4- 1 J- j 4- h. 

On a 

^/K2 G2 (\l4-/n)" η . . . ( AI 4- ni)2.. , _ 

— — | 1 4- a c cos ( 7 — στ ) 4- c-J, 

4- — ^77—(' ' sin-(0 -στ') -1 ^7— [, ■+· e' cos(7'-στ' )]-

[ | 2 C' COS (4'— στ' ) 4" C1 ! ] , 

f/\\ fir . G' cf\{ . G φ- . .. CC . . . . ,,N 

—ρ— c sin ( 7 — στ) — -c sin ( 7 — M ) (cos 7 cos 7 -4 sin 7 sin 7 cos II ) 

— ^ c siii(0 — στ) ~ I
 1

 -t~ c'cos(7'— στ')] (cos 7 sin 7' — sin 0 cos1? cos II ) 

,, c sin (7 - - στ ) ——— | 1 0' cos( 7 — στ)| ( cos7 sin7 — si 117 cos 7 cos || ) 

4 —-, —[ ι 4- ί' cos(7 — στ)|[ι 4- c cos(7 — στ )J (sin 7 sin 7 4- cos7 cos7 cosII ) 

— —ρ , ce sin (7 — στ) sin ( 7 — στ; ( cos 7 cos 7 4- sin 7 sin 7 cos Η ) 

— t· sin (7 — cr)f 1 + e' cos(7' — τΰ') | (cos 7 sin 0' — sin 7 cos 7' cos II) 

- e' sin ( 7' — τ<τ') [1 ·- e cos( 7 - στ )] (eus7' sin 7 — sin 7' oos7 cos II ) 

-4 [1 4- e cos(7 — ro)j [1 4- e' cos(7'— στ' )J (sin 7 sin 7'4- cos θ cos 7'cos Η ) · 

= -—jt -pr~ I s'n^ sin 7'4- cos 0 cos 7' cos 11 4- e(siiicrsin7'4- coscr cos7'cosll) 

4- e' ( sin στ' sin 7 4- cos στ' cos 7 cosH) 4- <?<?'( sin στ sin στ' 4- cos στ cos στ' cos 11 )] 

= — [( sin 0 4- e si η στ) (sin 7' 4- e' sin στ') 4- cos Η (cos 7 4- r cos στ) (cos 7'4- c'cos στ') J. 
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L'équation dos forces vives devient donc 

^ [ ι 4- 2 c cos ( 0 — τπ ) 4- c-1 4- '
J

 ^ "*, -T
 >J

^· 11 -H e. r' cos ( 0' — m' ) -t- e'2 \ 

. | ( Mil fJ 4 e sinrrr) (sin V 4- c' sin τη') 

4- cos H (rosO -i- CCOSW) (COSO' 4- C' rosm')) 

~ (/» + M)(,„ + ,,) ("Γ + ΊΓ Τ 1 -'' ■ 

h' étant une nouvelle constante, ou enlin 

(/// -4 AI ) ( m 4- μ) \ ο H /' 

—■ Ι (sin Ί -4 e μ η στ ) (sin ν -h ν si η στ ) 

4- cos II(COS0 4- c cosrcr) ( cos V -4 e' cosm' ) | 

2 Μ μ. / M 4 m 4- μ. Μ μ. \ 

(à.·Ite équation, dans laquelle oil remplace H et r par leurs valeurs, 

fournit une expression assez simple de - qui peut remplacer la valeur 

tirée de la formule 

Cl") ο2 -- IV- 4- r-— ·.> h r cos V. 

VI, Je vais indiquer dans ce paragraphe une méthode nouvelle pour 
résoudre le problème des trois corps; elle consiste à se servir des équa-
tions des aires ( >8) pour eu tirer les variables 0 et 0' et à former les 
équations différentielles desquelles dépendent les autres quantités. Les 
équations (18) étant au nombre de trois, on pourra tou jours ramener au 
premier degré la détermination des lignes trigonomélriques de 0 et 0'. 

.le vais commencer les calculs, cl, pour cela, je poserai 

ρ /'sill ν ( COS J -Ι" (' ΟΟλΠΤ ) - ;; 1 It Sill 7(COS 7 H" (' I'OSRI ) ~ d·, 

—'» cos J(cos 'J ■ i- e οολιγϊ ) 4 —,— r sin ') (si 11 7 4- e sum) —r .1. . 

———/· cosO (cosi/4-ecosro) 4 It sin i/(sm 7 4- c sin στ ) — d* , 
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et je rappellerai 

M + m ι — a ens (fj · ~ κτ ) ' "" " m 4- μ ι 4- c cos( ri' — τπ' ) 

( )n tire sans peine de ces équations 

•A* cos0 -f- -V sin 0 — C ̂  sin 

• A" sin Ά— -JA cosO'— C — sin rJ< 

-.A'(cos 9 4-t* cosro) —-A(sin0 4-r'sintrî) -r% (cos 0'4-f'COSTH'), 

-A (sin
 fj'-\r c sin m') 4- A.,"(cns0' 4- e' coscr') — ^

 W (rosO 4- erosw). 

l'osons 

— —— — t.i ηο, η — ,Ar sum —-l e cosw 4-L langoe cos m , 

n' — -Ac' sin nA — -L "e' cosbt' -r- C rotang ο t* coscr; 

les dcu\ dernières équations s écriront 

-VcosO— -I* sinO —(7 tango cos0' — /ο 

-A sin f/ 4- -A" cos V — C cotang ο cos rJ //'. 

On a donc le système 

-AIt cos rj 4- A'K sin rJ — CrsinO' ~ o, 

-A''r sin Y—^ArcosO'—(AH sin ') ο, 

-A'cosO —-l, sin') —(Y tango cosr/ - η, 

-A si η 0' 4» -A" cos 0' —G cotang ο cos 0 --

On tire de ces équations 

COS 7 — -j-pj SII17 — — > 

cos J --0—' S1M J ~ ~P~' 

//, //', te, o·' étant des fonctions homogènes du premier degré en H et 
en /*, IJ une fonction homogène du second degré en II et /·; on en tire 

( 4<S ) r*( «« 4- n·* ) ^ \ l{· ( it" 4- «·'* ) = LTS ; 
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on a encore la combinaison 

r iH-ecos(0 — τσ) _ cos0(cos9 -+- e cosw) 4- sin '/(sin 0 -+- e sinrrc) 

ou bien 

/· -gljr-l-ecoswJ+csinwj 

ou bien 

( //s 4- <r2 ) /' 4- IJ ( ne cos w 4- trt' si η rn ) 

ou bien 

lanç<? — j — ; 

d'où 

~ tango —-/ι , 

//" étant une fonction homogène et du premier degré en I» et /·; cotte 
dernière équation peut s'écrire 

(49) U (/■ tiinço — U ) //It/; 

c'est une combinaison du troisième degré des équations ( 48 ). On for-
mera donc aisément deux combinaisons homogènes du second degré; 
on en tirera des quantités proportionnelles à 11-, 11/·, /'2; puis enfin 
des quantités proportionnelles à 11 et/·. On aura alors les expressions 
de cosO, cos G', sin 0, sin (Γ, 11, /·. 

Ileprenons maintenant l'équation ( /|i)el la dernière du groupe ( >9 ). 
Ce sont 

(5o) 
cos/ ( — — | — eos/1 — — sin II . (sin/ sin Α ), 

cos (A 4- Ο ) sin /1 — — J 4-cos 7(sin ι sin A) 4-sin 7-^-(sin/ cos/.) = o. 
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On a déjà pose 

sin/sin/ ,/·, sin / ens/. : y, sin/"'ens/'— γ', 

et on a trouvé les relations 

y—γ cos II y'rosll—ν 

De plus, les équations ('Ί8 ) donnent pour 4, 4/, 4.," des expressions 
très simples en ./·, y, y . 

G ./· , G ν 4- μ ( m 4- M ) C si η 11 

„ _ iVl ( m 4- μ ) C sin H — G y' 

Kn remplaçant 4^, l', 4>" par ces valeurs, cosQ, cosO', sinO, sinO', 
U, /· s'exprimeront en fonction de C, G", H, e cos ci, e sinnv, c' cosni', 
c sinσ', .r, y, y'. Cela posé, les équations (5o) donnent aisément 

~~ M μ sin H 

■à ==-s,ny (r,'osJ + ·Γ8,"5> [co
 TT {? ~ ρ)

 +
 ττ{ρ- P)J 

-4- cos 0sin V [, ' 4 (I - 1) + r *£ (5 - ̂ ) |, 

et l'on aura de même 

% " - + "i.'/) [««H ̂  (£ - Bî) + ̂  (ρ ~ p)] 

+
 - p) +rïf(? - W), ■ 

Joignons à ces trois équations les équations (ali), ( D) et (3'Ί). 
Mettons de côté la troisième et la quatrième des équations (26), que 
nous joindrons à la deuxième et à la cinquième des équations (41)· 
Le premier système sera un système d'équations différentiel les du pre-
mier ordre aux inconnues G, C', 11, ecosm, csinci, /î'COSGÏ', e'SINGI', 

ne, y, y'; le système ainsi obtenu ne renferme que des quantités qui 
varient peu. Le second système fera ensuite connaître 0, 0', c, c'. 
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Cette méthode me paraît intéressante, et probablement n'est pas 
plus compliquée que celles actuellement en usage dans la Mécanique 
céleste. 

QUATRIÈME PARTIE. 

I. Si l'on considère le mouvement d'une planète autour du Soleil, 
ou le mouvement d'un satellite autour de sa planète, on peut écrire les 
équations 

(l> HP ~ Tî" + ·''· W~—~F + *·' 7fF '=" 73"+ 

γ, ζ désignent les coordonnées de la planète relativement à des 
axes de direction- constante passant par le Soleil, ou les coordonnées 
du satellite par rapport à des axes de direction constante passant par 
la planète, /· la distance des deux astres, A une constante, -l. ni», ε la 
composante d'une force appelée force perturbatrice. 

Ι;'8· 7-

I * 

Ν 

Si on néglige cette force, l'astre secondaire décrit autour de l'axe 
principal une ellipse suivant les lois de Kepler. Soient Ο l'astre prin-
cipal, S l'astre secondaire. 

Soient ON la trace du plan de l'orbite sur le plan des 
r l'angle .t'ON, i l'inclinaison de l'orbite, 0 la longitude dans l'orbite 
ou l'angle SON. 
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Soit 

(2) * = '·ξ, y — z = rK. 

On a 

(3) 

ξ = cos 9 cos ρ — sin 0 sin μ cos ι, 

η = cos θ sin μ 4- sin Θ cos μ cos t, 

ζ — sin θ sin i. 

Soit encore 

(Z) r-C' 1 

Aux variables x, y, z on substitue les variables 0, ç, i, C, 0, trr, avec 
la condition que les dérivées des quantités ξ, η, ζ, r soient les mêmes 
que dans le mouvement képlérien, c'est-à-dire qu'on ait 

.. d\ d\ C dt) dt} G άζ dζ C dr dr C 

Je vais faire ce changement de variables. Les équations (1) s'écrivent 

(6) 

+t—^ +E — — —Î 

d*r\ dr dt\ dir k 

c/2 ζ dr άζ dir A* 

Formons d'abord les trois premières des équations (5); ce sont 

— (sin 0cos μ 4- cos θ sin μ cost) [-j- — μ J 

— (cos θ sin μ 4- sin 6 cos μ cosi) -7- 4- sin & sin μ sin ι — == ο, 

— (sin θ sin μ 4- cos0 cos μ cosi) 

4- (cosi/ cos μ — sin Q sin μ cosi) -j sin σ cos μ sin 1 — = o, 

Λ . ./rf0 G Ν q .di 

Jo/urn. de Math. (6· série ), "tome VI. — Fasc. IV, 1910. '^2 



33ο Η. DUPORT. 

Multiplions la première par — COSP
7
 la seconde par — sine, et ajou-

tons; il vient 

SlIlO + COSi-r- Slll θ rr Ο 

ou bien 

(7) dï-7>+C0S,di = °· 

Multiplions la première par—sinp, la seconde par COSP, et ajou-
tons; il vient 

cos'J cosn — r -H c°s J -, sin ν sin / -ρ = ο. 

Ilcmplaçons-y ̂  ~ par sa valeur tirée de (7); il vient 

. 0, , . . dv . , di 

Les équations (7) et (8) ont comme conséquence la dernière des 
trois équations primitives. 

(Q) · cos9sin/( — τ + sinr>cosi ; = o. 

Multiplions maintenant les équations (G) par ξ, η, ζ, et ajoutons; 
on aura 

7lF + r\^ + r'dF + "7F)-~ 7' + <*"■. ++ 

or, de l'équation 

1·7Π~{"η77+ζ7ι-" 
on lire 

" dt1 r> dt2 ' ' dt1 \dt2 dt* dt*) rv ' 

d'après les trois premières des équations (5), qu'on peut écrire 

(10) 

( sin 0 cos r 4- cos 0 sin ρ cos/) 

^ — (—sin9sine 4-cos&cosecosi) 

-j- — cost/ sin 1 — · 
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On aura donc 

(") ■5?-73·-Η- = Λξ + ιι!,π + ^ζ. 

On peut écrire les formules (10) de la manière suivante 

(12) 

cos c —7- sine — —— m ni/—-> 

— sine-p 4-cose-p-= cost/cos/—> 

dÇ Λ · .G 

On en tire, en dérivant la première, 

(10) cose 4- sine -p— 4- ( —sin e-p 4- cose -p- — 

— cost/ — — SI Π 7 - p I — )· 

Multiplions la première des équations (<i) par cose, la deuxième 
par sine, et ajoutons; on aura 

,(c«m·
 +

 s, n
1
._j

+2
_^co

s
,._

 + s

,„,_j
+
_

(
.

cos
,. 

= 7 (e cos e 4- η sin e) 4- Λ cose 4- il!» sin e, 

ou bien 

r cose -p— + siri e -pp ) — 2-p-suit/ — H—p- costf 

= — cos # 4- «iU cos c 4- il!» sin e, 

οη bien, en tenant compte de (i3), 

Γ Λ -C de .C dO . r d /C \ Ί dr . rC d'-r , 

= ; cos β 4- -Λ» cos e 4- Hi» sin e, 
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ou bien, en tenant compte de (7), 

r
cûs9

£
t
(^-^co

5
4i« 

sin0 dC sinO~</r~l dr . . C d*r . 

= 1 cos 9 H- eH> cos ν iit> sin ν, 

ou, après simplifications, 

/ Λ C* sm θ dC \ dlr Λ /r Λ . 

ou, en tenant compte de (ι ι), 

cos0(<Ai>£ + ubrj 4- SÇ) — -pp = «As cos ρ 4- iJbsine, 

ou bien 

-ρ- — = <Λ.(4 cost/ — cose) 4- Ίΐί>(*) cos>) — sin c) -4- SÇcos9, 

ou, enfin, 

(,4) dt -''(X37+U'5F + °λ)· 

On arriverait au même résultat en dérivant la deuxième des équa-
tions (12). Dérivons maintenant la dernière. On a 

— cos 7 sin / -τ- — ) — sin θ sin t — ——h coso cos* — — · 

Remplaçons ̂  par cette valeur dans la dernière des équations ((i). 
Il vient 

r . . .d (c\ . Λ . .c do Λ .c dn 

dr . . .C d3 r . r . . k . r . . _ 
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ou bien, en tenant compte de (ι i), 

— sin&sini ;—h cos σ cos ι -

4-sin0 sini^^j- 4- Λ·.ξ 4-Dlrj -h 3ζ^ = 3, 

ou bien 

sin U sin ι — — ) -+- cos 9 cos ι Γ 

— 3 — sin 0 sin ι ( «AD ζ 4- i)l>t) 4- 3 ζ ), 

ou bien 

£[COS9COS
(
Î-sinôsin,^ - £)] 

= 3 — sin θ sin t( cil>ξ 4- Din 4- 3ζ) 

— cos0sini[— A>(sin0cosp 4- cos θ sin ρ cost) 

4-1·1> (— sin θ sin Ρ 4- cos θ cos Ρ COS Ι) 4- 3 cos 9 sin Ι], 

ou bien 

C Γ .di . . . dQ CY] 

~ cosi(Jlo sin ρ sini — lib cose sin i 4- 3 cos* ). 

On aura donc les deux équations 

. . a .di a . . dQ C\ 

cos U cos ι — sin (J sin IL — — \— — cosi^bsinpsini — DICOSP sine 4- 3 cos ι). 

On en tire 

(ι5) -γ- — — cos0(A> sin ρ sin*— Di> cos ρ sin i 4- 3 cos ), 

(ΙΟ) -τ- ^ =— 7T :—:— (<A> sinp sin ι —lib cos ρ sin* 4- 3 cost). 

L'équation (7) donne 

(17) -77 = t=t ——(<A. sin ρ sin ι — Dl cos ρ sin 1 -+- 3 cost). 
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Il reste à s'occuper de /·; la méthode est la même que celle employée 
dans la troisième Partie; on se sert de la dernière des équations (;V) et 
de l'équation ( 11 ) ; on en tire 

_
C
o

S
(û-

ra
)_

esl
„(û_

B
)^__

p
__j

=2
_

c
[

1 +
 ,co

S
(0-

ra)
], 

_„η(9-ο)+«ο,(6-
Π
)^---^ = -

?Γε
ί,,η(0-®) 

+ £(·.<,ξ + ιΐ!.Μ-(-εζ). 

On aura donc finalement le système suivant, qui réalise le change-
ment de variables : 

, . ν dLf de dn ^dζ\ 

( io ) -J- - jjcos0(cAy sin ν sin/ — il!» cose sin / + S cos/), 

(ιο) ; rr— — ;—:—(Λ sinesni/— ill cose suit 4- ^ cos/ h 

(17) — ~ 7T ——.( <Λ·» sine sin 1 — il!» cose sm t 4- c. cos / ), 

(,8) Λ = c[c0S< ; + e] ( îîi + *· 5Γ + ' Λ ) 

4- -r [— sin 5T ( ,1, cos ν 4- M sine) 

4- COSGT(<A) sin e cos / 4- itï» cos e cos / 4- S sin /)'], 

09) e{dï-7*-7iïr-C
s,n{

°-'
!
'
)

[
X

Tt
 4

-"
ι
'Λ + "ji) 

4- γ [cosci(<Jl>cose 4- Hi» sine) 

4- sincj(J\osin e cost 4- »·'.> cose cost 4- Ζ sin t)]. 

On peut substituer aux équations (18) et (19) les suivantes : 

(20) -fi(ecosn)-hesmmi^ -

= ^(cosO + ecos^) (A
 F77

 + ll!i ̂  - ,
F

) 

4- -y· (— Λ. sin e cos / 4- il'.i cos e cos /4- Ζ si η i ) 



PROBLÈME DES TROIS CORPS. 335 

Ct 

(21) -(esinCT)-ecosGT^ --j 

= ^ (sin 0 -he sinw) ( .1.-^ ^ 4- ^ ^ ) — j (.V cosi> 4- H!i snu>), 

si l'on veut substituer aux quantités e et us les combinaisons e costn et 
e sin us. 

II. Je vais appliquer les formules précédentes à la méthode de Jacobi. 
On sait que cette façon de traiter le problème des trois corps consiste 
à déterminer le mouvement relativement au Soleil du centre de gravité 
de la Terre ct de la Lune, et le mouvement de la Lune relativement à 
la Terre; on prend comme plan dcsXY le plan du maximum des aires, 
afin d'utiliser la belle propriété que les plans qui contiennent à chaque 
instant les orbites képlériennes se coupent sur le plan du maximum 
des aires. 

Fig. 8. 

T. G L 

Soient le Soleil en S, la Terre en T, la Lune en L; G le centre de 
gravité de la Terre et de la Lune. Soient a, 3, γ les cosinus directeurs 
de TL et r la distance TL; ξ, η, ζ les cosinus directeurs de GS, ct R la 
distance GS. On a les équations suivantes, qu'on peut aisément former 
directement ou tirer du Chapitre IV de la Mécanique céleste de Tis-
serand : 

(22) 

... — crï ( bς + — c% ) ;— ( M 4- ni μ) 

~~ fb; —— '·«) —-— (M 4- m 4- μ), 

~Mr= —ST3
 V

 ζ +
 ïn + μ)

 + SP (
 4 _ ήΓ+μ J ' 
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On a des équations analogues où α est remplacé par β, ξ par η, puis 
d'autres où α est remplacé par γ, ξ par ζ. 

Je vais écrire également les équations que fournissent les théorèmes 
des aires et des forces vives dans le mouvement relatif.au centre de 
gravité. On peut encore les former directement ou les tirer du Chapitre 
indiqué précédemment. Ce sont 

(a3) 

+ LtHlwL* _c£)=A, 

"'H- xd7\ | Μ(« + μ) _;CH\ _v 

m H- μ \ dt dt J M ni -+- μ \ dt dt J 

(,4) '«μ + Φ <j£ y 

M(ro + p) [dW (d? «V ^VI 

_ /«μ Mm Μμ\ 

Le plan des xy étant le plan du maximum des aires, on aura 

Ano, A'=Of A"r= G. 

Néanmoins je n'introduirai cette supposition qu'un peu plus tard. 
Je donnerai tout d'abord la démonstration du ihéorème de Jacobi. 
Cela simplifiera beaucoup la suite des calculs. Si l'on pose 

Β = β -μ — y -j-, B'=y—. a -γ-, B= α —; P-T-J 

le plan 
Bjc +B'y + H";- ο 

est parallèle au plan passant par TL et la vitesse de la Lune relative-
ment à la Terre; de même, si l'on pose 

D = - ζ^, D'rrÇfS— ξί, D" — ξίίΐ-ηί, 

le plan 
Dx + D'y + D " ζ =r ο 
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est parallèle au plan passant par GS et la vitesse du Soleil relativement 
au point G. Les équations (23) peuvent alors s'écrire 

Ja-r.Bt·."1"4'" R'D — A, 

+ ^ K'D'~ A', 

ηιΡ ri y + M (m -t- μ) mjy _ 

On en tire 
H D A 
B' D' A' 

B' D'' A" 

— o. 

Cette équation montre bien que les plans des orbites képlériennes se 
coupent sur le plan du maximum des aires. 

Fig- 0· 

4 Ν 

Soient GX, GY, GZ des axes parallèles aux axes fixes menés par le 
point G. Le plan des YY est parallèle au plan du maximum des aires. 
Soit GL, égal et parallèle à TL. Soit à l'instant considéré G Ν la ligne 
des nœuds des ellipses képlériennes de S et de L,; soient i l'inclinaison 
de l'orbite de S, 0 la longitude dans l'orbite comptée à partir de la 
ligne des nœuds; soient de même i' l'inclinaison de l'orbite de L

n
 et 

0' la longitude dans l'orbite de L, comptée à partir de GN. On aura 
les formules 

(35) 

ξ ~ cos0 cosν — sin 0 sine cos/, χ — cos 0' cose — sin 0' sin r cos/', 

Π = cos0 sin ν -H sin 0 cose cos/, β = cos0' sin ν -h sin 0' cose cos/', 
ζ==κίηΟ&ίη/, y = sin0'sin/', 

Joum. de Math. (6· série), tome VI. — Fasc. IV, iyio. 43 
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Les dérivées des quantités α, β, γ et ξ, η, ζ étant celles prises dans 
le mouvement képlérien, on a 

(26) 

~ =— (sin^cosr -h cosO sinecosi ) 

~ — (— sinO sinr + cosOcosr rosi) 

— ^ cos 'j sin ι 7— 

et 

(37) 

— = — ( sin Ί cost' + cos'> sin r COSÎ ) — » 

—- -_ (—sin 9' sin r -+- cos 0' cos c rose') — > 

f <h η · ·, V 

(.4 et C étant les constantes des aires dans les mouvements képlériens 
de S et de L,. 

Posons 

(28) , m μ M ( ni -H μ ) 

Multiplions les équations des aires (23), où l'on a fait mainte-
nant A = ο, A' = ο, A" = Ci, respectivement par ξ, η, ζ, et ajoutons; 
on aura 

(«9) g r 

C OC -r-

> ? 5 

= > î 

— G ζ. 

Multiplions-les maintenant par α, β, γ, et ajoutons; on aura 

(3o) g R 

* 4 dt 

? * 7l7 

y : -

= G 7· 
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Comme nous avons déjà tenu compte de la combinaison qui traduit 
le théorème de Jacobi, les équations (29) et (3o) fournissent tout ce 
que l'on peut encore tirer des équations des aires. Ces équations 
deviennent, en y remplaçant ξ, η, ζ, α, β, γ et leurs dérivées par leurs 
valeurs fournies par les équations (25), (ad), (27), 

g' r- sin 0(cos/' sin/' — sin /' cos ι ) — rr G sin 0 sin/, 

£
r

It
2
 sin 0' ( cos/sin /'— sin / cos/' ) -^ = G sin 0' sin /', 

ou bien, en désignant par II l'angle i' — 1, 

(3.) 

— #'C si 11II ■= G sin/, 

•V'C sin II = G sin /', 

/' — / — H ; 

les équations (31 ) donnent encore 

(3*) 

jgCcosll =Gcos/', 

g(\ 4- g'C cos II G cos/, 

g2C2 4- g"C" 4- 2gCg'C cos II m G2. 

Os équations montrent en particulier que i est négatif, i' positif, 
Le plan du maximum des aires passe entre les plans des orbites képlé-
riennes. 

Cela fait, revenons aux équations (22). Elles peuvent s'écrire 

(33) 

d2 R i M 4- ni 4- μ . d: r α ni 4- μ 

d2lir, M 4- «f 4- μ „ d2r2> m 4- μ Λ ., 

*/2R£ M 4- ni -H μ r ^ d2ry m 4- μ 

où l'on a 

(34) 

d. ^ 0?; 4- y;"a, cl,' ='^a + % 

111) == y?Ti H- y.1' β, Iti)' =r ^3 4- ' Λ, 

ε = y?ζ + yvy, ε' = h- 3/r, 
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avec 

« = ( Μ Η- «
 +

 μ) \-L _ - JL- (^,
 +

 JL)"], <r = | μ , (gb - gp). 

^ (so
 +

 sï»)' ^
 -

 (sï7 ~ STy' 

(35) ST=zi/H5-h f —V^+slW·—LcosV (v==SGL;), 

SL = \/k2+ (_^_V
 a

 It, cos V , 

cos V — cos 0 cos0' -+· sin 0 sin 0' cosH. 

Je n'ai plus qu'appliquer les formules du paragraphe I aux équa-
tions (33). On aura pour résoudre la question le système 

M -)-/// -+- μ î + c cos(0 — tts) ' /« + μ ι c' cos ( 0' — τντ' ) ' 

(36) 

—r- =. (— sin 0 cosO'-f- cosO sin 0' cosll)— Mltrf -rr-r — rrrrr )» 

— — cosO sin V si η II 77 — ΜΙ{/·( -rr- — )' 

_
 illl4

.
C
 —y (sL" ~ ST

1

 )' 

— (— sin 0' cos
 r
J -h sin0 cosO' cosll) MR/— ^fï^' 

MKr^ - gp), 

d(j' C . . '''C-h cos II ... /1 ι λ 

± = - sin 4 .i „ S> ̂  M It r ^ gi,), 

auquel on joindra le système des équations différentielles en <?, ci, e', nx'. 

Dans les équations (36), la dernière, celle qui donne ̂  ne sert qu'à 

la fin; celles qui donnent ^ et ̂  sont à la rigueur inutiles, ι et se 

calculant à l'aide des équations (3i) el (32); H pourrait alors être tiré 
en fonction de C, CAde la dernière des équations (32); mais il paraît 
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plus simple de le conserver et de joindre la valeur de soit 

£Îii — iÎÎ. £Î£ — _ (sin^cosO'fC-t- cos 0 sin Ο1 "'Ο MRr ( — —Y 

Alors le système s'écrira, réduit aux équations essentielles : 

(37) 

^ = (— sin 0 cos0' -+- cos 0 sin b' cosII) — MR/Y V 

—^· — (— sinO' cos 0 -+- cos V sin rJ cos II) MRr — 

dt
 H2

-s,n9sin

 gCa
 MH

'(sl
;i
 ST

3
/' 

_ _ _
 =

 „„ 0 S,„ 0 "—fa MK- gp). 

-7- =■—(sin 0 cos O'g G -t-cosOsinO'^'C') 7; MRaY-^— —t^ttV 

Les équations en e, σ, e\ σ' sont ensuite : 

(38) 

^ — ji [cos(4 — bj) -F <?] (— sin 0 cosO' -f- cos
 f
J sin

r
/ cos II )

(
JL

V 

4- ri I Dsin^— gt)-f- L£'(—sinrocos^'-i-cosnisini/'cosH)!, 

e\dï ~~ R* ~~ ~dt ) 

— — sin(3 — σ) (— sinô cos0' H- cos0 sin r/ cos II) (i?' 

-t- ^ cos(0 — χΰ) H-T^cosrocosy-t-siiiBisinO'cosH)], 

-jj — [ cos ( rJ' — σ') -+- e'] (— cos 'j sin 9' -+■ sin 0 cosO' cos II )i^' 

-+- ^ ̂  | ^ sin (0'— w' ) $'(— sin to' cos 6 + cosw' sin 0 cosll)], 

' (^L _ il dvs'\ 
\ dt ri dt ) 

— ~ ρη sin ( 0' — m' ) (— cos 0 sin 0' -+- sin 0 cos b' cos 11)^' 

4 1 ?) cos(0' — bj') 4- I cosbt' cos() 4- sinsj' si η 0 cos II )|. 
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On pourrait substituer à ces équations celles qui ont comme incon-
nues ^coscr, esintn, f/cosnr', ^'sinci'. Ce sont 

(3
9

) 

— <ecosra)M-,· s,„roi_ 

— ρ (cos!; 4- ecoscr)(— sin (/cos!)' -ι- cos {/sin r/ cosll )<$' 

4- χ-. (tC sin!; + 4V sin 0' cosll ), 

-(„
1ηβ

)_
β

οοβ
Β
^_^ 

(sin (j 4- e sinra) (— sin() cosO' 4- cos 0 sinC/' cosll)4i?' 

4- — ( (ί cos h 4- 0?' cos 0' ), 

, , ,ν » · ,(<iV ΓΛ 

— — (cosrj 4- c' COSGÏ' ) (— sin 01 cos0 4- cosO' sin 0 cos 11 ) 

4 (9 sin 0'4- 9' sin 0 cosll), 

— (E sincT ) —e c.OSBT ( — -

^ (sin r
i 4- e' sincr')(— sin 0' cosO 4- cos!/ sin 0 cos Η ) 

4 ( 3 cos 0' 4- 9 ' cos 0 ). 

III. Je terminerai en donnant l'expression de l'intégrale des forces 
vivesavec les nouvelles variables. Il n'y a qu'à reprendre l'équation (ί i). 
Elle devient 

C" { ) + (? ^(c-i) 

= 2[st + sr^-Sc-^H'· 

Tels sont les points les plus essentiels et les formules les plus.simples 
de la méthode de Jacobi. 


