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SIR LES EQUATIONS DU MOUVEMENT D UN CORPS SOLIDE. 97 

Sur les équations du mouvement d un corns' solide; 

PAR M. E. STUDY. 

1 Traduit |»ar M. R. C,ARMI;R.J 

M. Study a introduit, pour définir la position d'un solide, un 
système de liuit coordonnées homogènes liées par une relation 
quadratique, analogue aux six coordonnées d une droite d'après 
PliickcrC ). M. Appell avant demandé à M. Study s'il avait calculé 
l'énergie cinétique Τ des corps, dans son système, en vue des appli-
cations possibles à la Dynamique, a reçu en réponse l'exposé suivant 
que nous sommes heureux de reproduire. 

( Xole dv te Nc<tacfion.) 

Nous définirons la position d'un solide mobile par celle d'un trièclre 
de coordonnées rectangulaires (y), invariablement lié au corps. 
Soient y

n y*, y* les coordonnées par rapport à ce trièdre d'un point 
quelconque du corps, et χ,, .r, les coordonnées du même point 
par rapport à un second trièdre de coordonnées (x), que nous regar-
derons comme fixe, et qui est orienté comme le premier trièdre. Le 

passage i jey) des coordonnées x, aux coordonnées y* s'effectuera à 
l'aide d'une transformation orthogonale propre S (c'est-à-dire de dé-
terminant 1), dont nous écrirons les coefficients sous forme de frac-

(') Comptes retut us 
f
 1910 (Noies de M M. Study et Bricard). 

Journ. de Math, (li* série), tome VU. — Fast*. J. ι;»ι 1. *0 



98 Ε. STUDY. 

tions avec un dénominateur commun : 

(0 
"ou.Y| «ιυ"+~ «11« ι -h ajj.rj-h-a13x3, 
OooJ't — «30 4- «si«i «33«,·+- «33 «3· 

«00 .Ys —- «J0-+- «31«! «33 «3·+· 0.33X3. 

Les coefficients de la transformation inverse S"1, qui effectue le 

passage j y χ \ des coordonnées yk aux coordonnées xi9 seront désignés, 
en conséquence, de la façon suivante : 

(2) 

«ου«Ί = «01 On y, On y "a, Kg. 

«00«i— «03~t~ Οli^'i -+- "32^3' 
«00 «3 = «03 ~l·" 013y f 4- "53 l'a -f- O33 Y3. 

Les seize coefficients homogènes aik (ί, /1=0, 1, 2, 3) sont liés 
d'ailleurs par certaines équations algébriques qu'on vérifiera toutes 
identiquement en choisissant huit paramètres liés par la relation 

(3) «οβο -h «1 βι + «ίβ» 4- «3?3 —0 

et en calculant à l'aide de ces paramètres les seize coefficients aik par 
les formules suivantes : 

(4) 

«00 = «2+ «î + «J+ &² 
«11= «0 + aî~ «« — «if 
«it-"-aJ— — «j· 
«33 = «0 — αι — αί + *!' 

«33= 2(α
ί
«

3
4- α,,α,), rt

3s
 = ΐ(α

4
α

3
— α

0
*,), 

«31= 2(Α3«ι -H *0^). «13= 2(«3Λ| — «0*2Λ 

a122(α,α44- α„α3). «s, = a(«,«a— a0*3); 

(5) 

«10= 3(α,β,— «ijit— «οβι-+- «1 βο). 

αΐ0= 2(α,β,—«0β8-Η α,βο)· 

«au = a ( αϊ βΐ — «s β, — «ο β3
 4- α3 βο ) · 

«„= 2(α8β3 — «3(^3-1- Λοβ,— «ιβο). 

«03 = 2 ( α3 (^l «1 βϊ "+" «0 βί «Î βο ). 

«03— 2(αι β, — αΐβΐ *+" «ιιβΐ Ο3βο)· 

De plus, les mêmes paramètres (α, β) permettent d'exprimer d'une 
façon tout à fait semblable les formules de transformation analogues 
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à(i)et(2) pour les coordonnées de droites et les coordonnées tan-
gentielles. Désignons par ξ,, ξ,, ξ, les projections d'un vecteur sur les 
axes lixes (x), et par η,, η.

2
 η

3
 les projections du même vecteur sur 

les axes (/) ; il vient alors, d'après (i) et (2), 

(6) { «oo'flA «Al^l aki~.t ~+" «A::iC.i .
 0

. 

' «ooÇA «|A'1| + "j/.VJj-t- «aA'fla 

et si l'on pose, en outre, 

Poi — Çn Pas— —«'3Ç4? Qoi = Vii, Qt3~ Xtrn JVÎ4 î 

Ρ os ~ ^1« Pai~,raÇi -''ιζη' Qoa ~ *Ja« Tt^sî 
Pos—Ça» Pis ·*■" 1 Ça XjÇi» Qua '^3» ^ΐ!Γ~)'Γ1ι ΐ 

il en résultera : 

. . \ «OoQoi «Il P(»| -H «lî P
0

a + «13 P»3> (7) s 
( ^ooQts" "11 Ρ*:» 4- «ι a P31 "+" «13 Ρ la ''il Ροι "+- />1* Ρ »j + /'m Ρ on ; 

(8) ^ «..P« = «iiQ«. + ««.Q-»+e»iQ-
' «oo Pjj~ «11Q23+«uQn + «nQia"*- &iiQ«i + ''siQm+ /'siQua; 
.................................................... 

Dans ces formules les coefficients bik ont les valeurs suivantes : 

(9) 

1 2(α0£
0
+-α,β, — Xifc— Λ3β,), 

j ^43— 2(aî^3-t- α3(32+ «θβ| -1- «I βθ). 
( ΛΜ=2(α,β,4-«ί3,—«ββ, —«ιβο>; 
.............................................................. 

Enfin, nous obtenons pour la transformation des coordonnées tan-
gentielles u

t
 et vky

 associées respectivement aux systèmes (x) et (y), 
les équations suivantes : 

(10) 
«00 «00 «0"+" «0| «1*+" «OJ U

t
-\- «03 «5, 

«Od Vk~ * <*ktUi+«kiU
3

, 

(») 
«00 Mo «00 Co "f" «10 Cl -J- «,0 l'j -+" &3Q Cj, 
«OO«A — * «IA c, 4- rtîA- rs4- «SA- ̂  

(* = 1,2.3). 

Les formules(4) renferment les expressions classiques découvertes 
par Euler. Naturellement on devra supposer que a

00
 est différent de 
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zéro; autrement dit, si nous nous limitons aux domaines réels, les 
paramétres α

0
, a,, a

2
, a

3
 ne peuvent tous être nuls. On voit de plus 

que les équations ( 'ι), (3) et (5) donnent toujours, pour les rapports 
des huit paramétres (a, β), une solution et une seule; en outre, pour 
passer de la transformation S à son inverse S il suffit de remplacer 
respectivement les huit quantités 

χ» : χ, : χ* : χ·, : 3„ : ,3ι : β·. : ,33 

par les huit quantités 

x„ : - - «, : — : — χ3 : ,3„ : — .3, : — ,3, : — %. 

Enfin, l'emploi des paramétres (α, β) permet d'effectuer d'une 
façon très simple la composition des transformations orthogonales. 
Soit, en effet, S(a, β) la transformation qui fait passer du système de 
coordonnées (x) au système (j'), et, de même, S'(a', β') la transfor-
mation qui change (y) en un troisième système ( 3); le passage de (x) 
à ('3) s'effectuera au moyen d'une transformation orthogonale S" 
appelée, comme on sait, le produit des deux premières : S" = SS'. 
Or les paramètres (α", β") de cette transformation composée se laissent 
exprimer par les formules suivantes : 

(13) 

xoxo— λ, α', — α, χ.— χ, χ, — χ
υ

. 

z,
)
zi 4- χ,αυ 4- «jeti, — χ3χ, —: ζ\. 

χ„ χ. 4- ζ*ζκ, 4- χ, α, — χ, χ;< — α,. 

χ„χ'
;)

4- χ3χυ 4- χ, α,— χ,χ', χ", ; 

03) 

xoSo— *13, — ζ*,3»j — x,j3, 4-\χ„ — 3, α, — 3
s
x

s
— 3,x

a
 --so" 

x
u
3, 4· + χ-(3':,— x33, ,3« χ', 4- 3,xw 4- 3,χ

:ι
 ΡζΖ. — ΡΙ, 

z
u
p

t
 4- χ. 3'„ 4- χη ,3, — χ, 4- 3« χ, 4- 3, χ„ η 3

s
 Χ, — 3, χ, — ,3,. 

a
u
3

3
 4- Xj^„ 4- Χ| 3, — xS(3', 4- 3„x

a
 4- 3jx„ -1- 3, x

2
 - 3,x, ~

 (
3

3
. 

Les formules (12), déjà connues de (iauss, ont été retrouvées plus 
tard, indépendamment (autant que nous le sachions), par Cayley et 
Hamilton. Elles sont connues sous le nom de théorème de multipli-
cation des quaternions. L)e même, l'ensemble des formules( i2)et( i3) 
exprime le théorème de multiplication d'un système de grandeurs 
complexes : c'est un des systèmes considérés d'abord par Clifford 
sous le nom de biquaternions. 
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Relativement à la théorie des paramètres (a, β), nous renvoyons 
à un Me •moire des Mathematische tnnalen ( t. WIY, i8()i) et au 
Traité : (ieomelrie der livrant en ( Leipzig, K)<>'] ). où Ton trouvera 
des applications à la Cinématique. 

Supposons maintenant que les paramètres (α, β ) soientdes fonctions 
données d'une variable / que nous regarderons comme la mesure du 
temps, ces fonctions étant d'ailleurs continues et possédant des dé-
rivées des deux premiers ordres au moins. Le corps solide (y) se meut 
alors de telle sorte que pendant l'élément de temps dl le point y 
passe de la position χ qu'il occupait en l'instant / à la position voi-
sine χ -h dx. La transformation infinitésimale correspondante est 
manifestement 

Σ S(S — </S)_1 

où le symbole S -h //S désigne la transformation S(/ -t-dt) corres-
pondant à l'argument t -ί- dt. Comme y se déduit de χ à l'aide de S, 
la même transformation infinitésimale, rapportée au système de 
coordonnées correspondant à la situation du tried re y en l'instant f, 
sera donnée par 

S 'IS = iS-r-f/S) 'S. 

Ce déplacement infinitésimal permet d'obtenir les coordonnées du 
point χ -ι- d.r dans le système de coordonnées (y ) qui correspond à 
l'instant t. On peut le calculer suivant la règle donnée précédem-
ment | formules (12J, (i"»)|. Il est d'ailleurs loisible de négliger les 
termes qui sont, par rapporta///, d'ordre supérieur à i; 011 obtient 
ainsi pour les paramètres respectifs de r/S) 'S des expressions 
de la forme 

l'4) ι -ν — -ΓΓ dt — -χ \<tt —X-'// : — — A„j <// 

: υ : — 1 χ, lit : - - X, ilt : - - A„ ///. 

où l'on a posé pour abréger : 

(.là) 

λ - a* -r- «ï -h x* < - ). 
Xi — — ·.» 1 a. a, — x

s
<x

t
 — x

u
 a, -t- a, a„ ). 

M X
3
 - — -a ( a, χ _ a3 X — a„p\ -t~ a, — X a'

:t
 -h Xa, 4- 3ua', — ί, x'v ), 

................................................................ 
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et où, bien entendu, α0, par exemple, désigne -—· I/introduction des 

valeurs (i4) dans les formules (i) donne finaleinent la transformation 
inlinitésimalc cherchée. ^îous obtenons ainsi les formules ci-dessous, 
où nous avons désigné par 0/ et cyà les accroissements de / et deyA : 

(16) 

j oy, - ; Δ1;, * — · i · Δ,,.ν, J 0/, 
« 0 y j — J -s- δ„

3 Jt * — X 1 y» !dt 

( Sy
x
 — J Δ„ — X* y, -H X,

t
 y

t
 * ! «3/. 

Ce sont là des équations connues, abstraction faite des notations ( ' ); 
le seul point nouveau réside dans les expressions (ιΓ>) des six coeffi-
cients Xik par les paramètres ( α, β). 

Par un procédé classique nous allons déduire des équations (16) les 
conséquences suivantes : 

Remarquons d'abord que pour obtenir le mouvement ( relatif ) 
apparent du système fixe (x) pendant l'élément de temps dt — G/, 

tel que se le représente un observateur lié au corps mobile, il suffit 
d'effectuer le mouvement infinitésimal inverse de (16). Les coor-
données, dans le système mobile (y), du vecteur qui représente la 
vitesse apparente d'un point fixe (x·), ont alors les valeurs suivantes 
(où y,, v

2
, y, désignent les coordonnées de χ) : 

('7) 

dy1 / dt— — Aj
3
 * -ΗΔοί,Χΐ" ' ΧύΧλ· 

dv2 / dt— — Δ.11 — Aoj.yi * -H Aoi v*
s

. 

—* ~ Aqj^I —· Δοι,Χΐ * · 

En particulier, appliquons successivement ces équations aux 
points 

(Xt, Xs, Ο. Ο), (1, Ο. Ο), (ο. I, θ), (i). », l), 

( ') Les notations classiques sont : 

// — Aj3, p ~~Xtj Δ
0
.. r ~ X

3
. 

Nous préférons des symboles qui mettent en évidence la loi de formation des 
ormules. 
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dont les coordonnées yk se calculent à l'aide des formules (i). Nous 
obtiendrons ainsi pour les coefficients de la transformation (i) les 
équations différentielles suivantes : 

('»> 

d / dt (a10 / aoo)Λ„ + Δ„, ( Îîi) - Δ„ ( ψ\ 

d(a11) a21 a21 
flt\a oo/ \"oo/ \(tm/ 

d/dt(—) = *+x.(—y 

-/;(—)■= * +a..(—)-Α..(τϊ")» 
.............................................. 

On obtient des équations correspondant à (17) en attribuant des 
valeurs fixes aux coordonnées de droites l*,A, ou à des quantités se 
comportant connue 1\Α. Les relations (7 ) associent alors aux Pik des 
quantités Q/A satisfaisant aux équations suivantes, qui représentent 
encore le mouvement apparent du système fixe : 

('9) 

" — ^oaQos ^OJQoîi 

"~ ^oiQtj+ A|
2
Q„i—A31 Qo3 

................................................................................... 

i/application de ces formules aux systèmes particuliers 

( P.,. t'oj, l'os· P3.1. P.si < Ι'ι,ϊ ' I I, Ο, Oj ο, π, ο I, ... 

donne (') les équations différentielles ci-dessous : 

(•iOj 

Λ (sû)_ Λ,,ί («ù ~ χ· (sû)+A" (S) ~ A" fë) ' 

it {£)=Α" (s:)~ A°' (3;)+Δμ (S) ~ Δ" (£;) ' 

« (£)=A«< (S '-A«' (â) ■A" &y~ Λ» (S) · 

(') l'ius simplement, ces equations se déduisent des trois dernières équa-
tions (18) par une sorte de formation polaire. Cf. Geometrie der Dynamen, 
§23. 
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Kcrivons enfin les formules analogues à (ι-) et ( 19^ pour les coor-
données tangentielles. Kcmarquons à cet effet que les équations (Y) 
et (10) entraînent l'identité 

en-H <"i.ri-+- < ♦.)'! 4- « ii
n

-1- //,./·,-i- Wj-r3. 

Exprimons que le premier inembre conserve la même valeur après 
le déplacement infinitésimal pour lequel les composantes de la vitesse 
ont les expressions (17) ; nous obtenons ainsi les équations suivantes, 
analogues à ( 17) et ( 19) : 

(21) 

~~jj - - ™Î3 'l ■ ~ <^3| Γ5 —1? '*3· 

~jj' * -r- Δ|>3 1';--- l'3« 

dv²/ dt = A dsd * 

^ — ^Oï' 1 Y»|** 

Appliquées aux cas particuliers (//„, //,, w,)=i|'i, ι,ο,η) 
ces formules donnent enlin les équations différentielles 

(27) »(—) + *»(—ι + Μ — > '* «·*··<·· 

qui complètent le système des équations < 18) et < 20). 
Dans toutes ces formules relatives à la (iurmalifjur purr, nous 

avons indiqué, en surmontant d'un trail les lettres y, Q, «·, que les 
ligures auxquelles elles se rapportent doivent être considérées comme 
appartenant à l'espace fixr. ]| s'agit donc ainsi du mouvement 
apparent dont croit être témoin un observateur lié invariablement au 
trièdre mobile. 

Les formules (18), (ao), (*22 ), dont la vérification à l'aide de 
simples différentiations serait un peu laborieuse, sont très utiles dans 
l'application des paramètres (α, β )à la Mécanique. Tour ne pas allon-
ger ce travail nous considérerons seulement le cas le plus simple, celui 
d'un solide libre, et, là encore, nous nous bornerons à la formation 
des équations différentielles vérifiées par les paramètres ^α, β ) et qui 
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définissent le mouvement du corps. Ainsi, nous n'aborderons pas la 
théorie de l'intégration de ces équations. 

Nous regarderons le solide à étudier comme formé d'un nombre 
fini de points matériels isolés, ce qui n'implique, comme on sait, 
aucune restriction dans l'énoncé des problèmes de la Dynamique. 
Soient mk la masse du point yh, ξΑ = .cA le vecteur qui représente en 
grandeur et en direction la vitesse instantanée de ce point, et 
;ΛΑ = .rkh ses coordonnées dans le système fixe (.r); appelons ηΑ le 
même vecteur rapporté aux axes mobiles, et ηΑΑ ses coordonnées dans 
le système mobile (y ). A l'aide des éléments précédents on peut 
former une grandeur géométrique Ξ ou H, définie par six coor-
données, et qui est pour le solide l'analogue de la quantité de mouve-
ment d'un point matériel isolé; on pourrait l'appeler la quantité de 
mouvement du solide ( · ) : 

—ut — miftift —VI — —('riA Î3A -'"lA 4iA )· 
H«, — Il,

3
 -= r,At)

lA
 ). 

...................................................... 

(-. _
 r

- d*kh\ 

Les deux systèmes de composantes S
tA

, Hîa de la quantité de mou-
vement se déduisent l'un de l'autre par des substitutions linéaires 
identiques à celles que nous avons établies précédemment entre les 
coordonnées de droites P

|A
 et Q

|A
. Mais, d'après ( il» ), les vecteurs r

th 

représentant les vitesses satisfont aux équations 

'fit/» — A,3 Aeji'jA"f- r
ïA

, ... : 

en posant, pour abréger. 

M—i/w/M M M,a^I/Ma.»'/Aykh 

on aura donc les équations 

(23) 
H,„— M Δ,3 M, A«J+ M3 Ai,,, 

11 Μ,,Δ,ιι— VIjAJI -f Μ^Α,!— MuA^. 
............................................................ 

(') En allemand, Impuis. 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Kasc. I, 1911. l4 
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De plus, on obtient pour l'expression de l'énergie cinétique 

I — — ΐ ;fi/, ) --"'//('Λϊ/, -\-r² + r i 

du corps mobile ou, plus exactement, pour aT, la formule suivante : 

<M) aT=M(iJ
>
 + A«

1
 + A»,) 

'i M I ( A»* Δ|, AO:I Δ^| ) iîM; ( Anri Δ«:ι Αιι| Δ |5 ^ 
— 2Vt

:t (Δ,,ι Δ;ι1
 - A„s A,, ) + (Μ„ +·M33) A01 

~t~ ι Μ11 ) Δ J j -+- ( Μ11 4- Μ
ΐΐ

)Δ,-,
;ι 

·». Mâr» Δ»ΐΔ„:ι 'Λ ΛΙ,,ι Δ||;|Δ||4 \ϊι . Auj Α», ', 

on peut donc poser 

Il *L II -IL M IL 

Il dl m _ M _ dl 
dA03 d02 dA03 

avec 

(*5) I · · — , An) 11 ·>;ι · ·- Διι« II,, "Ή Am 1112-+- Δ«:ι I loi 4- An 11», -ι - A|. I l
l)t

,. 

Dans les formules précédentes les quantités sont supposées 
exprimées à l'aide des relations ( i5) en fonction des paramèl i-es (a, J) 
et de leurs dérivées premières par rapport à /. 

Supposons maintenant que les points ,vk ou yh soient soumis à des 
forces dont les composantes soient XA par rapport aux axes fixes et YA 

par rapport aux axes mobiles. A l'aide de ces quantités on peut for-
mer dans chaque système d'axes les coordonnées d'une dymunti \ 
ou Y : 

Xo, | f
t

- m* ( ·' */
t
 \j/( -f-.t/t X î II '> 

^ 01 I A· ^ M "" ^ (.YiA ^ ΛΛ J'afi ^ SA ) » 

et, entre ces deux systèmes de coordonnées, nous retrouvons les 
mêmes relations (η) et (8) qu'entre les P

t
* et lesQik 

Cela étant, pendant le mouvement d'un solide soumis à l'action de 
la dynaine Y, les équations suivantes sont vérifiées : 

(a6) ~~7p ; X/A J ik τ- ο ι, oa. o3, a3, 31, ι a J ; 
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réciproquement, on sait — et il en résulte de la suite de ce travail — 
que ces équations définissent complètement le mouvement. Passons 
alors du trièdre fixe au trièdre mobile; les équations (26) se transfor-
meront en les suivantes : 

(·*:> 

^ — j«»a "οι "+" -*0i M«:l 1 «1» 

dH23 / dtΗ;ιι + A
0Î

H], — A|,H,,, -4- A31H„, — \23 

......................................................... 

llemplaçons dans (27) les quantités H
<vt

 par leurs valeurs extraites 
de (23), et nous obtiendrons uu système de six équations différentielles 
du premier ordre où les seules inconnues sont les paramètres (α, β). 
Par exemple, en choisissant convenablement le trièdre de coor-
données^), de façon à annuler M,, M

a
, M

;n
 Ma„ M,,, Ml2, on re-

trouve les équations d'Euler : 

(a8) 

μ|^-τΛ„.Δ,
!
-Λ

μ
Δ„ ■ - v,„. 

(Mjj + Ma,) ( Ma· — M ai I Aea — ^ ia· 
................................................................... 

D'autre part, on peut transformer les équations (2!)) tout en les 
laissant résolues par rapport aux coordonnées des dynaines XiA î il 
vient alors, d'après (8), 

"ιιο «—«ι — "u *F~ "ti II..2 "i~ ":i| ll«:tj 
"00 "11 llj:i -+* "ît H;u -F- H1 + —F— 11« 1 + /'«ι Un* -+- /'ai I ha > 

servons-nous encore des équations (23) pour exprimer les seconds 
membres de ces équations en fonction des A,*; nous obtiendrons 
ainsi : 

<"»> -«=^S
M
fâ

+M
'fe)

+M
'©

+M
0! <*=··'·»>· 

et, dans l'hypothèse M, = i\I
2
 = M, = o, M23

 = M
3(

 — M
l2
 = o, le 
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système des équations du mouvement prend la forme 

M d²/ dt² (au1 / a00) = X 01. Md²/dt²(ao2/aoo) 

(s„) . +(
VI

""M11 d / dt (a11 A02 / a00) 

|
 +

 ■ "·■
+M

 £[*"·t'
+

""
Λ

" ί -
x
-

................................................................................ 

Les équations différentielles du mouvement vont s'écrire différem-
ment si l'on se sert de la forme découverte par Lagrange; on aura 
alors 

Λ W-5; ) αβ,.~ * (31) (k = 0 1 2 3 

3ΐ(Λζ.>~ 1Γ,~βί+VBk 

avec 

(3a) 

Ν T- 2
 (

 — y. | \,u — y.γ Χ y^ X
 ()3,, 

ΝΛ,=:2; α,Λ,,, + Λ,\«.ί— λΛλ:{ 

Ν ,1, — a ; — α,Χ,,ι -4- χ»\„t -4- χχ Χ„, ;, 
Χ win — ;i

 (
 je « Χ,, — y. ι \„j -f- x

n
 \ftJ ,, 

lN δ,ι ~ I —- j5j \ ο I (iîXllî ;ί»Χθ·* Λί Χ 23 Xn \;t| — Χχ X| 2 , ι 

Ν ïl — ·* ] \ot -+" j3s X«j — ,-3j X«3 ■+■ 3t«i X i:t '4_ X;i\„ — χ* Χ ι ; ,i 
X ïj — ] — ,3a Χ ο ι + 3d X oî "4~ |3| X03 — Λ3Χ j

3
 -+- Λο \jj -I- X\ X1 * ,, 

X Bj — ] pi \ oi — 3| X«i "+" ,3ιι X(»:» "Ί"" Xt X j:t 3t| X31 H" ■*« \ j j 11 

(33) 

X 3(1 TT ·}. J 3f( ^ „1 je* \ ,12 *3 ^ (»3 (♦ 
X -^i — a J 2» Lu 3t;«^ <12 "+" 3ts \ os ! 3 
X 3} Ί J JC3 ^ ni 3t(i \ 112 α, \ n:

(
 ,. 

X 31 j — a | ■— Jîj Li *+" 3t| ̂  02 -+- Xf> ^ i»s ο 

X j># ~ ]
 (

5| ^ 01 pi ^ 112 ,3;| L»3*"~ Ζ I ^ 23 31 ^3 Lî t · 
X U| ~ ί J

 ;
3|| \ 01 p!l Lî ~4"~ pi ^ 03 "4" La ^3 ^ 31 "4~ ^2 Ll ι · 

NÎj 2 I ,3j X 01 -H- pu ^ 02 ,ί| ^ 03 -4- ^3 ^ J3 ~4~ Λ,Λ 31 ~ Λ1 ^ lî !> 
Χίa — 2 [ — pi \ m -4- |3| Y 02 -+- fio Y 03 — Ls"4~ λι ^ si "4~ Li !· 



SUR LES ÉQUATIONS OU MOUVEMENT D'CN CORPS SOLIDE. IO9 

On obtient ces formules en parlant des relations 

, V, I /» ν , ν , d'/'jA γ } 

dBk dBk dBk 

iv
T

. y J*û*
w

*pÈ
Xlà

 + j, 

et en tenant compte (') de (2 ) et(G). 
Réciproquement, on a les relations 

(34) 

xo3ή - 3, -3, -+- x.i 3S -4- xx
 3

3 — o. 

— 3,3,,-- 303, — a
3
3j4-3S3:

,— ·«*„,. 

Χ·* 3q 4~ ^3*^1 "Ρ 3Q3J 3, 3j — '*· ^«1» 
* 

— 2;,3„ — 3,3,4" 3,3,4" «0^3— **·»· 

3„ί
0
 -j- 3, B, -+- 3»B,4- 3:|B

;(
 4~ βο^η "+" βι 3, ~t~ βι3, 4~ β»-3j ~ °· 

Χ j î)„ 4" 3|)Β, 3t;t Î3* H X, * ï;j β , 3„ 4" β„ 3, β;, 31, -+- β, 3;, -- 'Z \}'3 ) 

— Î5
0
 4- 3

;
,i), 4- 3„ B* — 3, B, — β, 3

0
 4- βϊ 31) -+- β

0
 3* — β) 3lj — 2 \ j,, 

3.·, Ï)( X J Ô| -+· 3, Î, -4- 3„ ÎJj β;) 3), · β* 3 | -+- β | 31 j -f~ β)) 3j, 2 \ ) * ' 

(35) 

3„3„ 4- xt 31, 4- 3*3* 4- x,3l
:{

rz; o, 

— 3, 3t0 4- 3«31, 4· 3,3* 3,3
;
,2 \ 

-3*31)1 3j31, 4" 3)i3144- 3, 33 — 2Vη., 

— 3;,3C4- 3,31) — 3,3*4- 3n
3;,r^ 2 Y 

21189+ 3| Ô, 4- 3* Β * 4~ 3;j B
;t
 4- βο 3„ 4- β, 3, 4- β, 3* 4- β* 3

;
, ~ o. 

— 2|8fl4" 3n B, 4- X
x
 B* — 3, B.·, — β, 3„ 4- βο 3, 4- β» 3* β* 3I

;|
 :: 2 ^ js» 

— 3j Β„ — 3;t Β, 4" 3), Β* 4- 3, Β, — β,3„ — β:ι 3, 4- β«3* 4- β, 3;, 2 V,,. 

— 3.·, ίο 4- Xi Β, — 3) B, 4- 3d B, — β;, 3
0
 4- β* 3, — β, 3* 4- βο 3, —. 2 ^ ,*. 

Substituons aux 2Lk et £1*, dans ces équations, leurs valeurs tirées 
de (31) ; nous obtiendrons, en partant de la cinquième équation (34) 
| ou (3"») |, une relation linéaire entre les huit expressions (31 ) : 

(3fi) Exk \dt \t)x
k
) ôxk \ { dt \ ΰβ

Α
. ι άβ/i i= 0. 

(') Ici encore, remarquons que les formules relatives aux B* peuvent se dé-
duire par un procédé d'extension des formules relatives aux 3*. Cf. Geometric 
der Dynamen, § 23. 
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Ceci concorde bien avec le fait que nous nous sommes servis de para-
mètres homogènes ; en effet, la relation (36) est une conséquence des 
équations évidentes 

Σ \ <yf α 0Ύ ) ,,, ν l · d'f β· \ τ 

2.ρ«ϊ
+ρ

*3ΚΓ
β

· 

Les autres équations (34) ou (35) reproduisent respectivement les 
équations (3o) ou (27). En lin, la première des équations (34) ou (35) 
sert à définir le multiplicateur Λ, qui, d'après (36), dépend aeuletuctt/ 
de la ffuaulitè de mouvement (ainsi, il est indépendant de la dynamo 
qui définit la variation de la quantité de mouvement). Or, on a mani-
festement 

2,*3&ru! 

il en résulte 

(■3;) ^ «* j 2i (d$) ~ j — ~ '*
AI
 !

Δβι
 +*

oi 1:i 1 + :
· 

On obtient ainsi 

(38) Ν Λ — — ·< M J Δ,,ι Δ ι:ι H- Δ,,* Δ
:
,ι 4- A0:t A|» !. 

Remarquons enfin les relations suivantes qui peuvent servir : 

(39) 

^ Ν (^e "+~ ■+" ^«) 4 (X<n ~+" X«s "+■ X«>i > --- i 0 V I 4 ^«i +Yo3 

1 N(-3t„i04- 3,^,4- 3,0,4- 33ί;ι
) 

— \ ( χ·, Xm 4" Xoi X;m 4- \((» Xjs ) — | ( Y 01 Yj» 4~ Y nj Y :j| 4- Y o:t Y I j )? 

ainsi que l'expression du travail mis en jeu pendant l'élément de 
temps dt : 

(.jO) J A,! Y I AUl> CI I «X,a Y IÎ H" ^·:ι Y m ' " Cl Y 0« 4- .1,2 Y «s ! dt 

~ J a94~ «i », 4- », 4- z'î 4- βύ 3.4- j^i 3, -+- β-j, 3, h- β, 3
3
 | dt. 



sun LES EQUATIONS DU MOUVEMENT d'un CORPS SOLIDE. I Τ I 

l/iulrodurtinn des paramètres (a, ft") dans la dynamique du corps 
solide ne doit pas faire espérer un perfectionnement dans la théorie de 
l'intégration des équations du mouvement : un tel progrès est impos-
sible, comme le montrent les résultats déjà obtenus à l'aide des 
paramètres d'Euler ou de certaines combinaisons complexes de ces 
quantités. Mais l'emploi des paramètres (α, β) est bien supérieur à 
l'application des formules classiques pour mettre en lumière les rap-
ports de la mécanique du corps solide dans l'espace euclidien avec les 
propositions correspondantes de la mécanique non eucfrdwnnr. Le 
choix de nos notations a été fait précisément à ce point de vue. Aussi 
bien, dans le cas de l'espace non euclidien, ou dans les rotations autour 
l'un point fixe, dans l'espace à quatre dimensions, il est beaucoup plus 
avantageux d'introduire les paramètres analogues à (α, β), car alors on 
ne peut pas profiter des simplifications qui, dans l'espace euclidien, 
résultent des propriétés du centre de gravité d'un solide. Enfin, même 
dans le cas de l'espace euclidien, il y aura avantage à employer nos 
paramètres toutes les fois qu'il s'agira d'interpréter géométriquement 
les formules; c'est ce qui arrivera, par exemple, lorsqu'on se servira 
des quaternions et des biquaternions que nous n'avons pas introduits 
ici pour rendre notre exposé le plus élémentaire possible. 
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Motations. 

Ciiurdiinnres. 

Systrme Système 
fixe. mobile. Indices 

Point χ y i. ■>.. i 

Vecteur ξ /, ι. ι, J 

^ ( /i. il, 17 

Il vnaine X l ... 

Mouvement inlinitesunal... ^ Λ ...02 03 

Correspondance entre les notations de ce travail et celles de 
.M. P. St;ickel (Encychpadie tier Math. Wisst'nsrk., t. IV, G) : 

L\ -''a "°j *™OI MIJ —03 —al ■—IÏ V11 Vis Vu Va Vu V» 
; fi r Ζ, II, Ζ, V, M, Ν, Ζ II ζ \ M Ν 

», Va V, II.., Il,,, Il 113 Hj3 Hjl H 12 | V»| Vis VI:I ^ 31 ^ |; 

./ ' y s Χ, Λ, Ζ, I., M, \, \ Y Ζ L M \ 

-— —~ · · · «A|)l -»os ·*·<"( "S3 ·*3Ι **ls 

i* ft * ζ* ft, at a
:t
 />| f»i ... t:3 μ y r u »' w 

M M, M, M3 Mj;< M„ M,3 M„+Mm M„ t--M„ M„ + M„ 
m. M - - - Il Κ F Λ H C 


