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SUR LES EQUATIONS ENTRE TROIS VARIABLES. 59

Sur les équations entre trois variables représentables

ar des nomogrammes « points alignés
o] )

Par T.-H. GRONWALL,

A Chicago.

INTRODUCTION.

Soit donnée unc équation
(1 F(z,y,3s)=0o0,

ou I' est une fonction analytique des trois variables, et supposons-la
ramenée, par des moyens quelconques, & la forme

Silz) g(x) M(a)
(2) Jiy) &(y) h(y)|=o.
fa(s) &(3)  hy(3)

Désignons par &, ) des coordonnées cartésiennes; alors (2) exprime
qu’en prenant, sur les trois courbes

»_ff(t) . ._.—?i(t)
(3) SRy T hn

(i=1,2,3),

les points correspondant & ¢ =, { =y ctt = 5 respectivement, ces
trois points se trouvent en ligne droite. En marquant, sur chacune
des courbes (3), les points correspondant a des valeurs rondes de ¢,
on obtient trois éclhelles et en joignant par une droite les points
correspondants & des valeurs données de « et y, par exemple, et lisant
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la valeur de z au point ou cette droite coupe I'échelle des z, on a une
résolution graphique de I'é¢quation (1).

Clest la le principe des nomogrammes & points alignés de
M. d’Ocagne, qui en a développé une théorie ¢galement remarquable
par son élégance analytique et par son importance pratique, surtout
pour I'art de I'ingénieur (*).

Le probleme fondamental de cette théorie est évidemment de recon-
naitre si une équation donnée (1) peut étre ramencée a la forme (2)
ou non. Pour des classes particuli¢res d’¢quations(1) qui embrassent,
il est vrai, la plupart des équations rencontrées dans la pratique, on
sait effectuer la réduction & la forme (2); mais dans le cas général,
les conditions de réduction sont restées inconnues jusqu’ici (*).

Au paragraphe 1 du présent travail, je fais voir que la condition
nécessaire et suffisante pour que ’équation (1) puisse se ramencr & la
forme (2) consiste dans l'existence d’une intégrale commune & deux
¢quations aux dérivées partielles. Dans le paragraphe 2, je donne les
conditions additionnelles pour qu’une ou plusieurs des échelles soient
rectilignes, cas important dans la pratique, ct au paragraphe 3, on
trouve une méthode pour tirer effectivement les fonctions f, g;, /; de
l'intégrale du paragraphe 1 supposée connue. Cette méthode devient
illusoire si deux des ¢chelles sont rectilignes. Nous supposerons
d’abord, au paragraphe 4, toutes les trois échelles rectilignes; il
faut traiter ce cas séparément pour deux raisons : d’une part, I'équa-
tion donnée admet alors des représentations nomographiques essen-
tiellement distinctes que je détérmine toutes, et d’autre part, les for-
mules des paragraphes suivants conticnnent en dénominateur une
expression qui s'annule dans le cas actuel. 1l reste alors, comme
¢chappant 4 la méthode du paragraphe 3, le cas de deux échelles rec-
tilignes et la troisiéme courbe, qui fait 'objet du paragraphe 5. Au
paragraphe 6 et dernier, je fais une ¢tude spéciale des nomogrammes

(') M. p'Oeaacne, Traité de Nomographie. Paris, Gauthier-Villars, 189g ;
Calcul graphique et Nomographie. Paris, Doin, 1908.

(?) Seulement M. Duporcq avait obtenu, sous la forme d'équations fonction-
nelles, quelques conditions suffisantes ( Voir 0’OcaGNE, Traité de Nomographic,
p. Ga7-631).
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si remarquables de M. Clark ot deux des échelles sont supportées par
la méme conique, la troisiéme étant quelconque.

Dans un travail ultérieur, je formerai explicitement l'intégrale
commune des équations aux dérivées partielles du paragraphe 1, et je
ferai voir que le cas du paragraphe 4 est le seul ou I’équation donnée

admette des représentations nomographiques essentiellement dis-
tinctes.

1. — Les conditions nécessaires et suffisantes.

En permutant, s'il y a lieu, les colonnes dans (2), nous pouvons
faire de sorte que 4, (x), A, (y), h;(z) ne s’annulent pas identique-
ment ; en divisant alors chaque ligne par la fonction % correspon-
dante, nous pouvons supposer &, = h, = h; = 1 et (2) devient

Ji(z) gi(z) 1
(4) S2(y) £:(y) 1 |=o.
Ji(3) 8s(s) 1

Multiplions, avec M. d’Ocagne, I'équation (4) par un déterminant

a a, a;
b, b, by |Zo;
Ci € G

aprés division par les éléments de la troisiéme colonne, il vient

filz) si(z) 1
(5) L) &) 1| =0
Fi(3) &(3) 1

ol

: a fi+ bigi+c,
(6) afi+Dygi+cy
A fi~+ by gi+ ¢,
Ay fi+ bygi+ ¢

H

=l

(£=1,2,3).

i

a3 )

On obtient donc une équation équivalente a (4) en faisant sur
les fi, g; la transformation homographique la plus générale.

Aprés cctte remarque dont on verra dans la suite 'importance, nous
développons (4) suivant la derniére ligne et obtenons

(7) $3(3) = ufs(s) + v,
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ou
"= 31(x) —.-i’:(.)')’
(8) : Ji(z) —f2(x)
o = LB &8 () —fily) si(2)
Ji(®)— f1(r)

et 'on a évidemment
(9) ae(z)=ufi(x)+v,
& (y)=ufo(y) +v.

D’aprés (7) et (9), une transformation homographique (6) des
Jiy gitransforme u et ¢ par 'homographic associée, et inversement,
propriété capitale pour ce qui va suivre.

Nous allons obtenir d’abord une condition nécessaire pour que
I'équation (1) puisse se ramener & la forme (4); pour cela, diffé-

rentions la premiére équation (9) par rapport 4 y, ct la deuxi¢me par
rapportit x :

0= gi;f,(’l‘)-{— ﬁ’
(10) '

du s
0= D‘;/z() )+

ox
du N . dv y T
Supposons d’abord a7y = O alors, d’aprés (10), oy =0 ¢ est-i-dire
u=u(x),v=v(x)et(9)et(7)donnent
&:(y) = u(x) fa(y) + ¢o(x),
23(35) = u(x) fi(s5) + ¢(x),
d’ol, en faisant x = const. = x,, u(x,) = u,, v(x,) = ¢,,
g1 (y) = fa(y) + v,
&3(38) = uy f3(3) * 0.
Par soustraction, on obtient

[u(z) = u] fo(y) + ¢(2) — vy=0,
Lu(z) = uo) f3(3) + ¢ (2)—u=0o0.
Siu(x)=u,,v(x)=v, ona aussig, (z)=u,f,(x)+ v, et (4)
se réduit a une identité; sinon, on aurait f,(y) =/, (s)= const.,
&:(y) = &:(5) = const., et (4) se réduirait encore & une identité. La
A [} . ()lt _
méme remarque s’applique au cas de = = o.
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En laissant de coté ces cas triviaux, (10) donne
( de
filey=—=L,
J
() 7

Sily)=— -

Différentiant la premiére de ces équations par rapport & y, et la
deuxiéme par rapport a z, il vient

Iyt 1 =0
(12) d; dy ().y dy

Nous avons ¢videmment
9| &3(5), 5]

oy
en y substituant I'expression ( 7) et observant que
d[f.s(*")a 5] —0
I oz,y)
il vient
(13) fils )()(u ..) d(v, 3) —.

(e, y) " 9(%,7)
J
L’hypothése ((" =0 donne u = u(s)et, d’aprés (7), ¢ = ¢(3);
le raisonnement que nous venons de faire nous apprend donc que (4)
se réduit & unc identité. Ce cas écarté, posons

M=— 92,
(14) o
(ﬁ)’_(_)’_:_ ()_sv_)i i3 ds\*d*s
NI oM \Gy) 95T "0z 9y dway (ﬂ) ay
=9z "May 703 '

kdv) 3;' |
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I'équation (13) donne alors

g ov
(15) f3<z>=—ﬁ-
dr ~ Jdy
Supposons que %M = o; alors (10) donne
(z,7)
Jdu Ju

e W[fx(-v) —Ji(y)]=o,

et (4) se réduirait & une identité. Nous pouvons donc poser

(16)

W o (Fude v ou L g e
derdy  Je* dy T dxdy dx drdy de ’

D= (Lude dude v du | e ‘ﬂ).-o

T K()y’ dxr  dJy? dr drdy dy " drdy dr )

Les expressions A, B, C et D sont invariantes pour une transfor-
mation homographique quelconque de wete ('), c'est-i-dire pour
une transformation quelconque (6) des /; et g,.

Reprenons maintenant I'équalion

AEICIIN] I
Jd(z,y)
ct substituons-y I'expression (15); il vient, tous calculs faits,

M*A + B+ M2C—MD + MN =y,

(") E. Gouwksat, Sur un systéme d’équations aur dérivées partielles
(€Comptes rendus, t. CIV, 16 mai 1887, p. 1361-1363). — P. PaINLEVE, Sur les
équations linéaires simultanées aur dérivées particlles (Comptes rendus,
t. CIV, 31 mai 1887, p. 1497-1501).
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ou bien, comme A = B = o en vertu de (12),
(18) D=MC~+N.

En différentiant (16) par rapport a z ct y, nous obtenons

o _guon_ (oo 0w w400
3 drdy dr  0d.edy dr, Jdx
Fogu_daoe (e gwin 0

dxr dy dy  Jwdy dy Jy

(19)

et ces équations, jointes aux deux dernicres de (17), donnent

Jude Qe ou :l(<:+2-‘l€)e0
dx* dy da? gy 3 Jde /"’
Jdtu D e du a1y 99\ 4
Jeay 75— deay a2 =5 (C— )¢
Jd*e du D de RUAW

yfdr T drtor T ?< ‘ )c ’
J*e Ju D v

! l; I
0z 0y D?”oxoyo’y—ﬂ”‘o—y)‘ :

(20) {

Résolvant les ¢quations (12) et (20) par rapport aux six dérivées
du second ordre qui y figurent, nous obtenons, en ayant égard & (16),

L du
dxr 3\ or oz’
Pu (()’/ du nl N ou
) ar =5l )% 3(m -5
Vdyt o T 3\ dy dy

et préciscment le méme systéme d'équations pour .
Formons ensuite les conditions d'intégrabilité de ce systéme,
savoir

.f)_.(lz_'f—- Jd 0J%u Jd Jdu J od%u
()y da?

dz 0z dy’  dv drdy  dx dy’

en remplacant les dérivées du second ordre par leurs valeurs tirées
Journ. de Math. (6°* série), tome VIII. — Fasc. I, 1912, 9
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de (21), il vient

00 ,0G . odD d9 N\ /d0 du
[3«1;7»;”5;“%*(63 - (W“DH«M

—[3"”’ 3% -(91—-(;\(% +ac)- M —o,

duo? dx dr J\dx

, 00 nlj) il \ /006 10w
35 2 =~ (F =) (5 +0)) %

. J%0 g0 L dD df 9 du
mlyd——-—‘vdy +~3b7+5;};—(d—‘r (1)(6-;’—-1))‘ == =T O,

Les mémes équations étant satisfaites par ¢, et le déterminant

fonctionnel de u et ¢ élant différent de zéro, il s’cnsuit que les cocf-
Ju . Jdu

ficients de — et 5= s’annulent dans les équations précédentes, de
Jdz = Jy

sorte que
:)_12 WAL ) ()0 " ) «)(:
dat T3 (J; - * ox

) 90 (Y ‘0 JdG  Jab

dJd'0 1 /060 9 ol
5 =50 Gr0)

FFormons encore les conditions d’intégrabilité de ce systéme savoir

Jd 00 _ J 9*0 d 0% Jd 0%
dy dr* ~ dx dx dy’ dy d.z:()y - ox dv”

en remplacant les dérivées secondes par leurs valeurs, on voit que 0
disparait entiérement de ces équations qui deviennent

9 J:D ( G 0[))
’_"(l = 0,

2929y T 9t "oy o

PG LD (90, ),
dy* + ox dy 0)'+ Jz )]~

(23)
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[n y substituant la valeur de D donnée par (18 ), nous obtenons

#C  0C _( . M\ dC JC
Mm+2d——w()v’,_ Nl(‘—2d—x)-‘-)—‘z‘- +2C-(-’-;
oM oN M N
+ 550+ (53— 5)C— I
24 @»C oG (,a _9:‘1)29 ( : _2“_4.)"_(3
(24) ‘2M().zdy+<)y"—2 M:C + MN 3y 35 MC + N oz ) 3y
oM ., oM ON @M\
+2M%C+2(N%—+Md—x—d——xdy>(,
NN _ N
dz ~ oxdy

Si, par suite, I'équation donnée (1) est réductible & la forme (4),
les deux équations (24) possédent une intégrale commune, que nous
pouvons évidemment supposer analytique. Je dis que cette condition
est aussi suffisante.

Pour le démontrer, commengons par transformer les équa-
tions(21) et (22) en un seul systéme linéaire. A cet effet, posons
dans (21)

o

(25) u=e* w;
il vient, cn ayant égard & (22),
o= seges(3e-5)e
(26) ‘—)“i—i:—y-:——%‘z—.-i-—% 3—;+%(——§CD+:—;‘(—;+%)&,
%ﬁ‘} — én%’ +%(§Df— 3_';)&,
D’autre part, la substitution
(27) e_%():m.

transforme le systéme (22) dans le méme systéme (26). Les condi-

tions d’intégrabilité de (22) et (26) sont donc les mémes, savoir les

¢quations (23). '
Supposons ces derniéres ¢quations vérifiées; comme (26) permet
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dn dw .
—, —et w, il
dx’ Jdy

s'ensuit, d'aprés des théories bien connues, que toute intégrale de (26)
s'exprime linéairement & coefficients constants en trois intégrales parti-

culiéres w,, w,, w,,

d’exprimer toute dérivée de w en fonction linéaire de

@ == aw; -+ .B“’! + Y63,
le systéme fondamental ,, w,, ©, étant tel que lc déterminant
Jooy  duy
dr dy
dr Jr

()ﬁ);; l)!:)3

dr  dy

@y

(TR ) Y
ERE
Ly g/

(28) A(O)h W3, G);): [OTY —T(I—‘)—

-z (;I;‘

[OF

ne s’annule pas identiquement. De (28) et (26) il s’ensuit que

0A 1, ! .
3; parl g(JA ‘-ECA—O,
0A 1 1
.a; —— gDA—f- gDA —=0;
on a donc
(29) A(w. 0y, ) = const, = %5;7_40.
Posons
o w
(30) “:Z:_:, (*:Z:, 0 =—3log(kw,;);

d’aprés (25), (27), (28) et (29), u, v et 0 satisfont aux ¢quations (16),
(21 pour z), (21 pour ¢) et (22).
Soit ,, w,, ®, un autre systéme fondamental de (26); on a

(31) Bi:aim,+ﬁ,~m,+7,m, ({==1,2.3),
ol
a By,
ay P ya |FoO
%3 @3 73
et
&y ﬁ: 71
(32) A(;;h;:-;s): oy ﬁs 72 A((.),.m,,m;,):_—ls F o,

oy pu 73 k
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o)
O

En posant

(33) ;: -_) ¢ = —) 5:—3'03\(7;3).

u, ¢ et § satisfont aux mémes équations que tout & I’heure et, cn
vertu de (31),
P Ll - L 1
ottt + Byv 4+ o,
S Gl Bav +vs
T oogu 4 By 4+,

(34)

Soient inversement u, ¢ et § des fonctions satisfaisant a (16),
(21 pour u), (21 pour ¢) et (22); en posant

i 1 1
Y Y —lo
(35) o, =ue wy=ve *, wy=e 3

b}

ces expressions satisfont & (26) et en forment un systéme fondamental

car (28 ) donne
A(wy wy, w;)=1.

Une solution quelconque u, ¢ et 0 des équations pour u, ¢ et {

donne lieu, d’aprés (35), & un autre systétme fondamental ®,, w,, 0,;
celui-ci étant lié au premier par des relations de la forme (31), on
voit que u et’v se déduisent de u et ¢ par 'homographie (34).

Ces points établis, notre démonstration s’achéve comme il suit. Si
les deux ¢équations (24) possédent une intégrale commune C, les
équations (23) en admettent une paire C, D liées par la relation (18).
Il existe alors un systéme fondamental w,, w,, w, de (26), et les for-
mules (30) déterminent un u et un ¢ satisfaisant & (16), (21 pour «),
(21 pour ¢), (22), ainsi qu’aux équations (19) dérivées de (16). De
plus, u et v satisfont & (12) qui sont des combinaisons linéaires des
équations précédentes. Déterminons maintenant deux fonctions f,
et f, par les formules (11); d’aprés (12), /, sera fonction de x scul et
/2 de y seul.

Puis calculons deux fonctions g, et g, au moyen de (9); d’aprés
(11), elles ne dépendront que de x et y respectivement. L’équa-
tion (15) donne lieu & un f/; qui, en vertu de (18), est fonction de s
seul; enfin (7) nous fournit un g, ne dépendant, d’aprés (13) ou (13),
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que de 5. Comme (7) est identique & (4), nous avons donc réduit
I'équation donnée (1) & la forme voulue.
En partant d'un autre syst¢me fondamental w,, w,, ®,, nous au-

rions trouvé deux autres fonctions z et ¢ et obtenu, de proche en
proche et de la maniére indiquée, d’autres fonctions f;, g, (i = 1,2, 3).
Mais, d’aprés (34), u et ¢ sont des transformées homographiques de u
et de v, et les f;, g; sont, par suite, des transformées des f;, g; par
’homographie (6) associée a (34).

En résumé, nous avons établi le théoréme fondamental suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation donnde (1)
puisse étre ramence a la forme (%) consisie dans l'existence d’une
intégrale commune C aux deux équations aux deérivées par-
tielles (24).

Toutes les équations (4) appartenant a une méme valeur de C
s’obtiennent de Uune quelconque d’entre clles par une homo-
graphie (6), et inversement, deux équations (4) homographiques
conduisent & la méme valeur de C.

2. — Conditions pour gqu’une ou plusieurs des échelles
soient rectilignes.

Le tracé graphique d’'un nomogramme se simplifie considérable-
ment lorsqu'une ou plusieurs des ¢chelles deviennent rectilignes,
circonstance qu’on rencontre dans beaucoup d’équations fournies par
la pratique.

Nous allons rechercher d’abord la condition nécessaire et suffisante
pour que I'échelle des  soit rectiligne.

Par une transformation homographique convenable, on peut
réduire la droite supportant I’échelle des x & &tre Paxe des 5 dans
I'équation (5), on a donc £, (z) = o. La premicre des équations (9)
donne alors )

e

;;;—o—Oo

av . . , . )
Comme 5= o en vertu de (16), la denxiéme des équations (21)
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donne
M
(36) -07 =D,
et la deuxitme équation (22)
JC JaD
(37) -‘-)-)7 + 2 -(-); = 0.

L’équation (37), jointe aux équations (18) et (23), forme donc une
condition nécessaire pour que Uéchelle des x soit rectiligne. Je dis
que celle condition est aussi suffisante.

D’abord, les équations (23) et (37) sont équivalentes au systeme

29.*..:;2‘3—

dy oz "
!‘ ~
P*C _ 9C

dxdy — dv’

(38)

Soit z,, ¥, un point out C et D sont holomorphes; la scconde de ces
équations donne, en intégrant par rapport & y entre les limites y, et v,
et posant C(x, y,) = G,,

JdC  JCy 1, R
(39) a’;’“'ﬁ‘*;(c—co)°

En ayant égard 4 (36), les équations ( 22) se réduisent &

ﬂ:f(ﬂ C)(.‘Lo__*_g(_:)_*-g_c_

d0x* — 3\oxr Jdx Jgr’
d9
oy =P
Iexpression
ALY \
(40) 1= Gcwic)tu“)dy

forme unc intégrale particuliére du systéme précédent, car d’abord
expression sous le signe intégral est une différentielle exacte en
vertu de (37), et puis 0, qui satisfait visiblement a la scconde ¢qua-
tion du systeme, satisfait aussi & la premiére en vertu de (3g). En
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substituant cette valeur de 0 dans le systéme (21), celui-ci devient

*u du
‘ 97 = Cogz
Nu 1 Jdu
/ Ll _ Lo~y
J*u Ju
T T

et il faut trouver un u et un v satisfaisant chacun & ce systéme, a (16)

Y 0" ) . .
et enfin & ay = © Prenons pour ¢ une intégrale quelconque du

systéme
23

’)‘, _ e‘/:o(:,. e

ar )

de

dy =%
Péquation (16) donne alors

Ju f”y LG = Crde s by
U »Y ToYu

(42)

=" ’
expression satisfaisant aux deux derni¢res équations (41), dontla pre-
miére donne d’ailleurs

A

du i Codr
4 —_— »" o
(43) Lo

La condition d’intégrabilité de (42) et (43), savoir

Fu __ Fu
drdy  dydz’

donne pour déterminer ¢ I'équation

do f ['"»J‘ —-i((Z..-F‘l)lI,l'-{- Dy
4 4 o L C,—Cye
(44) ’!y 2 ((“0 (") ¢
dont le membre droit est fonction de y seul, comme on le voit en dif-
férentiant par rapport 4 x et utilisant (39). En prenant pour « unc
intégrale particulicre quelconque de (42) et (43), on a donc trois
fonctions u, ¢, 0 satisfaisant a (16), (21 pour u), (21 pour ¢) et (22),
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et d’ailleurs -g-'; = 0. Déterminant ensuite les f;, g; ({ =1, 2, 3) par
les formules (.1 1), (9), (15) et (7), on voit que f,(x)=o0; l'échelle
des x est, par suite, rectiligne.

En permutant x et y, les formules du paragraphe 1 font voir que

u, v» 6. G, D. M

se changent en
)

w, ¢, ——9, D. C, ﬁ’
et il s'ensuit que la condition nécessaire el suffisante pour que
Péchelle des y soit rectiligne s’ exprime par Uéquation

, aG D _
(45) Qw-kd—x—o.

Jointe aux équations (18) et (23).
Afin de trouver enfin la condition pour que I'échelle des 5 soit rec-
tiligne, il convient de prendre y et = pour variables indépendantes.
in faisant, comme d’usage,

Qi ds 0%s 0s _.Qf_‘_"

P=5x q=3§’ "= ozt s:()xd_y’ dy?

*

' 6 6 3 ' . .
et dénotant par -, == les différentiations par rapport aux nouvelles

variables indépendantes, ainsi que par M, N, 0,, C,, D, les expres-
sions qui remplacent M, N, 0, C, D, savoir

dox

03 oM, 1 oM,
My—=— —> Npom =% 4 — %,

or oy M, o5

dy

Y
(6’(* du  otu ov ot¢ ou ote 6u> 0
— e e Y,

Journ, de Math. (6* séric), tome VIII, — Fase. I, 1gi12. 10
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les formules élémentaires bien connues

3_9_ 409
oy — dy p oz’
_§___1 0
o pox

donnent, en tenant compte de (12) et (18),

.
M,,_.(';,
t
Nx:—?,
eor————le",
P .
qd e qr t 2s 2!
Cx:—(l——,+—:—l)~—— —
(46) < P roq P g
D,=-C—L=-1p_2,1,
p P q P17 T
D;=M;C,+ N,
2%+6l)x:1<§_@) 3 9tlogM
03 oy — p\dy or p Ordy
oC, 06Dx 1 < oC «)l))

-6?._*—‘_6_}'-:[_) .l‘-);--f-d'—‘;

D’ailleurs il est évident que les équations (23), par leur significa-
tion méme comme conditions nécessaires et suffisantes [avec (18) qui,
d’aprés (46), se transforme en elle-méme] pour que (1) soit réductible
a la forme (4), restent invariantes pour le changement de variables en
question. Il s’ensuit, d’aprés (45) et (46), que la condition nécessaire
et suffisante pour que 'échelle des 5 soit rectiligne s’exprime par
I'équation

dC 9D, dtlogM _
(47) Dy T ey O

Joinle, bien entendu, aur équations (18) et (23).

D’aprés ce qui précéde, les conditions pour que plusicurs des
échelles soient rectilignes s’obtiennent en combinant les conditions
pour que les ¢échelles individuelles le soient. Par exemple, les équa-
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tions (37) et (45) donnent
JdC __ JD
4 —_— = —=
(“‘8) d)" ()x 03

et les équations (23) sont alors identiquement satisfaites; il s’ensuit
que (48) et (18) cxpriment les conditions nécessaires et suffi-
sanles pour que les échelles des x et des y soient rectilignes a
la fors.

‘nfin les équations (37), (45) et (47) donnent

JC 0D _ d'logM __

(49) I =dr = dwdy =%

L’équation

= J*logM
(50) dzoy — %

cxprime la condition nécessaire et suffisante pour que Uéquation
donnée (1) admette une représentation nomographique & trois
échelles rectilignes.

. . . . JC __dD
On pecut démontrer directement que les équations Iy oz =0

. . dtlogM
D = MC + N possédent une intégrale commune lorsque —dx_:),?' =o0;

cependant il vaut mieux, cn vue des développements qui vont suivre
au paragraphe 4, procéder de la maniére suivante. L'intégrale de (50)
est ¢videmment

~

I(:y

M=— 1,

T o(=

-C-

% () et J(y) étant des fonctions arbitraires. La premiére des ¢équa-
tions (14) devient alors

Iz o) +¥(»)]

(2, y) =
dont l'intégrale géndrale est visiblement
(31) o(2) +4(y) +u(3) =0,

7(3) désignant une nouvelle fonction arbitraire. Or (51) peut
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s'écrire
9(r) -1 1
Y(z) 1o

1
—;7‘(..) o 1

de sorte que la condition (50), nécessaire d’aprés (49), est aussi suf-
fisante.

8. — Sur la détermination de «, v et 0 lorsque C est connu.

Supposons que les échelles des « et des y soient courbes toutes les
deux, c’est-a-dire que

oG ab G b

(92) W“*‘ PrEahe dy S0z T

Nous allons voir maintenant comment, supposant C connu, u, ¢
ct 0, et par suite les /; et g;, s’obticnnent par des différentiations ct
¢liminations. La question revient évidemment & la recherche d’un
systeme fondamental v,, w,, 0, de (206).

La premiére ¢quation (26) peut s'écrire

d ( Jo 1 N 20w 1,
a5\ gz +3C9) —2‘3()—*;‘)

gﬂ-i— zCo=9¢(y)¢ f(‘“.

d’ou

Or, d’aprés (52), la premiére des équations (23) peut s'écrire

Jd JC D
(33) C:——Iog(n-d?+ ——->,

dor Jdor

de sorte que nous obtcnons
JdC 0D\

(54) gﬂ-f-&(;o)_.O())( 6:—*-:,.‘—3_).
L'intégrale générale de (54) est ‘

) L l:q,(y)ﬁ—(p(y)j‘c'f ("(‘-;-%)gdx],

Jdy
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ou, en vertude (53),

s 400 [(a35 + )

(""3} oa)

ou bicn, en appliquant encore une fois (53),
J a.  dJdb |

S [z—lo"( +58)+ n] 3

C b ,(v(y) *(| 255 o T o5 ,
( dy - d.z')
La deuxi¢me ¢quation (26) s’¢erit aussi

Jn Jw . _ Y, dC oD
‘)) (()' -+ = (“)>+$D(0J; ':3(‘(.)) _-§<_.E+(—)::)m,

ct en y substituant (54) et (55), il vient, aprés quelques réductions,

(33) w= :

W (y) =39 (y).

Nous obtenons, par suite, de (55)

. )(‘ 1) ’
(56) m.————%&q ())+®(y)lr——lo=,< AL ‘()‘L)-i-l)“.
JC  db
( ()y ().v)
En substituant celte expression dans la derniére équation (26),
nous obtenons pour 3 (y) une équation différentielle lincaire et homo-

gene du troisi¢me ordre
”((? v Ty )’) =0,

dont les cocflicients dépendent, a priori, de x ety. Or & un systéme
fondamental w,, w,, w; de (26) correspondent, dans ( 56), trois fonc-
tions 9,(¥), 92(¥), 9.(y) lin¢airement indépendantes satisfaisant
a lI = o il s’ensuit que, dans cette derniére ¢quation, les rapports des
cocfficients sont ind¢pendants de . On obtient donc unc équation
H(¢; x;, y) = o ¢quivalente & H(3; 2, y) = o, en faisant, dans la
derni¢re ¢quation (26), = @x; = const. ct y substituant 'expression
(506) pour w, aprés y avoir posé # =x;. Mais en faisant (2, y) = o,
c’est-a-dire, d’aprés (56),

G 3F e [t () 0| =o
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la derniére équation (26) avec x = x; est satisfaite, ct par suite,
I'équation H(y;x;, ) =0 ou son équivalente H(p;z,y)=o.
Comme la deuxiéme équation (23) peut s’écrire

: 9, (9C oD
(58) D_aylo~(y+ 2

on voit qu’une intégrale particuliére de (57) est donnée par I'expression

1

(59) 9i(y)= T aat
(,"_C L IRV (9G  aDN?
dy d-v) ..:.:-;(dy + 233)«'”.-

et, en vertu de (56), (57) et (59), les expressions

(60) 0, == 3 ! :
() JG dl))‘ (0_(: + ()I)) ()L)L‘. i .,.‘."_)Y
0}' o = dy a.r ' ()4)’ T ,
>\‘ "—0-|0 (90(‘ }-(&) +h
I A== g1 2 ().y 3

0 (0G| ab o
—l\ga‘)—/log(zw -+ ")-5) —- DJ..~_~_.~,-€ (¢6=1,2,3)

sont des intégrales particuliéres du systéme (26).
Peut-on déterminer, dans (60), les constantes x,, «,, x, dc sorle
que w,, v,, w, forment un systéme fondamental ? Pour cela, il faut

ct il suffit que A (w,, w,, w;) # 0. En se reportant 4 (28), il est clair
que

Ao, Wy 3) = ;l;,‘A(P“)u pwe, pws),

{
. . . : N
quelle que soit la fonction p, et en faisant p = ( 31 + %) » (56)

nous donne
3?,())—%9,())[ — log (Q(i c)l) + 1 J
) ( 9 ou)
2oy
aG dl) ’
"-d— ——- + D ]

S
+oi(y) | Iog('z JdC ()D) c)l)]

oy

1
T—«)—ﬁ
()l +d' @i ()49 (y)l 2 — log

Ao, 0ry,00) =

(iI=1,2,3)
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ou, en réduisant le déterminant,

9 (y) 94(¥) 9:()
A(oy, 0 0)=—9] 0\ (¥) 9:(y) 9:()) |
o1 (y) 9:(») 9y(y)

En posant ¢; (y) = ¥, on trouve
[
(61) AWy 0y, 03) =— g HO+hN+40n) $i(y)
)+ O fimea
et, d'apres (57),

, ) oC 9D
Y ==73 3 los(a

I
PN + 5;)’.:"—- 3 D(z x).

Choisissons d’abord z, et z, de sorte que
i 2

1 1
6 = — V' (¥)Zo.

on

ce qui cst toujours possible, car autrement 2 - log( 9 + 52

) +D
serait indépendant de , c’est-3-dire

.—0_ 2_()_“)(\ QQE-}-.()_D_ +D —g@.-*.@-—-
de"dv T\dy  ox 17 7ay " ox

contrairement 3 I'hypothése (52). Avec ces valeurs de x, et a,,
supposons que l'expression (61) s'annule quel que soitx, ; en écrivant
au licu de ,, ct §,(, y) au licu de ¢,(y), on aurait donc

I 1 .
’ ' d ,
1 () Yo (y) \P(;'y) .
! ' ” , ] Y ) T Iy
GO ROT B0 oy THED | B

ou, en développant ct tenant compte de (62),

(63) ()’q,‘;.':.y) . \()44(01;, 1»)]! (s )()y(r v) + B0
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Différentions cette équation par rapport & x; comme nous avons

9z, y) =1 [gi)—log (229 “+ 0—D> + D],

dy 3% oy dy " or
Jd d(x.y) 1/ dC 9D
o ar T dy —"3(2@*“07)’
il vient
0:C 0*C aC aD JoC  dD
A e A dd AT A
(64) ady’ + d.ro_y_‘_aD(zdy + d.v)_ 3ac(y)(zdy + ().r)

Différentions encore une fois par rapport & z; en tenant compte
de (23), nous obtenons

0 JdC oD oD/ oG ID aC  ab
?);[C(?W+5T5)]+2_(2“+_)+2DC(2 + )

Jdx dy o.r (737 Jr
JdC  JD
= — 3(1(‘)’)(:(9@- -+ ;)7>’

eten ¢liminant a(y) 4 I'aide de (64), il vient enfin

9C , ,dD\ ( dC D\ _
(())' Tox ) \" oy JI)*

contrairement i 'hypothése (52).

Par suite, siles échelles des « et des y sont courbes, on peut choisir
les constantes x,, x,, , de fagon qu’en calculant w,, w,, w, par la
formule (60), ces fonctions forment un systéme fondamental de (26);
les formules du paragraphe | donnent alors les f;, g; par des différen-
tiations et éliminations.

Si, par exemple, P'échelle des x ¢tait rectiligne, celles des y et des s
courbes, on prendrait ) ct 5 pour variables indépendantes; la méthode
que nous venons de donner s’applique donc toutes les fois que 1'unc
des échelles au plus est rectiligne. Le cas de deux échelles rectilignes
et la troisiéme courbe sera traité au paragraphe i; nous y verrons que
les f;, gis’obticnnent encore sans quadratures, par des différcntiations
et ¢éliminations. Nous tournerons maintenant notre attention sur le cas
oti I'équation donnée admet une représentation nomographique a trois
¢chelles rectilignes.
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<0 logM

4. — Le cas de Iz 0y =o.

Dans ce cas, en calculant M d’aprés 1'équation donnée (1), on obtient
une expression de la forme

(65) M=a(z)B()).
En posant, pour arriver a I'équation (51),

d :
#%’ Mﬁz~fﬂﬂ@~

ct prenant ¢ et J pour nouvelles variables indépendantes, I'équa-
tion (1) se réduit & une équation entre g + ¥ et 5, dont on tire

(66) 9(z)=

9+ =—1x(3).
Pour obtenir I'équation

(51) o(@) +$(y) +x(s) =0
il faut donc, en dchors des éliminations usuelles, les deux (uadra-
tures (66).

Par un changement de variables (51) se réduit & la forme

(67) z+y+3s=o.

Nous en avons déja rencontré, 4 la fin du paragraphe 2, une repré-

sentation nomographique; nous verrons qu’il en existe d’autres essen-
tiellement différentes.

L’équation (67) donne
M=—1, N =o;
par suite, d’apres (18),
(68) D=—C.

et introduisant cette valeur de D dans les équations (23), il vient

J [/0C 1 A, 0 /0C LIPS
| (5 —30)- m(GE—3¢)=>

Jd (dC 1, g (IC v\

Journ. de Math. (6* série ), tome VI, — Fasc. I, 1g12. 11

(69)
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Pour trouver toutes les représcntations nomographiques de (67),
il faut intégrer complétement ce systéme (Gg). On trouve immédiate-
ment deux intégrales premiéres, savoir

dC

5% — 3G =—6g(2z + ).
(70) JdC 1

e L Cr= .

y + 2(, = 6Y(x+2)),

de sorte (ue ce systéme est équivalent au systéme (6g). La condition
d'intégrabilité

PC _ 9 (1 N
deoy = (36— 0%) =5z (04— ;)
donne, cn tenant compte de (70),
(71) [Y(z+2y) — o2z + ]C=0¢ (az + )+ (£ +2y).

Dans ce ui suit, il convient de distinguerles qualre cas suivants :

1. o' =d'=o;
11. ¢' == o, AT H
111. 9' 40, Y=o;
1V. ¢'# o, V' 54 0.
Casl: =Y =0. — On a ¢ =const.=¢,, } =const. =r¢,, el

pour C £ o, (71) donne ¢, = ¢,, tandis que pour C = o, (70) donne
¢, = ¢,=0. On a donc toujours ¢, = ¢, = — %c; I'équation (71) se
réduit 4 une identité, et (70) devient

aG 1,
d_l‘._;C -+ 2c.
1)—(—::—(—'- C’+2c)
dy 2 ’
d’ol
JdC dC
Ir--i--(;"y-._.o
ct

(72) C=y(z—r) #(x—p)=sln@—p)+ac
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Il faut maintenant subdiviser notre cas de la maniére suivante :
Il : c=o; IB:c>o0; Iy:e<o.
Casla : ¢ =o0. — Les é¢quations (72) deviennent

’

(73) C=y(z—y) =

L
2l
Subdivisons encore ce cas en deux :
Iar:y=o et laa:yZo.
Casla1 :y = o. — Les équations (73) donnent alors
(74) C=o
et (68), D = o; le systéme (22) admet Pintégrale particuliére
A =o,

et avec ce choix de 0, les équations (16) et (22) ont pour intégrales
particuliéres
u=x—y, =7

En calculant les f; et g; par les formules (1 1), (9), (15) et (7), nous
trouvons I'équation

I 1

N )

7)

(7 :;-(;z‘+)'+:)-_—.o.

Q

wi- R R

© ) -

Nous dirons, pour abréger, que deux nomogrammes appar-
tiennent & la méme famille quand leurs équations de définition (4)
et (5) sont liées par I'homographie (6); & deux nomogrammes d'une
famille correspond donc la méme valeur de C et inversement
(théoréme fondamental du paragraphe 1), et nous appellerons para-
métres de la famille les constantes arbitraires entrant dans 'expres-
sion de C. Nous dirons encore que toutes les équations obtenues en
faisant varier les paramétres forment une classe.

L’équation (75) fait voir que le cas I« 1 embrasse une famille de
nomogrammes A trois échelles rectilignes et concourantes, et n’ayant
pas de paramétre. Cette famille a été découverte depuis longtemps
par M. d'Ocagne.
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Cas 1a2:y 5 o. — Ladeuxi¢me équation (73) donne alors enl'inté-
grant
L=l "} + const
——-2-—-;(&‘—} -+ const,
ou

—‘%: i(i‘—wo—‘y_%)a

ou, bien entendu, c’est la différence z, — y, qui est la constante arbi-
traire; la premiére équation (73) nous montre alors que

(76) C= 2

Y —Yo— L — I,

Cette expression fait voir que les échelles des « et des y sont courbes;
la méthode du paragraphe 3 fournit I'équation nomographique corres-
pondante, et nous pouvons nous borner, par suite, & ¢crire cette ¢qua-
tion et vérifier qu’elle donne bien la valeur (76) pour C.

Désignons, ici et dans la suite du paragraphe présent, par 3, la
constante déterminée par la condition

(77) Ty Yo+ 35p=0;

I'équation en question s’écrit
] 1

xr—axy (T — 1)

1 1 (J—¥1'4r_y—)’¢l)(w+."+3)
8 = S > =o.
S| = = T i) "

(o] 1

S— 2%
Nous en tirons successivement, & l'aide de (8), (16) et (17),

1 ]
U= -+ ’

X — Ty Y — Yo
1

r— 1) (¥ —¥0)
.Z‘—.l»'o"“y—yo ,
(2 — ) (¥ —20)?

’OC: bt 2 ]
¢ (2 == T (Y — yo)?

d’oti 'expression (76) pour C.

¢ —

=
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D’aprés (78), le cas a2 donne lieu & une classe de nomogrammes
ou les échelles des x et des y sont supportées par la méme conique,
I’échelle des s étant rectiligne et tangente a cette conique. Les familles
contiennent un paramétre, savoir &, — ¥,. Ces nomogrammes ont été
découverts par M. Clack (*). Vient ensuite le

Cas 18 : ¢ > o. — Enfaisant ¢ = a’, oli nous pouvons supposer par
exemple a > o, les équations (72) donnent

(79) C=—z2acota(z —z,—y —y,),
et 'équation nomographique devient

cota(x — z,) cotla(xr—xz,) 1

(80) cota(y —yo) cotla(y—y,)

—cota(s — s,) — 1

_ sina(.z'-—a'o—y-—.y".)sina(wat y+3z)
T sinta(x — @) sinta(y —y,)sina(s —35,)

o,

dont nous tirons

u= cota(x— x,) 4+ cota(y—y,),
p=—cola(x —z,)cota(y —yo),
S a'sina(:v—-x?—_y—yo)
sin*a (& — x,) sinda(y — y,)
AC—— 2a3cosa(x—xo——y—y°)

sinfa(x — xy) sin*a(y — yo) ’

et, par suite, 'expression (79) pour C. :

L’équation (80) fait voir que le cas If donne lieu a une classe de
nomogrammes aux ¢chelles des x et des y supportées par la méme
conique, 'échelle des s étantrectiligne et ne coupant pas ladite conique.
Il y a deux paramétres, z,— y, et a. Ces nomogrammes, dans le cas
particulier @ = 1, sont également dus a M. Clark.

(') Théorie générale des abaques d’alignement de tout ordre (Revue de
Mécanique, 1907). — Voir aussi: R. Soreav, Nouveaux types d’abaques, etc.
(Mémoires et comptes rendus de la Société des Ingénieurs cicils de France,
1906). — ©'OcacNg, Calcul graphique et Nomographie, p. 283 et suiv.
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Casly: ¢ <o. — Il faut subdiviser ce cas en deux :
vr: Lo - L -
l/l.zx +2c=0 et Iya.QL +2c3% 0.

Caslyr :%x’ + 2¢ = 0. — En désignant par a une constante réelle
et différente de zéro, on aura alors
(81) . C=a.
Le systéme (22) admet I'intégrale particuliére définie par
e =— qrerte-y),
les équations (16) et (21) seront satisfaites en faisant

u=e v —e, v =e"%,

et les formules (11), (9), (15) et (7) nous donnent I'équation

o et 1
1 e-%y g ey (et (x+y+3)
(82) = ( — ) = o,
1 et —1
e !

Par suite, le cas Iy1 donne lieu 4 une classe de nomogrammes
a trois échelles rectilignes non concourantes, classe renfermant un
paramétre a. Pour a@ = =1, ces nomogrammes ont été découverts par
M. d’Ocagne, qui a d’ailleurs remarqué que les deux familles a =1
et a=—1 sont différentes homographiquement, circonstance mise
immédiatement en évidence par notre théoric générale.

Caslya: iyf + 2¢ = 0. — IFaisons ¢ = — a*,a > o, etintroduisons
les fonctions hyperboliques
sha = — {sinix,
chx = cosix,

cothx = icotix,

...... te 1 s e 0 0008
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La comparaison du cas I8 nous donne immédiatement

(83) C=-—2acolha(a:-—xo—--y_yo),
cotha(z — z,) coth*a(zx —x,) 1
(84) cotha(y —y,) cothta(y —yd) !
—cotha(s — 3,) 1 |

_ sha(Z=m—y—7a) sha(z +y +3)
T shta(w — xp)shta(y — vy)sha(s — z,)

= 0.

D’aprés (84), le cas Iy2 donne lieu & une classe de nomogrammes
renfermant deux paramétres, x,— ¥, et a. Les échelles des x et des y
sont supportées par la méme conique, laquelle est coupée en deux
points par ’échelle rectiligne des 5. Pour a =1, ces nomogrammes
ont été découverts par M. Clark.

Il faut envisager maintenant le

Casll: ¢'=o, {'# 0. — Comme g = consl. = ¢, 'équation (71)
donne :
~__ Y(z+ar)
T (e +2y)—2c’

or, d’aprés (67), * + 2y =y — 3, de sorte que
C=y(y—>s).

‘n prenant y et 3 pour variables indépendantes, les formules (46)
font voir que C, = C, de sorte que nous n’avons qu’a répéter, avec les
nouvelles variables indépendantes, la discussion du cas 1. Les cas a1
et Iyt ne nous donnent rien de nouveau, tandis que les autres cas
conduisent aux classes suivantes de nomogrammes coniques :

- 0 1

Z — .y
85 1 ! =o, C= 2
(83) Y= (y—x)? ! © .l}~~.l'0+2(}/_yo)’

1 I |
5—3; (3—23,)2
— cota(x — x,) —1 1 \

(86) cota(y — y,) cotla(y —y,) 1 =o,

cota(s —3,) cotla(s — z) 1
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88

et
C=2a cota(x—a'o-l- 2)’—'.}’0)*
1 1
1| =0,

— cotha(x — =)

’ cotha(y — y,) coth*a(y —y,)
(87) cotha(s — 3,) colh?a(s — 3,)
’ C= zacolha(w—xo—i-:ay—-—.)'o).

1

Cas1ll: 9'# o, §' = 0. — Un raisonnement analogue au précédent
fait voir qu’en prenant s et x comme variables indépendantes

C=Cy=y(s—x);
nous obtenons les nouveaux nomogrammes coniques

1 ]
x—ay, (r—.ury)

(88) — ! 0 1 |==o, G=
Y =X 2L — Ly + Y — ¥,
1 '
1
(5—3)
cota(x — x,) col*a(xr—uz,y) |
—cota(y — ) —1 t|=o
(89) 3 cota(s — 35) cotta(s—3) 1
—2acola(2.1:—.l(.+y yo)
cotha(x — ;) coth*a(z —.,) 1
—cotha(y —y,) 1 1| =0,
(90) colha(~ —3z) coth’a(s—3,) 1

=2a colha(ta.u — oy - yu).

Vient enfin le
Cas 1V : ¢'£ 0, Y £ 0. ~ Posant pour le moment 2 + y = A,
Z + 2y = W, I'équation (71) donne
_ ) ()
(91) oY) —o(h)

et, en substituant celte expression dans les équations (;0), nous obte-
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nons

(Y=o @] {20" M) +¢" ()] + g-[?”(l)—¢”(#)] =—6e(M) [ (—o M
(92)
[ (=2 M][e" A)+2¢"(w)]+ % [N —¢" )= B¢ [b(w)—oM]"

En soustrayant et divisant par (@) — 9(7\), nous en tirons
o"(2) = §"(p) =6Lo*(2) — ¢* ()],
et par conséquent, A et u. étant des variables indépendantes
¢"(0) — 69 (X) =const. =— Z g,
V(=6 (m=— g
Multipliant la premiére de ces équations par 24'(R), la seconde
par 2+'(1+) et intégrant, il vient

V92(2) =40%(R) —gao(R) — g3,

3
(9%) | 4% (0) = 40() — s $1) — g

ga et g, €tant de nouvelles constantes, et substituant les expres-
sions (93) dans l'une quelconque des équations (g2), celle-ci se
réduit a

(94) 8= &

Introduisant la fonction elliptique pu de Weierstrass, nous voyons
que les intégrales générales des équations (93) deviennent, en ayant
¢gard & (94),

".‘()) = .}"()‘ - ."0) S 53)
$() = pl— o 82 £3)-

ol A, et u, sont des conslantes arbitvaires. En faisant A, = 2z, + y,,
o = &+ 2),, NOUs obtenons de (gr)

(9)) C_J) (‘T—10+0}—Vn;-sh-y';)“*'p("L"'ZO‘F}"—)’.),(,Q,D;)
J)(l ——.l‘o-‘*-"y"' Yos .g,.,,)-—‘p()r-— To+} '—‘)’0, 2,(,1)

expression renfermant quatre constantes arbitraires @y, )y, 4, &5-
Journ. de Math. (6* série), tome VIII. — Fasc, 1, 1912, 12
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En vertu de (67), I'expression précédente s’écrit aussi

C= J)'(}'—'.Yo—z — 30)—,p'(z—zo—x — xo),
P(}'"J’o—‘ 5—3,) — p(: — zo—x-xo)

et en appliquant la formule bien connue

1pu—pv 7 7' 3
(96) 2 pu—py =g+v)—gu—z0

il vient

!

3! —_— 5! g
(97) C=— 2[’;(-’3—“‘0"‘}'—}’0)"" 5 (y—yo—3—3,)+ 7 (5-—30—““‘“0)]

ou, par une nouvelle application de (g6),

(¢8) C=—PAZ=X)+P Y=y  pr—=Yo) +p(s—3)
P(E—2)—p(r—re)  Pr— 0 —plz—2)

. P(5—35)+p (e —a,)
p(s—35) —ple—.x)

formules symétriques en x, y, s.
I.’équation nomographique correspondant i cette valeur de C est

ple—x) p(x—ury) 1
(99) Pr—y) Piy—w) 1 |=o.
pls—35) p'(s—35) 1

En effet, celte équation est d’abord équivalente i (67), cn vertu de
la formule bien connue

pu pu 1
o e 23 —9)3 (v —w)F(w—u)F(u+ ¢+ w),
1 ‘]' - e Sy ’
pw plw o1

en second lieu, nous vérifierons de la maniére suivante qu’elle conduit
& la valeur (98) de C. Les équations (8) et (9) donnent

P —a) —p'(y —ro)

(o) = T =y = p(y =72

jl

! '
] 5
=2 (T —Zo+ Y —Yo)—2=(T—x)) — 2= (¥ — Y0)
3 3 3
! -1 -l
:—2['?(.r—mo)+J?(y—_ro)—k%(:—so)],

p= ' —2g) —up(r —20) =P Y —Yo) — U p(y—20):
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d’ou
Jd du
s;§=etp(m—xo>—p(s-zo>1. 5 =2 lpr—=10) —pls = 2],
(o) (o0 au d _ ou
E;_ dx‘p(y Yo)s E;I_F},'J)(x—‘r”’

(102)  =4[p(z —2) — p(y — 1) [P(¥ — 7o) — P(5— 3)]
X [p(z —2)) —p(z— x0)],

d:‘._a[p'(.zc—.vz:o)+‘p(/..—ao)] _ B(5—3%) + p(z— o) du

(103) | 97 . PG —30)— p(r—az,) 0x
v du P(}' %) __ P (3=35)+p'(r—x) dv
o0z* — 0zt 0 T p(G—s)—plx—x,) dz’

et enfin

otu
/—:2])'(2—50),
(104) dx dy

dNv dtu
dzdy ~ odzoy?

De (103) et (101) nous obtenons
du dv  J'¢ du
(105) (0.12’ ¥ 0 a;)e*“
P (53—3)+p'(x—x) (()__u_ Q _ % d")e_o
p(~—~o)—p(x—wo)
_ P P —a)
P(z—30) —pe — o)’

ainsi que de (104) et (101)

(106) Fu dv v du\
(c)xdydw ox dy 3.5)"’

ple—a0) — X p (@ — ).

dv

v

N?u Ju
=219z 0y 9z P(F — %) —P(y—1)]
du du _,
9z gy ¥ (@ — @) e
—- 2p' (5 — 50) _ 2p' (2 — 24)

POy — o) —p(s—30) Pz —20) —p(y — o)
—_ PUY—2) +p'(5—3) + P(Y—2x)—p'(5—3)
Py —r0) —p(s—3) PLY —>o) —p(5—3)
p(x—x)+p'(y —Yo) _P’(w—xo)—})'(}'—.Yu)
p(x—x0) —p(y — ) p(2—x0)— p(¥ — 7o)
_P'(.V",Yo)+}’,(z—5o) p(z‘-—d‘o)-‘l-p(V—)’o)
P(Y—)o) —p(5— 35) plx—z) —p(y— J'o)
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car 'équation (gg) peut s'écrire

P —=X) =P (5—3) _ P (2—2)=p'(¥—1),
P(Y—02)—=p(5--5)  ple—=a0)—ply—y)

En faisant la somme des expressions (105) et (106) nous obtenons
donc, en vertu de (17), la valeur (98) de C.

Nous voyons que le cas IV donne licu a une classe de nomo-
grammes a (uatre parameétres &y, ¥o, &2 &4, 0U les trois échelles sont
supportées par la méme cubique de genre 1, transformée homo-
graphique de la courbe

=4 53— ng. — &3

Les cas particuliers on la fonction elliptique pu dégénére méritent
d’étre mentionnés. Ils sont caractérisés par la relation

3 : __
83— 2783;=0,

ce qui conduit & distinguer trois cas.
Supposant d’abord 2,> 0, g,> o, on aura

8
5":'3“" gy=—a° (a>o).
27
w a! a?
- —— e ——y
P sintay 3

et ’équation (gq) devient

1 cosa(. — x,)
sinfa(x —a,) sinda(x —x,)
- 1 cosa(y —yo) _
(107) sin*a(y —y.) sin*a(y—y,) =0
' cosa(s — s5,)
sinta(s —3,) sinda(s—3;) '

L’équation (107 ) définit une classe de nomogrammes aux trois para-
métres a, z,, ¥,, dont les trois échelles sont supportées par la méme
cubique de genre o, homographique de

W= (1),

et ayant, par conséquent, un point isolé.



SUR LES EQUATIONS ENTRE TROIS VARIABLES, 93

Supposant, en second lieu, g,> 0, g;< 0, on aura

4 8
£:1= -ga‘, g.:—;ia“ (a > o),
at a?
PC=ar T3

et I'équation (gg) devient

1 cha(z — x,)
sh*a(x — z,) sha(x—a,)
1 cha{y —r,) _
(108) sh*a(y —y,) sha(y—yo) =0
1 cha(z —z,) :
sh*a(z—2z,) sha(s—3)

L’équation (108) définit une classe de nomogrammes aux trois para-
métres a, x,, ¥,, dont les trois échelles sont supportées par la méme
cubique de genre o, homographique de

=81 (& +1),
et ayant, par conséquent, un point double & tangentes distinctes. Sup-

posant enfin g, = g, =0, on aura

1

U= —
g u?

et I'équation (g9) devient

(109)

Cette équation définit une classe de nomogrammes aux deux para-
métres x,, ¥,, dont les trois échelles sont supportées par la méme
cubique de genre o, homographique de

n= E’)
et ayant, par conséquent, un point double & tangentes confondues.

Les nomogrammes (107), (108), pour @ =1, et (109) ont été décou-
verts par M. Clark (loc. cit.).
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5. — Le cas de deux échelles rectilignes,
la troisidme étant courbe.

Par un choix convenable des variables indépendantes, nous
pouvons supposer que les échelles rectilignes soient celles des x et
des y.

Comme nous I'avons vu au paragraphe 2, la condition nécessaire
et suffisante pour qu'il en soit ainsi s’exprime par les équations

D=MC-+N,
dC__dD_o
oy T dx

En substituant la valeur de D dans la derniére équation, il vient

9C oM N _

M()x'*'%(""'d_x""

ou
JaC dlogMC 1 dN
9z~ ox T Mom

Or nous avons, en vertu de 3—2 = o,

_ ?C __ 9 dlogM(,_*._l_ﬁ)___d’logM _d 19N
°=9zdy oy\ "oz " "MIz)T " zdy dy M oz’
d’ou
9 1N
. Oy Moz
(IIO) C——ma
dx dy

expression dont le dénominateur ne s’annule pas identiquement, car
dans ce cas, I'échelle des z serait aussi rectiligne en vertu du para-

graphe 4.

Pour que les échelles des x et des y soient rectilignes, celle des s
étant courbe, 1l faut et il suffit donc que Uexpression (110) satis-
Jfasse aux équations

(r11) oG

J
-d-;—-;w-(MC—i- N)._-O.
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Cette condition a été obtenue d’une maniére toute différente par
M. Massau ().

Pour remonter de l'expression (110) aux f;, g;, M. Massau donne
des formules qui exigent quatre quadratures et, depuis, M. Lecornu a
donné d’autres formules n’en renfermant que trois (*).

Je ferai voir maintenant comment les f;, g; s'obtiennent sans aucune
quadrature.

Par une transformation homographique convenable, nous pouvons
faire coincider les échelles des x et des y avec les axes des § et des v
respectivement, de sorte que g,(x)=/f,(y)=o0. L'équation (4)
devient alors

Silx) o 1

(112) o Su(y) 1{=o
S3(3) &(z) 1

ou bien

(113) Sig2+f18s—figi=o.

Nous en tirons successivement
ds - (:'s'a—:'s'z)f;

0z~ fis+ g Jt

a3 (fs-ft)g’z
11} -_— = — S
(114) dy J3&:+ &3/t

M:—————fs—f' -'gé-

S—& Ji
et
dlogM —_ Sisn—g:(fi—2fi) Sy
(113) dx (i=f) s+ 83 /1) i
dlogM __ 83 fs—S3 (81— 25) i;:.
oy —  (&B—8) 318+ &) 5,

Nous obtenons ensuite
0*logM _ f1 5505 fi+ 8 (fs—2/)]1(/s 85— &5 ;),

dzdy (f38:+ & N1)
ou bien, en vertu de (113),
(116) logM _ fisn /184 (34— 83 S3).
| dz dy (f38:+ g N)

(') Voir 0'Ocacxe, Traité de Nomographie, p. 422-427.
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Les équations (114) et (116) donnent

()%
dx d)’: (é’l"'gz)'(.[a""fi)fl.
0t logM  fig (fi8,— &3S

dzx dy
or, d’aprés (113),
Sy—gr=— éf'?l’ S=Si=- f;'fz’
de sorte que
3\*0s
<¢7§> Iy fi i
(117) FlogM —— fi figi—gify
dx dy
et, de la méme maniére, on obtient
7 (%)
dx \ dy & /283
118 —_T e = S e
(118) 0* logM 8138 — &3/
dx dy

Pour abréger, nous désignerons par les notations (& (.z, v, 3)),
et (®(xz,y,3)), ce qu'on obtient en éliminant de ®(x,y, 3), les
variables & et y respectivement a P'aide de I'équation donnée (1).

Cela posé, les équations (117) et (118) nous apprennent que

dr) oy | __, o
otlogm | T
| dxdy _],
05 (’0: )2 7

9z\oy) | iy is
oilogh | = (7203,

dxdy _}.

(119)

ou, bien entendu, ¢, §, 7, ¢t 7, s’obtiennent, de I'équation donnée,
par des différentiations et éliminations. La comparaison de (117),
(118) et (119) donne

"l e 2
| Ji=efl ga=Yvgh

(t20)
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Remarquons, en passant, que la décomposition en facteurs la plus
générale des membres gauches dans (11g) s’obtient en remplacant

s U5 %1» %a pAr

¢, et ¢, étant deux constantes quelconques. Or, d’aprés (120), cela
reviendrait & remplacer f,, g,, /3, & pare, fi, ¢, 82y €4 [, C2 g4 TES-
pectivement, homographie laissant (112 ) invariante.

De I'équation (113) on tire

7y o= — S1&s ,
° Si—
et en substituant dans la premiére des équations (114)
93 S1gs /i

9 = Fig— & (im0 /i’
En employant les formules
—_— :éi_"i, e — i1
pouman f‘ .f-'l fl — g, b

la derniére équation (114) donne

83— &

7,
ot}

i/

>

=

¥
AN

M=—:

|

’

e
~

a3
LTS

d’ol l'on tire, en employant la valeur de g—: que nous venons de

donner,

oeeM _ (£ L) Lo L ah L
2 &3 f3 ) fags— 83 (fa—= 1) i Ji 1
ou
dlogM — Sism—auhs N N oft
dx Saga—sslh—S) 0 A S

Or la premiére équation (120) donne

Lo _ Ji_2fh ¢
Ol Ay Aty

Journ. de Math. (6* série), tome VI — Fasc. I, 1g12. 13
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de sorte que I'équation précédente devient
(t)logM) = hasm—af)oh ¢
y

: dr /3T fiss—sifi+ SN e
ou bien
¢ ! ot
(121) —_— e T o 2
g:_’_(t)logM) Si  Si8s— s
? oz /y
et I'on trouve d’'une maniére enti¢rement analogue
(122) ______4/____/ S -
(‘“U-“'M> _ "L g: SJiss— &k
dy /= ¢
Dans la formule (121), le membre droit est la somme d'une fonc-

Al
Ji

constante additive prés, et la méme remarque s’applique a la déter-

tion de et d'une fonction de 5; (121) détermine par suite ~ & unc

. . ] s . —_— .
mination de — par (122). Soient f,, g, et f,, 2, dcux solutions des
52

équations (121) (122); on aura

et 'on passe, par conséquent, d’une solution a 'autre en appliquant
a I'équation (112) la transformation homographique

7 Ji e S i=1,2,3).

fl ———'*———clﬁ.+c!y“+,’ X clji'l‘cz.-';'i‘*" ( v Ly )

‘n définitive, nous avons obtenu la méthode suivante pour calculer
les fi, g: : Effectuons, d’'une maniére quelconque, la décomposition
(119), puis prenons pour f, et g, des solutions quelconques de (121)
et (122), faisons f, = g, = o et calculons cnfin f; et g, par les for-

mules (15) et (7).

6. — Les nomogrammes coniques de Clark.

Dans ces nomogrammes deux des échelles sont supportées par la
méme conique, la troisitme étant quelconque; en choisissant conve-
nablement les variables indépendantes, on peut faire en sorte que les
échelles des z et des y soient situées sur la méme conique. Par une
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homographie convenable, nous pouvons transformer cette conique
en la parabole

n= g"
et I'équation (4) prend alors la forme

Silz) [fi(z) 1
(123) Si(y) Sfi(y) 1 |=o.
Si(3) gi(3) 1

Nous recherchons d’abord une condition nécessaire pour que
I'é quanon donnée (1) puisse étre ramenée & la forme (123) et ferons
voir ensuite que cette condition est aussi suffisante.

En partant de (123), les formules du paragraphe 1 nous donnent
successivement

u=r +f!$
v:_fifh
' € —f;f;(./i jl)s
(124) { C— f 2 fl
YRR
D= ﬂ — 2
fo i S
d’oti nous tirons immédiatement la relation
9C_ 9D _  afify
5 _ 1/
(r23) 9 =97 TAYAY #o.
. D 4G . . .
En substituant % =y dans les équations (23), celles-ci
deviennent
3G _ . oC
(126) drdy — ' dy’
2C _poC
dy* — oy
Eliminant enfin D a 'aide de (18), nous aurons
oC __J
o = oz (MC+N),
d9'C J9C
(127) (d.xdy =05
NG o dC
P (MC + N)-d7-
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La premiére de ces équations donne

dC _ ,dC oM . N
(128) 37_M5-.;+75L+ﬁ’
la deuxiéme
2C a. oM _, oN

oG
W’
0tC +<ﬁ% M JC &M G J:N
drdy = dy ox T oz dy *or dy + e dy
aC oM ()N)

S k)

=(MC+N)(NI(—E+()JC+0_J:

et la troisi¢éme, en y substituant la valeur (128) de

2
ou en remplagant (—,%% et g—g par leurs valeurs (129) et (128) et

réduisant, en tenant compte de la relation (14) entre M et N,

(d’M 1 M oM, . 0N 1 oM oN

dxdy M dr dy )G+ drdy M dy dx

laquelle équation donne
d 1 ON
dy M dx
JdtlogM
Jdx dy

(130) C=-—

Dans cette expression, le dénominateur ne s’annule pas identique-
ment, sinon nous aurions le cas du paragraphe 4, et I’échelle des s
serait rectiligne.

D’aprés le calcul que nous venons de faire, il faut, pour que U'équa-
tion donnée (1) soit réductible a la forme (123), que U'expression
(130) de C satisfasse aux équations

dC 0 oD
(131) _()'T~;)_;(MC+N T
PG 0C
Jdxdy " dy

Je dis que cette condition est aussi suffisante.
Pour le démontrer, il faut trouver deux fonctions f,(z) et /,(y)
satisfaisant aux deux derniéres équations (124); la méthode du para-
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graphe 3 conduit ici au but. Mais la formule finale étant d’une sim-
plicité inattendue, il vaut mieux la démontrer directement.

1! dC
Des,.lgnons par y, une constante telle que N # o0 pour y =y, ('),
et écrivons pour abréger

.~ JC\ t)C(x,L) dC\ _[dC(x,y)
o=clermn (@) =[5 @)=[52] e

La derniére équation (131) donne, en intégrant par rapport 4 y,

(132) 5= (%), =sc—cn.

Jr~ \oz

Considérons maintenant la fonction

(%)
(133) ?(@ﬂr—f;
nous avons
(zz5)._ G(5) %]
do(z y) _\ozdy)s \ay)o|\oxz ), oz
dr  C,—C (Co—Cy? -

ou, en vertu de (131) et (132),

do(x,y) =C°(-‘%’E)o (%)o(c‘g—c’)

|
ox C—C 2 (C,—cC)p
ou enfin
do(x,y) __1(dC\
(134) ei5y) —Q(y)o

Cette équation donne évidemment

P9z y) _
oz dy
(') Ce choix de la constante y, est possible; car si AY = CAY = 0, nous serions
Y P dy Jdx

dans le cas du paragraphe 3 oii les échelles des z et des J sont rectilignes,

puisque I'expression (130) pour G coincide avec I’expression (110) valable dans
le cas indiqué.
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()

C,

Par suite, en posant

(135) Nilz)=fi(r)= ¢

cette équation détermine £, et £, 4 la méme constante additive prés,
et je dis que les fonctions f, et f, ainsi déterminées peuvent figurer
dans une équation (123) équivalente a U'équation donnée (1). Pour
le démontrer, il faut faire voir d’abord qu’elles satisfont & (124). Les
équations (135), (134) et (131) donnent

fn=1(5),  f@=;(m).=1%(%).

Ly 2 =G (C—C) =C

fz—'f
d’autre part, (135) donne

part, (135) (gg)g

VN — dy /o Oy

fz(3)-—m’

d’ou

1C
et comme dy = D Jy Ca aprés la derniére équation (126) qui est une

conséquence de (130) et (131),

. aC
d ’ dy
@logf,(y) =D+ c—¢
de sorte que
,0C oG
Js _ 2y < *dy ) 9y
LR\ TG=C/Tg=C"

Les équations (124) sont donc satisfaites et, par suite, les équations
(8), (10), (12), (18), (21), (22) et (23). Les formules (9) donnent
=fi(z),
=/1 (),

et la réduction de I'équation donnée & la forme (123) s’achéve en
déterminant f, (3) et g, (s) par les formules (15) et (7).

DO ———r



