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Sur les mencurs de la fonction déterminante de Fredholn

et sur les systemes d’équations intégrales linéaires;

Par Cu. PLATRIER.

INTRODUCTION.

L’équation intégrale linc¢aire
f
(1) a(x)g(x)--h [ b(x,s)e(s)ds=c(x),
o
ol ¢ (x) est une fonction inconnue; a(x), b(«,s), c¢(x) des fonc-
tions bornées et intégrables dans le domaine oS S8, aSsSf;
a, B, A des constantes, se rencontre fréquemment, en Mécanique et en
Physique mathématique, sous une forme plus ou moins explicite.
(C’est Abel qui, pour la premiére fois, en 1820, posa et résolut une
équation particuliére de ce type. Mais trois quarts de siécle devaient
s'écouler avant que le probléme en question fiit nettement posé.
En 1894, M. J. Le Roux (') proposait de trouver une fonction ¢ ()
satisfaisant & I’équation

(2) f b(z,s)g(s)ds=c(x)

3

et résolvait cette question par la méthode des approximations succes-
sives.

(") J. Le Roux, Thése : Sur les intégrales des équations linéaires auz dérivées
partielles du second ordre a deux variables indépendantes, p. 1q.
Journ. de Math. (6 série), tome IX, — Fasc, II1, 1913. 3o
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Le probleme de M. Le Roux était repris par M. V. Volterra (') en
1896. L’¢quation (2) est d’ailleurs devenue classique sous le nom
d’équation de Volierra. |

C’est seulement en 1go3 que M. Ivar Fredholm (?), dans son remar-
quable Mémoire Sur une classe d’équations fonctionnelles, étudia
I’équation (1) pour a(x) = 1, ¢quation & laquelle il fut conduit par
étude du probléme de Dirichlet, lorsqu’on cherche & représenter le
potentiel inconnu par le potenticl de double couche.

Les résultats essentiels de M. Fredholm curent un universel reten-
tissement. M. Picard en a fait cct incomparable ¢loge : « lls avaient
la beauté des choses simples et définitives (*). »

M. Fredholm a induit, de la solution d’un sysiéme d'équations
lin¢aires en nombre fini, la solution du probléme transcendant traduit
par I'équation (1). Il a ensuite, par une méthode synthétique, vérifi¢
exactitude de son induction dans le cas des équations de seconde
espece, c’est-a-dire quand a () peut étre supposé ¢gal a l'unilé.

M. Fredholm met ainsi en évidence le role que joue dans la résolu-
tion de (1) une certaine fonction enti¢re D (1), qu'il appelle fonction
déterminante par analogie avec le déterminant des coefficients d’un
systéme d'équations linéaires en nombre fini. 1l définit ensuite les
mincurs de la déterminante et associe & la fonction dite noyau b(x,s),
une fonction b (x,s, 1), méromorphe en %, dite résolvante, dont la
connaissance permet de résoudre I’équation (1) quand a(z) =1.

Aussitot apres 'apparition da Mémoire de M. FFredholm, un grand
nombre de géométres apportérent leur contribution & I'étude de
'équation (1). Les travaux sur ce sujet se sont succédé depuis sans
interruption.

Nous citerons seulement ceux dont nous utiliserons les résultats
dans la suile :

M. D. Hilbert, Grundzige einer allgemeinen Theorie der linea-

(1) V. Vorrerra, Sulla inversione degli integralé definiti ( Atti della reale
Accademia delle Scienze di Torino, 8 mars, 26 avril 1896, p. 311, 400, 357, 693).

(?) L. Frepnoww, Sur une classe d’équations fonctionnelles (Acta mathema-
tica, t. XXVIF, 1903).

(*) T. Lawgsco, Introduction & la théorie des intégrales (Préface de M. E.
Picard, 1912).
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ren lutegralgleichungen (Gottings Nachrichien, 1, 2,3, 4, 5, 6 Mit-
teilung), a montré la l¢gitimité de la hardie induction de Fredholm,
étudi¢ spécialement le noyau & (z, s), symétrique en x et s, et mis en
¢vidence V'analogie entre P'étude des noyaux et I'étude des formes
bilinéaires et quadratiques.

MM. E. Goursat, Recherches sur les équations intégrales linéaires
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 19o8); Bryon
Heywood, Sur l’équation fonctionnelle de Fredholm (Thése), et
T. Lalesco, Bulletin delaSociété mathématique de France (t. XXXIX,
1911, p. 95), ont fait I'¢tude détaillée des noyaux ct des résolvantes.
M. Goursat, notamment, a mis en évidence la notion de fonction
principale et les propriétés caractéristiques de ces fonctions.

M. E. Picard, Sur les équations intégrales de troisiéme espéce
(Annales de I Ecole Normale, 1g11), a établi d’importants théorémes
généraux concernant les équations intégrales de troisiéme espéce,
c’est-a-dire cclles pour lesquelles @ () est nul pour des valeurs parti-
culiéres de = comprises entre « et {3.

H. Poincaré, dans ses Remarques diverses sur U'équation de
Fredholm (Acta mathematica, t. XXXIII, 1909), s’est occupé en
particulier de mettre en évidence quelles différences il y a, en ce qui
concerne les équations intégrales linéaires de premiére espéce, entre
le cas ou les limites o, § sont infinies et celui ou elles sont finies; & ce
propos, il a étudi¢ (p. 81).certaines équations intégrales linéaires
de seconde espéce i limites infinies, dont M. E. Picard, Sur une
équalion fonctionnelle du type de Fredholm (Comptes rendus,
13 octobre 1910), a signalé d’importantes particularités.

Le présent travail comprend deux Parties.

Dans la premiére Partie, nous nous sommes proposé de compléter
I’étude de la déterminante et de la résolvante d’un noyau donné par
’étude des propriétés des mineurs de la déterminante. Nous avons
exprimé algébriquement un mineur d’ordre quelconque en fonction
de la déterminante et de la résolvante et mis en évidence le role des
diviseurs élémentaives de la déterminante; I’analogie entre I'étude des
formes bilinéaires et ’étude des noyaux trouve une nouvelle confir-
mation dans l'interprétation des exposants de ces diviseurs élémen-
taires.
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La seconde Partic a pour objet l'étude des systémes d’équations
intégrales linéaires
Y=m

B
(3) 2 [ap,,(:v) oy (@) —kf byv (2, 8) @y (s) d.s‘] =cu(z) (r=1,2,..., m),

v=1

ol 9,(x) sont des fonctions inconnues; a,,(x), by, (z,s), c,(x) des
fonctions bornées et intégrables dans le domaine « Sz <f, a<s<B;
%, B, A des constantes ct 7, un entier positif.

Nous ¢étudierons spécialement les systémes de deuxi¢me ct de troi-
sieme espéce, c'est-i-dire ceux pour lesquels le déterminant

ap(x) .. au(r)

" A(x)y=| ......

al'll ("I:) ce a"l"l ('1.)

n’est pas identiquement nul dans I'intervalle Sz S,

Dans le cas ot A (2 ) ne s’annule pas entire x et B et peut étre supposé
¢gal a Punité, le systeme (3) est dit de seconde espéce. M. Iredholm
a montré, dans son Mémoire fondamental, qu'on peut le ramener a
une équation unique. Celte remarque, jointe a I'expression algébrique
des mineurs ¢n fonction de la déterminante et de la résolvante, nous
permettra de discuter complétement P'existence des solutions du
systéme de seconde espéce et de donner ces solutions le cas échéant.

La résolution des systémes de seconde espéce sans second membre
trouve une application naturelle dans la recherche des fonclions prin-
cipales d’'un noyau, telles qu’elles ont été définies par M. Goursat.
Dans le quatriéme Chapitre, nous donnerons l'expression générale
de ces fonctions.

La méthode suivie par Fredholm pour réduire un systéme de
seconde espéce 4 une équation unique s’applique aux systémes de troi-
siéme espéce et conduit a faire, corrélativement a P'étude de ces
systemes, celle de 1'équation intégrale linéaire de troisiéme espéce du
type (1). Supposant que les limites o, 3 comprennent le point z = a,
nous nous occuperons spécialement du cas ou a(z)=(x — a)’, en
nous placant au point de vue de M. E. Picard ('). Nous rattacherons

(') E. Picarn, Annales de I'Ecole Normale, 1911. Mémoire déja cité.
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4 ce cas I'étude, dans le domaine complexe d’une classe partlcuherc
d’équations intégrales de deuxiéme espéce du type

(5 — a)l’[@(,s). — ¢(5)] =k£b(z, ¢)o(L)de,

ol p est entier et A un contour complexe ne passant pas par le pointa;
celte classe a déja été considérée par M. T. Lalesco ('), quand p =1.

Nous terminerons cetle seconde Partie par deux Notes. Dans une
premiére, nous appliquerons les résultats précédents & certaines équa-
tions intégro-différcnticlles, notamment 4 une classe ¢tudice par
M. Boutnisky (*). Dans une seconde, nous achéverons succinctement
la discussion du systéme (3), en résumant les principales particularités
qui se présenlent quand A () est identiquement nul.

CHAPITRE PRELIMINAIRE.

FONCTION DETERMINANTE KT FONCGTION RESOLVANTE D'UN NOYAU DONNE.
ILEURS PRINCIPALES PROPRIETES.

Afin de ne pas renvoyer a4 des Ouvrages écrits avec des notations
variées et a des points de vue différents, nous résumerons tout d’abord
les résultats antérieurs essentiels concernant la fonction delermmame
et la fonction résolvante d’un noyau H («, y).

1. Nous supposerons que Ion a choisi les limites d’intégration «
et § égales respectivement 4 o et 1, et nous désignerons par D () et

(') T. Latesco, Introduction a la théorie des équations intégrales, 1912.
Ouvrage déja cité.

(*) Bournisky, Sur une classe d’équations intégrales (Bulletin des Sciences
mathématiques, 19o8).
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D (:v,,:cz., e @y
yl,‘)")s o '»yl/
TT=ow

. (— 7) f ! ! T Y .
(5) D()\)_E 0 ds,/o ds,...fo d’“’"(sx,sz,...,sm)’

(6)> D(x,,x,,...,.z',, l)
Y1 Yoy o0y &y

= e [0 ] .
-2( Dk f ds,/ ds,. .. d.cal-1<‘°’""“"“""‘”’f““"’*""’"“’>,
o 1 Ya, - H

sy Yqi Sy Say ey S

7\> les séries entiéres en A,

811899 <00y § . ¥ |
I-l( DR ") représenlant le déterminant
biylyy oy ity

H(s,, ) H(sy, &) ... H(sy,tp)
H(se, ) M(sy, &) ... H(so, t,)

H(suy b)) W(sta) ... H(sy tn)

D(R) est la fonction délerminante relative au noyau H(w, y) sup-
posé fini et intégrable en « et y dans le domaine oSz <1, oSy <,
Xy, Loy o0y X, . . ,
D77 "N ) est le mineur d’ordre ¢ de cette fonction déter-

7

.)'h .)’2\ ‘e ',yf/
minante.

D’une part, Fredholm a montré que la fonction déterminante D (1)
et son mineur du premier ordre D (y‘?\) satisfont aux relations
caractéristiques

D(o)=1, (7")

(7) dl()“x) _f < )ds, o
(8) ‘ ( |7‘>—”(’ ¥) (R):Af H(x, s)D(;I)\ (ls, (8"
) —l[ "“”’m(fll) (8")

D’autre part, Fredholm a établi :

1° Que si D(}) 5 0, ce que nous exprimerons en disant que A n’est



MINEURS DE LA FONCTION DETERMINANTE DE FREDHOLM. 239

pas un nombre fondamental, 'équation intégrale linéaire
1 -
(9) o(2) =2 [ 11(2;5)0(s) ds = (a),

ou f(x) est donnée, finie et intégrable dans le domaine oS« <1, A un
paramétre donné et ¢ () inconnue, admet une solution unique

1
(10) o) =/() +1 [ Rel,s, 1) /() s
Je(z, y, ) étant la fraction
()
(1) Kz, y,2) = T{)T

Il résulte des relations (8) que la fonction 3e(«x, y, ), dite résol-
vante du noyau H (., y), salisfait aux deux relations

11
—H(z,y)+ (2, y,)\):)\[ H(z,s)IC(s,y, 1) ds, (r2")
o

(12) l
-_:}\/‘ H{s, y) R (x,s,2)ds. (12”")
(,0 .

2” Que si, pour A=r¢, D(}) est nul ainsi que tous ses mineurs
d’ordre ¢ —1, son mineur d’ordre ¢ ¢étant différent de zéro, ce que
nous exprimerons en disant que c est nombre fondamental de genre g,
les équations intégrales linéaires homogénes

(13) cp(,-v)—lf H(z,s) o(s)ds = o,
(1) qJ(y)—?\[ H(s, y)d(s)ds=o,

dites associées,admettent respectivement les ¢ solutions indépendantes

D (‘z‘h Loy ey Zhya Ty Lhoeqy ooy Ly I C>
.y”'yg, ................. 1,),1/

L1y X9y v vo i avaseesastonn s Ly,
D( e
YisYay o ovevane v, ,v)’,/

(13) o(2) = () == (0=1,2,...,9)
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et
D(x.,x,, ................. y &y .
Yis Yas ovey Y0143 Vs Y0410 -"v.y'/
16) (»)=W =
(16) v(») 0(y) D (x,,x,, ................. y Ly
. Fir Yoy covevee i 'Yy

Les ¢ solutions ®(x) sont linéairement indépendantes, ct il n'y a
pas d'autre solution indépendante des ¢ précédentes pour I'équa-
tion (13) et la valeur ¢ de A. Ces solutions sont appelées solutions

JSfondamentales relatives au point c.

3° Que, pour A = ¢, nombre fondamental de genre ¢, I'équation (g)
n’a pas, en général, de solution; les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que des solutions existent sont les ¢ conditions

(17) f Wy(s)f(s)ds=o (0=1,2,...,9).

Ces conditions supposées remplies, toutes les solutions de I'équa-

tion (g) pour A = ¢ sont définies par I’égalité

Wl 0:/[
(8) o(z)=/(2)+c [ K(w,5)/(s)ds+ 3 arbo(a),
¢ 0=1
ou K (i, y) désigne la fonction
D <‘r, Ly Loy o ey Ty )
(19) K (2, y) ="—s it da 00 Fy )
s Ly

ct ou les @, sont ¢ constantes arbitraires.

2. L’étude des noyaux H(x, y) et de leurs résolvantes a été faite
par MM. Goursat (') et Bryon Heywood ('), et complétée par
M. Lalesco ('). Rappelons les principaux résultats de cette étude.

Deux noyaux, H(xz,y) et K(z,y), sont dits orthogonaux s'ils

satisfont aux deux conditions

(20) fll(w,s)K(s,y)ds::f H(s,y)K(x,s)ds =o.

(wh(l'g,...-. a
b
YieYar -

(1) Mémoires déja cités,

B=1,2,...,9).
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Premiére proposition. — Si un noyau H(z,y) donné¢ est la
somme de plusieurs noyaux composants orthogonaux deux a deux :
1° la fonction déterminante du noyau H(z,y) est le produit des
fonctions déterminantes des noyaux composants; 2° la fonction: résol-
vante du noyau H(z,y) est la somme des fonctions résolvantes des
noyaux composants.

Deuxiéme proposition. — Désignons par h.(x,y,7) la partie de
la fonction méromorphe 3¢(x,y,d), résolvante du noyau H(z,y),
qui devient inlinie pour A = ¢, et soient ¢, et ¢, deux nombres fonda-
mentaux du noyau H(x, y). On peut poser

H(z, y, ) =h.(x, ¥, \) + b (2, y, }) + h(z, y,}).

Les noyaux A, (x,y,0), &, (x,y,0), h(x,y,0) sont orthogonaux
entre eux deux a deux et admettent comme résolvantes respectives
he(x,y,N), h.(xz,y,N), h(z,y,N).

ILes deux propositions ci-dessus montrent qu’on peut étudier sépa-
rément la partie du noyau /%.(x,y,0) ct la partic dc la résolvante
h.(z,y, L), relatives au nombre fondamental c.

Soit ¢ un nombre fondamental de genre ¢ annulant p fois D (}).
h.(x,y, }) peut étre considérée comme la somme de ¢ fonctions
o (2, y) ‘?(r?,:—l(x’y) + 40)(39 Y)

0 1"0 —
(21) Ad(z, y, ) = o= )\)nu+(c—-)\)”o—l ... _c——-)—. (I=1,2,.., q),

les fonctions ¢, 94, ..., 9,, ¢tant définies & 'aide des constantes arbi-
traires @ par les relations
i:ne

W= Y af(=)pr0,
i=1
i= ny—1
o0z, y) 2 a ad () B (¥
(22) / ‘1_1
l_':nﬂ—-"

o0(2, y) = Z ala® af(z)BY, (),
i=1

(?l,?;( y) — [((0)a10) adh “40) (&) pll?o)

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. III, 1g13. 31
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ny+ny4-...4+n,=p ct les 2p fonctions a”(z) et B (y) qui
existent, quel que soit le choix des constantes a”, forment un systéme
de fonclions biorthogonales.

I (,y,0) est dit noyau canonique d’ordre ny, h*(xz,y,\) résol-

vanie canonique d’ordre ny correspondant & cc noyau.
De plus, la fonction déterminante du noyau A" (z,y, o) est

( )\)”0
] — — .
[

Dans la premiére Partie de la présente étude, nous définirons les
nombres n, n,, ..., n.

PREMIERE PARTIE.

SUR LES MINFURS DE LA FONCTION DETERMINANTE DE FREDHOLM.

CHAPITRE 1.

EXPRESSION ALGEBRIQUE DES MINEURS DE LA DETERMINANTE EN FONCTION
DE LA DETERMINANTE ET DE LA RESOLYANTE.

3. Nous ¢tablirons tout d’abord une formule importante de la
théorie des déterminants, formule qui sera unc généralisation de la
forinule bien connue
P P — or 9P 9P JP ,

da,, 00,  0aps 0,  Jda,, 0,

(23)

ou P désigne le déterminant

ay ... Ay

P=

Qpt . Aup

et ry, 'y} 8,, §,, deux combinaisons simples 2 4 2 des nombres 1,
R T8

La généralisation que nous avons en vue est la suivante : désignons
par Pviw- le déterminant obtenu en supprimant dans P les lignes 7,

TR TR
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Iay ooy 1y elles colonnes sy, sy, ..., 5,5 nous nous proposons d’établir
la formule

P.«,l, Sty rrreeeny Sy P.\’,,,\',I,s,,_l, veey 8y Px,,_.,sq__,, ceary 8y
Py lytaeen e Iy P ly—gpeesomsly 00 Pipgeto s seiseer 'y
B ]’y"u- Sty reeee 0y Sy ')-“4- Sy Sy—ts 2002 Sy Su—118g—a, cs0err 5y

24 P ])-‘ln“m EREP ot} Pas g Py e 'y Py lglgetsennly 00 [RIRTEIRIRTE N B

Pl ety =

I N AP e o tes et e
P"’l’"’I"""""""’ ],s,,.c,,,.s‘,‘_,, reery 8y ]—,.v,l_,,.v,’_,,u..., N
Py - Vg=greenn 't e e TA L B Pyt Py —goeeeres Iy

Piy Iy vvey Iy 84y Say ooy 8, désignant deux combinaisons simples ¢
4 g desnombres 1, 2, ..., n.

La formule (23) peut s’¢erire
PP

(25) P Pl =
NNy s )
PPy

et n’est autre que la formule (24) dans le casde ¢ =1,

Supposons donc la formule (24) vraie jusqu'a une certaine valeur
de ¢ et démontrons (u’clle est encore vraie pour la valeur ¢ + 1.

Pour cela, prenons la dérivée des deux membres de (24) par
rapportia, . . ., ensupposantr,,, différentdes nombresr,, 1, ..., 1,
et s,,, différent des nombres s, 5,, ..., s,

Nous obtenons, en multipliant les deux membres par (— 1)"s+*ys,

(26)  P(g =[Pl P P

LT IR ETE 3 Pyt Pislgens bty
P.\',,, Sty seeees Sy Iitr S e a SL N e Si o Siee, ey S S Sy ey Sit g SirSimgyerey S1a 8o Sivky Str Sg—ts e e 8y
L C I P TRUESTR YN Ppb g gy oo aen ey 1y P Vgt sanevssesesiny Iy L Vi Vgmity soeoee iy
1=
P.\',’,.y,,_i,. ceeeey 8y ]-_).c‘-_,,.\';_,,...,.\-,, s N P.\'; 48 gy SH Sy S e Sidy P.vi..s‘,».,.l,...,_\-I_."'I‘ e Sivn P,.-l,__(,.ﬁ,’,,, ceeer Sy
— z Po by gy 0 e Pia b Vygmty seseresneees 3y T R L TR PR ry Pi g lg—tse e e Pl U=ty
el ERPRRURPRPR e e e eirear ey teeerreraeeeaes Cee e
=
P.v,,,.v,/_,_......-.,sg ),\',-_,,,\',»__,,....,.\',,.\‘,,'...,,vi 3 =12 S 0s '""\."'\"I" grrer Visk g Wi .\"«_,,...,.vh.v,r...,.v,».,,, I).\',,_,,.\','__,, ey Sy
R I Pty gt et ansenerney Iy LTIy P SR A Ty N R TRITIT Y oo Pyt Py e 2y
k) ? d
D’une part, remarquons qu’en vertu de (24) ona
Sy S reniaences Sy 38 gt Sqmts <09 108y 4
Py Py vseesanes 2 v Pyats Pyaeses seees Iy
])"'q-H P-‘nsm EREFERT [l P
e P T = e e
p"‘q‘“""l’ ceviteieiey Ny DS —tr Sg—man 20 1y Sy
Pyt Py e Pallyeg 000 Pyt Py =gaeens P lyeby

D’autre part, multiplions le terme général du second membre
de (26) par [Pﬁ:;’;:;;;;;’;'q'::]"" . Pour cela, multiplions les ({ — 1) premiéres
colonnes et les g—; derniéres par ce déterminant & la premiere
puissance en tenant compte de la formule (25).

Soit j le rang d'une des colonnes considérées, elle peut éire rem-
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placée par la colonne suivante :

]) 'c['—lt"i”"“"“l""l/+Iv".l/""l"}]""l ])"’/""""“""“’/"""“I’ l»).\'l'_‘....,.t',.\',/.‘_ "‘q'/"""'i"" P.\‘/' 1y ...,4\',,'\‘,,.“.,.?,‘
Yy -1, .

Fydergpeeereranieiiiinin, ' Peppevonnins R VIEERITERRPIRTER RPWN Pybaal'qreeaees My
P.",'_,.-b"'_q....,<\“..\‘,l.(. |,-S‘,,....,.\','+4 psi._,....,\' Sgreeny §f _ ],‘\‘i_,......\'i..\',/Ag. 1.,\',,.,‘,.\‘/4.1 l).Vl;h.....\',‘.\',l,.... .\'i
(27) rylgaidige W'y Il e Py POl geeeesineni WMy Pasl'gegseeneenad’y )

])"‘I"""’l’"""""c'"“’l"‘"“"/"""“""" l).\‘,’_h...,s,..\‘,l....,.vi . \'I'_g....,s,..v,,.._,,.v
Fgeail =gy enenes Pul'get 1l oy eanentl’g Pyt Vg ogyenens

S l)
Sl V=1l g—ase

Le déterminant du terme général du second membre de (26) ainsi
multiplié peut alors étre remplacé par 27-* déterminants partiels et
tous ccux de ces déterminants partiels qui contiennent deux colonnes
provenant des termes soustractifs des sommes (27) sont nuls comme
ayant deux colonnes proportionnelles.

Le déterminant du terme général du second membre de (26) mul-
tiplié par [Py %]9"" est donc finalement égal 4 la somme des
g termes suivants :

1° Le produit

351 S e Sq=1s ¥y =1 e0r S5 8y 1 1
Pyere Pguent’s e Pyas g eve ey I

S40 8g0 e 8g J1p—1
lpf 1 '/J/ ......... e e .

T TR ]

I).\',,.,.,,.«',/, rens ¥ Sg=1s Sg=200e0r S5, 844
Pty el Py 0t Pty gmgenens 'y, Py

2° Les (¢ — 1) produits

_ st_,,...,.c,,.r,l+,,.v7,...,.c,-_.., Il)s:.x,....,s,/ q-—-2 A.
P lgmts evniiieiinn, ’y R |

obtenus en faisant varierj de 1 4/ —1etde i +1 4 ¢ et ou A; repré-
sente le déterminant

P.s‘,,“,.\',l,.....,,.\', P.s‘i_,,A..,.s',,.\',,+.,.4.,.\',' Psi-,,...,.v,,.v,',...,si P.e,-,...,.v.,s,,.,.|,,..,vi+.= ]).v,,__,,s,l_,,...,.c,,.v,,.H
veanyl'e eer Pty lpeennseeess Iy Pyans gy eeesens rg Pyt s eeereil'y see Pyl oty

I).v,,+,, Sppevers Ny p.\‘,'_,....,.s',. St tieeS| S j=treeesS1y Sipss o8 P.\'/,.... SO Sg4 Sk PS"—"\." PR I
POyl gueeenl’s (344 POl Pygaeneen sl POty g3 Putybe Ly, 73 ese PO g e g

........... tse  teeasteecseane P AN et ettt e e . cet et ee e

‘\-q_',,,s,,, ...... g ]’)S,'—Q,...S‘,S’l+‘,4»:,-‘.,' S,‘-,,...,.\‘.,.G‘,l,...,.\‘i P.s‘i,...,.\‘.,.V,,+,...,xi+, ].),vq_i,,\',l._,.....,.\‘.,»\',, [

I’,,_g,"./' [RERA Ry 231 e Vg—ts Vg=tsor s "tV g4t L S IR P Y| R T R L R R ",,—n»",,—a--w":.l'lﬁ 1

Envertu des remarques ci-dessus, la formule (26) peut s’écrire, aprés
[p 54y 53y ~--.-\‘q+,]q-—|

P43y vy Pgyaey

(g—1) [p-‘x,s,. a2’

L TR AT rq

multiplication des deux membres par

IS g ts s eeennes s S A',,-ln",,—'.-, oSSy
PyetanPypeccanees y '3 M TR TRIT y 'y
Pl P pisem | SO TR
B0 Py Pl aly
P-‘:ﬁ-p Sqreceeeeee » ¥ . ])~\',,-—1, Sy—2ee 0SSy ke
i=q Pg—tlg=trens P Pyey 00 Pyt Py—gy e P gy

§jm 51,8 5
— Pl S0 Sybp e ,-H] A
2 [ I',,,l',,_. ........... N J

]j=1 .
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rapport & sa derniére ligne.

L’égalité (24) est donc générale. C.

4. Nous nous proposons d’appliquer la formule précédente & la
prop ppiq p

Q.

F. D.

fonction déterminante D(A) d’un noyau H(z, ) et 4 ses mineurs.

Auparavant, nous reprendrons la démonstration d’un théoréme di

a Hilbert (*)

245

Cette égalité n’est autre que I'égalité déduite de (24) en remplacant
q par ¢ +1 et développant le déterminant du second membre par

Supposons | H(zy)| moindre que M et considérons les déterminants:

1—->il~l
n
ﬂ|1<
n
A, (M) = ﬂl‘l
n
———)‘H(
Xy Ly o0y Ty

x)
)’1’ Yoy ooy .7’/
H(z,, y,) H(z,, ¥,)

H(z,, Y1) H(z,, Y)

..................

H(z,, y,)H(z, y,)

I 1
H <-I—l ) y‘) 1§ (Tl ’ y2>

..................

1

“ru(lL,? —*u(L, 3 il T
n n’ 7L> n n’n n n’n
..lu(?.,i) ﬂ[-{(ﬁ,i) —2 1(3,..
n n n n n n n n n
_"'_)‘11(_3_, 3) ,_Zﬂ(i, §.> —*n (:93, n
n n n n n n n n n
:J.H<ﬁ,3> —* (Li) ,._ln<ﬁ,£>
n T n n n n n n n
A 1 —A 2 A
@,y —-H (ml,z) —u (xl, ;> —u
— 1 — 2 —2
H(.’l‘z,}’,/) Tl[(xg,—;) TI{<Z‘2’;;> -—n—'ll
A 1 — A 2 —A
H(z,y,) - H (.:c,/,—,;> — i (x,,,;;) TH<
11<l,yq) ._lu(—‘,i) —_——)‘H<-'—,-2-> = {(
n n n n n n n n
1-1(3,%,) :l|1<3,l) :_3u<3,3) jH(
n n n n n nn n
H(.’f,yq> 1).‘U<fl_,_‘.> __)‘H<_’f,3) ,._Z‘n<
n n nn n n n n

.............

(') Hiueert, Mémoire déja cité (Erste Mitteilung).




A

H(h, b u(ﬁ a
n n n n
Gi=n 1an iz l") [2 i,
— (o] p s 1 L2
Au(D:Z (-—nl> 2 é ”(n’ n “(n n)
wW=0 P TR [ I
(=, b8\ p(e, b ]
n ’ n n ’ n
et
<wl, Zyy vony Xy 7\)
\To Yo s Y ,
i
Wy, ) W) e W, y) U )1 (s
H(zy, y1) H(xs, y2) H(xg,)',,)fl(x,,-l—:)l*l(xz,

)
r-'r:n(_ )\)m 1dn . H(zg, y,) (2, y,) H(xy, yo) (w,,, -é) H (x,,,
- n 1) ‘ ‘ I 0 i
T=0 iy H \;11 s _y,)H (’—:,)-2) H (—,i, yq> H (71, -'% H <;'

par &% (
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Tutorime. — Lorsque n entier croit indéfiniment A,(N) et
A”<'/I"I,"v2a ey Ty )\>
VATV A TIRERT N 07
tendent respectivement vers D()) et
D<a:l,.z'2, .. .,m,,lz>
Yis Yoy ooy Yy
A i ! : Ty, Lgy o vy Xy
Développons en effet les déterminants 4,(}) et A, (y y y 7\>
W2y =2 /g

par rapport aux puissances croissantes de A; on obtient

.........................................

1l <‘7:-, y,>1—1 (‘,—:m)

\ ot » of
Nous désignerons par &°
Ly Loy ooy Xg

) le coefficient de (— A)® dansA,,<
NATHLTREREN £

..........

.........

e H Iy lg
)l’ n

le coefficient de (— A)® dans A,(Q) et

Ty Ly «

Y152 -

CZy

e Yy

x).'
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D’autre part, nous désignerons par d le coefficient de (—X\)®
Ly ooy Xy, .

dans D(Q) et par (l‘“( P ’) le coefficient de (— )™ dans

Y1y Yoo -0 Yy
D(w,..v,‘ ey )\>.
BT ATRENTS ¢
Démontrons que

D(a:,, Loy ooy Ty
WATIVATIEEREIN £

l) = lim An<$“ Taeen By
n=wo yhyﬁs Hw)’r]

A).

On démontrerait la formule

D(})=lim A,(})

n=wm

de la méme maniére en faisanl ¢ = o dans les raisonnements qui vont
suivre.
Remarquons que, en vertu du théoréme de M. Hadamard sur la
1} . Tyy Lay ooy Xy
valeur absolue d’un déterminant ('), (—2A)® 3‘“<y"y’ ’y’) et
2y« v Yy

ty Loy oy Ty ,
(=1 d“(a’" o > sont moindres en valeur absolue que
Y Yas - ’., q

_pElyaegm]|7
wl

terme général d’unc série & lermes positifs convergente puisque

/ T+q
lim “f*‘—|,m|1|1v1\/(1+ : > Verg+i_,
T=w Ug T +q @+ 1

On peut donc déterminer @ suffisamment grand pour que, quel que
soit z, on ait simultanément les deux inégalités

[ =0
Xy X3y ..-,(E,, ) i Lis Loy oo oy Ty . €
A, 1) — (—wa;,< );T,
( 8) ‘ (yhy‘h ey Ve 2 ) Y1y Y25 «+ s Yo 3
2 /
Zyy Loy ooy g Tyy Loy «oey Ty €
D 7\) (— 2y d‘( > PR
' (}’la Yas +o s Yo E Yis Yo oo Yy 3

(') La valeur absolue d’'un déterminant d'ordre w dont tous les éléments
‘CT

sont <M en valeur absolue est inférieure & M@ 2 (Bulletin dec Sciences mathé-
matigues, 1893, p. 240).
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¢ étant unc quantité positive aussi petite que I'on veut donnée &
I'avance et A ayant une valeur donnée.

D’autre part, il résulte de la définition méme de 'intégrale définie
qu'on pourra déterminer n suffisamment grand pour que les & +1
inégalités
‘(_ 26l (xl, Tay ooy x,,) (i (.’z,, Xgy o uiy “‘v)
Y1y Yas ooy Vg Yis Yor -0y Yy

(i:0> Iy 2, ...,E)‘)

<

3w+

soient vérifiées pour une valeur de A donnée. Ces derniéres inégalités
entrainent la suivante :

(=07 i=v3
) xl\xzs-H»xq o F1s L2y o0y Xy €
29) (-wa'( >—S‘ —)\)'a.’*< ) <.
= i§o o VAT CIEERE I ,‘:,( Y Yo ooy Ve 3
Des inégalités (28) et (29) résulte I'inégalité
lD(xl,xE, couy Ty )\) A <.r,, Lyy oy Ly )\>l <
n
NATIN S TRERRRIN 07 Yir Yay -y Yy
pour # suffisamment grand ; d’oli 'égalité
im A (.z',, Ly ooy Xgq )> _D <x,, Lyy ooy Xy ‘)\)
n v — *
n=ow ,)’H _]'2, ...,.yq }’1» J’z, "'7}/1/
€. Q. F. D

$. Appliquons maintenant la formule (24) au déterminant

Lyy Xgy o ooy Ty
A,,( )

.}’1,)’2, '~~:yl/
en prenant pour 7y, 7y, ..., 7,et 8, 8y, ..., s, lacombinaison 1, 2, ..., ¢,
on obtient

Zyy Tgy o0 o0 Ty
Ni
Y1y Yar -+ -3 Vg

N All(;’:’l)\) A, ;:l)\) v A,,(,r[‘;l)\)

Ba() MDY - A
).)[A,l(x)]w: AN AGHIY) A |

...........................

Faisons maintenant croitre n indéfiniment et appliquons le théo-
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réme d’Hilbert, nous obtenons la formule que nous avions en vue

(30) D<.’L‘h-’l‘25 ey >I_D(X)]7 -1
}’n)’a, .. 3)’/[

D<'”' x) D(‘”' A) D("” x)
)i Y2 Ya

..............................

1)(’" A) D(x" 1) D(”’" A)
Y1 Y Ya

et dont nous nous proposons de faire un important usage.
I<crite sous la forme
i)

(31) D<.z‘,,.1::_,,.,.,.'z,‘,,
Yo Yas oo ¥y

I (xy, ¥y d) H(zye,d) .. H(zy ygh)

JC( 2oy y13 N) Fe( Ty yar B)  ovn TC(@p ¥y N

F(zy 7y, 2) H(zgyynd) oo K(xg vy )

=D(})

elle donne 'caxpression algébrique des mineurs de la déterminante
en fonction de la deéterminante et de la résolvante.

6. Comme application immédiate de la formule (30), calculons

Pexpression de la résolvante e(w, y, A, ) relative au noyau

se(x, y, A) et au paramétre .
En vertu de (31)

1 1 1
- o) Ly 81y 89y« 09 S

2‘( ) [d.s,fdsz...f d.s'c,l)< "
- Jo A VoS Say ve oy S

! 8§15 S §
- 1952 o5 8oy
/a’s,fds,...f a's,,,u< e

0 Sty 82y -« -y S

Lie terme en A% p.“’: du numeérateur a pour coefficient

(— ‘)m +0, Ly Syy 83y o ooy Sovy400y
— ds, dso e a’sc,l_ma 8 ,
o lwe! | Y8y 82y ooy Smram,

Journ. de Math. (6° série), tome IX.— Fasc. III, 1g13. 32

K(z,y, )=
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et le terme en A™ y."’s du dénominateur a pour coefficient

A
—l""”'7 Sty 82y 0oy ST
Sk i ) (lsl sy dsmm I )
S1y Say + « oy Sy,

On voit donc que

o=

Iy )k )= F=a

oy S

1 ! o
2 (-')m()‘_'_“)nf s, [({s,,., /‘ dsp 1 (J,Sn-":z’..

o=

c’est-a-dire
(32) Je(a, y,h p) =3 (a,y, k+ ),
formule bien connue.

7. Considérons la fonction

go [(F0 T Ty
Y1 Yay <0y )y

XYy Ty oy Xy

D( ),.>
)‘) — N - Ny

D7) ’

relative au noyau H (z, y) et au paramétre A; désignons par

3C<x|, Ty, . Ty 7.,11.)

Yy Yar oo v Yy

t
2‘ (—I)UO\—I—[J-)U /' dﬁf (lc,...f dsmll< $1y Sgy vees
o Sy, Say 00
[+

la méme fonction relative au noyau 3¢ (i, y, A) el au paramétre ..

Il résulte des formules (31) et (32) que

(33) :Jc('”"'”ﬂ""’xv )\,,J.> —ge ToFwet
)’l’]‘gv'--w.y(] \yl,}/z,...,y"

géncralisation de la formule (32).

8. L’¢égalité (30) est un cas particulier de I'égalité
7> [D<a“ %y <o er Ok
@lv ), PRI p/.'
Z) ..o D <mh Fir gy v ees Tl
Y BB o B Yoo Bu Bos - s P

\ D<~'l'v/1 Ops Jay v oy %y )\) D<J:qﬂ Oyy Olay oo vy Oy
' ” , v ”
)’hﬁhf’z; e Mk )q,f‘lapr ey PR

qui s’établira de la méme facon.

. ;@ 0
YisYay o0 Vg B1, Bay Teey 2k

<-‘7’|»"~1»0fzy ey O
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CHAPITRE II.

SUR L'ORDRE DES POLES DE LA RESOLVANTE D'UN NOYAU DONNE.

9. Tucorine I. — Si lon considére deux noyaux orthogonaux
H'(z, y) et H" (2, y), le mineur d’ordre ¢ de la déterminante D (1)
du noyau H(x, y) =H'(x, y) +H"(x, y) est fonction linéaire et
homogéne des mineurs d’ordre o a q de chacune des déterminantes

D’(X) et D"(R) des noyaux respectifs H'(w, y) et H' (x, y).

En effet, en vertu de la formule (31) et des propri¢tés des noyaux
orthogonaux (n°® 2),

)

I (g, yis N+ I (21, y0 2 oo I (g, gy B) T (2, ¥4 D)
=D RDR)] e e ettt

(2 yi, N+ I (2, 7,8 oo I (2, Yy A+ T (245 74, V)

Ty, Xy ey Ty

(36) D(,
JI?)’?’ '--1yr/

Le déterminant du second membre peut se décomposer en 27 déter-
minants. Si nous faisons cette décomposition, nous obtenons une
- somme de termes de la forme '

Jc,(xhylr)‘) LA Jel('”l)}’ma)‘) Uc”(-Tn}’m-;-xﬂ\) :}C”(l‘l,'l',,,).)
D' D (A)] e e e e e, e e

(X Y1 k) oen T (g Yer A) I (g Yaars A) oen B @y yor D)

une permutation quelconque des variables y,, y., ..., y, pouvant étre
substituée 4 la permutation y, ¥,, ..., ¥,

En développant le déterminant du terme précédent par rapport
aux w premiéres colonnes, d’aprés la régle de Laplace, on voit immé-
diatement, en vertu de la formule (31), que ce terme est une somme
de produits de deux facteurs dont I'un est un mineur d’ordre & dela
déterminante D’ () et I'autre un mineur d’ordre ¢ — & de la déter-
minante D”(A). En faisant varier @ de o & ¢, on démontrera donc le
théoréme I.

10. De plus, en vertu de la régle de Laplace, on voit que le second
membre de (34) peut étre formé de la fagon suivante :
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Soient

(L) ila i21 ceey l‘l/’

) Juo Ju e g

deux permutations simples quelconques des nombres 1, 2, ..., ¢ et
soient Z, j les nombres d’inversions respectifs de ces permutations

D(“f'n“‘zv s Ty 7\)

VAT ATINERE £

Z (—— I)H—" <$in Liyy » 00y Ty,
- o! ﬁl

YionJYiso cos Y,

)> Dll<xiu+l’ Liyyar oo '737/‘,, )\>
' ¥
-}/juﬂ’yjq“\ oo syj7
la somme du second membre étant étendue & toutes les permutations

simples (i), (j) et & toutes les valeurs des nombres entiers positifs ou
nuls , 8 tels que a + f = g¢.

11. Corollaire. - La régle précédente se généralise facilement si
I’on suppose
H(z, y)=H(z,y)+ 0 (2,5)+...+HY (2, y),

les 0 noyaux composants H(z, y) étant orthogonaux deux & deux.
On a avec la notation précédente

L1y Loy o 0oy Ty _ (—1)i+f
D<J’nyo,-.., Ve )\>_Zal@l...alr! -
< D/ <.Zi‘, xi“s vey -’L','a

.y.iﬁ.yfa’ s "J,j'/.

)

e D (.T,'%“, ‘v"arrﬁ’ R “T’.wo-ﬂ
-yja-n? yfu+2’ N ’.yju.r"
2

X

1% D(O) (xiy.+ﬂ+...4o‘+|’ xiu-u»ﬁ~o—...+a—|-':' MR R |

Yieapsrnacit? Yiaa Btovdor2d * 0 ’yjq

).) :

La somme du second membre est étendue & toutes les permutations
(¢) et () et & toutes les valeurs des 0 nombres entiers positifs ou
nuls «, 8, ..., 0,7, telsque a +B+...+ 0 +1=gq.

12. Tuiorime Il. — Etant donné un noyau H (z,y) = h, (z,y,0),
somme de q noyaux canoniques relatifs au nombre fondamental ¢
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(n° 2), le mineur d’ordre q de la déterminanie D()) de ce noyau
n’est pas identiqguement nul pour \ = c.

Ona vu (n° 2) que la déterminante D (1) dunoyau A% (x, v, 0) est

D(‘J)(?\)::(l— %)"".

Il résulte de la et du corollaire précédent que les termes qui ne
. Ty, Zyy oo, X,
contiennent pas (A -- ¢) en facteur dans D ( h ’

. )’n)’z‘---,yq
compris dans la somme

S(— 1)+ D) (”‘x) D) (Wx) Dm( i 1),
Yii Yia qu
(¢) et () étant les permutalions définies ci-dessus, ct cette somme
¢tant étenduc a toutes les permutations simples (7), (7).
Par suite, en se reportantaux formules (21) et (22 ), on voit que les
termes en question sont tous compris dans la somme
P(a)z‘( 1+ D () BV () ol () B @ () B
cp ( g a Wi, ig @ . Ay ( ,,)ﬁ (.)/,,)’

[NV

7\> sont tous

P(a) désignant le produit des constantes a;' (6 =1,2,...,¢4 et
Y] = 1,2y .00y NNg— I).
Cette somme peut s’écrire

al(zy) oP(z) ... af(zy)

S — Pla)| aft(zy) aiP(x,) ... aff’(2y)
N
al (z,) aP(x,) ... af(z,)

Bl (1) By ..o B(y)
o | BRye) B () o BN ()

Bl (ye) Bays) .- BRN(Yy)

4

Je dis que les deux déterminants qui entrent dans cette expres-
sion ne sont ni l'un ni 'autre identiquement nuls; car, si le premier
par exemple était identiquement nul, on pourrait déterminer des
constantes @,, a,, .., a, non toutes nulles et telles que

aidﬂ“(w) -+ aaa(f)(x) +eal+ oz,,oc("’)(.’v) = 0.
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Or, ceci est impossible, les fonctions () formant avec les fonc-
tions 0'"( ¥ ) un systéme biorthogonal (*).

S est donc différent de zéro et cette proposition entraine le théo-
réme II.

15. Tutonine IIl. — Etant donné un noyau h,(x,y, o) somme
de q noyaux canonigues relatifs au nombre fondamental ¢, le
mineur d’ordre 0 < g de la déterminante D(\) s’annule

nopy - Nope. .. 1y
Jots pour A == ¢, si l'on suppose
mZn,z...2n,
Nous fixergns les idées en supposant

RyZRZ. 2 NGy > R,
RY_ ;= No_jpy = .= NG= NG == . o = Ry,
N> N jp1 2 M jop 2o o 22 Ny

Soit, d’autre part,
() Uy, Ugy  ovy Uiy
une combinaison simple quelconque 7 +1 & i+1 des i+ j+1
nombres (0 — {) (0 —i+1)...(0+)).

Le corollaire du théoréme I montre que les termes de moindre

degréen (¢ —2)dans D (m" Taree xg\ )\) sont donnés par I’expression
Yis Yoy oy Y0
,>

E — <I _ z)"ﬂ+|+"0-n+...+nq ZD(,‘) (‘T“ Zyy ooy Xy
c
le terme sous le signe ¥, désignant le mineur d'ordre § de la déter-

(1) YisYey « 53 )0
minante du noyau

WP (@, y, 0) 4 B2 (2, y,0) +. ..+ R~ (2, y,0)
+ Wi (z, y, 0) + ki (2, 3, 0) +. .+ Lo (2, y, 0),

et la somme Z étant étendue 4 toutes les combinaisons (u).

(') Voir a ce sujet LaLesco, Introduction & la théorie des équations inté-
grales, p. 35.
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Cette somme ne saurait étre identiquement nulle pour A =c¢. Il
Lyy Lgy « ooy TP
Y Yo o0 s JO
terme non nul pour A = ¢, lequel est le produit d’une constante par
le produit de deux déterminants non nuls

résulte en effet du théoréme IT que D“‘)( 7\> contient un

A @) o A a(@) L el ()

a\(z,) ... dU(,) oc"‘l’(a?,) ceealfird ()

W) e BRI BRI e Bt ()
s . R I S vee seeeaes oo |,
(35,‘.’(%, e BITN(yg) BEI(yg) oo BhEN(yy)

Par suite, si la somme

3 e (* xxol)>
o Y e o Y0

était identiquement nulle, il cxislerait une relation linéaire & coeffi-
cienls constanls a,, @,, ..., @ ; non tous nuls, tels que

a0 (z) + agaiP () +. ..+ a0,4_,~ot‘0+/’(x) =0,

-ce qui est impossible en vertu de la biorthogonalité des fonctions
() oL BY(y). | |
On voitdonc que E est divisible parla puissance ng, 4 ng,; +...+n,
de (A —¢) et n'est pas divisible par une puissance supérieure. Le
théoréme III en résulte immédiatement.

14. Nous sommes maintenant & méme, pour un noyau donné, de
préciser la signification de l'ordre des péles des résolvantes canoniques
composant la partie du noyau relative & un nombre fondamental.

Soit un noyau H (¢, ) tel que pour A = ¢ sa fonction déterminante
s'annule p fois et tel que le mineur d'ordre O de cette déterminante
s’annule p, fois.

En vertu de 'orthogonalité de la partie A .(«, y, 0) du noyau
H(x, y) relative au pdle ¢ et de la partie H(z, y) — A.(x, y, 0), il
résulte du théoréme I que les nombres p et pg sont les mémes pour le

noyau /%,(x, ¥, 0) que pour le noyau H(x, y).
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Si donc h.(z,y, \) est défini par les égalités (21) et (22), on
déduira des théorémes II et ITI les égalités suivantes :

n=p —ps,
ny=p, — pa,
............. ,
(35) RY== ph_y — PO,
............. ,
Ny = Py—1,
py=o.

Ces égalités définissent les ordres des poles des résolvantes cano-
niques.

Par analogie avec la théorie des diviseurs ¢lémentaires d’un déter-
minant dont tous les Lermes sont fonctions linéaires d’un paramétre 2,
nous traduironsles ¢égalités ci-dessus en disant que : les ordres des
péles des résolvantes canoniques sont les exposants des diviseurs
élémentaires de la fonction déterminante.

15. 1l est notable : 1° que
P>p>pe>. 0 >pe (V)

2° (ue
nZny2...zn,

De ces inégalités ct des égalités (35) résultent un certain nombre
d’inégalités intéressantes:

1°Ona

Po1= 0o+ R ..o+ Ry,
d’ot
Poazny+gq—9;
cette inégalité a été donnée par M. B. Heywood pour 6 =1.

La somme du genre d'un nombre fondamental et de son ordre
comme pole de la résolvante est inférieure & son degré de multiplicité
comme zéro de la déterminante.

2° Comme 7, 2 ny,

P = PiZ Py

(') Voir a ce sujet B. Heywoon, T/ése déja citée,
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Un nombre fondamental de genre g est un pole de la résolvante
d’ordre au moins égal 4 son degré de multiplicit¢ comme zéro du
mineur d’ordrc ¢ —1 de la déterminante.

3° Comme ryZ rny_,, ’

dot Po-1 "POiPO—POH‘
ou

< Posr = Po—y
Po= -

La multiplicité d’un nombre fondamental comme zéro d’un mineur
d’ordre 0 de la déterminante est inférieure ou au plus ¢gale 4 la
moyenne arithmétique des multiplicités de ce nombre fondamental
comme zéro des mineurs d’ordre 0 — 1 et d’ordre 0 + 1.

DEUXIEME PARTIE.

SUR LES SYSTEMES D EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES.

16. Dans cette seconde Partie nous nous proposons d’¢tudier les
systtmes d’équations intégrales linéaires du type suivant :

v=m

1
(36) 2 [a,,,,(x)@v(x)—)\f byy (2, 8) Gv(s)ds] =cp(z) (p=1,2,...,m),
v=1 0
ou ay,(x), by (%, ), ¢,(x) sont des fonctions bornées ct intégrables
dans le domaine oS« <1, 0SsS1; A un paramétre donné et 0,(z) des
fonctions inconnues que I'on se propose de définir dans le domaine
olxzZll.

Considérons le déterminant

................

ami(x) e a,,,,,,(:z:)

etsupposons qu’il ne soit pasidentiquement nul dansle domaine o Sw <1
Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. III, rg13. 33
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et ne s’y annule que pour des valeurs de « isolées ct en nombre fini.
IFaisons pour un instant Phypothése (ue les fonctions 0, () aicnt
1

ét¢ remplacées par leurs valeurs sous le signe [ et résolvons le

0
systtme (36) comme un systtme d’¢quations linéaires en 0,(x),
0,(x), ..., 0(x).

Nous obtenons le systéme équivalent

A(zx) Gu(w)::fu(w)+7\2 f Kuv(2, 8)0,(s)ds  (p=1,2,...,m).

Posons =
A(@) b () = gy ()
et
Ky, (i,
(37) _l%\—((f—)ﬂ = Hy (2, 5).

La résolution du systéme (36) est équivalente & la résolution dn
systeme ‘

o=
N=m 3

(38) ?p‘('T):ftL(‘”)‘F)‘Ef Hyo (2, ) @u(s)ds  (p=1,2,...,m).

v=t 0

IFredholm a montré que la résolution du systéme (38) peut étre
ramenée & la résolution d’une équation unigue. Pour cela il pose

’

T — [h 1
(39) (\H(‘T)S):Hp,v(a?-—{i“f‘f,S-—"J—{-[), p()upo<s_i+l<l'
( f(x):f!"('z‘_{"'_f‘l)a pouro < z—p 41 <1,

et considére I'équation
(40) o(2) = [ H(z, ) 9(s) ds = f().
0

A toute solution ¢(z) de (40) valable dans le domaine oSz Sm
correspond une solution du systéme (38); elle est définie par les
égalités
(41) o(x)=9gp(x—p+1), pouro<ax—p4+1<1.

.

Réciproquement, les ¢galités (41) montrent qu'a toute solution du
systéme ( 38) valable dans le domaine 0 Sz <1 correspond une solution
de I'équation (40) valable dans le domaine oS Sm.
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La résolution du systeme (38) est donc équivalente a la résolution
de I’équation (40).

Or, I’équation (40) est de troisiéme ou de deuxiéme espéce suivant
que les fonctions A(s —v +1) s'annulent ou non dans linter-
valle 0 <s — v +1<1, c’est-a-dire suivant que A(s) s’annule ou non
dans I'intervalle 0 < s < 1.

Nous dirons également que le systéme (36) est de troisiéme ou de
dcuxiéme espéce suivant que A(s) s’annule ou non pour s compris
enlre o el 1.

CHAPITRE 111

SUR LES SYSTEMES D'EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE DEUXIEME ESPECE.

17. Nous allons discuter complétement dans ce Chapitre le sysleme
d’équations (38) en supposant que f,(x) et Hy,(«, y) sont bornés et
intégrables dans le domaine

olxZlr, oZyln

Nous conviendrons de représenter par

[lg,“:tl].,,....[tq(w“ Loy onny ~'L'vl>

| | 1+ Y2, ey Vg AT ATIREREY &)

le déterminant
Hyov (20 1) Hyu (20, ) .o Ilp..,w, (zs, ¥y)
l]p,‘_‘;l(xf’y‘) llp,,,‘lg(xﬁ’ .}’2) cee Hp-a,‘/q(xza .y'])

.......................................

Hy, v (2, 710) Hy (2, 70) .0 “u,,,v,,(xl/a Ya)
Si'on se reporte alors, d’une part aux égalités (3g) et d’autre part
a I'égalité (5), on voit que la déterminante D(A) de 1’équation de
Fredholm (40), & laquelle le systéme (38) est équivalent, peut s’écrire

04 e

(42) D=3 =
- alb!... !
ah, ..t
a fols. b fois, t fois.
1 1 | —— i i o — Sty S2e ) Sor
L eod, 2,2,00,2, 0y 20,00, .0, m [P ..
Xf ds, [ (ng.-./ dsﬂ“l,l,...,i. 2:2, e 2, : m:m,....m< )’
0 Jo 0 —— e — e \F1y 82y 00y S

a fois. b fois. t tois.
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avec la condition @ = a + ) +...+ ¢ et la somme doit étre étendue

4 toutes les valeurs possibles des entiers posilifs ou nuls @, b, c, ..., 1.
Nous dirons que D () est la fonction déterminante du systéme de

noyaux Hw(z ).

De méme gnand

*

T -+
y—v +1

0 << 1,

le mineur du premier ordre de la déterminante de I’équation (40) a
pour expression, en vertu de (39) et de (6),

[
o () S e [
a by ..t

a fois. b fois. 1 lo|~

A e, o e L —~—— N
P bthend, 202,002y oy i, X'y 81y 8y + - o9 8
X “l LYol 2,2,.0.,2, oy i, m, .
——— o — e V, Syy Soy o ooy Sor
a fols. & fois. { lois.

. ' x . .
Nous dirons (ue les fonctions D$‘< ‘7\> sonl les mincurs du premier
ordre de la déterminante D ().
La relation (30) va nous permettre maintenant de donner une défi-

L1y Ty oo nad ., y .
Em 7\); de la déterminante

nition du mincur d’ordre ¢, D(
Yoy Yoy eoor Vo

de I'équation (40) pour
q I ‘
&y — Py 1 Zg— Mg+ 1 Ay [hy -+ 1

o ’ <t o << <1, ey 0o << <.
<_y,——v, 1 Yo Vg 1 Y=y 41

Ly, gy ooy Ty

Cette fonction D{"i»% <x' Fare ); que l'on sait étre enliére
B Yis Yoy oo v Yy

en ), peut étre définie par la relation

Zyy Loy o . ’x’l
b4 Db < )[D ()]
( ) Vi, Yy - )’n}"" -~"’,'/

x )\> Df,“( 1 7\) D!',,,<x: l)
Y1 AN "\Yq
Zq )‘> Dg,’<x2 )\> L ])5,<(v2 )\)
Y1 P\ e Ya

.........................

e x) l')ff',”(x" A) D?i'f(x" x)
X1 Y2 "\Yq
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Xy XLgy o0y Xy

NATIN 2 TR -’.)’:/
mineurs d’ordre q de la déterminante D()\).

7\) sont les

Nous dirons que les fonctions DM". (

18. Ceci post, nous sommes 4 méme d'étadier complétement le
systéme d’équations (38) en suivant pas a pas les résultats obtenus
concernanl la discussion de I'¢quation unique de Fredholm (n°® 1), en,
¢tendant ces résultatsal’ équation (40) par substitution deslimites (o, 2)
aux limites (o, 1), puis en tenant compte des relations (41).

On obtient finalement les résultats suivants :

D’unc part, la fonction déterminante D(N\) et ses mineurs du

7\) satisfont aux relations caractéristiques

’

. - x
premier ordre DY <
y

D(o)=1 (45")
43 A0 N e
(4%) ~/I{;;(\A):zf '*(ill)"‘ (45"
w=t 0
D!j‘(j‘l)—llw(‘r, yD(M) = 3 / Hy:(x,5) Dy (; )\> ds (46"
(46) i
( ~)\)’/ My, (5, y)l)l'(‘: )\)zls (46")

D’autre part :

1°Si D (M) s 0, ce que nous exprimerons en disant que A n’est pas
un nombre fondamental du systéme de noyaux H, (2, y), le systéme
d'équations intégrales linéaires (38) admet la solution unique

v=m 1

(49) ou(@) = /(@) + 1 3, [ Byl Al s,

.
v =1 o

3¢,y (z, ¥, ) étant la fonction

D <‘” ‘ )\)
‘).
(48) (i vy ) = Doy

Ll rvésulte des relations (46) que les fonclions 3¢, , (., y, 1), dont
Pensemble est le systéme de résolvantes du systéme de noyaux
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Hy . (x, y), satisfont aux deux systémes de relations
i=m

o1 .
'—”y,,v(xs.}/)+ch.,v('”'v.}'»)‘):)‘2‘/ Hp.,i(w’s) i (s, 7, A)ds (49")
i=1 ¢

(['9) i=m 1
=2y f Hy(s,y) 3, (x5, M) ds (49"
z A / Y ) oty (49")

i=1

2° 8i, pour A=¢, D(A) est nul ainsi que tous ses mineurs

d'ordres 1, 2, ..., ¢ — 1, un dc ses mineurs d’ordre ¢ étant différent
de zéro, par exemple le mineur
>>

RTINS TR K IR 27
Dl"l:,lvu...., v < .

Yy Yo oees )y
ce que nous exprimerons en disant que ¢ est un nombre fondamental
de genre q, les deux sysiémes d’équations intégrales linéaires

homogénes
y=m 1

(50) (Pu(w)-—XZfHp,,‘,(w,s)qa.,(s)d;:_-o (r=1,2,...,m),
v=1 0
v=m 1

(51) upvm—AZfuu,ws,ywp,(s)ds:o (v =1, ..., m),
v=1 ¢

dits systemes assocics, admellent respectivement les q solutions

Ty Tgy o vy Thoty Ty Tty « v 0y Xy
iy Vg carnneserainonnieonien g

Dy... Peas eoos Bgos B By goeees l:",, <

— (I"?’ xr)=
(52) ou(x) b (2) D o yﬁl(xl,wg, ceey iy

Pl bare e Wy Lo T2y ocavevsns sateeoonas y Ly
iy Vay e Yo N Vg e Yy B , 4
q’, (y)_.qr(o)(y)_ Yy Yo ooy Yi—19.V Ylg1s <05 Yy
v =Ty = T -
(53) D!’mp’zw-wp’q(x"a'?’ "'7x4|c>
Vi Vayeeer Vg
AT ATIRERRN £
. O=1,2,...,9).

Si I'on posc

(De(x):(l)‘:f’(x) pouro<<z—p+1<1,
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les ¢ fonclions @y () sont lin¢airement indépendantes, ce qui revient
a dive qu'il ne peut cxister une méme relation lindaire a coe fficients

conslants non lous nuls a,, a,, ..., a,

a, D (&) + @ @ (2) +. ..+ a, O () =0,

vérifice quel que soit x compris entre o et 1 pour les m valeurs 1,
2, ..., m de U'indice p..

Nous exprimerons ce fait en disant que les ¢ solutions ®(x) du
systeéme (50) sont linéairement indépendantes.

Dans le cas qui nous occupe, le systéme (50) admet ¢ solutions
linéairement indépendantes (52) et ¢ sculement.

3° Pour A=¢, nombre fondamental de genre q, le systéme
d’équations (38) n’a pas, en général, de solution; les conditions
nécessaires et suffisantes pour que des solutions existent sont les
q conditions

Y=m

o
(54) 2/ 'lf‘ﬁ’(s)fu(.v)ds:o (0=1,2,...,9).
p=1""°

Ces conditions supposées remplies, toutes les solutions du sys-
teme (38) pour A = ¢ sont définies par les égalités

v=m nl 0:{,
_ Wl %l ,0)
(55) p( ) = fu(z) +c %jo Ky (2, 5)f(5)ds +0%a0 ()

(p=1,2,...,m),

ou K, (7, y) désignent les fonctions

\
Dttty (T T1s Tay w3 Ty
Vy Vi Vo, e Yy ¢
Yo Yis Yoy oo s Vo

)

et ou les ay sont ¢ constantes arbitraires, les mémes quel que soit

(56) Kyy(z,y) =

Doy <~7f'1, T'yy o v vy Ly
Vi, Va, e, Vg
Yis Yoy oo ¥q

19. Les résultats de I'étude des noyaux et de la résolvante d’une
équation unique s'étendront égalemgnt aux systémes de noyaux et de
résolvantes d'un systéme d’équations intégrales linéaires.
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Deux systémes de m® noyaux H,.(z, y) et K,,(z, y) scront dits
orthogonauz, s'ils satisfont aux deux systémes de conditions

" i=m

1
Zf Hy (2, s) Ky (s, y)ds =0
(57) i= ) (ll.::l,?.,...,”l)'
=meog V=I1,2,...,M
’ Zf Hy (5, ) Ky (2, 8)ds =0
Loi=1 0

Si un systéme de m* noyaux H,,(,y) donné est tel que chacun de
ses noyaux est la somme de deux noyaux de mémes indices ., v de
deux systémes orthogonaux de m* noyaux composants : 1°la fonction
déterminante du systéme de noyaux H,.(x,y) est le produit des
fonctions déterminantes des systémes de noyaux composants; 2° les
fonctions résolvantes 3¢, ,(x,y, ) du systtme de noyaux H,,(x,y)
sont les sommes des fonctions résolvantes de mémes indices ., v des
systémes de noyaux composants.

Désignons par A, ., .(x,y, ) la partic de la fonction méromorphe
Jeuv(x,y, \) résolvante d’indices ., v du systéme de noyaux H, , (=, y)
qui devient infinie pour X = ¢, et soient ¢, et ¢, deux nombres fonda-
mentaux du systéme de noyaux H,,(«,y). On peut poscr

ch.,v(x, Y )‘) = hu,v,r,(x,ya )\) -+ /’p.,‘l,r',(xs ya)\) -+ /‘p.,‘/(‘”a Y ))

Les trois systémes de m* noyaux A,, . (z,y,0); h,,.(x,y,0);
huv(z,y,0) sont orthogonaux entre cux deux a4 deux et admettent
comme résolvantes respectives Ay, . (z, ¥, N); k. (z,y, A);
hy (2, y s M),

Finalement, on peut étudier séparément les partics des noyaux
hyve(x,y,0) et les parties des résolvantes k., .(x,y,A) relalives au
nombre fondamental c.

Soit ¢ un nombre fondamental de genre ¢ annulant p fois D (1);
hyyo(2,y,N) peut étre considéré comme la somme de ¢ fonctions

U7 ) 0;
(Pp.,v,no(xa)’) “.’u,)".n,,—l(xa Y) '?}.:f.'v.t(x‘»,y)’

(c — My (c—aymt T e

I’if,"l,c(xayv 1) =

3
les fonctions cp{?}v‘,, Veey go‘ﬁ,’\,,,,e étant définies & I'aide des constantes
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arbitraires a® par les relations
arbitratres ;" par les relations

i=ny

ohs (9= X ) By,

i=1

i=ng—1

N 0 0
(P;J(,,,)v,a (%.)’)Z z «, ‘a‘(.l)l('l’)ﬁb)lll

.....................................

{] e oty 0 Ul i . ml;
(P(p',)‘/,"o('l”.y) = da ’al‘z' “"o—' “P 1( L M. "q( y)s

ny+ fy+...+n,=p et les 2.0 systemes de fonctions a}:",(w) et
““(y), qm existent, quel que soit le choix des constantes a!”, sont

tels que si l'on définit les fonctions

“‘19)(-1‘)—0"(?':(”—%‘*") pouro <. —un+1<I,
BO) =Bl (y—v+1)  pouro<y —v 1<,
ces 2p fonctions o (z), B”(y) forment un systéme biorthogonal

dans l'intervalle d’intégration (o — m).

L, (z,y,0) forment un systtme de m? noyaux canoniques
d’ordre ny; A, (i, y, A) sont dits résolvantes canonigues d’ordre ny

de ce systéme de noyaux.
De plus, la fonction déterminante du systeme de m?* noyaux

h((l)

2\ "
b Cory,oy s (1~ 1)
Linfin, si 'on appelle py le plus grand commun diviseur des expo-
sants du binome (A — ¢) en facteur dans les mineurs d’ordre 0 de la
déterminante D (1), on a

na=p — P
Ny==pr — P
(58) G = Po—y =0,
............. ,
Ry= Py_y,
L py=o.

Notons que, pour i ct 0 donnés, I'une au moins des 7 fonctions

a,(«) n’est pas idenliquement nulle pour oS <1, puisque o (x) ne

Journ. de Math. (6° série), tome 1X. — Fasc. 111, 1g13. 34
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saurait éire identiquement nul entre o ¢t m. De méme, I'une des
m fonctions B")(y) n’est pas identiquement nulle pour oSy S1.

On ne saurait donc d’'une part avoir simultanément
f ) E o f / = =2 'l TovY oz
o (2 ) =z, ((yy) = ez, (, ¥) == 0,

sinon il existerait une relation lindaire & coeflicients constanls non
tous nuls entre les fonctions (), af(z), ..., mf,%’(:;;), ce qui cst
impossible, celles-ci ¢tant biorthogonales aux fonctions 3°(y),
BY(Y)y v v e B‘,?;(y) dans I'intervalle (o — m).

Nous pouvons donc énoncer que m résolvantes canoniques au moins
admettent le pdle N =c, et, si nous désignons par (,, v,3 U, Vo3 .3
Ums Vu leurs indices @, v, ils sont tels que p,, gy ..., o CL
Yy5 Vay - -3 Yy sONt deux permutations des nombres 1, 2, ..., m.

Nous traduirons d'autre part les égalités (58) en disant que les
ordres des pdles des résolvantes canoniques sont inféricurs ou au
plus égaux aux exposants des diviscurs élémentaires de la fonction
déterminante; ils sont égaux & ces cxposants pour une au moins des
m? résolvanies canoniques.

Nous remarquerons, enfin, qu’en vertu de (45)

e=m

. dlogD() o (. ) .
(39) - = 2“/0 Iy (5, 8, 2) s
p=1

donc cest un péle pour U une au moins des m résolvantes 3¢, ,(x, y, A),

. , . o . dlogD (2
car il est nécessairement un péle simple de ——%—)

CHAPITRE 1V.

RECHERCHE DES FONCTIONS PRINCIPALES D'UN NOYAU DONNE

ADMETTANT DES POLES DONNES.

20. Considérons un seul noyau 1 (z, ¥), et conservons les nota-
tions du n° 2.
Les fonctions o) (), B"(¥), qui entrent dans la formation des
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noyaux canoniques /" («, y, o), sont des fonctions dites principales
relatives au noyau H(x, y) et i son nombre fondamental c.

Dans ses remarquables recherches sur les équations intégrales
linéaires, M. Goursat (*) a montré qu'on peut définir de la fagon
suivante les fonctions principales :

I‘tant donné un nombre fondamental de genre ¢ du noyau H(z, y)
annulant p fois la déterminante de ce noyau et p* constantes a; ; telles
que

a,—r  ap, T
a Ayo— 1 .. a,

(60) A(r)= B 2 2o\ =(=ry,
Qp, Ap,2 e Gpp—T

il existe des fonctions o, (), 4,(x), ..., 9,(x) satisfaisant au systéme
d’¢quations intégrales linéaires homogénes

"
c/ H{r, Yo (s)ds=a; ¢ (:t) + 1 @) +.. .+ @, 9p(2),

o
cf N(x,s)u,(s)ds=day, ¢1(2) + Ay ¢y(2) ..+ asp 9p{x),

1
cf H(x,8)o,(s)ds =a, ;o (X)) + dps 9a(X) +. ..+ ,0,(x),
0

systéme de seconde espéce, puisque

a," o ﬂh/,

(l/,‘l cve App
en vertu de (6o).

D’une part, chacune des fonctions ¢, ('), ©,(), ..., 9,(x) est dite
Sfonction principale relative au noyau H(«, y), 4 la variable « et au
nombre fondamental ¢; d'autre part, I'ensemble de ces p fonctions
conslitueun groupe principalrelatif au noyau H(ix, y), 4 la variable »
et au nombre fondamental c.

[

(Y)Y Ann. de la Fac. de Toulouse, 1908, Mémoire déja cité.
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e ) ) . > ey v ; A
Lorsque Uon coqnall un groupe principal relatif a wn noyau
H(x,y), & la variable x et aw nombre fondamental ¢, on obticnt
tous les autres en effectuant sur celui connu une substitulion
linéaire & coefficients constants dont le déterminant est différent de
séro.

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d’appliquer les résultats
du n° 18 a la recherche d’une solution d’un systéme particulier (61),
et, par suite, 4 la détermination d'un groupe principal; la derniére
proposition que nous venons de rappeler nous permettra d’en déduire
tous les autres. .

21. Dans ce but, faisons un choix particulier des constantes a) qni
entrent dans les formules (22); prenons-les toutes égales 4 ¢ et
appelons A" (i), B"(y) les nouvelles fonctions principales " (z),
B (y), correspondant & ce choix de constantes.

Nous allons former le sysiéme d'équations du type (61) avquel
satisfont les fonctions A" (wx).

Les formules (2r1) et (22) permetlent d’éerire

i=ny--j
em 1 3y A @) B ()
(62) c Oz, y,d) = Z =1 -

'y Sl
i [ — —
=0 ( c>

\

Si, aprés avoir fait A = o dans cette égalité, on multiplic les deux
membres par A”(y)dy et integre entre o ct 1, on obtient, en vertu
de la hiorthogonalité des fonctions A (ix) et B (), la relation

.1
(63) c/ W (z, s, 0) AP (s)ds = AV (x) + AP (2) ...+ AV (x).
0

D’autre part, posons

H(xz, J’) = /‘r(x’ I 0) -+ K(.Z‘, ,)')
= (2, ,0) + A2 3,0) . B (2, 1 0) + K (2, ),

les ¢ %1 noyaux A”(x,y, 0)'et K(z,y) sont orthogonaux deux a
deux.
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Celte orthogonalité entraine les identilés (')
o
/ I\ (-I,’, "-) /I(‘,()’(.\', }/’ Z) ClS =0,
U}

1 ’
j M (2, 5,0) kO (s, y, M) ds =0,  pour o,
0

quels que soient &, y ct A.
Tenant compte de lindépendance des fonctions BY(y), il en
résullera les identités

o
\j K(x,s)AP(s) ds=o,
(64) ¢
‘f B (x,s,0) AD(s)ds = o.
0

Les égalités (63) ct (64) montrent que la fonction A% (x) satisfait
a I'équation

1
(63) cf H(x, s)AD(s)ds = AV () + AD(z) .. .4 AP (7).

En faisant varierOde v a g etide 1 any, on obtient p relations
quiconstituent un systéme du type (61) auquel satisfont les fonctions
principales AY ().

22. Considérons maintenant le systéme d’équations intégrales
lin¢aire homogéne du second ordre

1
oy (x) = cf H(z,s) o, (s) ds,

o)+ o) =e [ 1z, 5)gu(s)

(66) | e i

..............................................

0y () +<|02(x)+...+cp,,‘(x):c/' H(z,s) o, (s)ds.

(*) Voir Bryon Hevvoon, Thése déja citée.



Solutions. ¢,. [ e $ny—ny.

270 CH. PLATRIER.

Si I'on suppose n,2n,2...2n, ce systtme admet les n solutions
définies par le Tableau ci-dessous :

Ony—ngite Onp—ngt2. Pny—np+i. o Pry—-1.
re I 3 (0 )
... o 0 0 Al Af Al m—

0 U]
2°%... o0 0 e 0 0 A AD . A,:n_g
3%... o 0o . 0 o o A e Ay
njme.. o o cee 0 o o o eee o

et ceci est vrai pour 0 =1, 2, ..., ¢. Donc le systéme (66) admet

ny+ ny+...4+ n,= psolutions.

Ces p solutions sont linéairement indépendantes dans le sens donné
A ce mot (n°® 18); celaenvertude I'indépendance des fonctions A? ().

Si donc U'on considére le systéme d’équations intégrales lindaire
du second ordre

wi(@) =/il@) +1 [ 1m0 gu(s)

9a(2) = fu(@) +1f H(z, ) [93(5) — 1 (5)] as,

(67) , ‘
7 ou(2) = A(2) +1 [ (@) [e() — e ds,

@ () = fo,(X) + 7‘f H(z,s) [(P":(S) - (P,,P,,(S)] ds,

lequel se réduit au systéme (66) pour k = ¢, ct
Silz)=fi(x)=... =/ (z)=o,

la déterminante de ce systéme s’annule pour ) = ¢ ainsi que lous
ses mineurs d'ordre 1 a p — 1 inclusivement.

23. Nous nous proposons d’établir maintenant que tous les mincurs
d’ordre p de cette déterminante ne sont pas nuls.

Nous commencerons pour cela par exprimer la valeur de cette
déterminante D () et celle des résolvantes du systéme (67) en fonction
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de la déterminante Dy(A) et de la résolvante 3e(x,y,A) du noyau
unique de Fredholm H(w, y).

Supposons que A n'annule pas Dy(X) et résolvons la premiére
¢équation (67) en ¢, (), nous obtenons

or(x) = fi(x) -+ )\f JC(a, s, 0) f(5)ds.

Remplagons ¢, () par cette valeur dans la seconde équation (67)
ct résolvons-la en ¢,(x), nous obtenons

ar N -
(p,(x):f,(a:)—lj lJC(w,s, L) -+ 7\/ I (x, £, X) IC(t, s, M) de] fi(s)ds
[ -

0

+)\f 3¢ (s, 1) fals) ds.

in opérant de proche cn proche et désignant par fi(z, y)
la (k — 1)'"me fonction itérée de la fonction f(x, y), on obtient comme
résolvantes du systéme (67) .

(68) € (e, yyA) = (— V[ X TCy (2, 3, h) -+ WTVLIC, (2, ¥, 3],

Les formules (77) et (45”) donnent alors

dlog D) ! vy . dlog Dy ()
- —”l‘/u Je (s, 8, M) dszz=—n, —a

d’oti, en vertu de (7') et de (457),
(69) D) == [ Du(2) ]

Les formules (6g) et (68) donnent les expressions cherchées de -
la déterminante et des résolvantes du systéme (67).

2%. D’un autre coté :

1" La formule (62) permet d’écrire

i=ny—j
o1 A D 0)
J=ny—1 z l./+:A '(IL‘)B' )

(79) ki (x, y, M) = 2‘

j=0 <' —3—;)/'/‘

)
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I'? désignant e nombre des permutations a répétitions de p letires g 4 ¢.

Cette formule se réduit & (62) pour k =1.

Supposons-la vraie pour & et démontrons qu'clle est encore vraie
pout k -+ 1.1l suffit de multiplier les deux membres par ¢k ( y, 5, M) dy,
remplacer 22 (y, 5, ) par son expression (62) dans le sccond membre
et intégrer entre o ct 1 les deux membres de la nouvelle égalité ainsi
obtenue en tenant compte de la biorthogonalité des fonctions Al (),
B(y). On obtient facilerent la formule (70) oli k a é1é remplace
park + 1. €. Q. F.D.

2° L'orthogonalité deux & deux des ¢+ 1 noyaux A"(x,y,0)
et K(x, y) entraine (') l'orthogonalité deux & deux de leurs résol-
vantes 2"(z, y, k) eLat (@, ¥, \) et par suite les égalités

1 1
f /1‘,2’,6(:& s, 2 AP (s, ¥, M) ds :f h(z, s,).) (s, y, M ds=o0
1] 0

(pour § # w)
et

1 1 .
f RO (2,5, M)XK (s, ¥, ) ds :f WO (ry s, N X (8, ¥, M) ds = o
[ o

ces égalités permettent d’écrire

(7') Jek(xa)’! )‘) = /li’/.)($~ J’, 7‘) -+ /Lf:zlc)(‘v’y’ )‘)+ vt hf"f.? (xaya ),)—!—m'/‘.(.‘):‘, ya ))
=hep(2, ¥, M)+ Kp(, 7, ).
3¢ Posons d’une fagon générale

(72) S (@, ¥, h) = (— OBV WY [y (2,5, 2) + WV fy (2, 3, 1))
Les égalités (70) et (71) permettent d’éerive vespectivement
i=nmp—j
Nt ! Z DYy AD () [ () — B i ()
08) Moyt = 2 S 1

( Jp—v
P | — =

\
[avec la convention BY, ,(y)==0] et

(74) ’yu(2,y,2) = AN (z2, y,0) + A2y (x, 7, M) +. ..
+ h"",/&-y" (x, ¥ )) + 2){'”,.,(‘2;, ¥ )\)
= heya(z, ), %) + Kpu(z, y, 1).

(') Voir Bryox Hevwoon, 7%ése déja citée.
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23. Nous sommes maintenant & méme d’établir que lous les
mineurs d’ordre p de la déterminante D(N\) ne sont pas identi-
quement nuls pour '\ = c.

Considérons en effet le minéur

p fols,
P e P et .
P Tyy Ty '-~"E/; )\ —D"n"nm,"u Ty Ly o oy wp )\
v It WS TPV | .
.)lv]’za'“ayp —— —— yiv.}/zy'--ayp
p fois.

La formule (44) permet d’écrire
p (.'[;l, LN T )\>
Yis Yoy oo s Vp
Hnn (), Y )‘) IHa,ys (), Y )\) e Jen,,t(wla Yp, )‘)
_—_—_[D"()\)]"n 3C/11.1(x2) }’nﬂ\) Jcnl.ﬂ(w‘h }’2,7\) - Jcn.,t(xla }’pz)‘)

..........................................

Jcn.,t(xpayh;\) :K’-/l.,l(*'v/nyzal) v JC,,M(-%',;,}',H)\)

Remplacons la fonction %, , (x, ¥, A) par sa valear (74). Le déter-
minant en facteur dans le second membre peut étre considéré comme
la somme de (g + 1)? déterminants.

Formons un déterminant de cette somme et multiplions-le par
[Du(M)]". Supposons que ce déterminant partiel contienne: a, colonnes
de fonctions 4!, |, @, colonnes de fonctions Ay, ,, etc., @, colonnes de

¢, ny,1)

fonctions 47, | et a,,, colonnes de fonctions a¢, ,,
G +a+.. QA+ Qg = p.

1° Supposons a,,,7 o ct, & I'aide de la régle de Laplace, dévelop-

pons le déterminant partiel considéré par rapport aux a,,., colonnes

contenant des termes en X, ,. Nous obtiendrons C;f'l“ termes cories-
Ly, Lgy ooy Tp

x)
) YisYareear Yp
(Cor désigne le nombre de combinaisons simples de p lettres a,.,

A Qg )
Un des termes T est décomposable en deux facteurs : le premier
. . . . v . ) 4
n'est pas infini pour A = ¢, il consiste en un déterminant formé avec
des termes des a,,, colonnes contenant 3¢, , multipli¢ par la puis-
sance n;{™ de la déterminante du noyau K(a, y); & chaque premier
facteur ainsi déterminé correspond une somme de termes T dont la
Journ, de Math. (6° série), tome 1X. — Fasc. 1II, 1913, 35

pondants T qui entrent dans la somme composante P<
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somme des seconds facteurs est un mineur d’ordre < ¢ du systéme

d’¢quations (67) ot l'on a remplacé H(z, y) par H(x, y) — K (=, ),

et 'on sait (n° 22) que ce mineur cst identiquement nul pour A = e.
Donc 'ensemble des termes T est idenliquement nul pour A = c.
2° Supposons @,,, = o. La formule (73) montre que

FAu

gl

(2,7, h) =t (2) 01 () -+ ts(2) 02(y) - 4y (@) 0py (¥).

Donc, si I'on considére un déterminant partiel tel que ay > ng, en
développant ce délerminant & I'aide de la régle de Laplace par rapport
aux ay colonnescontenant 4, |, on voit qu’il sc compose d’une somme

c,ny, 1Y
de termes identiquement nuls.
. Ly Ty ey T,
L.es termes T' de P( ey
yh _)'2, ey ‘:/
nants partiels considérés dans cette seconde hypothése sont donc iden-
tiquement nuls pour A = ¢.
. Zyy Xgye .y Ty
Py c>, on
Yis Doy ooy Yy

aura seulement a considérer les valeurs suivanies des nombres a :

7&) correspondant aux détermi-

3° Finalement pour'trouver I'expression de P(

a,=n,, Ay == ny, e == Ny, Ay = O,

Désignons par Di(A) la fonction déterminante du noyau unique
K («, y), on obtient alors en vertu de (73)

Ay Ag(xs) ..o Au(ry)

(s ]e) = S| M ) e
A(xy,) Ay(z,) oo Ap(zy)

Bi(x1) Ba(ys) o0 Bp(y)

= Bi(y2) Ba(y2) .. Bp(ye)

Bi(y») Ba(yp) Bp(yp)

A, (z), AJ(x), ..., A,(x) désignant les p fonctions AP (z) et
B, (%), Bo(¥), .-, B,(¥) désignant les p fonctions B(y). .

Les deux déterminants du seccond membre de cette derniére égalité
ne sont pas identiquement nuls, en vertu de Uindépendance, d’une
part des p fonctions A;(x), d’autre part des p fonctions Bi(y).
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p Ly ey oy Ly (.) co
.Vly yzs .. '9‘,‘.;; ’

Cetie indgalité établit la proposition ¢noncée au début du n° 28.
) |

Donc

26. Nous pouvons enfin résoudre le probléme objet du présent
Chapitre.

D’unc part on déduit de la résolution des systémes d’équations inté-
grales lin¢aires homogtnes de deuxitme espéee (n° 18) que les fone-
lions p, (2) qui satisfont au systéme (66 ) sont des fonctions linéaires
homogtnes 4 coefficients constants des p fonctions

L1y Loy o 0oy Liegy By Ligty o0 0y Tp
P( e
Vi Yo ceer e WY .
Pi(r)= ~ ~ (i=1,2,...,p)
, Ty ay o v v i i i e y Xy
| c
.y“ ‘:Vg, ................... ’yl’

D’autre part les fonctions g, (#) sont des fonctions linéaires ct
homogcnes i coefficients constants des p fonctions linéairement indé-
pendantes A; (z), puisque (n° 20) on obtient tous les groupes princi-
paux par unc substitution linéaire & coefficients constants effectuce sur
I'un d’entre cux.

Orles p fonctions P; (z) sont linéairement indépendantes; en effet
supposons qu’il existe une relation de la forme

a,P(z) + a,Ps(z)+...+a,P,(z)=o,

a,, a,,..., a,ctant des constantes non toutes nulles; faisons z = x; dans
cette ¢quation et remarquons que P; () =1 et P; (/) = o pouri £/,
on aura

a;=o pour {=1,2,...,p,

égalités contraires a nos hypothéses.

Nous concluons de tout ceci que les fonctions P, («) se déduisent
des fonctions A; () par une substitution linéaire & coefficients cons-
tants, le déterminant de la substitution étant différent de zéro.”

Les fonctions A; (x) constituant un groupe principal, les fonctions
P;(x) en constituent un second.

Finalement on aura tous les groupes principaux relatifs aw noyau
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H (x,y), au nombre fondamental c et a la variable  en effectuant
une substitution lindaire & coefficients constants sur les p fonctions
P; (z), le déterminant de la substitution étant différent de séro.

De méme on aura tous les groupes principaux relatifs au noyau
H(z,y) au nombre fondamental c et a la variable y cn effectuant
une substitution linéaire & coefficicnts constants sur les p fonctions

N , i,
P( e

,yla )".’v .. '*,Yi—lv V,}’m-n . ...Y,,
Lyy Ly corenvivinr vannans ,x,,'c)
Yis Vo ooovie coniiiaenn WY

le déterminant de la substitution élant différent de zéro.

Qi(y)=
P (

CHAPITRE V.

SUR LES SYSTEMES D'EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE TROISIEME ESPECE.

27. Nous avons vu (n° 16) que I'étude des syslémes d’équations
intégrales linéaires de troisi¢éme espéce
N=m

Ty (2, 8) :
(75) %(.z'):fp‘(.z-)-f-lEf —%\—((—‘lg—)-c—cpv(s)(/s (pr=1,2,...,m),
v=1 0

ol A (s) s’annule pour des valcurs isolées de s en nombre fini com-
prises entre o et 1, est corrélative de celle de P'équation intégrale
linéaire de troisiéme espéce

"
(76) o(r)=/[(z)+ A H(z, s)o(s)ds,

0
les fonctions f(x), H(x, s) étant délinies par les relations (39g).

En conséquence, nous nous proposons de reprendre ici, en les com-
plétant sur certains points, quelques théorémes déja connus concernant
I’équation intégrale lintaire unique de troisiéme espéce. Nous appli-
querons ensuite ces théorémes au systéme (75) en utilisant les résul-
tats du troisiéme Chapitre.

28. Nous étudierons tout d’abord ce que devient la solution de
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I'équation

K(z,
(77) o(z)y=f x)+1f ( ?Z,cp (s)ds

quand a est compris entre o et 1.

Nous nous placerons au point de vue de M. E. Picard (*). Nous
supprimerons du champ d’intégration (o— 1) l'intervallea — ¢ & @ + 1
(e et v ¢tant deux (uantités positives aussi petites qu'on veut et non
nulles); nous désignerons par E e nouveau champ ainsi défini; 1'équa-
tion de seconde espéce

K(
(48) r>-/<a)+xf (=, ‘) o(s) ds

admettra en géféral une solution unique. Nous chercherons ensuite
s’il existe une ou plusieurs limites de la solution en question quand
et v tendent vers zéro.

Nous considérerons successivement et uniquement les cas particu-
liers suivants :

Premier cas. — p < 1 et f(x), K(x,y) fonctions bornées ct inté-
grables dans le domaine oS S1, oSy S1.

Deuxiéme cas. — p quelconque et f(x), K(#,y) fonctions holo-
.morphes de x ct y dans le domaine complexe & contour simplé (S)
du plan de ces variables contenant le segment réel (o, 1).

29. Premier cas. — p <1 ct f(x), K(w,y) bornés et intégrables
dans le domaine o<1, 0SyZ1.

Soit | K (¢, )| <M dans le domaine o Sw <1, 05y 1.

Considérons la séric définic par 'égalité (5) et relative a4 I'équa-
tion (78). Désignons-la par D (A, ¢, v)). Son terme général de rang o :
T4 (&, 1) a un module moindre que

1 o
o

f"’s ds /‘ ds
o (_s'——a)lt n+'l;(s—a)h

d’aprés le théoréme de M. Hadamard sur la valeur absolue d’un déter-

D
ATMT 2
— +

©

(') E. Prcaro, Annales de U’Ecole Normale, 1911. Mémoire déja cité,
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minant el d’aprés la formule ¢lémentaire (1)

N Wb
/ f(.z--)q)(.’v)dw</\/ p(r)de,

“n

ot a < b, A limite supérieure de £(«) et ¢ («)fonction positive entre
aetb.
Or le terme entre accolades est inférieur &

A= (ar |+ [=ar | 2] atr))

pour toutes valcurs de ¢ et v moindres que o quantité positive infé-
rieure & |a| et |1— a|, et la séric de modules

p_T
2 [PMT AT
- w!
est convergente, car

Glylm°° l;m _;lTw?|l(MA\/ \/___!'*:O

Il en résulte que la séric D (A, ¢, ) est d’une part entiére en A,
d’aatre part absolument et umformcment convergente, quels que
soient ¢ et ) compris entre o et «.

On sait de plus que T4 (¢, 1) a une limite quand ¢ ct v} tendent vers

zéro puisque p <1 et
K (SH Say ey Sm)
Sty 8oy ooy Sy

On peut donc déterminer un nombre 0, positif, plus petit que « et
tel que, si

kol
<M7p*,

. OnzeZey, 052020y,
on ait

| Tar (e, 0) — Tas(e1, 04) | S =i »
Ip+1

(+ étant une quantité positive, aussi petite que l'on veut, donnée a
I'avance.

(Y) Voir E. Picarv, Traité d’Analyse, t. 1, p. 7.
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Soit 0 le plus petit des nombres 0,,0,, ..., 0, et supposons

02e, 62n;
on aura

’I . I’
ETm(s, n) *—ETa(sn n)|2 %
0 0

pour toutes valeurs de ¢, 7, satisfaisant aux in¢galités
g <e, <.
Comme il résulte de la convergence uniforme de la série D (A, ¢, 1)

(qu'on peut choisir p tel que simultanément

)

e

l’
DOy e, n) — X Tole, u) |2
[}

w)T

II

U )
D1, 0)— X Toslen m) £ 5

0

on cn conclura que
||)()‘: & ﬂ)—‘l)()‘,iu'ﬂtﬂip'

Cette inégalité met en évidence que la suite D (A, ¢, ) tend vers

ane limite finie ¢t déterminée quand ¢ et v tendent vers zéro.
Ty Xgyerry Ty
YisYareeor Yy
g™ ordre de D (A, ¢,%) tend vers une limite finie et déterminée
quand ¢ et v tendent vers zéro.

De la la proposition suivante :

La méthode de Fredholm, pour la résolution de I’équation inté-
grale lincaire de seconde espéce, s'applique sans modification a la
résolution des équations de troisiéme espéce du type (77) quand
p <1, etlorsqu’on entend par résoudre (77) chercher la limite de la
solution de (78) pour ¢ et v} tendant vers zéro.

On ¢tablirait de méme que D ( A, e,v;) mineur du

30. Nous rattacherons a ce cas un important théoréme de Henri
Poincaré ('), au sujet de I'équation de Fredholm de seconde espéce &
limites infinics.

(') H. PoiNcant, Acta mathematica, t. XXXIIl. Mémoire déja cité,
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Considérons I'équation

(79) Y= B0 pdi=g (),
1
ou
[H(y, )| <Mee,
M étant une quanlité finie, y et ¢ pouvant varier de 1 & I's2, ¢ ¢tant un
nombre plus grand que 1.

H. Poincaré a montré qu'avec ces hypothéses Uéquation (79) est
résoluble par la méthode de Fredholm.
Pour établir 4 nouveau ce théoréme, posons

1 1
X= —> S ==

y Lt

o(x) = x}:(i-)’ S(z) :é"<_)“l;>’
n< s) =51K (., 5).

L’équation (79) peut s'écrire

)—-xf K(,f,l‘) o(s) ds = f ()

et de plus |K (z,s)| <Met2 — ¢ <1.

L’équation (79) est donc ramenée & une équation du Lype étudié
dans le numéro précédent ct le théoreme de H. Poincaré résulte
immédiatement de cette remarque.

31. Druxiime cas. — p quelconque; f(x) et K(w,y) fonctions
holomorphes de x et y dans (S).
Désignons encore par D()\, ¢, v) la fonction déterminante de

tion (78) et arD< v
"équation (78) et p T oo Y

La solution de (78) est en général donnée par la formule

Ao(pas)o

D(hem) .

Ce Xy

A, &, n) son mincur d’ordre ¢.

(80) o(x,e,n)=f(x)

Nous allons chercher ce que devient le second terme de cette somme
quand ¢ et v) tendent vers zéro.
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32. Nous ferons la remarque préliminaire suivante sur la fonc-

. Xy Ly 0oy &
tion K( RAEREN m>.
yn}’zw--y.)’m .
Si l'on fail «;= x; dans celte fonclion, elle devient identiquement

nulle, car le déterminant qui la définit a deux lignes identiques.
, L1y Loy vo ey
Il en résulte que K< b

de Vandermonde :

w) est divisible par le déterminant
,)’n.}'z» . -e}’m

oy o} P !
v, 7 ay !

Al
| R S gt

leqquel est identique 4
1 (2 —a) (ry—a) ... (z — a1

1 (xg —a) (wyg—a)? ... (ry— a)"-1

1 (wg—a) (xg—a)® ... (rg—a)™!

quel (ue soit a.
Il suffit de développer ce dernier déterminant pour en déduire

iy Lyy ooy Xy .
que K( Twen > peut étre mis sous la forme
Yis Yo - v Yu

Y 3 -1 , .
2‘ (i == a) (e, =)o (i — )Y ) (P ey oy T Vi Ve e ees Y )s
' .
(¢) désignant une permutation simple £,, £,y 6y, .., i5_, des @ nom-
bres 1, 2, ..., & et o(%, Loy .oy Lai Yiy Vay -+, Ya) unc fonction
holomorphe des 2w variables #;, y ;.
Il en résulte que si &2 g el ¢ entier, on peut écrire

(81) K (wlsxm'""rm’)
J’I,J’z» -"1.71-‘1’

(x,—a)Yt(w,—a)l...(xg—a)d

__y A(/)(,-l',, Zay ooy Ty Vig Yoy oo o Vey)
L =) o= O (=@ T ()
i)

Ay étant unc fonction holomorphe des 2w variables z;, ;.
Journ. de Math. (6 série), tome IX. — Fasc. III, 1913, 36
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33. Supposons ¢ enticr tel que
g —=1<piqiw,
- el considérons le terme général Ty (e, n) de D(%, ¢, 7).

En raison : 1° de la symétric en s, 8y, ..., 85 de Pintégrale mul-
tiple entrant dans Pexpression de T (e, n); 2° de la non-importance
du nom des variables au point de vue de lintégration, et 3° de la
formule (81), on peut écrire

'l'ﬁ(ﬁ»ﬂ)»—‘ ) fdslfds.,...f(/sn
l{”

Soy ooy Si5) (Sguey — @)TP (Syua— @)1 P .. (Sp— a)7=P
(.- —a)P=IF (§y— a)P IV (5, — a)P

X )

B7 (8582 -+ 85) ClanL une fonction holomorpheens,, s, ..., 55 dans
Paire (8) du plan de chacune de ces variables.
G hcrchons une limite supcucule de BT (51584, -y s‘n)

Pour cela reportons-nous & I'égalité (81) ctdans K (5 "w”)
Yis Yoy ooy Ve
remplagons K (i, y) par le développement en série de Taylor limilée :

K(a,y)+ fi'l“—"K;(n,y) .

(2 —a)rt KUt

(w—-a)
(7 —n)! K(

(@) + K L 0 = @), 7))

Nous considérerons ensuite chaque ligne du déterminant
K(-Tuwz, -.~,a'm>
VAT ETIRRRRNE
comme la somme de ¢ + 1 lignes ct nous le décomposcrons en une
somme de ¢ + 17 déterminants : les uns seront nuls comme ayant
deux lignes identiques, les autres nous permettent de calculer les

fonctions A .
Les termes des fonctions A, que donnent ces dcrmers déterminants

sont chacun en valcur absolue inféricurs & Moo 7 (M désigne ici une
limite supéricure de K(iz,y) el de ses ¢ premiéres dérivées par
. 1A c o< < <<
rapporl a @ pour ozx 1 cl 07,__y=1).

De cg¢s remarques on peut donc conclure que

213

[ BT (S10820 + s 80) | (g + )7 M7
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Posons alors

,I(S‘“S‘,’ LR :/ae f) .
:_/‘(/s,,,,/(/s,,Fz jds‘m(c,,,,,—n)'l P(Sppa— )P, . ($g—a)=P

Br/ ($15 82 <« o0 Sm)
el

U . )\)m u™ .
g (81082 ooy Sy 8,0) = Z U (S15 80y oo er Sy €700

Cette scrie cst, d’une part, entiére en A, et d’autre part absolument
et uniformément convergente pour ¢ et 7 positifs ou nuls inférieurs
Alajet|t— a]ctpours,,s,, ..., s, situés dans le domaine S du plan
de chacune de ces variables.

En cffet, la valeur absoluc de chacun de ses termes est alors infé-
rieure au terme correspondant de la séric & termes posilifs indépen-

dants dee, v, 8, Say .00y S,

TT=»

> 217 iy Mt

©.
wm=q

SE]

ct cette derniére série est convergente, car le rapport d’un terme au

précédcnt
Iy +1)M \/< w| )"’ ——wl
[A] (g + 1)} T+ \/ =

tend vers zéro quand @ croit indéfiniment.

Ceci posé, on sail que uj($,,8,,...,5,,¢,7) fonction holomorphe
de s,, $s; ..., 8, @ pour limite u7(s,,$s, ...,8,0,0) quand ¢ et 7
tendent vers zéro. On peut donc déterminer un nombre 0, tel que
si e el v sont inférieurs a 04, on ait

[A=

wml

12

, | € (Sts8ay ooy Sys €N) ~— U (815 S35 0+ 5 §4,0,0) | S -
3n—+1

1

i étant une quantité positive, aussi petite que l'on veuat, donnée

a l'avance.
Soit 0 le plus petit des nombres ), 0,.,, ..., 0., et supposons

€0,  ulo,
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on aura

F)‘:l/-l—ll m‘=//+n

N (— )@ N (—A)®
z ———5-‘—0,’}’(.9,, S3y ey Sy §,0) — 2‘ T (T (815 Sa5 any 845 0, 0) | S &;
o=y W=y

Comme il résulte de la convergence uniforme de la série
Uy (S1y 82 ooy Spn by 8,0)

gqu’on peut choisir 2 de telle sorte qu'on ait simultanément les inéga-
lités

m’=l/+n( 7)
— ) )
U, (51,82 « .y Sy Xy 0,0) — 2 ——m—'—uz’(s,, S2y e v os 800 0,0) 2 %,
w=yq
m:’l+"( )
N (— )T : .
U,/(S,, 823 o o0y Sy A g n)— z ol “7(311 Say ey Syy 5570) s 3
W=y

on en conclura que
l U/,(-"n S92y vy Sy 7k; €, 'ﬂ)—‘ Ur/(snsm ceey Sy )‘9 0, 0) l < 1)

c’est-a-dire
lim U, (85, $9y o0 ey 8y A 6,1) = Uy (Sq, 82y 02+, 54, 4, 0,0).

E—>0
N—>0

Notons enfin que les séries
U (S35 82y - oey Sy Ay en) et U, (sy, 8, ..., Syr Ay 0, 0)
sont formées de termes qui sont des fonctions holomorphes de s,,
$yy +-+y 8, dans le domaine (S) du plan de chacune de ces variables.
Comme, de plus, ce sont des séries uniformément convergentes, les
s¢ries en question sont elles-mémes des fonctions holomorphes de s,,

83y «++, 8, dans les mémes domaines respectifs (S).
Finalement, on peut écrire

T=q--1 - )I‘I
— A"
(82) D()\,E,'/,)::l—l— V' (-—Z—B—‘—*‘

W= .
] o
oy (81y 82y .o oy Sg0 €, n)
> (lv,f(L92...f(/.¢m . BLoAR
fl K E (§;— Q)P T (s a@)? T2 (sg—a)?

. 'ds ds s U, (S 82y« a8 hy&,n) ,
REEET . .
A 1 E 2 e q (.S'l—‘(l)”_q 1-1(_;2__”)/:—114-1”. (S,,—‘a)p
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les fonctions ug($,, 84y ..y Suy €, 1) €L la série entiére en A
f U, (815 80y oo vusyy My gym)
dtant, pour € et suffisumment petits positifs ou nuls, des f onctions
holomorphes en s,y 8y, ..y s, dans le domaine (8S), qui tendent

respectivement vers les fonclions ug (S, Suy ...y 8my0,0) ¢l la série
enticre en N U, (s, 8y, .+, 8y A, 0, 0) quand ¢ el v tendent vers séro.

34. On établirait d’une facon analogue que U'on peut écrire :

Ay €, n)
Koy N =i)
Z, ¥ O (— AT
=ay " & wl

s .3,, S €y N)
ds ds‘ dc ' (27, 81 ’
f t 2. "’ . p—-l’H—l(S?__ ay=mHl | (Sg— a)

Q (_-)\)mf :
—+ \ —_— dslfdﬁz -0-»/“,‘8.17!
2T e e

i=a
7,0 . 3 .
Oa (23 ¥y 815 Sy 000y Sy E5°N)

e z (-91 — a)p-—w+l ... (-91'—1 — “)p——m»i—i—l () — (t)”_m“‘"(.f,-.“—— a )I)-—ID'+1'+1 vee (Sm' — a)p

\% (x LT Y A -N )
+[6181ul ds‘: ‘es fdgl/ (Cl /;—q H(sz_ a)/:——tl-i-z .. (S,/ — a)p

-+—fds‘,fds‘o.. fds,,
s

NN T TP PPN o W 1)

X 2‘ (sy—a@)P=1+1, (i — @)P—4+ i1 (y — Q)1+ (s — )P (s,— a)P

: o i
les fonctions v (x, y, Si3 82y -0y 83y & M)y Vo (L, ¥581,82y evey Sy €5 1),y
et les séries enliéres en N Vo(z, 5, 80y 825 00y 8 Ay g, 1),
Vo (@, Sy Sy <05 S A, g, 1), élant, pour ¢ el v suffisamment
pelits positifs ou nuls, des fonctions, holomorphes en x,y, s,,
Say «+ oy 8, dans le domaine S du plan de ces variables, qui tendent
'cspecllvcmenl vers les fonctions o3 (x,y, 8,8,y 8g5,0,0),
0T (X3 Yy 81y Ssy oo vy 8gy 0, 0), cl wers les séries enlicres en A,
i 0
V(2,581,835 0 00984, 1,0,0), Vo(@, ;8,855 . 458, A, 0,0) quand ¢
el v tendent vers séro.



286 CH. PLATRIER.

o8. Nous sommes maintenant & méme d’¢ladier la limite de la

fonction
7\/ N (.1:')“ g, 'n>./'(.s') s
K Xl
D e, n)

Rz, },e,n) =

9
quand ¢ et v tendent vers zéro.

. . . x

Remplaconsdans ce quotient les fonctions D < )

A, ‘q) D (A2, 1)
par leurs expressions (82) et (83). Le numérateur et le dénominateur
se composent d’une somme d’intégrales multiples (1) et les fonctions
A intégrer par rapport i s, s, 8,, ..., 5, sont de la forme

(F) f(s, Sty 8oy e 00y Sy, A g,n)

(s—a)* (s, —a)(sy— a)®...(s,— a)™ ’

S (8,80, 825 .45, N €, 1) étant holomorphe en s, s, 5., ..., s, et ten-
dant vers f(s,5,, 85, ..., 8, A, 0,0) quand ¢ et v} tendent vers zéro.

Soient B3, B,, ..., B, les enticrs immédiatement supérieurs & o,
%y ...y %, Nous développerons les fonctions /'(s,8,,8,,...,5, A, €,1)
en série de Taylor limitée aux termes de rang 3 par rapport a s, puis
les termes obtenus en séries de Taylor limitées aux termes de rang 8,
par rapport & s,, ctc., de proche en proche jusqu’a la variable s,.

Les fractions (I") se décomposent ainsi en une somme de fractions;
effectuons sur chacune de ces fractions composantes entrant dans les
intégrales (I) les intégralions par rapport a celles des variables s,
84y +++y S, qui ne figurent pas dans leurs dénominateurs,

Le quotient R(iz, A, ¢, 1) se présentera alors sous la forme suivante

N\ an (. h, &,n)
ds is...fd.s-, A (2 4 .
Z[ 'L‘ : g (51— a)u(s,—a)i. (s, — a)l

. i

[{(xa )\,ea n) - N . . " i b(,‘)()\, 5, -{‘)
Z /clslj ds, . / ds, - - -
) VE E e (Si—a)Yus—a)s.. . (s, —a)y

. ds
avec la convention [ ~———— =1
g (s—a)

(7) représente ici le groupement des ¢ nombres ,, i,, ..., i, et les

sommesz sont étendues & tous les groupements (¢) obtenus en don-
()
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nant & 7., f,, ..., i, les valeurs suivantes :

10, t+p =,
Loy 1 p— gy, 2--p—q,

lg POy V=P 2= pp—tfy o« -+~ q.

Les fonctions a, (¢, A, & 7), bu(A,e, 1) sont enlicres en A et
tendent respectivement vers les fonctions entiéres en A, ¢, (, X, 0, 0),
(%, 0,0) quand € ct vy tendent vers zéro.

Nous désignerons spécialement par A (i, A, ¢,7), B(%,¢, 1) celles
des fonctions @, («x, A, €, 1), by (A, &, n) quicorrespondent au groupe-
ment (1),

L=1--p—¢q, bL=2-+p—yq, i;,:!3+/'—r/, ceny =g+ p—q,
ctpar A, (i, %, ¢, 1), B, (A, &, ) celles qui correspondent au groupe-
ment (£), '

[, == 0, =2 -y, lg= 3= p— 1, e 't',, =g+ p—q.

Quand ¢ ¢l y tendent vers zéro R, 4, €, 1) se présente en géndral
sous la forme g Mais, si log% tend vers un nombre C ni nul, ni infini,
le numérateur et le dénominateur de celte fraction croissent en
général tous deux, comme la méme puissance de %, et 'on a alors :

1 D’une part, st p non entier,

.o A(z,h,0,0)
lim R(z, 2, ¢, 1) = "1??7’?’),—0)_5
2" D’aulre part, si p entier ¢gal 4 ¢,

A(z, % 0,0)+CA(z, 2 0,0)
By(}, 0,0) +CB(2, 0,0)

lim I{(x, 7\7 g, T)) =

‘n rapprochant ces résultats du cas de p <1 (n® 29), on peut
¢noncer le théoréme suivant :
La solution % (z,<,n) [formule (80)] de I'équation (78) tend vers
une limite finie quand < tend vers séro et la quantité logE vers une
1

limite ni nulle, ni infinie C.
Cette solution dépend  homographiquement du parametre G
quand p est entier.
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Si p 21, cette conclusion suppose K (z, y) holomorphe pour « et y
dans le domaine (S). Si p <1, elle suppose uniquement cette fonction
bornée et intégrable dans (3).

Remarquons enfin que pour p = 1 cette proposition n’est autre que
le théoréme bien connu de M. . Picard (*).

36. Nous allons maintenant étudier dans le domaine complexc une
classe parliculi¢re d'équations intégrales de deuxi¢me espéce ayant
des rapports importants avec cerlaines équations du Lype (77) ol p
est entier, et ccla en nous placant 4 un point de vue auquel s’est déja
placé M. Lalesco (*) quand p =1.

Soient g(5) et K(z,¢) des fonclions holomorphes en s ct ¢ dans le
domainc (S) du plan de ces variables el soit p un entier. La classe ¢n
question a pour Lype I’équation

(s —a)[6(5)— g(3)] =2 //;I\'(:,Z)G(t)clt,

ol A désigne un contour d’extrémités fixes A, B du plan complexe
de la variable ¢, tout entier situé¢ dans le domaine S du plan de cette
variable ¢l ne passant pas par le poinl { =« du domaine S, mais
pouvanl entourer ce point 7, fois dans le sens positif et z, fois dans
le sens négatif. ‘
n posant
(s —a)ri(z)=9(s),

on peut ¢erire 'équalion en question
/ K(:,[
(84) <p(:):(s~a)"g(3)+7‘f\m)_)w(l)at.

Pour A donné la fonclion 5 (s) est en général définie dans le
domaine (S) du plan de la variable 5 par I'¢galité

()
(83) w(z):<z~ﬂ)“g‘<‘)+7‘ﬁw

(t— a) g(t)dt,

(*) E. Picaro, Annales de U'Iicole Normale, 1gi1. Mémoive déja cité.
() T. Lawesco, Introduction a la théorie des équations intégrales, p. 120.
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)

o S e y Sy Sy S s Sor
( 7 I\ , ,
S Ly lyy oo 181y Say ooy Sy
\ ---—--—/(/\I/Ilh /([s’m Ly 72 M/ARALIES !
=0

(ly—a)’.. (ty— a)!'(si— a)P...(s— @)’

oll

» SeTay ey 3y
56) va(
ey dy

La méthode de résolution de 'équation de Fredholm est, en effet,
applicable & I'équation (85), & condition de substituer aux intégrales

rcctllwncsf les intégrales cumvnlurncs/\.

Nous allons chercher comment varic la fonction Da(X) et ses
mineurs ct par suite la fonction % (z) quand A varie, A ct B restant
fixes.

Partageons pour cela laligne A en denx parties, 'une comprenant
toutes les boucles de A entourant le point { = a,nous I'appellerons C;
Pantre conslituée par une ligne L joignant A et B sans entourer le
point a.

I'égalité (86) nous permet d’¢erire

{iﬁr:rﬁo
W=w® =0 avry
DA(M) = z (— W)™ ﬁ 'Bl /(ls‘, /[lcz (l.s'a/'f/l,f(ll.l .--ff/l{i
=0 o -1 [{, I < 0, I L

K<Sl5""‘27 vy Sy by Loy o o*atﬁ
SiySay oo oy Sy by by s ..,l‘ra,

(si— @) (sa— @) (b— a)P .. (tg—a)’

. ’ . . . . ’ . - ¢ .
Effectuons les intégrations suivant la ligne d’intégration C en appli-
quant le théoréme des résidus et en posant 1 = n, — n,

B=wao
w=w =0 aw
(87) DA(R) = Z(— »e lpljtll'/(l/2 f(ltﬂ
T=0 a.,_rl L

[ ')./Am' *
L(p—1)
(L—a)(ty—oa) ... (lg—a)?
Jelp— K(s,, B T l(g)
Siy oSy by ooy g :
7 N L
Journ. de Math. (6* séric), tome IX. — Fasc. III, 1g13. 37

X

Asi=a
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Etudions le terme général de cette nouvelle série et pour cela for-
mons le Tableau

gt (p-—n)! Jr (p—)! ar-t or-i
T T (= g gy a (P g gyt T
) / el dy, / dxl ? Jyi Ayl
gr-t (p—u! gr (p—1)! gr i
1 —— 7 Pttt TR TNy TTTTIIITITTTTTT Y MRS | i |
(1) {0 T VT =)l gag Ty, 20(p 800 0ul 5 03 dyl!
..... , PRI
or-1 (p—r)! orf (p—n)! or1 or1
T T p—=2) gaizgry. 2 (p—3) grsgv: 0 it
\ du o / ¢ dla ()ya I ) ().l'a 4)_}/0; 0_1 o

constitué par pe symboles de dérivations précédés d’un coefficient
numcrique. Prenons un symbole et un seul dans chaque ligne et fai-
sons le produit =; des a termes ainsi choisis comme si les 0 des numdé-
rateurs n’élaient pas des symboles, mais des quantités. Soient S la
somme d’un certain nombre de produits «; ct g une fonction des 2o
variables x,, ..., @4, ¥,, ..., ¥, Nous conviendrons de représenter
par Sg 'opération qui consiste : 1° & effectuer successivement sur g
la dérivation et la multiplication par un factcur numérique que repré-
sente chaque symbole de la somme S; 2° 4 ajouter ensuile tous les
résultats obtenus. 1l y a p* produits =; et parmi cux

O=p(p—1)...(p—a-1)
produils 7, cfni ne contiennent pas denx facteurs d’une méme colonne
du Tableau T.

Posons

I"I. 0
u u
' AL = =y, ay :2‘77:’6.
B 1
On pourra écrire
Jaip-1) ]{('917327 vy Suy bntay L t"ﬁ)

(88) 81y 83y v ooy Sai Uy, By, oo, O

()S"'—"_ ()sg'—:’— L OskT
:[Ag[\v<a‘lax;’w--wxa; [htm---’tB)] .
: Yi: Yoy ooy Yy 017 027 --';0[3 r=yi=s
Remarquons que si 'on prend la dérivée du déterminant

T Ty e, X
I\(

Vs Vo s Y
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h fois par rapport & w;, puis / fois par rapport a x; et si I'on fait
@; =, on oblicnt un déterminant ayant deux lignes identiques,
donc

—l)zn K (""l’ Xyy oony w‘m)'
N
8 .yl .’y-’ ,. y VT, ey
( 9) - ().’l‘{-‘ ().‘l.'j'L _J TR
De méme
“()zh K <.’1,',, Ly oo .1'm)‘
sy Yoy ouey 0
{gv) Y 5 2 - Y == 0,
L dyt ().,Vj dyi=yj

Si maintenant on tient compte de cc que 34 = o pour « > p, car
alors 0 = o, 'égalite (87) peut s'éerire, en vertu de (88), (89) et (go),
a:/l

DA(MN) = Di(}) + Z% [ - o./mn:Ja
® =1 °

VX
Liy Xy eees Ty

yl)}/‘h "-*y’l

> § ok [(yl—-— a)y? (ys—a)'...(ya—a)’ Dy, (

On démontrerait de méme que

D ““““'”’“ﬂl)

iy by ooy

\ a.-,/: . .

=D (5“52’ ""3'/1))_{ \1 I [—f’,ltﬂ:tl. *
=V ) 4 Y — |
by by ooy Uy gl (p—1)!

= %6;{[(_;',—- WY (ya— ) ... (ya—a)?

(:,,:2, ey Sy Ty Ly ey Ky
1

=< Dy,
Liy bay oo s Ly Vs YVas ooy Y

Dec ces deux derniéres égalités et des formules (85) et (80) résulte
le théoréme suivant (') :

Lasolution (85)de I'équation (84) dans le domaine complexe (S)
du plan 3 est une fonction polymorphe, en général quotient de
deur polynomes de degré p par rapport a un paramétre enticr
arbitraire n.

(') Ce théoréme a été inséré aux Comptes rendus, t. 154, séance du 25 mars
1912, p. 808.
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Ce théoréme n’est au fond qu’une nouvelle conséquence de la pro-

ooy . Xyy gy ooy & . . .
priété de la fonction K <y“ o m) qui a fait I'objet du n° 32.
102 s )Vm ’

Remarquons qu'il s’applique ¢galement a I'équation
(s —ay[0(s)—g(s)] :7‘/. K(z, 0)0(¢) e,
A

(qui a méme résolvante que I'¢quation (84). En faisant p =1 dans
cette derni¢re ¢qualion, on retrouve alors le théoréme ¢énoncé par

M. Lalesco (').

37. La conclusion du n° 29 concernant les noyaux de la

K(e,» \ . . .

(_y—(:t—)% ol p1et |[K(w,y|<M s'é¢tendra facilement aux
K(x, v

noyauxde la forme : (z.7) -
(?’ - ai),'i ceey ()’—' a/-‘)lk

entre o et I €t Py, Py, .ouy Py 6galement inféricurs & 1.

Sipy, pay -+.y prsont quelconques et K(x, y) holomorphe en ety
dans le domaine (S) contenant le segment réel (o, 1), on élendra éga-

K(zx . %)
lement aux noyaux : (2,7) - les conclusions du n° 35.
(y =@, ooy (Y — @)™

in cffet, soient alors ¢,, ¢, ..., ¢ les entiers immeédiatement supé-
rieurs aux nombres respectifs p,,p., ..., pyr. Nous avons va (n® 32)
Ly Lgg o009 X . o e e ' . -
qucK< Pm TP était divisible par le déterminant de Vander-
JYis Yo oo Vo ,
monde en x,, £y, ..., Lg, lequel est & un fatteur constant pres égal i
Pi(z,) Po(zy) ... Pgula) |
Pi(ey)  Pal(xs) .0 Pgyla)

............

forme

1. Gy, @yy .ovy a1y SONL COMpris

Pi(ag) Pulug) ... Polag)
P, (x), ..., P5(2) étant & polynomes en « linéairement indépen-
dants que nous choisirons ainsi : les g,+ ¢, +. ..+ ¢,=0 poly-
nomes

Qi(r)y=(r—a). ..(r-—a; Y- (x —a;) {2 — i )i (0 —ag)h

(/variantde 0 & Aetjde tag)

(') T. Laiksco, Introduction de lu théorie des équations intégrales

(Ouvrage déja cité).
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ct les @ — 0 polynomes

Ri(z)=(e—a)...(z—a)z'~!

({variantde 1 & ™ — 0).

Cette remarque faite, il suliiva de vépéter en quelque sovte les rai-
sonnements des n 31 & 33 inclusivement pour ¢établir la propo-
silion sutvante :

Soit B le champ

(Od @y —&y, @ 4Ny & Ay —Eyy Aa—=Ny & Ay— &gy ooy Ep+ Ay 1)

et soil o (v, B) la solution de Iéquation

. e K(x,s
o(r, )= f(x) -2 / (r, )

(8, 15) ds,
Jp (8—a)0i(s —ay)le . (§—ap ) (8, 1) fs,

quand ) n’est pas nombre_fondamental.
La fonction o (x, B) tend en général vers wne limite fonction

’ N ., €
meromorphe de & quand le champ Vo et les quantités log =,
/ /i 8,
1

log °/l, cooy log = tendent respectivementvers le champ (o — 1) et vers
"

"
les constantes finies non nulles C,, Gy, ..., Gy

La linte ¢_le “ (4«:;, 18) est homographique par rapport & ceur des
paramétres Gy, Gy, ..., Gy dont les indices sont égaur a cecux des
CLPOSAnLS P,y Py oouy Py entiers; elle est indépendante des autres.

Si pZ1, cette proposition suppose K (i, y) holomorphe pour « et y
dans le domaine (S) ; si p < 1, elle suppose uniquement cette fonction
bornée et intégrable dans (S).

38. Sipy, pay...y prsont des enliers et @,, @, ..., @ des points réels
ounon dudomaine (3), sila fonction £(z) admet lespoints a,, a,, ..., a4
comme zcéros d'ordres respectifs p, p., ..., pi et siles points A et BB
extrémités d’une ligne A Loule enticre dans (8) et ne passant pas par
yy Gy -ony ag 500l fixes, on géncralisera d'autre part la conclusion du
n® 36 cn montrant, par des raisonnements calqués sur ceux de ce nu-
méro, que la solution de Uéquation intégrale linéaire de deuxiéme
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espécc
N K(z,¢)
@(»)—f(~)+£(l_(,‘),,l.”(l_ak),,ﬂ(l)dl,

ol A n'est pas nombre fondamenial, est dans (3) une fonction
polymorphe dépendant de k nombres enticrs n,, 1,y ..., 5 de plus,
celle: solution considérée comme fonction de n; st en général le
quotient de dewx polynomes de degré p,.

39. Elargissons maintenant les conditions restrictives imposées au
domaine (8) et aux fonctions K(z, y) et f(x). ‘

Soient /m contours simples X, (¢ variant de 1 & m) qui limitent des
domaines S; du plan complexe el (ui ne se coupent pas.

Soient A; et IL; deux lignes d’extrémités A; et B;, et {; un scgment
d’axe réel tout entier situés dans le domaine S,.

Soient enfin a,, ., ..., a; des points situés dans les domaines S; ct
par ot ne passent point les lignes A; et I;. Dans ce qui va suivre nous
pourrons, sans nuire a la généralité des raisonnements, supposer tou-
jours a,, a,, ..., a, réels.

Considérons deux fonctions K’ (z, £) et f7(3) (ue nous supposerons
d’une part holomorphes en s et £ pour toutes les valeurs de = et £ inté-
ricures au domaine S =S, + S, + ... + S, du plan de ces variables
ct d'autre part ne pouvant présenter que des disconlinuités finies
quand 5 ou ¢ traversent £,, X,, ..., X,.

Tous les raisonnements des n” 28 4 33 inclus s’appliquent si 'on
substitue & K(iz, ¥), f(y) respectivement K'(x, y) et f/(y) ct
au champ d'intégration (0 — 1) le champ {, + L, + ...+ /,. Tous
ceux du n® 36 s’appliquent également si Fon substitue a K(z, ¢),
S(t) respectivement K'(z,¢) et f/(¢), f/(¢) admmettant les points
@,y @y, ..., a4, comme zéros d’ordres respectifs p,, p,, ..., ps cLsi on
posc A=A, +A,+...+AetL=L,+L,+..+L,.

En reprenant tous ces raisonnements, on voit qu'ils subsistent
encore quand les points A;, B; ou les extrémités de /; sont sur le
contour X; et quand deux contours consécutifs Z;, £;,, ont une parlie
commune,

40. Ces remarques faites, nous allons revenir & 'étude des sys-
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temes d’équations intégrales linéaires (75) et voir comment se géné-
ralisent les propositions que nous avons obtenues dans ce Chapitre
concernant Péquation unique,

Soit (8,) un domaine complexe limité par un conlour simple X, et
tout entier compris entre les deux paralléles & Paxe imaginaire qui
passent par les points véels o ¢t 1. Nous ne nuirons pas  la généralité
des raisonnements (ui vonl suivee en supposant que ¥, passe par les
pointso ct 1.

Nous désignerons par (8;) le domaine obtenu en faisant subir au
domaine (S,) dans la direction de I'axe réel positif une translation de
longucur I — 1 et nous désignerons respectivement par A;, A; le point
et la ligne correspondant au point A, ct & laligne A, aprés la transla-
tion en question.

Soient m? noyaux K,,(x,y) (v ctv vaviant de 1 am)et f,(z)m
fonctions holomorphes pour toutes valeurs de x el y comprises &
intéricur du domaine (3,) ctsur son conleur.

Soitenfin A(y) = (y — a,)"(y —a,)...(y —ax)’, a,, a,y ...,
ay ¢lant des points réels intéricurs a (8,).

Les relations

H(z, y)= Rplr—prvr—vyy,
A(y —v+1)
S(z)=fulr —p+),

valables pour toules valeurs de @ intéricures & S, et pour toutes
valeurs de y intérieures & S,, permettent (n° 16) :
1° De substituer 4 la résolution du systéme (75) pour oSz S1la
résolution de I'équation (76) pour o< x<m, équation ou la fonction
H(z,y) devient infinic comme [y—a;+v—1 ]2 quand y = a;+v— 13
2° De substituer & la résolution, pour z dans S, du systéme

V=1

p O Ky;:(S, )

oy (3) = fu(s) + )\Z [\ ——[-\W—q).,(t)dl (p=1y2,...,m)
v=0 !

[ot A, désigne une ligne de (S,) d’exirémités A, B,, ne passant pas

par a,, @, ..., @ ct fu,(5) unc fonction qui admet respectivement p,,

P2y +--s Pi fOis les zéros a,, a,, ..., a;| la résolution pour 5 dans

S=8+S,4+...+85,,
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de Péquation

{91) w(z) - JSs) v /\‘II(:.(,) w(L)dt,

ou H(z, ¢) admet en général p; fois les m podles £ = a;+v — 1, ol la
. ? o] . /‘/ R l J y
fonction £(5) admet p; fois les poinls a;+v — 1 pour zéros et ol
A=A, +...+A, se composc de troncons A; d’extrémites fixes Ay, B,
] m b [
ne passant pas par les poles de H(s, ¢).
Les remarques des paragraphes 38 et 39 appliquées aux équations
q g
(76) et (91) nous permettent alors d’¢noncer les théorémes sui
vanls :

Tutorine 1. — Soit E le champ (o & a,— ¢, a,+n, & @, — ¢,
Ay+ M & @y — &y ooy @i+ 1y & 1) el soit o, (x, ), 0,(x, 19), ...,
on(x, V) la solution du systéme d’équations

V=

N K .‘/(" "y
cpp(.’c,E):f{,,(m)—i—kZ/ po (15 8)

Q,
e/ (S — (11)1’;. . .(.S‘-— [[A,)[lk 7Y

(s, B)ds
v=z1

(p-=1.2,...,m),

quand A r’est pas nombre fondamental.
Les m fonctions 9,(x, K), ..., 0, (x, B) tendent en général vers
des limites finies fonctions méromorphes de N quand le champ 1 et
7
&2
-

., € & .
les quantités log =, log ..y Jog == tendent respectivement vers le
Oqy P © 0y

2
champ (o, 1) et vers les constantes finies non nulles C,, C,, ..., Cy.

Les limites de o,(x, ), 0,(xz,E), ..., 9,(x, I\) sont les quotrents
de deux polynomes de degré m par rapport & ceux des paramétres
C,, C,, ..., Gy dont les indices sont égaux & ceux des cxposants
D1y P2y -+y Prenticrs; elle est indépendante des autres.

Si un des nombres p,, p,, ..., prest 21, cette proposilion suppose
que les fonctions K,,,(«, ) sont holomorphes pour « et y dans le
domaine (S,); si tous ces nombres sont < 1, clle suppose uniquement
ces fonctions bornées et intégrables dans (S,).

Tukorime II. — Le systéme d’équalions intégrales de seconde
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espéce
Y= m

(PM(Z):‘[”(:)—‘—;\Z/ Ky (3, )

A, (L= a)m(E—ag)Ps . (E— ag )

kcpv(t)dt

(p=1,2,...,m),
ou
Ju(z3)=(5—a)"(s—a;)l. .. (5 —ap)’h gpu(3),

Py Pay oeey P enticrs el 'k non fondamental, a pour solution dans
(3,) m fonctions polymorphes 9,(3), 9,(5), .., 9(5). Ces m fonc-
tions dépendent de k nombres entiers ny n,, ..., ng, et, considérées
comme fonctions de ni, clles sont en général le quoticnt de deux
polynomes de degré mp;.

NOTE SUR UNE CLASSE l)‘lllQU‘\'l‘IONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES.

41. Rappelons quqlques propriéiés bien connues des équations
différenticlles linéaires.
Consid¢érons Véquation différentielle

dhu drtu
(92) z;;%—p,(w)m:;-—i—...—kp,,(m)(l:o.

Soient u,(x), u;(x), ..., u,(x), nsolutions linéaires indépendantes
de cette équation; faisons-leur correspondre respectivement les fonc-

tions ¢,(x), v,(«), ..., v,(x) définies par ['égalité

4;(x)
(93) vi(z) = Al(.z')’
o0 A(x) désigne le déterminant
Uy 7 e u,
ﬁ ey du,
Alx)= dx dz da
A=y, d"'u, dn -,

Journ. de Math. (6° série}, tome IX. — Fasc. IlI, 1g13. 38
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et A;(x) le mineur de ce déterminant correspondant au terme de la
colonne ¢ de la derniére ligne.
On sait que

- ‘», Ayl
on A(a) = Ce ‘/, " ,

ol C désigne une constante ct que ¢,(¥), (), ++.r 2, (y) sont
n solutions linéairement indépendantes de I'équation adjointe (') &
I'équation (g2)

(a5 n dry n-- dnh‘[l)l(y)‘)]
(99)  (—1) W+(—') ‘—73',”—_;—‘*‘---

A pasa(¥)v]  dpaa(y)v] L
+ dy? — dy +pu(y)e=o.

Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que I'équation (92)
admet, dans le champ (8) de la variable complexe « contenant le seg-
ment réel (o, 1), n solutions holomorphes 4,, u,, ..., u,; le théoréme
de Fuchs permet (*) de fixer les conditions auxquelles doivent satis-
faive les fonctlions p, (x), ps(%), ..., p.(x) pour qu’il en soit ainsi.

Nous supposcrons, en outre, que la fonction p, (i) est holomorphe

dans le domaine (S). 1l résultera de la formule (94) que
holomorphe dans le méme domaine.

Les formules (93) montrent alors que les p fonctions ¢, (),
(), ...y 0,() sont holomorphes dans le domaine (S) ct que, par
. suite, la fonction _ :

S(.l" y) .T_;Elli(.l') p’.(y)

iz

1
A(.’I}) scra

est holomorphe en x ¢ty dans le domaine (S) du plan de chacune de
ces variables.

Cette fonction 5(xz, y) joue un réle analogue par rapport aux deux
¢quations (92) et (95). Considérée comme fonction de x par exemple,
elle est, dans le domaine (8), la solution de I'¢quation (g2) qui, pour

(') G. Dawsoux, Théorie des surfaces, t. 11, Liv. 1V, Chap. V.
(*) G. Humpert, Cours d’ Analyse, 1. 11, 3¢ Partie, Chap, V.
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x =y, s'annule ainsi que ses dérivées jusqu’a 'ordre n — 2 inclusive-
ment, la dérivée d’ordre 1 — 1 Ctant égale a P'unité.
Cauchy a montré que la fonctlon s(x,y)esl telle que fa solution de
Péquation diflérenticlle

d"u Adn-tu
Tzt o () dgn—1 4o pu (Y == V (),

pour « compris dans (8), est donnée par la formule
(g6) (x)= U(m)—!r-‘/. s, ) V(L) de,

0
U(x) désignant U'intégrale générale de I'équation (g2).

42. Considérons maintenant la classe d’équations intégro-diffé-
rentielles linéaires

V= -1
dar dr-ty (l"u
d.rl’f +1,(L) — ‘1 ot pala)e=4Y(x)+ A 2‘ f Fyeq {2y 9) ds,

V=0

les fonctions y(x) et k,,,(x,s) étant holomorphes en « dans le do-
maine (S).
La formule (96) nous permet d’écrire
w(x)=U(x)+ /‘ s(x, t)d(L)dt

V=m -1

+ A 2 "[1 [.{.‘t's(.r, t) kg (L, ) a’t] E(l;—:;[ ds.
Posons INO .
U(a) —l-f.':(m,l)q;(t)(lt::g(x)
et 0 |

f‘ (2, ) fywr (& 8) dt = hyyy (2, 5).
0

Ces fonctions sont holomorphes par rapport a x dans le domaine (S)
en vertu des hypothéses faites et la fonction u(x) est définie, dans ce
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domaine, par Uéquation intégro-différenticlle suivante rentrant
dans le type étudié par M. Boutnisky (') :

Vi)

(97) w(@)=g(@)+1 ¥ / Iy (2, 8)

0

d’ u( )l

v=0

43. Nous allons donner une roucelle méthode pour résoudre cette
équaltion.

Dérivons m — 1 fois les deux membres de cette équation par rap-
port &4 x et posons

d* u(x)
dxt

a¥ hy(x, s Y o(x
= Qu. 1 (@), —% 11 P, v(x, 8), LT/OL—(;—) :,/[H»i(x)'

L’équation (97) jointe aux m —1 ¢quations ainsi oblenues forme
le systéme d’¢quations
N=m

f”(x)+)2af Hyo (e, 8) @y(s)ds (p==1,2,...,m),

v=1

systeme d’équations intégrales linéaires de deuxiéme ou de troisiéme
espece (ue nous avons éludi¢ dans les Chapitres précédents.

NOTE SUR LES SYSTEMES D EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES
DE PREMIERE ESPECE.

4%. Dans I'étude que nous avons faite (n° 16) des systémes d'équa-
tions intégrales linéaires du type (36), nous avons laiss¢ de coteé le
cas ol A (x) est identiqguement nul.

Pour compléter cette étude, nous allons indiquer sommairement
les principales particularités qui se présentent dans ce cas.

Supposons donc que A (x)=:0 ainsi que ses mineurs d'ordre

(') Bournisky, Bull. des Sciences math., 1908, Mémoire déja cité.
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p1, p-k2, ..., m, mais que le mineur

an () oo ay ()

N

() e ()

ne s'annule que pour des valeurs particuliéres isolées dans le domaine
olxzZr.

1° Supposons 0,,,(2), 0ua(x), ..., 0,(x) connus dans les p pre-
miéres ¢quations du systéme; clles peuvent étre considérées comme
un systéme X d'équations intégrales linéaires d’ordre p en 0,(x),
0,(£), ..., 9,(x), systtme de seconde ou de troisitme espece du type
¢tudié dans la scconde Partic.

2° Supposons 0,(x), 0,(z), ..., 0,(2) remplacés par leurs valeurs

i
sous les signesf ; les m équations du systéme proposé forment un
(U

systtme d'équations lindaires en 0,(x), 0,(x),...,0,(x) qui scront
compalibles si m — p condilions de la forme

N=m

1
Z [ Hyy (7, 8) 04(8) ds = fu(x) (p=p-1,p+2,...,m)

v=p-+1 0

sont salisfaites. Appclons X' ce sysléme de conditions et supposons
que
Hy(z,8) =0

pour tous les systemes de valeurs

v=p4+q+1, p+q+a, Ceey m,
p=p+r, p+2, ceny m.

Les ¢ premicres équations du systtme X' forment un systéme
d’¢quations intégrales lincaires en 0, (), 0, ,(x), ..., 0, ,(x) que
nous désignerons par Z,.

Les mm — p + g = r derniéres équations du systéme X' conslituent
r conditions - auxquelles sont astreintes les p fonctions 0,,,(x),
0,..(x), ..., 0,,(x). Nous désignerons I'ensemble de ces 7 condi-
tions par XZ,.
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Pour résoudre le systéme (36) nous aurons & résoudre d’abord le
systéme X,, & verifier ensuite que les solutions de ce systéme, si elles
existent, satisfont aux conditions ¥,; enfin, si les conditions ¥, sont
remplics, & résoudre le systéme ¥ ou nous choisirons arbitrairement
les 7 fonctions 0,4y (i€), 0y gue (2), o0y 0, ().

48. En dehors des conditions X,, 'existence des solutions du
systeme (30) est donc subordonnée & D'existence des solutions du
systtme I, el il est facile de voir qu’un tel systéme n’a pas toujours
de solution.

Délinissons, en effet, les fonctions

H(z,s)=Hy(x—p+1,5—v+1) pour o<f:1~:::<1,
f(z) = fulx —p+1) pour oLz —p+1<1,

et v variant de p + 1 & p + ¢, et considérons I’équation intégrale
linéaire de premiére espéce "
g .
(98) [ )06 ds = fa).
P
On verra facilement par un raisonnement calqué sur celui du n° 416

que, & toute solution dusystéme X,, correspond une solution de (98)
et réciproquement, ces solutions étant liées par les relations

0(x)=bp(x —p—+1) pour o<z —p+1<1,
Or on sait que 'équation (98) n’a pas toujours de solution.
46. Placons-nous, pour terminer, & un point de vue particulier et

considérons la fonction 0 () qui satisfait & (¢98) comme la limite pour
A == de la fonction 0 (x, X) qui satisfait & P’équation

Py
— 0z, ) + xf H(z, s)6(s, \)ds = f()
l’

et supposons H(x, s) de la forme A
['l(ar, $) =X (@) S, (s) + Xa(2)Sy(s) +...+ Xg(x)Sxz(s).

Nous allons, dans ces hypothéses, établir la condition pour que la
limite 0 (x) existe et déterminer cette solution.
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La déterminante D()\) du noyau H(z,y) est un polynome de
degré @ en A qui peut s’écrire

D(AN) = oty - oy A+ oo oy AT,

, . x
et son mineur du premier ordre D ( ,l) est un polynome de degreé
J— Y ‘

@ — 1 cn A qui peut s’éerire
D <;,7\> =Bo(2,y) + B, )4+ o+ By (2, 1) I

>ar suite, dans le cas géndéral,

gy =
A2 [ D(“ l )\)f(s) ds
kY

0(z, \) == f(2) — —L )

sc présentera sous la forme d’un quotient de deux polynomes en A :
le numérateur est de degré & + 1, le dénominateur de degré w.
Quand A croit ind¢finiment, 0 (a,A) tend en général vers l'in-
fini.
Pour que 0 («,X) ait une limite finie, il faul que

g
(99) f(:v)oea,+] Boi () f(s)ds =0,
J,

et alors 0(x,A) a en général une limite quand A croit indéfiniment,
savoir

WY
—f(@) = [ Boslm, ) f(5) ds
I .

Ao

Hx)=

47. Notons de plus que I'étude des équations intégrales linéaires
du second ordre sans second mcmbre permet d’analyser la condi-
tion (9g) : elle veut dire que f(:c) est unc fonction principale dunoyau

. (2]
Par suite il n'existera de fonction f(x) différente de zéro satis-

. J
Ba- (,s) relative au nombre fondamental <w a—)-
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faisant & cette condition que si
(100) A(-—- ——I—>:o,

A () désignant la déterminante du noyau Bg_, (#, $).
Il convient de remarquer que (100) est une condition dépendant
uniquement du noyau H (x, s) de léquation (¢8).



