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Sur les m'a tear s de la Jonction déterminante de Fredholm 
et sur les systèmes d'équations intégrales linéaires; 

PAU CH. PLATRIER. 

INTRODUCTION. 

L'équation intégrale linéaire 

(ι) a(x)y(x)— 11 b(x, s) φ(ί) cls — c(x), 

où 9(oc) est une fonction inconnue; a(x), b(x,s), c(x) des fonc-
tions bornées et intégrables dans le domaine α<.χ'<β, α=$ = β; 
α, β, λ des constantes, se rencontre fréquemment, en Mécanique et en 
Physique mathématique, sous une forme plus ou moins explicite. 

C'est Abel qui, pour la première fois, en 182G, posa et résolut une 
équation particulière de ce type. Mais trois quarts de siècle devaient 
s'écouler avant que le problème en question fût nettement posé. 

En 1894, M.. J. Le Roux(l ) proposait de trouver une fonction q>(x) 
satisfaisant à l'équation 

(2) / b(x, s) y(s)ds = c(x) 

et résolvait cette question par la méthode des approximations succes-
sives. 

(1 ) J. LE Itoux, Thèse : Sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées 
partielles du second ordre à deux variables indépendantes, p. 19. 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. Ill, 1913. «50 



234 CH. PLAT III Ε 11. 

Le problème de M. Le Roux était repris par M. V. Vol terra (') en 
189G. L'équation (2) est d'ailleurs devenue classique sous le nom 

équation de Volterra. 
C'est seulement en iqo3 que M. Ivur Fredholm (a), dans son remar-

quable Mémoire Sur une classe Î/'équations fonctionnelles, étudia 
l'équation (1) pour a(x) = 1, équation à laquelle il fut conduit par 
l'étude du problème de Dirichlet, lorsqu'on cherche à représenter le 
potentiel inconnu par le potentiel de double couche. 

Les résultats essentiels de M. Fredholm eurent un universel reten-
tissement. M. Picard en a fait cet incomparable éloge : « Ils avaient 
la beauté des choses simples et définitives (:1). » 

M. Fredholm a induit, de la solution d'un système d'équations 
linéaires en nombre fini, la solution du problème transcendant traduit 
par l'équation (1). Il a ensuite, par une méthode synthétique, vérifié 
l'exactitude de son induction dans le cas des équations de seconde 
espèce, c'est-à-dire quand a(x) peut ctre supposé égal à l'unité. 

M. Fredholm met ainsi en évidence le rôle que joue dans la résolu-
tion de (1) une certaine fonction entière D(A), qu'il appelle fonction 
déterminante par analogie avec le déterminant des coefficients d'un 
système d'équations linéaires en nombre fini. Il définit ensuite les 
mineurs de la déterminante et associe à la fonction dite noyau b(x,s), 
une fonction b(x,s,~k), méromorphe en Λ, dite résolvante, dont la 
connaissance permet de résoudre l'équation (1 ) quand a(x) = 1. 

Aussitôt après l'apparition du Mémoire de M. Fredholm, un grand 
nombre de géomètres apportèrent leur contribution à l'étude de 
l'équation (1). Les travaux sur ce sujet se sont succédé depuis sans 
interruption. 

Nous citerons seulement ceux dont nous utiliserons les résultats 
dans la suite : 

M. D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Théorie derlinea-

(') V. VOLTERRA, Sulla inverziotie. degli intégrait definili ( Aid clella reale 
Accademia dette Scienze di Torino, 8 mars, 26 avril 1896, p. 311, 4°o> 007, 698). 

('-) I. FREDHOLM, Sur une classe d'équations fonctionnelles (Acta mathema-
tical ι. XXVII, ΐ9θ3). 

(
S

) T. LALESCO, Introduction à la théorie des intégrales ( Préface de M. E. 

Picard, 1912). 
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rcn Integra Ig le ich u ngen (Goltings Nachrichlen, i, 2,3, 4, 5, 6 Mit-
teilung), a montré la légitimité de la hardie induction de Fredholm, 
étudié spécialement le noyau b (χ, s), symétrique en χ et s, et mis en 
évidence l'analogie entre l'étude des noyaux et l'étude des formes 
bilinéaires et quadratiques. 

MM. E. Goursat, Recherches sur les équations intégrales linéaires 
(.Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1908); Bryon 
Heywood, Sur l'équation fonctionnelle de Fredholm (Thèse), et 
T. Lalesco, Bulletin de laSociété mathématique de France (t. XXXIX, 
1911, p. 95), ont fait l'étude détaillée des noyaux et des résolvantes. 
M. Goursat, notamment, a mis en évidence la notion de fonction 
principale et les propriétés caractéristiques de ces fonctions. 

M. E. Picard, Sur les équations intégrales de troisième espèce 
{Annales de VEcole Normale, 1911), a établi d'importants théorèmes 
généraux concernant les équations intégrales de troisième espèce, 
c'est-à-dire celles pour lesquelles a(x) est nul pour des valeurs parti-
culières de χ comprises entre α et β. 

H. Poincaré, dans ses Remarques diverses sur Γ équation de 
Fredholm (Acta mathematical t. XXXIII, 1909), s'est occupé en 
particulier de mettre en évidence quelles différences il y a, en ce qui 
concerne les équations intégrales linéaires de première espèce, entre 
le cas où les limites α, β sont infinies et celui où elles sont finies; à ce 
propos, il a étudié (p. 81) certaines équations intégrales linéaires 
de seconde espèce à limites infinies, dont M. E. Picard, Sur une 
équation fonctionnelle du type de Fredholm (Comptes rendus, 
i3 octobre 1910), a signalé d'importantes particularités. 

Le présent travail comprend deux Parties. 
Dans la première Partie, nous nous sommes proposé de compléter 

l'étude de la déterminante et de la résolvante d'un noyau donné par 
l'étude des propriétés des mineurs de la déterminante. Nous avons 
exprimé algébriquement un mineur d'ordre quelconque en fonction 
de la déterminante et de la résolvante et mis en évidence le rôle des 
diviseurs élémentaires de la déterminante; l'analogie entre l'étude des 
formes bilinéaires et l'étude des noyaux trouve une nouvelle confir-
mation dans l'interprétation des exposants de ces diviseurs élémen-
taires. 
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La seconde Partie a pour objet l'étude des systèmes d'équations 
intégrales linéaires 

(3) ^ ίϊμν(^) φν(·^) —λ / &μ.ν(^, s)y
v
(s)ds =cv.{x) (μ = ι, 2, ..., m), 

où ψν(χ) sont des fonctions inconnues; βμν(.χ·), /;μν(χ·, .s·), ομ(χ') des 
fonctions bornées et intégrables dans le domaine α<χ·<β, α5.9<β; 
α, β, λ des constantes et m un entier positif. 

Nous étudierons spécialement les systèmes de deuxième et de troi-
sième espèce, c'est-à-dire ceux pour lesquels le déterminant 

(3) ^ ίϊμν(^) φν(·^) —λ / &μ.ν(^, 
Pi) A ( ,r ) — 

(3) ^ ίϊμν(^) φν(·^) —λ / &μ. 

n'est pas identiquement nul dans l'intervalle β. 
Dans le cas où A (a·) ne s'annule pas entre α et β et peut être supposé 

égal à l'unité, le système (3) est dit de seconde espèce. M. Fredholm 
a montré, dans son Mémoire fondamental, qu'on peut le ramener à 
une équation unique. Celte remarque, jointe à l'expression algébrique 
des mineurs en fonction de la déterminante et de la résolvante, nous 
permettra de discuter complètement l'existence des solutions du 
système de seconde espèce et de donner ces solutions le cas échéant. 

La résolution des systèmes de seconde espèce sans second membre 
trouve une application naturelle dans la recherche des fonctions prin-
cipales d'un noyau, telles qu'elles ont été délinies par M. Goursat. 
Dans le quatrième Chapitre, nous donnerons l'expression générale 
de ces fonctions. 

La méthode suivie par Fredholm pour réduire un système de 
seconde espèce à une équation unique s'applique aux systèmes de troi-
sième espèce et conduit à faire, corrélativement à l'étude de ces 
systèmes, celle de l'équation intégrale linéaire de troisième espèce du 
type (i). Supposant que les limites α, β comprennent le point χ = a, 
nous nous occuperons spécialement du cas où a(x) = (χ — a)p, en 
nous plaçant au point de vue de M. E. Picard ('). Nous rattacherons 

(') E. PICARD, Annales de l'Ecole Normale, 1911. Mémoire déjà cité. 
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à ce cas l'étude, dans le domaine complexe, d'une classe particulière 
d'équations intégrales de deuxième espèce du type 

(ζ — a)'>[y{z) - c(s)] = lj b(z, t)q>(l)dt, 

où ρ est entier et À un contour complexe ne passant pas par le point a; 
cette classe a déjà été considérée par M. T. Lalesco ('), quand ρ = ι. 

Nous terminerons cette seconde Partie par deux Notes. Dans une 
première, nous appliquerons les résultats précédents à certaines équa-
tions intégro-différcnlielles, notamment à une classe étudiée par 
M. Boutnisky (2). Dans une seconde, nous achèverons succinctement 
la discussion du système (3), en résumant les principales particularités 
qui se présentent quand Λ (χ) est identiquement nul. 

CHAPITRE PRÉLIMINAIRE. 

FONCTION DÉTERMINANTE UT FONCTION RÉSOLVANTE D'UN NOYAU DONNÉ. 

LEURS PRINCIPALES PROPRIÉTÉS. 

Afin de ne pas renvoyer à des Ouvrages écrits avec des notations 
variées et à des points de vue différents, nous résumerons tout d'abord 
les résultats antérieurs essentiels concernant la fonction déterminante 
et la fonction résolvante d'un noyau H (œ,y). 

1. Nous supposerons que l'on a choisi les limites d'intégration α 
et β égales respectivement à ο et i, et nous désignerons par D(A) et 

(') T. LALESCO, Introduction à la théorie des équations intégrales, 1912. 

Ouvrage déjà cité. 
(Â) IÎOUTNISKY, Sur une classe d'équations intégrales (Bulletin des Sciences 

mathématiques, 1908). 
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D λ) les séries entières en λ, 

<5) £ cls'f° ds""J> rf,nH(»!'<''···'£)' 

(6) β(^,,Λ?2' ' * ' » I Xs) 

-£ ·! Λ V. '···.( " l/,.Λ·· J' 
(3) ^ ίϊμν(^) φν(·^) —λ / &μ.ν(^, s)yv(s)d• représenlant le déterminant 

H(*„i,) II (Î 1,^2) ···H(s1, tn) 
H (*„/«) 11(^2» ^2) ··· II('^21 ^ Il) 
..... .... .... .... 
II(s„,/j) Il (.9,,,/2) ··· II ( "*n 1 ^/1 ) 

D(X) est la fonction déterminante relative au noyau H (a?, y) sup-
posé fini et intégrable en χ et y dans le domaine ο<#<τ, o<y<i, 
di> "'

 r/

 X ) est le mineur d'ordre a de cette fonction déter-

minante. 
D'une part, Fredholm a montré que la fonction déterminante D(X) 

et son mineur du premier ordre D satisfont aux relations 

caractéristiques 
D(o) = I, 

(7)}-
dJ
^=Î^h(7") 

1 D^|),)-II(.r,y)D(X) = /^>'H(.r,
J
)D^|x)r/.

5
, (8-) 

(8) 
= ïj^ 11(5,y)D^ ijds. (8") 

D'autre part, Fredholm a établi : 
i° Que si D(X) φ ο, ce que nous exprimerons en disant que X n'est 
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pas un nombre fondamental, l'équation intégrale linéaire 

(9) \Hv,s)y(s)ds=f(a:), 

où f{x) est donnée, finie et intégrable dans le domaine ο^&^ι, λ un 
paramètre donné et φ (a?) inconnue, admet une solution unique 

(10) <p(.a?)=/(.r)f 3C(.r, .v, l)/(s)ds. 

3e(a?, y, λ) étant la fraction 

— ΙΊ(Λ?,y) H- X(œ, y, λ) = λ f H(œ, s) 3C(s, y, λ) ds, (12') 

Il résulte des relations (8) que la fonction 3e(a?,
i
y, λ), dite résol-

vante du noyau H (-a?, y), satisfait aux deux relations 

— ΙΊ(Λ?,y) H- X(œ, y, λ) = λ f H(œ, s) 3C(s, y, λ) ds, (12') 

(12) 
— λ j ll(s, r) JC(œ, s, λ) ds. ('2/;) 

20 Que si, pour λ = c, D(X) est nul ainsi que tous ses mineurs 
d'ordre 7— 1, son mineur d'ordre 7 étant différent de zéro, ce que 
nous exprimerons en disant que c est nombre fondamental de genre q

y 

les équations intégrales linéaires homogènes 

(i3) ©(^) — Λ/" Ι·Ι(Λ7. S) <p(.Ç) i/S = 0, 

( I 4) ψ(/)— λ Γ Η(ί,^)ψ(ί)</ί = 0, 

dites associées, admettent respectivement les ̂ solutions indépendantes 

J-J / 11 <^2) ·· · ) ·®0—1· **■ » ^O-t-l 5 · · M ^i/ \ 

(ΙΔ) φ (A?) = Φβ(3?) - ) ' — (Θ = Ι,2,...,7) 

\/ι>/2> ,yy / 
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et 
/ ά?2< χ<1 \ 

(ι6) ψ(^)_«r
0
(y)= y<>^< ■■■<*»--<■ >'>*«<- y·, /

 (9=I)
,..., q) 

y1, y2 '7'/ / 
Les gr solutions Φο(#) sont linéairement indépendantes, et il n'y a 

pas d'autre solution indépendante des q précédentes pour l'équa-
tion (i3) et la valeur c de λ. Ces solutions sont appelées solutions 
fondamentales relatives au point c. 

3° Que, pour λ = c, nombre fondamental de genre q, l'équation (9) 
n'a pas, en général, de solution; les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que des solutions existent sont les q conditions 

(17) f ψ
9
(ΐ)/(.5)ώ = 0 {θ— I, 2, . . q). 

Ces conditions supposées remplies, toutes les solutions de l'équa-
tion (9) pour λ = c sont définies par l'égalité 

(18) φ(χ) r=/(x) 4-c / K(x,.?)/(>) i/5+2— ΙΊ(Λ?,y) H- X(œ, y, λ) = λ f H(œ, s) 3C( 

où K(.x-,/)*designe la fonction 

<·9> K(.r,
y)=

- >< C[ 

et où les «o sorit Q constantes arbitraires. 

2. L'étude des noyaux H {χ,y) et de leurs résolvantes a été faite 
par MM. Goursat (') et Bryon Heywood ('), et complétée par 
M. Lalesco ('). Rappelons les principaux résultats de cette étude. 

Deux noyaux, H (x,y) et Κ (χ, γ), sont dits orthogonaux s'ils 
satisfont aux deux conditions 

(20) f \\{x,s)K(s,y)ds= f H (λ,/) Κ (.r, s) cls = o. 

(l) Mémoires déjà cités. 
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Première proposition. — Si un noyau H (a?,y) donné est la 
somme de plusieurs noyaux composants orthogonaux deux à deux : 
i° la fonction déterminante du noyau H (x,y) est le produit des 
fonctions déterminantes des noyaux composants ; 2° la fonction résol-
vante du noyau H (χ, y) est la somme des fonctions résolvantes des 
noyaux composants. 

Deuxième proposition. — Désignons par h
c
(x,y,\) la partie de 

la fonction méromorphe 3t(x,y, λ), résolvante du noyau H(x,y), 
qui devient infinie pour λ = c, et soient c, et c., deux nombres fonda-
mentaux du noyau H (a?,y). On peut poser 

X(x/> λ) = M*'» 7, λ) + Λ«·,(Λ?, 7, λ) + Λ (a?, 7, λ). 

Les noyaux h
Ci
(x,y, o), h

Cii
(x,y, o), h(x,y, o) sont orthogonaux 

entre eux deux à deux et admettent comme résolvantes respectives 
KSxK(x^(χ,χΛ)-

Les deux propositions ci-dessus montrent qu'on peut étudier sépa-
rément la partie du noyau h

c
(x,y,o) et la partie de la résolvante 

h
L
.(x,y, λ), relatives au nombre fondamental c. 
Soit c un nombre fondamental de genre q annulant ρ fois D (λ). 

h
c
(x,y, λ) peut être considérée comme la somme de q fonctions 

Ι φ(3°1 (*, 7 ) = 2 1) βί+2 ( 7)' 

les fonctions φ,, <ρ
2

, ..φ„
9 étant définies à l'aide des constantes arbi-

traires af' par les relations 

Ι φ(3°1 (*, 7 ) = 2 1) βί+2 ( 7)' 

Ι φ(3°1 (*, 7 ) = 2 1) βί+2 ( 7)' 
(22) 

Ι φ(3°1 (*, 7 ) = 2 1) βί+2 ( 7)' 

I ♦..·! 
\ (χ-7) = <«·?'· · ·α»ϊ

Γ
ι«',0)(·*■·) (7)· 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. III, 1913. 3l 
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n
t
-{- n
2

/t
fJ
 = ρ et les ip fonctions cf.f{x) et (3/0)(y) qui 

existent, quel que soit le choix des constantes af\ forment un système 
de fonctions biorthogonalcs. 
Ι φ(3y, o) est dit noyau canonique d'ordre /iq, hf'(x,y, λ) résol-

vante canonique d'ordre n§ correspondant à ce noyau. 
De plus, la fonction déterminante du noyau Ιι^(χ, y, o) est 

l'-j) · 
Dans la première Partie de la présente étude, nous définirons les 

nombres/i,, nSf ..., n$. 

PREMIÈRE PARTIE. 
SUR LES MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDIJOLM. 

CHAPITRE I. 
EXPRESSION ALGÉBRIQUE DES MINEURS DE LA DÉTERMINANTE EN FONCTION 

DE LA DÉTERMINANTE ET DE LA RÉSOLVANTE. 

5. Nous établirons tout d'abord une formule importante de la 
théorie des déterminants, formule qui sera une généralisation de la 
formule bien connue 

ρ cPP _ dl> 0l> <)P dlJ 

ou Ρ désigne le déterminant 
αιι · · · am 

P= 

an\ · · ' Oan 

et ?·,, /·
2

; s
n
 s

2
, deux combinaisons simples 2 à 2 des nombres 1, 

2, ..., 11. 

La généralisation que nous avons en vue est la suivante : désignons 
par P,'.;;le déterminant obtenu en supprimant dans Ρ les lignes /·,, 
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r
2

, ..., vq et les colonnes s
n
 s

2
, ..., sq; nous nous proposons d'établir 

la formule 
(24) —.'flj-f-t ___ ''|· '■</·'';/ Ι.···ι'·> 1 '·», · 

(24) —.'flj-f-t ___ ''|· '■</·'';/ Ι.···ι'·> 1 '·», ···>'·» ·*· ''ι. /·,,-!> <·.) ''3 ) 

(24) —.'flj-f-t ___ ''|· '■</·'';/ Ι.···ι'·> 1 '·», ···>'·» ·*· ''ι. /·,,-!> <·.) ''3 ) 

/·,, /·2, ···> désignant deux combinaisons simples q 
à q des nombres 1,2,...,«. 

La formule (a3) peut s'écrire 

(25) Pxin';"s>=r ''a 

et n'est autre que la formule (24) dans le cas de q = 1. 
Supposons donc la formule (24) vraie jusqu'à une certaine valeur 

de q et démontrons qu'elle est encore vraie pour la valeur q ■+· 1. 
Pour cela, prenons la dérivée des deux membres de (24) par 

rapport à α,. , , en supposant rv+, différent des nombres /·,, /·
2
,r

q 
et sq^.

i
 différent des nombres s,, .v

2
, ..sq. 

Nous obtenons, en multipliant les deux membres par (— ι)ν·"*ν«, 

(25) Pxin';"s>=r ''a 

(25) Pxin';"s>=r ''a(25) Pxin';"s>=r ''a 

(25) Pxin';"s>=r ''a(25) Pxin';"s>=r ''a(25) Pxin';"s>=r ''a 
........... ...................... ............................ .................................. 
(25) Pxin';"s>=r ''a 

D'une part, remarquons qu'en vertu de (24) on a 

Ρ·νί| *M » S,f Λ « ρ -1 » -S/ -2 · · · Μ ·? I » Vi/ + I 
Ρ·νί| *M » S,f Λ « ρ -1 » -S/ -2 · · · Μ ·? I » Vi/ + I 

Ρ·νί| *M » S,f Λ « ρ -1 » -S/ -2 · · · Μ ·? I » Vi/ + I 

D'autre part, multiplions le terme général du second membre 
de (26) par [;;;;*]^— 1 · Pour cela, multiplions les (ι — i) premières 
colonnes et les q—j dernières par ce déterminant à la première 
puissance en tenant compte de la formule (25). 

Soit j le rang d'une des colonnes considérées, elle peut être rem-
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placée par la colonne suivante : 

\ 1 ''y-1·' '/~5' ,'Ί,Ι^+i Ι-η.ι,Ι'η., Ι·,,Ι·η ' '7/-Ι,'7-3 'Wy 1 /'y-,./'y-j,...,/·,,/·,/+ ι* 

\ 1 ''y-1·' '/~5' ,'Ί,Ι^+i Ι-η.ι,Ι'η., Ι·,,Ι·η ' '7/-Ι,'7-3 'Wy 1 /'y-,./'y-j,...,/·,,/·,/+ ι* 
J t 

\ 1 ''y-1·' '/~5' ,'Ί,Ι^+i Ι-η.ι,Ι'η., Ι·,,Ι·η ' '7/-Ι,'7-3 'Wy 1 /'y-,./'y-j,...,/·,,/·,/+ ι* 

Le déterminant du terme général du second membre de (26) ainsi 
multiplié peut alors être remplacé par iq~ K déterminants partiels et 
tous ceux de ces déterminants partiels qui contiennent deux colonnes 
provenant des termes soustractifs des sommes (27) sont nuls comme 
ayant deux colonnes proportionnelles. 

Le déterminant du terme général du second membre de (26) mul-
tiplié par [Ρii',*î!Γ,esl donc finalement égal à la somme des 
q termes suivants : 

i° Le produit 
P'V +1 ' S'l V1 p s'f -1 · A7y -3. v'l 1 s,f I i 

P'V +1 ' S'l V1 p s'f -1 · A7y -3. v'l 1 s,f I i 
'7-1 L'I'L'I/V-1 ' * * '7-1.''7-2 ''Ι.'Τ,+Ι 

2° Les (q ■— 1) produits 

p«;-i.,+i.'ç7 *j + i Γpçi.y I7—2 . 

obtenus en faisant varier y de 1 à i — 1 et de ί -+- 1 à q et où Aj repré-
sente le déterminant 

'''7 + ι,'-q ··' ' '7/ + ι.'7, ''s ''7 + 1.'7/. ''s 1 'V/ + 1.'7/. ''s ·" 1 '7/ + i.'7/ 
J '· i,'7/ + i,'7 .'·» ··· ''ι. '7/ + ί· '7, .'·« 1 '•ο'-,,+ί''■<! ''a 1 ''ι, 'y + i· 'V, '·3 ··· 1 'V7/-M.' 7, ''j 
........ ...... ..... .... .... ..... ................... 

J '· i,'7/ + i,'7 .'·» ··· ''ι. '7/ + ί· '7, .'·« 1 '•ο'-,,+ί''■<! ''a 1 ''ι, 'y + i· 'V, '·3 ··· 1 'V7/-M.' 7, ''j 

En vertu des remarques ci-dessus, la formule (26) peut s'écrire, après 

multiplication des deux membres par —-— 

J '· i,'7/ + i,'7 .'·» ··· ''ι. '7/ + ί· '7, .'·« 1 '•ο'-,,+ί''■<! ''a 1 ''ι, 'y + i· 'V, '·3 ··· 1 'V7/-
J '· i,'7/ + i,'7 .'·» ··· ''ι. '7/ + ί· '7, .'·« 1 '•ο'-,,+ί''■<! ''a 1 ''ι, 'y + i· 'V, '·3 ··· 1 'V7/-M.' 7, ''j 

J '· i,'7/ + i,'7 .'·» ··· ''ι. '7/ + ί· '7, .'·« 1 '•ο'-,,+ί''■<! ''a 1 ''ι, 'y + i· 'V 

J '· i,'7/ + i,'7 .'·» ··· ''ι. '7/ + ί· '7, .'·« 1 '•ο'-,,+ί''■<! ''a 1 ''ι, 'y + i· 'V, '·3 
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Cette égalité n'est autre que l'égalité déduite de (24) en remplaçant 
q par q ■+· 1 et développant le déterminant du second membre par 
rapport à sa dernière ligne. 

L'égalité (24) est donc générale. c. 0. κ. D. 

4. Nous nous proposons d'appliquer la formule précédente à la 
fonction déterminante D(X) d'un noyau H (a?, y) et à ses mineurs. 

Auparavant, nous reprendrons la démonstration d'un théorème dû 
à Hilbert ('). 

Supposons | H(xy) | moindre que M et considérons les déterminants: 

,-Αιιμ,Λ =±ii(L,i) ... = *h(I,£\ 

,-Αιιμ,Λ =±ii(L,i) ... = *h(I,£\ 

Α.<λ) = ^„/3 . χ =*„(3 Λ ,_±Ηηΐ\ ... · 

.............. ................... ........ ............... 

,-Αιιμ,Λ =±ii(L,i) ... = *h(I,£\ 

ί
Λ
(*»Χ* '··'** }) 

Η(*ι
1ι
Τι)Η(Λ?

1
».Τθ ... \\{χ

χ
,γ,,) ~7Γ Η (^

1

'"",-Αιιμ,Λ =±ii(L 

H(^2,7i)H(x2,y2) ... Η (a?„y7) ··· 

.......................... ........ .......................... ........ ............ 

Ili-^iyj/i) ... I\{oc
(1

,y
tl

) —^ —— ίΙ^α?
7
,^ ··· —^ 

~ u(l,
y
\ii(±,yi) ... ιι(ΐ„Λ =1Η(±,Ϊ) ... =±H(1,») ' 

h(»,AH(1,A ... α(1„λ ... 

....................... .......... ....................... 

η(2„ΛΗ(2,,Λ - Η(2„Λ =i
H

(5.2) -. , — — H^ 

(') HILBERT, Mémoire déjà cité (Erste Milteilung). 
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THÉORÈME. — Lorsque η entier croit indéfiniment Δ„(Χ) et 

h(»,AH(1,A ... α(1„λ ... 

tendent respectivement vers D(X) et 

h(»,AH(1,A ... α(1 

Développons en effet les déterminants Δ„(Χ) et A
n
(XuX%' ' ' '*Χη X j 

par rapport aux puissances croissantes de A; on obtient 

H FIL,
 L
A II FIL, !I\ ... H(^

3
M 

Λ
»<

λ
>=ϊ(^Γ Σ ϊΐ "(»* ») "(»'») " "(»'«) 

Ιΐ/ίΐ,ίΛ ··· JI fin, 

et 

k \y». y
2

, ..·, j
7
 / 

ΙΙ(λ?„ /ι) ΙΙ(^ι,/2) ··· H(.r„ /7) II^, ··· 

ΙΙ(λ?„ /ι) ΙΙ(^ι,/2) ··· H(.r„ /7) II^, ··· 

............ ............... ...... ................. 

ΙΙ(λ?„ /ι) ΙΙ(^ι,/2) ··· H(.r„ /7) II^, ··· 

ΙΙ(λ?„ /ι) ΙΙ(^ι,/2) ··· H(.r„ /7) II^, ··· 

ΙΙ(λ?„ /ι) ΙΙ(^ι,/2) ··· H(.r„ /7) II^, ··· 

.......................... ..................... ...................... ................. 

IifevWis,^ ... Hfev.Vii-.-Vii-'-") - Η fis, is' 

Nous désignerons par δ® le coefficient de (— Χ)σ dans Δ
η
(λ) et 

par ··-'^Λ le coefficient de (— X)CTdansA
w
f '' xV 
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D'autre part, nous désignerons par dσ le coefficient de ( —λ)σ 

dans D(X) et par d™!*1 ^2' l
e
 coefficient de ( — X)w dans 

DU/ v-
Démontrons que 

D Λ*·· ®· Λ = |IM 4Β / · · ·, Λ 

On démontrerait la formule 

β(λ) — lirn Δ„(λ) 

de la même manière en faisant q = ο dans les raisonnements qui vont 
suivre. 

Remarquons que, en vertu du théorème de M. Hadamard sur la 

valeur absolue d'un déterminant ('), (—X)CT X~' ' ' et 

(—λ)σ dfl 2' ' ' '' 'M
 son

t moindres en valeur absolue que 

D Λ*·· ®· Λ = |IM 4Β / · · ·, Λ 

terme général d'une série à termes positifs convergente puisque 

lin, 2s» = |
im

 Ι λ | Mi/'/, + '
 = 0

. 

On peut donc déterminer σ suffisamment grand pour que, quel que 
soit Λ, on ait simultanément les deux inégalités 

"U,/,, ···,/, λ) ,J =s· 
(28) 

"U,/,, ···,/, λ) ,J =s· 

(') La valeur absolue d'un déterminant d'ordre τσ dont tous les éléments 

sont <M en valeur absolue est inférieure à Μσω 2 (Bulletin des Sciences mathé-
matiques, 1893, p. 240). 
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ε étant une quantité positive aussi petite que l'on veut donnée à 
l'avance et λ ayant une valeur donnée. 

D'autre part, il résulte de la définition même de l'intégrale définie 
qu'on pourra déterminer 11 suffisamment grand pour que les σ1 
inégalités 

(->)',7?21 "ΜΛν)
 =

<r== 

(' = 0, ',2, . . Rj) 

soient vérifiées pour une valeur de λ donnée. Ces dernières inégalités 
entraînent la suivante : 

(29) 'y7(-λ)'·ai (*''*«'···'*Λ_'y (_
λ
γ

d
i(**>*» ···'**) <« 

Des inégalités (28) et (29) résulte l'inégalité 

D/*.,Λ Δ-Λ <ε 

pour η suffisamment grand ; d'où l'égalité 

"U,/,, ···,/, λ) ,J =s· 

G. Q. V. D. 

[y. Appliquons maintenant la formule (24) au déterminant 

"U,/,, ···,/, λ) ,J =s· 

en prenantpour r,,r
2

, ..., r
r/
et.s,,s

2
, ...,^lacombinaison 1, 2,..., <7, 

on obtient 
Μ,η'Ιλ) Δ„α-|λ) ... Δ

β
φ|λ) 

" V/n/«,···> Λ / " ' 

A»(£|X) Δ„(;.|λ) ... Δ.(;
?
|λ) 

Faisons maintenant croître η indéfiniment et appliquons le théo-
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rème d'Hilbcrt, nous obtenons la formule que nous avions en vue 

(3o) D
/Λ?Ι, a?

aî

 .. ,,Λ?
7

 Λ (λ)]
7
-ι 

"CI") DC;I*) - °C;I>) 

"CI") DC;I*) - °C;I>) 

........ .................. ............ ................ . 

"C:l·) -Cil1) - °e:l·) 
et dont nous nous proposons de faire un important usage. 

Ecrite sous la forme 

(3i) d
7*"·*2' · · ·>·*'/ Λ 

^(.Κι,/,,λ) ... 3Z(x
n
 y

<n
 λ) 

= Γ3(λ) ··· ^(·Τ
2

, J,,, λ) 
.................. ........................ ........................ . 
^(^/.7ι,λ) 3C(.r7,y2

, λ) ... 3e (#7, y,,, λ) 

elle donne Y expression algébrique des mineurs de la déterminante 
en fonction de la déterminante et de la résolvante. 

β. Comme application immédiate de la formule (3o), calculons 
l'expression de la résolvante 3e(a?, y, λ, IA) relative au noyau 
3c(x,y, λ) et au paramètre p.. 

En vertu de (3i) 

2^ r\fDf-'"·'· ή 
3e(.r, y, λ, μ) = ̂  - -

2 ( ^ ί ds
x
 f ds>, · · · f dsn D f 5" ' ' ' ' ?.) 

Le terme en λ®·^» du numérateur a pour coefficient 

f'dsj'ds,... U Sl' ····'—.), 

Journ. de Math. (6* série), tome IX.— Fasc. III. 1913. 3 2 
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et le terme en XCT< p.CT* du dénominateur a pour coefficient 

f\ f\... f Vn,H('"·*· ''"'—Λ. 

On voit donc que 

f\ f\... f Vn,H('"·*· ''"'—Λ. 

f\ f\... f Vn,H('"·*· ''"'—Λ. 

f\ f\... f Vn,H('"·*· ''"'—Λ. 

c est-a-dirc 

(32) 3Ζ(χ,γ, λ, μ) — 3C(.»,/, λ -h μ), 

formule bien connue. 

7. Considérons la fonction 

*U/.. -ov 7" ^ ' 

relative au noyau H (a?, y) et au paramètre λ; désignons par 

\yi,yt, ■ ■ ·./, y 

la même fonction relative au noyau 3C(./;, y, λ) et au paramètre p.. 
11 résulte des formules (3i) et (32) que 

(33) .icf'*"'*2' λ,/Λ = 3e(/;r";r2' λ + Α 

généralisation de la formule (3'i). 

8. L'égal ité (3o) est un cas particulier de l'égalité 

D/ΛΓ,,Λ·,, .. .,Λ;,,; α,, αΑ. \ ΛΊ7-1 

/*,, AN A„ ..A A- Λ ./Λ·,, AT, «2, . .., <xk \ 

= ................... ........... .............. .............. .... 

/.Ty, a,, a,, . . ., a* Λ /j?7, «j, as, . . ., «a- Λ 

qui s'établira de là même façon. 
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CHAPITRE II. 

SUR I/ORDRE DES L'ÔLES DE LA RÉSOLVANTE D'UN NOYAU DONNÉ. 

9. TIIËOUÈME I. — Si. Von considère deux noyaux orthogonaux 
H'(a?, y) et II" (x,y), le mineur d'ordre q de la déterminante D (λ) 
du noyau H (χ, y) = II '(x,y) + II" (x, y) est fonction linéaire et 
homogène des mineurs d'ordre ο à q de chacune des déterminantes 
D'(X) et D"(X) des noyaux respectifs H'(.x·, y) et H"(a?, y). 

En effet, en vertu de la formule (3i) et des propriétés des noyaux 
orthogonaux (n° 2), 

f\ f\... f Vn,H('"·*· ''"'—Λ. 

3C(*„ yt, λ) + OC'(*„/„).) · · · 3e'(o-lt λ) -hΚ'(α>„ λ) 
~D'(X)D"(X) 

f\ f\... f 7ι,λ) + 3£"(^/,7,,λ) ... λ) + 3ΰ'(α?
7

, r
7

, λ) 

Le déterminant du second membre peut se décomposer en 'iq déter-
minants. Si nous faisons cette décomposition, nous obtenons une 
somme de termes de la forme 

Κ'(*Ι ,^ι,λ) ... 5e'(.r
lf
/

w>
X) /«r+i.D ··· /„ λ) 

&(1) D"(ï) 
f\ f\... f Vn,H^ ) ··· y&i λ) ( Χ,μ ynrt-n 1·) '·· (x</i J'i/i'h) 

une permutation quelconque des variables/,, /a, ...,/^ pouvant être 
substituée à la permutation/,, /

2
, ...9yq. 

En développant le déterminant du terme précédent par rapport 
aux σ premières colonnes, d'après la règle de Laplace, on voit immé-
diatement, en vertu de la formule (3i), que ce terme est une somme 
de produits de deux facteurs dont l'un est un mineur d'ordre © de la 
déterminante D' (λ) et l'autre un mineur d'ordre q — © de la déter-
minante D"(X). En faisant varier © de ο à q, on démontrera donc le 
théorème I. 

10. De plus, en vertu de la règle de Laplace, on voit que le second 
membre de (34) peut être formé de la façon suivante : 
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Soient 

( l ) ί|, Î2î · · · 1iq, 
(./ ) J1' J2i · · · ι Jqi 

deux permutations simples quelconques des nombres i, 2, q et 
soient t, j les nombres d'inversions respectifs de ces permutations 

T. / x\i Λ 

^ α ! β! \yjs y j* · · · > y a Ί \/y.+l. x/,,^ · · · * yj, ) ' 

la somme du second membre étant étendue à toutes les permutations 
simples (i), (y) et à toutes les valeurs des nombres entiers positifs ou 
nuls α, β tels que a H- β = q. 

11. Corollaire. - La règle précédente se généralise facilement si 
Ton suppose 

II(a?.
â

r) = -f- y) +... -+- y), 

les 0 noyaux composants H (χ, y) étant orthogonaux deux à deux. 
On a avec la notation précédente 

/ ^«1 βΐ... αϊ τ! -

xD/ fx'\'xh< ···>■*/« Λ 

xD/ fx'\'xh< ···>■*/« Λ 
X 

X D'°) ( "^'«+β+...+σΗ-ϊ' ' ' * ' Χϊη Λ 

La somme du second membre est étendue à toutes les permutations 
(1) et (j) et à toutes les valeurs des 0 nombres entiers positifs ou 
nuls α, β, ..., σ, τ, tels que α-{-β-κ..-+-σ-ι-τ = ^. 

12. THÉORÈME II. — Etant donné un noyau H (x,y) = hc (pc,y, O), 

somme de q noyaux canoniques relatifs au nombre fondamental c 
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(n° 2), le mineur d'ordre q de la déterminante Ο(λ) de ce noyau 
n'est pas identiquement nul pour λ = c. 

On a vu (n°2)que la déterminante 1),0,(λ) du noyau h-cX&i Xi °) est 

aloéy{x) -1- dîcéyix) -h ... 4- (x) =s o. 

Il résulte de là et du corollaire précédent que les termes qui ne 

contiennent pas (λ — c·) en facteur dans D ( " 2'"'' ''Xlsonttous 

compris dans la somme 

aloéy{x) -1- dîcéyix) -h ... 4- (x) =s o. 

(Ï) et (y) étant les permutations définies ci-dessus, et cette somme 
étant étendue à toutes les permutations simples (i), (y). 

Par suite, en se reportant aux formules (21) et (22), on voit que les 
termes en question sont tous compris dans la somme 

s = «i1'(■*'.) P'-Vir/.)«Wû ffîiyù · · · «."Κ,)( j/,), 

Ρ(α) désignant le produit des constantes α?}* (Θ = 1, 2, ..φ et 
η = ι, 2, nd- 1). 

Cette somme peut s'écrire 

«1 n(a?v)<*T(X\) ··· <*(7)(^i) 
g _ ^(a) a(in(^2) «i2)(^Î) ··· α(ι'"(·*2) 

...... .... ..... ..... ..... 

«1 n(a?v) «is,(^,) ···«1 n(a?v) 
Wiyt) βί^ι) ... βίζ'(^) 

x Pi.vir.) ...«1 n(a?v) «is,(^,) ··· 
.... .... .... ..... ... . 
β^(/ν) β^/ν) ··· β^Ο'ν) 

Je dis que les deux déterminants qui entrent dans cette expres-
sion ne sont ni l'un ni l'autre identiquement nuls; car, si le premier 
par exemple était identiquement nul, on pourrait déterminer des 
constantes a

{
, a

2
, .., aq non toutes nulles et telles que 

aloéy{x) -1- dîcéyix) -h ... 4- (x) =s o. 
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Or, ceci est impossible, les fonctions af O) formant avec les fonc-
tions b^\y) un système biorthogonal ('). 

S est donc différent de zéro et cette proposition entraîne le théo-
rème II. 

15. THÉORÈME III. — Etant donné un noyau h
c
(x,y, o) somme 

de q noyaux canoniques relatifs au nombre fondamental e, le 
mineur d'ordre θ <iq de la déterminante D(X) s'annule 

W-O+l + /?0-h2+ · · · "+■ ηff 

fois pour λ — c, si l'on suppose 

ni = n2~· ' · = "y 

Nous fixerons les idées en supposant 

Λι = '*2=· . «0-/1 
Λ0~/ = no—/-+-1 = · ·. — /iO-M — · · · =no+j. 

-j~^> ''0 +_/-Η2=· · ·'=: O/f 
Soit, d'autre part, 

( U ) "l 5 ^'-21 · · · ) "/H 

une combinaison simple quelconque i -+-1 à i +■ ι des i-vj-hi 
nombres (0 — i) (0 — i -+■ i)... (0 + j). 

Le corollaire du théorème I montre que les termes de moindre 

degré en (c — λ) dans D Ç
1
'^

2
' ° λ j sont donnés par l'expression 

E =
 Λ _ λ\"0+.-|-η0+ί+···+"ΐ y

 D(u)
 /*„ χ*,...,** Λ 

le terme sous le signe ̂  désignant le mineur d'ordre 0 de la déter-
minante du noyau 

be ) ( ·*> f> o) + h[y {χ, y, o ) +... + Λ^-'-n ( χ, y, o ) 
-i- h^{x,y, o) + hW(x,y

t
 o) -h... y, o), 

et la somme ^ étant étendue à toutes les combinaisons (u). 

(') Voir à ce sujet LAI.RSCO, Introduction à la théorie des équations inté-
grales, p. 35. 
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Cette somme ne saurait être identiquement nulle pour λ = c. Il 

résulte en effet du théorèmeII queD(w) ' l' " " X ) contient un 

terme non nul pour λ = c, lequel est le produit d'une constante par 
le produit de deux déterminants non nuls 

α(,η(Λ?,) ... αι
1
0-'- , )(α'| ) ... «I

1
"i+l) (^r,) 

...... ..... .......... .. ....... ....... ... ... 

α(,η(Λ?,) ... αι10··· a'
I
°-'-,l(a?

f/
) a'i'1'(·*'/) ... «i"'+,l(a7

y
) 

β«ι'(ji) ... β^:Γ(/ι) β&;(η) ... β^(/ι) 
Χ . 

β^Λ/γ) ... Ç>t-Z^y<i) KS?*) ··· Μίΐ+Μ*) 

Par suite, si la somme 
yj)( \ 

était identiquement nulle, il existerait une relation linéaire à coeffi-
cients constants ..., «o-w non tous nuls, tels que 

β,α1,11^) α
2
α\^(χ) --h... + ao+-y(#) ΞΞ Ο, 

ce qui est impossible en vertu de la biorthogonalité des fonctions 

«?'<» et K(y)· 
On voit donc que Ε est divisible parla puissance n^

+2
+... + nq 

de (λ — c) et n'est pas divisible par une puissance supérieure. Le 
théorème III en résulte immédiatement. 

1-4. Nous sommes maintenant à même, pour un noyau donné, de 
préciser la signification de l'ordre des pôles des résolvantes canoniques 
composant la partie du noyau relative à un nombre fondamental. 

Soit un noyau H (a?, y) tel que pour λ = c sa fonction déterminante 
s'annule ρ fois et tel que le mineur d'ordre G de cette déterminante 
s'annule />o fois. 

En vertu de l'orthogonalité de la partie h
c
(x, y, o) du noyau 

H(&·, y) relative au pôle c et de la partie H (a; ,y) — h
c
(x,y, o), il 

résulte du théorème I que les nombres ρ et sont les mêmes pour le 
noyau h

c
(x, y, o) que pour le noyau H(x,y). 
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Si donc h
c
(x,y, λ) est défini par les égalités (21) et (22), on 

déduira des théorèmes II et III les égalités suivantes : 

[ *h—P — Pu 
1 n2~p\ —/>21 
ι 

(35) / /10= ΛΌ—1 — PO, 

1 » 

I ΤΙη —Pq-1, 
I p,,~ O. 

Ces égalités définissent les ordres des pôles des résolvantes cano-
niques. 

Par analogie avec la théorie des diviseurs élémentaires d'un déter-
minant dont tous les termes sont fonctions linéaires d'un paramètre λ, 
nous traduirons'les égalités ci-dessus en disant que : les ordres des 
pôles des résolvantes canoniques sont les exposants des diviseurs 
élémentaires de la fonction déterminante. 

15. 11 est notable : i° que 

ρ>ρ\>ρ%>· ·->Pu-\ ('); 
20 que 

Λι = n2~' - ,l<r 

De ces inégalités et des égalités (35) résultent un certain nombre 
d'inégalités intéressantes: 

i° Un a 
P0~\ — no·+■ «0+1 -t-. -. -b n,f, 

d où 
/>0-1 = «O -H q —O;$ 

cette inégalité a été donnée par M. B. Heywood pour 0 = 1. 
La somme du genre d'un nombre fondamental et de son ordre 

comme pôle de la résolvante est inférieure à son degré de multiplicité 
comme zéro de la déterminante. 

20 Comme η. > n
a

, 
ρ—ρ,ίρ,,-χ. 

(') Voir à ce sujet B. HEYWOOD, Thèse déjà citée. 
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Un nombre fondamental de genre q est un pôle de la résolvante 
d'ordre au moins égal à son degré de multiplicité comme zéro du 
mineur d'ordre q — ι de la déterminante. 

3° Comme «O^/ÎO-I, 
/>0-1 —/?o=/?o—/rç+n 

d ou 
y;0< /^ l-W^O—I . 

La multiplicité d'un nombre fondamental comme zéro d'un mineur 
d'ordre 0 de la déterminante est inférieure ou au plus égale à la 
moyenne arithmétique des multiplicités de ce nombre fondamental 
comme zéro des mineurs d'ordre 0 — ι et d'ordre 0 h- i. 

DEUXIÈME PARTIE. 
sun LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES. 

16. Dans cette seconde Partie nous nous proposons d'étudier les 
systèmes d'équations intégrales linéaires du type suivant : 

(36) ^ |«μν(«)
 0

v(^) — Ap(a?,i) 0
v

(i)dsj =θμ,(α?) (μ = ι, 2,..., m), 

où αμν(χ·), s), 6·μ(.'£) sont des fonctions bornées et intégrables 
dans le domaine οo<s<i; λ un paramètre donné et Q

v
(#) des 

fonctions inconnues que l'on se propose de définir dans le domaine 
ο < χ < ι. 

Considérons le déterminant 

«n(tf) ... a
Xm

(oc) 
) 

am1(x) ..• · ^ m m M I 

et supposons qu'il ne soitpas identiquement nul dans le domaine ο <x< ι 
Journ.de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. III, tqi3. 33 
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et ne s'y annule que pour des valeurs de χ isolées et en nombre fini. 
Faisons pour un instant l'hypothèse que les fonctions 0

ν
(.χ·) aient 

été remplacées par leurs valeurs sous le signe / et résolvons le 
. système (3(5) comme un système d'équations linéaires en 0,(χ·), 

θ
2

(3?)> .. ., θ
ν
(Λ?). 

Nous obtenons le système équivalent 

Α(^)0
μ

(Λ7)=ζ/
μ

(Λ7) + λ2 / Κ
μν

(Λ7, s) Q
v
(s)ds (μ = ι, a, ..., m). 

rosons 
Α(Λ?)θ

μ
(.τ) = φ

μ
(Λ;) 

et 
Α(^)0μ(Λ7)=ζ/μ(Λ7) + λ2 / Κμν(Λ7, s) 

La résolution du système (3(5) est équivalente à la résolution du 
système 

(38) <ρμ(.τ) =/μ(Λ?) + \ V / II μ. ,(.1?, s ) φ
ν

(.«) da (μ~ι ,9.,..., m). 

Frcdholm a montre que la résolution du système (38) peut être 
ramenée à la résolution d'une équation unique. Pour cela il pose 

(38) <ρμ(.τ) =/μ(Λ?) + \ V / II μ. ,(.1?, s ) φν(.«) da (μ~ι ,9.,..., m). 
(39) 

(38) <ρμ(.τ) =/μ(Λ?) + \ V / II μ. ,(.1?, s ) φν(.«) da (μ~ι ,9.,..., m). 

et considère l'équation 

(38) <ρμ(.τ) =/μ(Λ?) + \ V / II μ. ,(.1?, s ) φν(.«) da (μ~ι ,9.,..., m). 

A toute solution φ(#) de (4o) valable dans le domaine ο<χSm 
correspond une solution du système (38); elle est définie par les 
égalités 

(40 φ {x) = — f· -+· 0» pour Ο < χ — μ 4- ι < ι. 

Réciproquement, les égalités (4τ) montrent qu'à toute solution du 
système (38) valable dans le domaine ο ~x~ ι correspond une solution 
de l'équation (4o) valable dans le domaine o^xSm. 
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La résolution du système (38) est donc équivalente à la résolution 
de l'équation (4°). 

Or, l'équation (4o) est de troisième ou de deuxième espèce suivant 
que les fonctions A(s — ν +i) s'annulent ou non dans l'inter-
valle ο < s — ν -h ι < ι, c'est-à-dire suivant que A (s) s'annule ou non 
dans l'intervalle ο < s < ι. 

Nous dirons également que le système (36) est de troisième ou de 
deuxième espèce suivant que A (s) s'annule ou non pour s compris 
entre ο et i. 

CHAPITRE III. 

SUIL LES SYSTEMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE DEUXIÈME ESPÈCE. 

17. Nous allons discuter complètement dans ce Chapitre le système 
d'équations (38) en supposant que/μ(α?) et Ημν(&', y) sont bornés et 
intégrables dans le domaine 

° = χ 'â11 ° 'L y =1 · 

Nous conviendrons de représenter par 

(38) <ρμ(.τ) =/μ(Λ?) + \ V / II 
le determinant 

ΙΊμι,ν,ί^ΐι y\) Ημ,,ν,ί^ί» /ϊ) ··· Ίμι,ν,, {XU }'</) 
ιι μ», ν, (χΐΐ y\) ιΐμ,,ν,ί^ΐ) y%) ··· ϋμ,,ν,,ί^ί) y<j) 
.......... ...... ...... ....... ..... . 
ΙΙμ^.ν,ί·^'/' /ι) ΙΙμ^.ν,ί-37'/» J2) ··· ϋμ^.'^ {χΊ·> J'q) 

Si l'on se reporte alors, d'une part aux égalités (3g) et d'autre part 
à l'égalité (5), on voit que la déterminante D(à) de l'équation de 
Fredholm (4o), à laquelle le système (38) est équivalent, peut s'écrire 

(42)
D
«='ÏSl 

x C'a», f\... f\h
u
 '**). 
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avec la condition σ = a 4- b -4-.. .4- t et la somme doit être étendue 
à toutes les valeurs possibles des entiers positifs ou nuls <2, b, c, ..., t. 

Nous dirons que D(X) est la fonction déterminante, du système de 
noyaux Ημν(.ζ·,/). 
. De même quand 

sghqgfdgze">< 

le mineur du premier ordre de la déterminante de l'équation (/jo) a 
pour expression, en vertu de (3q) et de (G), 

(43) Df(;|x)= 2(43) Df(;|x)= 2(43) Df(;|x)= 2 

Df(;|x)= 2(43) Df(;|x)= 2(43) Df(;|x)= 2 

Nous dirons que les fonctions Df sont les mineurs du premier 

ordre de la déterminante D(X). 
La relation (3o) va nous permettre maintenant de donner une défi-

nition du mineur d'ordre q. D( '37"Λ2' L'' \ ), de la délerminanle 

de l'équation (/jo) pour 

ο< <ι, ο< <ι, ..., ο< <ι. 

Cette fonction D^'"^ μ,'Γ \ que Ion sait etre entière 

en λ, peut être définie par la relation 

Μ) 0
[D(W_1 

<10 <10 - <10 

- <10 <10 - <10. 
.................. ......... ........... .... .......... ....... 

<10 <10 ■ <10 
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Nous dirons que les fonctions D^"1^ v'·' f*ri' ^2' ' ' '%Mtt sont les 

mineurs d'ordre q de la déterminante D(X). 

18. Ceci posé, nous sommes à môme d'étudier complètement le 
système d'équations (38) en suivant pas à pas les résultats obtenus 
concernant la discussion de l'équation unique de Fredholm (n° 1), en, 
étendant ces résulta tsà l'équation (4<>) par substitution des limites (o, m) 
aux limites (ο, i), puis en tenant compte des relations (4 i). 

On obtient finalement les résultats suivants : 
D'une part, la fonction déterminante D(X) et ses mineurs du 

premier ordre satisfont aux relations caractéristiques 

l D(o) = i (45') 
(45) 

—T = 2il)tUr(45") 

Duv (xy|λ)-1Ι^<*,^)0(λ) = λ2 f ll
[1
,(^s)Di

/

^S (46') 

(46) 
=

 >)<& (46') 

D'autre part : 

i° Si D(A) φ ο, ce que nous exprimerons en disant que λ n'est pas 
un nombre fondamental du système de noyaux H(A)V(^,^-), le système 
d'équations intégrales linéaires (38) admet la solution unique 

(47) 9μ(·ζ) =/μ(«) + λ 2 f 3^ι*,ν(Λ?,ί,λ)/ν(ί)ί&, 

^μ,ν Χι λ ) étant la fonction 

l D(o) = i (45') 

Il résulte des relations (46) que les fonctions 3£^.,(x,y, λ), dont 
l'ensemble est le système de résolvantes du système de noyaux 
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Ημ.
ν

(Λ7, JK), satisfont aux deux systèmes de relations 

l — H μ,ν (a?, y) -+- 3ε
μ

,ν(.r, y, λ ) — λ V ί Η
μ
,, ( a?, 5) 3e,·,

ν
 (s, ν, λ ) Λ (49') 

(49) 

Ι =

 *Σ f
 Η/,ν ('ç»y) ·ΐεμ,'(^-·5» (49") 

2° Si, pour λ = c, D(A) est nul ainsi que tous ses mineurs 
d'ordres ι, 2, — 1, un de ses mineurs d'ordre q étant différent 
de zéro, par exemple le mineur 

l D(o) = i (45') 

ce que nous exprimerons en disant que c est un nombre fondamental 
de genre q, les deux systèmes d'équations intégrales linéaires 
homogènes 

(5θ) φμ(#) — λ Y / Ημ.,
ν
(θϊ,ί) φ

ν
(ί)ί/.ν = 0 (μ — 1, 2, . . ., m), 

(5l) ψν(/) —^μ,νί5»/)ψμ(*)^ = 0 (ν = 1,2, ...,/w), 

cftto systèmes associés, admettent respectivement les q solutions 

1 jyV-i.V-t M-0-1'M·Po-vi V-<i (' * " ' ,r0~l' ^0*·' 1 ' * 1 Xfi \ Λ 

( (Θ = Ι, 2, .q), 

1 jyV-i.V-t M-0-1'M·Po-vi V-<i (' * " ' ,r0~l' ^0*·' 1 ' * 1 Xfi \ Λ 

1 jyV-i.V-t M-0-1'M·Po-v 

Si l'on pose 

Φ&(Λ;) = Φμ(<ζ) pouroCo;— μ-ι-ι<ι, 
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les q fondions Φο(χ') sont linéairement indépendantes, ce qui revient 
à dire qvCil ne peut exister une même relation linéaire à coefficients 
constants non tous nuls α{, a.,, ..., a

(/ 

a, Φ(
μ.η(:v) -t- «2 Φμ'(#) + (./.·) 1ΞΞΞ ο, 

vérifiée quel que soit χ compris entre ο et ι pour les m valeurs ι, 
2m de Vindice p.. 

Nous exprimerons ce fait en disant que les q solutions Φ{?(Λ?) du 
système (5o) sont linéairement indépendantes. 

Dans le cas qui nous occupe, le système (5o) admet q solutions 
linéairement indépendantes (52) et q seulement. 

3° Pour λ = c, nombre fondamental de genre q, le système 
d'équations (38) n'a pas, en général, de solution; les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que des solutions existent sont les 
q conditions 

(5/i) 2/
 ,ΙΓΐ,(Λ)/μ(·?)ώ, = ° (0 = ι, a, .· .,7). 

Ces conditions supposées remplies, toutes les solutions du sys-
tème (38) pour λ == c sont définies par les égalités 

Κ μ, ■ν ( ■CC, S ) /v ( s) ds + ^β |a Φ |î » ι(χ) 

(u = 1,2, ...., m) 

où Κμ
 ν

(.τ, y) désignent les fonctions 

Dîl't *,(χ·< *»■■■·** ΛDîl't *,(χ·< *»■■■·** Λ 

et où les sont q constantes arbitraires, les mêmes quel que soit p. 

19. Les résultats de l'étude des noyaux et de la résolvante d'une 
équation unique s'étendront également aux systèmes de noyaux et de 
résolvantes d'un système d'équations intégrales linéaires. 
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Deux systèmes de m2 noyaux Ημ>ν(.'/?, y) et Κιν/(;τ, y) seront dits 
orthogonaux, s'ils satisfont aux deux systèmes de conditions 

ï ^ f *)Κ./,ν(ί,/)ώΞο 

ï ^ f *)Κ./,ν(ί,/)ώΞο 

ï ^ f *)Κ./,ν(ί,/)ώΞο 

Si un système de m2 noyaux H^
v
(a?,y) donné est tel que chacun de 

ses noyaux est la somme de deux noyaux de mêmes indices p., ν de 
deux systèmes orthogonaux de m- noyaux composants : i° la fonction 
déterminante du système de noyaux Ημν(Λ·,^) est le produit des 
fonctions déterminantes des systèmes de noyaux composants; 20 les 
fonctions résolvantes 3ίμ>ν(χ,γ, λ) du système de noyaux H [V/(./;,_/) 
sont les sommes des fonctions résolvantes de mêmes indices p., ν des 
systèmes de noyaux composants. 

Désignons par h^
tVtC

(x
t
y, λ) la partie de la fonction méromorphe 

3e^
v
(a?,y, λ) résolvante d'indices p., ν du système de noyaux Ημ

>ν
(χ,^) 

qui devient infinie pour λ == c, et soient c, et c
2
 deux nombres fonda-

mentaux du système de noyaux Hllt,,(x,y). On peut poser 

3fciv/(a;>y,λ) = λ)+ *)· 

Les trois systèmes de m2 noyaux hv^Ci
(x,y, o); h^,^(x,y, o); 

h^(x,y, o) sont orthogonaux entre eux deux à deux et admettent 
comme résolvantes respectives

 vι<Ί
(χ, y-, λ) ; hv_

> v
y, λ) ; 

h\i
t
\(xiyι λ). 
Finalement, on peut étudier séparément les parties des noyaux 

h^
c
(x,y, o) et les parties des résolvantes h^,

iC
(x,y, λ) relatives au 

nombre fondamental c. 
Soit c un nombre fondamental de genre q annulant ρ fois D(Â); 

hy.
t
v,

c
{%,y, λ) peut être considéré comme la somme de q fonctions 

Vv.c(^ r. *) - + ■ · ·+ c-λ ' 

les fonctions φ'μ,ν,υ ···? φμ,ν,τ^ étant définies à l'aide des constantes 



MINK U IIS DE ΙΑ FONCTION D É 'Γ H II M1Ν Α. Ν Τ Ε DE FllEDIIOLM. 265 

arbitraires af] par les relations 

Vv.cν, ι ( ■χ» y ) = ^ alï i ( -r ) β ν ( y ) > 

?|î,'v
tï

 (·*>/) = "?αμΐ'(^)βν0)/
(
ι(/), 

.................................................. 

?£V,»
0
(^'7) = «'Νί' · · · ̂ Jo-! αί''(·ζ·) βν\(/). 

/?, + /z
2
 -κ./t

t/
 = ρ et les un systèmes de fonctions ajj'^x·) et 

fô'OO» (111^ existent, quel que soit le choix des constantes af\ sont 
tels que si l'on définit les fonctions 

Ci/0' (a?) = .r — μ -h I ) pou r ο < .r — μ ι < ι, 
β?(/) -- βί1/ (y — V + ι) pour ο <.)■ — V 4- ι < ι, 

ces ·ιρ fonctions α)0)(.χ·), $?](y) forment un système biorthogonal 
dans l'intervalle d'intégration (o - m). 

h^\
l)C

(x,y, o) forment un système de m2 noyaux canoniques 
d'ordre Ιΐμ

:ι
 ,.(χ·, y, A) sont dits résolvantes canoniques d'ordre /i0 

de ce système de noyaux. 
De plus, la fonction déterminante du système de m'1 noyaux 

Κ;>ΛχιΎι°)est (J - °· 
Enfin, si l'on appelle p§ le plus grand commun diviseur des expo-

sants du binôme (λ — c) en fadeur dans les mineurs d'ordre 0 de la 
déterminante D(X), on a 

j "i = P —pu 
i H 2 r.~ ρ j —/Λ

2
, 

................................ 
(58) / λο = /Ό-ι—- /^Oi 

I 1 
nqpq-1;= 
ρ,,— Ο. 

Notons que, pour i, et 0 donnés, l'une au moins des m fonctions 
ajî^x) n'est pas identiquement nulle pour o<x<i, puisque αf\x) ne 

Joum. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. III, i<)i3. 64 
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saurait être identiquement nul entre ο et m. De même, Tune des 
m fonctions fflfy) n'est pas identiquement nulle pour o<y < ι. 

On ne saurait donc d'une part avoir simultanément 

(^9) j 1 ' 

sinon il existerait une relation linéaire à coefficients constants non 
tous nuls entre les fonctions ai0lO), *%(x), ce qui est 
impossible, celles-ci étant biorthogonales aux fonctions β,'°(/), 
βΐ0>(/)? · · ·> PÎJ(y) dans l'intervalle (o — m). 

Nous pouvons donc énoncer que m résolvantes canoniques au moins 
admettent le pôle λ = c, et, si nous désignons par p.,, v, ; p

2
, v

a
; ... ; 

Hw v/« leurs indices p, v, ils sont tels que p,, p
2

, p,„, cl 
v,, v

2
, ...,v

OT
, sont deux permutations des nombres i, 2, . ,.,/ra. 

Nous traduirons d'autre part les égalités (58) en disant que les 
ordres des pôles des résolvantes canoniques sont inférieurs ou au 
plus égaux aux exposants des diviseurs élémentaires de la fonction 
déterminante; ils sont égaux à ces exposants pour une au moins des 
m~ résolvantes canoniques. 

Nous remarquerons, enfin, qu'en vertu de (4-5) 

(^9) j 1 ' 

donc c est un pôle pour l'une au moins des m résolvantes α£μ
Μ
μ.(χ·, y, λ), 

• ι . * «ι , , ί/Ιο^Γ)(λ) car il est nécessairement un pole simple de ^ 

CHAPITRE IV. 

Κ ECU RUCHE DES FONCTIONS PRINCIPALES DUN NOYAU DONNÉ 

ADMETTANT DES POLES DONNÉS. 

20. Considérons un seul noyau II v), et conservons les nota-
tions du n° 2. 

Les fonctions αf(x), qui entrent dans la formation des 
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noyaux canoniques hf](x,y, ο), sont des fonctions dites principales 
relatives au noyau \\(x,y) et à son nombre fondamental c. 

Dans ses remarquables recherches sur les équations intégrales 
linéaires, M. Goursat (') a montré qu'on peut définir de la façon 
suivante les fondions principales : 

Ktant donné un nombre fondamental de genre q du noyau H(x,y) 
annulant ρ fois la déterminante de ce noyau etp'i constantes telles 
aue 

et 1,1 ' t* et 12 ...a1, p 

(60) Δ(/·)Ξ= α'ΐΛ a**-r ··· a*'" = (, — ,·)/', 
.... ..... ... .... .... . 
&l>, I ^ P,2 · · 1 ^Pil> '' 

il existe des fonctions φ, (χ·), η.2(χ), ..9/X^') satisfaisant au système 
d'équations intégrales linéaires homogènes 

clll( .Ζ', s) φ2 (.ν) ds — «2,1 9i(x) -+■ α2,·2 ψί(Ζ') -Η «2,/^ Φ/ζί·37)» 

(61)
clll( .Ζ', s) φ

2

 (.ν) ds — «2,1 9i(x) -+■ α2,·2 ψί(Ζ') -Η «2,/^ Φ/ζί·37)» 

........................................................., 

c / II(.'/·, .ν) ©,,(.«) ris =ζ «/,,, ©j(z·) + rt/,lS9î(dî)4-...+ ap.pQp(x) 

système de seconde espèce, puisque 

a\,\ · · · a\,p 
.. .... ... . = 1, 
ttj), 1 · · · ^ΡΙΡ 

en vertu de (60). 
D'une part, chacune des fonctions 9,(x*), ®2(#), est dite 

fonction principale relative au noyau Η(.χ·, y), à la variable χ et au 
nombre fondamental c; d'autre part, l'ensemble de ces ρ fonctions 
constitue un groupe principal relatif au noyau H (.x·, y), à la variable χ 
et au nombre fondamental c. 

(') Ann. de la Fac. de Toulouse, 1908. Mémoire déjà cité 



ί(38 CH. PLVTKIKH. 

Lorsque Von connaît un groupe principal relatif à un noyau 
H(x, y)à la variable χ et au nombre fondamental c, on obtient 
tous les autres en effectuant sur celui connu une substitution 
linéaire à coefficients constants dont le déterminant est diffèrent de 
zéro. 

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'appliquer les résultats 
du n° 18 à la recherche d'une solution d'un système particulier (61), 
et, par suite, à la détermination d'un groupe principal ; la dernière 
proposition que nous venons de rappeler nous permettra d'en déduire 
tous les autres. 

21. Dans ce but, faisons uri choix particulier des constantes af] qui 
entrent dans les formules (22); prenons-les toutes égales à c cl 
appelons Λ|0|(.χ·), les nouvelles fonctions principales α)(,,(.χ·), 
β?'(y)» correspondant à ce choix de constantes. 

Nous allons former le système d^ equations du type (Oi) auquel 
satisfont les fonctions A f'1 (;/;). 

Les formules (IM) et (ίί) permettent d'écrire 

= A*.1'(.i?, y, ο) + hfVc. y, υ) -t-... -r léf(v, y, o) -h K(x·, y), 

Si, après avoir fait λ = ο dans cette égalité, on multiplie les deux 
membres par Af](y)dy et intègre entre ο et i, on obtient, en vertu 
de la biorthogonalité des fonctions Af'(.x-) et B),J)(y), la relation 

(Λ3) c Ι hf{x, s, o) Af](s) ds — A'^q.r) -t- . . . 4-

D'autre part, posons 

H(.x, y) = /«,·(*, J, o)-t-K(a?,y) 
= A*.1'(.i?, y, ο) + hfVc. y, υ) -t-... -r léf(v, y, o) -h K(x·, y), 

les q'+ ι noyaux hf(x,y, o)"et K(ic,y) sont orthogonaux deux à 
deux. 
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Celle orthogonalité entraîne les identilcs (') 

/ Κ .ν) hf (.ν, y, λ) ds = ο, 
d{) 

( /("(,ϊ,ί,οί/ί^ί,^,^ώΞΟ, pouring 0, 
Jo 

quels que soient χ, y et λ. 
Tenant compte de l'indépendance des fonctions Bf'(y), il en 

résultera les identités 

1 j V(.f,S) A.j>>(s) ds ΞΞ O, 

(64) 

Ι j /'?(■*', -V, ο) Λ{J»(s) ds ΞΞΞ o. 

Les égalités (G3) et (G/j) montrent que la fonction satisfait 
à l'équation 

(65) c f lï(-r, s) \f)(s)ds — A,[,|(.r) -+- Ai^.r) . .M- A(/J,(.r). 

En faisant varier 0 de ι à q et i cle ι à n§, on obtient ρ relations 
qui constituent un système du type (Gi) auquel salisfont les fonctions 
principales Af'(aj)·. 

22. Considérons maintenant le système d'équations intégrales 
linéaire homogène du second ordre 

<ûx(.v)z=c ι ΙΙ(.Ζ·, .ν)φ,(.ν) r/.y, 

1 <Pi(.r) 4- <p2(.r) —c f Il(a?, *)<ps(.«)</*, 

(66) / ;
t 

?i(>r) + <Çî{x) + · · ·+ = c j M(x, s)<û/(s) ds, 
î 

! ©i(j?) "+■ ®ï(^) + ©„,(#) — c ί l\(x,s)y
ni

(s)ds. 

(1 ) Voir BRYON HEYVOOD, Thèse déjà citée. 
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Si l'on suppose η
{
>η

2
>... .^nq, ce système admet les /^solutions 

définies par le Tableau ci-dessous : 

Solutions, φ,. <f3. ... φπ,—nj. Φη,—fnr~n^-2· fnt—«û+;(· ··· φ», —1· ^"i· 
ιrc... ο ο ... ο A <Ι» Af Α(.ρ> ... A^L, Αί; 
2° ο ο ... ο ο Af1 Α}> ... Aj;_

2 Aj_, 
3 °.... ο ο ... ο ο ο A({J) ... Ai0'_:, Ai;.. 2 
...... .... ...... .......... .......... .......... .......... .......... .... 
fly""5., ο ο ... ο ο ο ο ... ο Α'!'1 

et ceci est vrai pour 0 = ι, 2, ..., >7. Donc le système (66 s) admet 

rit + 'h + · · · + nq~ Ρ solutions. 

Ces ρ solutions sont linéairement indépendantes dans le sens donné 
à ce mot (n° 18); cela en vertu de l'indépendance des fonctions Af (x). 

Si donc l'on considère le système d'équations intégrales linéaire 
du second ordre 

?i(x) =/10'**) / H(d7,.«) φι(·*)ds, 

9»(
Λ

) = /Λχ) +λ Γ Η(Λ?,Λ) [φ,(.S) — <ΡΙ(·0]as, 

(67) 
φ»(«) =Μχ) +λ / ιι(λ?,λ)[φ

3
(·0 — «!(.«)]<&, 

ι········ · » I 

VnéX) = f>h(X) -+-λ f Η(Λ?,.Ϋ) [φ„, (·ν) - <ρ„,-ι(ί)]ί&, 

lequel se réduit au système (6(5) pour λ c., et 

f\{x) =A(X) = ·■■ = /«,(#) = 0, 

la déterminante de ce système s'annule pour \ — c ainsi que tous 
ses mineurs d"1 ordre 1 à ρ — ι inclusivement. 

25. Nous nous proposons d'établir maintenant que tousles mineurs 
d'ordre ρ de cette déterminante ne sont pas nuls. 

Nous commencerons pour cela par exprimer la valeur de celte 
déterminante D(X) et celle des résolvantes du système (67) en fonction 
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de la déterminante D„( A) et de la résolvante 3€(&·,/,λ) du noyau 
unique de Fredholm H(#, y). 

Supposons que λ n'annule pas D„(X) et résolvons la première 
équation (67) en φ, (.r), nous obtenons 

<Pr(·*) =/i(a?) -H λ f ,s
t
l)/(s)c/s. 

Remplaçons φ, (.χ·) par cette valeur dans la seconde équation (67) 

et résolvons-la en φ2(#), nous obtenons 

φ
2

(χ·) =/
2

(Λ.') — λ J J^ÏC(a;, s, λ) -h λ ji X(.r, A λ) JC(l, .ν, l)dl /
x
 (s) cis 

+ λ / .1C(a·,.ν, λ) f
t
(s)ds. 

Fti opérant de proche en proche et désignant par f/fx, y) 
la (k — i)i,,,r,c fonction itérée de la Îoncùon f(x, y), on obtient comme 
résolvantes du système (67) 

(68) acF,(.*r, 7, λ) = (~ι)^ν[λ^ν y, λ) -H λ!'-*-' 7, λ;]. 

Les formules (7") et (/|5") donnent alors 

_ =*, jrW1)*=-,, 

d'où, en vertu de (7') et de (/jf)'), 

(69) ^(λ)=4Ι>„(λ)]«.. 

Les formules (69) c'/ (68 ) donnent les expressions cherchées de 
la déterminante et des résolvantes du système (67). 

2i. D'un autre côté : 
i° La formule (62) permet d'écrire 

(7") c'/^Cr.y,)·) = 2 7 )T7TÏ ' 
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Tpqdésignant le nombre des permutations à répétitions de ρ lettres q à q. 
Cette formule se réduit à ((32) pour k = ι. 
Supposons-la vraie pour k et démontrons qu'elle est encore vraie 

pour k■ +1. Il suffit de multiplier les deux membres par ch^(y, g, *k)dy, 
remplacer - , λ) par son expression (Ca) dans le second membre 
et intégrer entre ο et ι les deux membres de la nouvelle égalité ainsi 
obtenue en tenant compte de la biorthogonalité des fonctions Aj (.%·), 
Bj(y). On obtient facilement la formule (70) où k a été remplacé 
par^-F-i. e. Q. κ. η. 

20 L'orthogonalité deux à deux des q-h 1 noyaux(7") c'/^C 
et K(a;,y) entraîne (') l'orthogonalité deux à deux de leurs résol-
vantes /^0,(.x·, y, λ) et ΣΗ: (x,y, λ) et par suite les égalités 

f >·) hT](s,y,l)ds— f .ν, λ)/ι[η;(.ν,y, λ) ds ~ ο 

(pour θ Τΰ) 
et 

/ ti'cl(·*> λ ) 'κ(s, y, λ ) rfs = / Λ'0' ( .r, λ\ λ) IK
J(
(s, y, λ) cls ~ ο ; 

ces égalités permettent d'écrire 

(71) 3Zk (ar, y, λ) = (χ. y, λ) 4- Λί,ν (χ> λ) Η-... + λί$ (*ι J ι λ) -I- Μ Λ. (λ, y, λ) 

= Kkix,y, λ) + 3C*(a7,y, λ). 

3° Posons d'une façon générale 

(7'Ό /μ,νί^' λ) ~ (— ')μ V[^""V/F-v+i(^,y, λ) +- λ)]. 

Les égalités (70) et (71) permettent d'écrire respectivement 

(73) = ' 2 — -, XyTFT 

[avec la convention B^
+1

(y) = o | et 

(lk ) 3βμν ( ̂ , y, λ) = Λ{.;^ ν ( Λ?, y, λ ) ·+· h\Pv.,ν( α-, y, λ ) η- . . . 
+Λ-'μ,ν (·Λ y, λ) 4- 'Η'

μ
„
ν
(^, y, λ) 

— Λ,·.μ,ν(Λ7, y, λ) 4- ίΧ'μ
ι7

(a;, y, λ). 

(ι) Koi/· BRVON HEYWOOD, Thèse déjà citée. 
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2o. Nous sommes maintenant à même d'établir que tous les 
mineurs d'ordre p de la déterminante Ι)(λ) ne sont pas identi-
quement nuls pour λ = c. 

Considérons en effet le mineur 

Ρ(x"x' *' x
\
 = D

ÇÇ^;/,'r"*·'···'*'· Λ 

La formule (44) permet d'écrire 

ρ / 'r2> · · · 1 x!> 

ρ / 'r2> · ·y il M 3C«i, 1 ('^1 ) J'il ^ ) ··· ( X\) ,Υρι 1" ) 

[β||(λ)]"' C·372' y \ ^ ) ^«1.1 (^'21 Vit ··· ^
ftl1

| (#2i y pt λ ) 
........................ .............. ........... ........... 
ρ / 'r2> · · · 1 x!( ̂ /)i .Xl ) ^ ) ('^/M .Xî) ^ ) *·' ^^-«1,1 ί^/" .X/" 

Remplaçons la fonction 3e„
4il
 (x, y, λ) par sa valeur (74)· Le déter-

minant en facteur dans le second membre peut être considéré comme 
la somme de (q H- ι)** déterminants. 

Formons un déterminant de cette somme et multiplions-le par 
[D„(X)]"'. Supposons que ce déterminant partiel contienne : a

t
 colonnes 

de fonctions Λ].'1,,,
 x

, a
2
 colonnes de fonctions It™

aiAi
 etc., a.q colonnes de 

fonctions h^\
h t

 et a?+l colonnes de fonctions DC„
lf
i, 

a1-f- (l-i -+-. . . -(- (l,j -H (t,/+j — p· 

i° Supposons aq,.
{
^ ο et, à l'aide de la règle de Laplace, dévelop-

pons le déterminant partiel considéré par rapport aux aq+{ colonnes 
contenant des termes en ;Χ

Λ
 .. Nous obtiendrons C"»+1 termes corres-

pondants T qui entrent dans la somme composante P ρ / 'r2> · · · 1 x!> 

(c;r désigne le nombre de combinaisons simples de p lettres a
q+{ 

à aq+1 ). 
Un des termes Τ est décomposable en deux facteurs : le premier 

n'est pas infini pour λ = c, il consiste en un déterminant formé avec 
des termes des aq+l colonnes contenant Dt„

(1
 multiplié par la puis-

sance de la déterminante du noyau K(fr,y)\ à chaque premier 
facteur ainsi déterminé correspond une somme de ternies Τ dont la 

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. Ill, 1913. 35 
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somme des seconds facteurs est un mineur d'ordre < q du système 
d'équations (67) où l'on a remplacé II(x,y) par H (&', y) — Κ (χ, y), 
et l'on sait (n° 22) que ce mineur est identiquement nul pour λ = c. 

Donc l'ensemble, des termes Τ est identiquement nul pour λ = c. 
20 Supposons = o. La formule (73) montre que 

Λί?«
1
.ι(Λ'>^λ) = (y) -+- w«(·») «'

2
(/) + · · -+-//«

(ι
(Λ,)<,«

0
(y)· 

Donc, si l'on considère un déterminant partiel tel que «ο > η ο, en 
développant ce déterminant à l'aide de la règle de Laplace par rapport 
aux «0 colonnes con tenant/^,, on voit qu'il se compose d'une somme 
de termes identiquement nuls. 

Les termes T' de Ρ ( ^2' " '' ''' λ) correspondant aux délcrnii-

nants partiels considérés dans cette seconde hypothèse sont donc iden-
tiquement nuls pour λ = c. 

3° Finalement pour trouver l'expression de P ρ / 'r2> · · · 1 x!> 

aura seulement à considérer les valeurs suivantes des nombres a : 

CÎ j — fi j ^ ci 2 — . · * · 1 M F/ —~ M'T/Iaq+1 = 0 

Désignons par D
K
(X) la fonction déterminante du noyau unique 

Κ (χ,y), on obtient alors en vertu de (73) 

A a ( Λ?ι ) A2(X2) ... A,,{xx) 

Λ.|(λ?^) Λ2(Λ·;;) ... Αρ(χρ) 

\7nj2ï y ρ ) c>> K 

Λ.|(λ?^) Λ2(Λ·;;) ... Αρ(χρ) 
Β,(y.) Β, (y,) ... BP(y 1) 
Β)(/2) β2(/·2) ··· ΒρΟ'2) 

χ 
..... .... .... .... .... 
Βι(//>) β

2(.») ··· Μ 7/0 

Α, (.%·), Α,!(.ζ), ..., A,,(a?) désignant les ρ fonctions Af](x) et 
Β, (y), IL (y),..., By,(y) désignant les ρ fonctions Bj0)(y). 

Les deux déterminants du second membre de celte dernière égalité 
ne sont pas identiquement nuls, en vertu de l'indépendance, d'une 
part des ρ fonctions Ai (a?), d'autre part des ρ fonctions IL (y). 
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Donc 

Λ.|(λ?^) Λ2(Λ·;;) ... Αρ(χρ) 

Cette inégalité établit la juôposiiion énoncée au début du n° 2i>. 

2(>. Nous pouvons eniin résoudre le problème objet du présent 
Chapitre. 

D'une part on déduit de la résolution des systèmes d'équations inté-
grales linéaires homogènes de deuxième espèce (n° 18) que les fonc-
tions (χ) qui satisfont au système (G6) sont des fonctions linéaires 
homogènes à coefficients constants des p fonctions 

\.Υ η}';, ,j/( J 

D'autre part les fonctions y„fx) sont des fonctions linéaires et 
homogènes à coefficients constants des ρ fonctions linéairement indé-
pendantes A/*», puisque (n° 20) on obtient tous les groupes princi-
paux par une substitution linéaire à coefficients constants effectuée sur 
l'un d'entre eux. 

Or les ρ fonctions P/ (.%·) sont linéairement indépendantes; en effet 
supposons qu'il existe une relation de la forme 

ax \yi{x) + α.χ\Κ{χ) -Κ . . + α,,ν,,^χ) = ο, 

a1, a2, ......, αρ étant des constantes non toutes nulles; faisons x — Xi dans 
cette équation et remarquons que P/ (a?

£
·) = ι et Py (xt) = ο pour i φ], 

on aura 
a-, — ο pour i — ι, 2, ...,p, 

égalités contraires à nos hypothèses. 
Nous concluons de tout ceci que les fonctions P*(a?) se déduisent 

des'fonctions A, (J;) par une substitution linéaire à coefficients cons-
tants, le déterminant de la substitution étant différent de zéro. 

Les fonctions A,· (x) constituant un groupe principal, les fonctions 
Pi(oc) en constituent un second. 

Finalement on aura tous les groupes principaux relatifs au noyau 
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H(x,y), au nombre fondamental c et à la variable χ en effectuant 
une substitution linéaire à coefficients constants sur les ρ fonctions 
Ι3,· (&*), le déterminant de la substitution étant différent de zéro. 

De même on aura tous les groupes principaux relatifs au noyau 
H (oc, y) au nombre fondamental c et à la variable y en effectuant 
une substitution linéaire à coefficients constants sur les ρ fonctions 

Q/(r)— / ,■ ... —r» 

le déterminant de la substitution étant différent de zéro. 

CHAPITRE V. 

SUR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE TROISIÈME ESPÈCE. 

27. Nous avons vu (n° 16) que l'étude des systèmes d'équations 
intégrales linéaires de troisième espèce 

(
7

5) <p]
 A(^=',2, 

où A (s) s'annule pour des valeurs isolées de s en nombre fini com-
prises entre ο et 1, est corrélative de celle de l'équation intégrale 
linéaire de troisième espèce 

(76) φ( r) — f(x) + λ / H(a?, .«)<p(*)ûfr, 

les fonctions f(x), H(#, s) étant définies par les relations (3q). 
En conséquence, nous nous proposons de reprendre ici, en les com-

plétant sur certains points, quelques théorèmes déjà connus concernant 
l'équation intégrale linéaire unique de troisième espèce. Nous appli-
querons ensuite ces théorèmes au système (75) en utilisant les résul-
tats du troisième Chapitre. 

28. Nous étudierons tout d'abord ce que devient la solution de 
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l'équation 

(77) ®(aO=/(aO+*jf (y y, ?(*) ds 

quand a est compris entre ο et 1. 
Nous nous placerons au point de vue de M. E. Picard ('). Nous 

supprimerons du champ d'intégration (o— 1) l'intervalle a — ε h. a-h η 
(ε et η étant deux quantités positives aussi petites qu'on veut et non 
nulles); nous désignerons par Ε le nouveau champ ainsi défini; l'équa-
tion de seconde espèce 

(78) φ(.τ) = /(#) + ^ φ(.9) ds 

admettra en général une solution unique. Nous chercherons ensuite 
s'il existe une ou plusieurs limites de la solution en question quand ε 
et η tendent vers zéro. 

Nous considérerons successivement et uniquement les cas particu-
liers suivants : 

Premier cas. — ρ < ι et/(#)> K-(a?,y) fonctions bornées et inté-
grables dans le domaine ο < χ <; ι, ο <y < 1. 

Deuxième cas. — ρ quelconque et /(#), K(.x',/) fonctions holo-
morphes de χ et y dans le domaine complexe à contour simplè (S) 
du plan de ces variables contenant le segment réel (ο, 1). 

29. PREMIER CAS. —- ρ < Ι ET/(a?), Κ (x,y) bornés cl intégra,blés 
dans le domaine ο < .r < 1, ο^yli 1. 

Soit | Κ (x,y) | dans le domaine ο £α?5·ι, o'S.y'Si. 
Considérons la série définie par l'égalité (5) et relative à l'équa-

tion ( 78). Désignons-la par D (λ, ε, η). Son terme général de rang σ : 
Τ

π
(ε, η) a un module moindre que 

Q/(r)— / ,■ ... —r» 

d'après le théorème de M. Hadamard sur la valeur absolue d'un déter-

(]) E. PICARD, Annales de l'École Normale, 1911. Mémoire déjà cité. 
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rainant et d'après la formule élémentaire (' ) 

( /<>·) φ(·*') duc < A ( φ(.r) d;c, 

où a < b, A limite supérieure de/(#) et φ (.χ) fonction positive entre 
a et b. 

Or le terme entre accolades est inférieur à 

A. = ——- ( | a1_r | H- 11 — al~r [ -4- 2 | α1-/' | ) 

pour toutes valeurs de ε et η moindres que α quantité positive infé-
rieure à | α | et 11 — a |, et la série de modules 

u„ = ί —ι 

est convergente, car 

lim ¥ξ±1 - |im j | λ | M Λ 1 I (\ + -Y ' U. 

Il en résulte que la série ϋ(λ, ε, η) est d'une part entière en λ, 
d'autre part absolument et uniformément convergente, quels que 
soient ε et η compris entre ο et a. 

On sait de plus que Τ
σ
 (ε, η) a une limite quand ε et η tendent vers 

zéro puisque » < 1 et 

κ Λ*!,·'îj, < 

On peut donc déterminer un nombre 0
CT

 positif, plus petit que α et 
tel oue. si 

= ε ι, ®σ = Υ)=.ηι, 
Ull till 

| Τ
σ

(ε, n) Τπτ(ε[, τι 1 ) ) = ^ » 

p. étant une quantité positive, aussi petite que l'on veut, donnée à 
l'avance. 

(*) Voir E, PICARD, Traité d'Analyse, t. I, p. 7. 



MINEUHS DE LA FONCTION DETERMINANTE DE FREDIIOLM. 279 

Soit 0 le plus petit des nombres 0
o

, 0,,..., 0
y
, et supposons 

θϊε, 0 =n, 
on aura 

1γτ( ε» η ) ■—^^Τσ(ει, Yii) ^ 

pour toutes valeurs de ε
η

 η, satisfaisant aux inégalités 

6i < ^ fh < V· 

Comme il résulte de la convergence uniforme de la série D (λ, ε, η) 
qu'on peut choisir/? tel que simultanément 

D(>, ε, n) — ̂ ϊ„(ε, ·η) =~> 

D(>, ε, n) — ^ϊ„(ε, ·η) =~> 

on en conclura que 
1 I)(λ, ε, Yî) — D(λ, s

t
, Υ3, ) I < ft. 

Cette inégalité met en évidence que la suite D(X, ε,η) tend vers 
une limite finie et déterminée quand ε et η tendent vers zéro. 

On établirait de même que D (Xu "^2' ' ' ' ' X,/ λ, ε,γΛ mineur du 

^icme pie 0(λ,ε, η) tend vers une limite finie et déterminée 
quand ε et η tendent vers zéro. 

De là la proposition suivante : 
La méthode de Fredhobn, pour la, résolution de Véquation inté-

grale linéaire de seconde espèce, s'applique sans modification à la 
résolution des équations de troisième espèce du type (77) quand 
ρ < ι, et lorsqu'on entend par résoudre (77) chercher la limite de la 
solution de (78) pour ε et η tendant vers zéro. 

50. Nous rattacherons à ce cas un important théorème de Henri 
Poincaré ('), au sujet de l'équation de Fredholm de seconde espèce à 
limites infinies. 

(') H. POINCAHÉ, Acta mathematical t. XXX11I. Mémoire déjà cité. 
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Considérons l'éciuation 

(79) Ψ(/) — *jf H(/, Οψ(0^ — glï), 

où 
|ii(j, OKMM, 

M étant une quantité finie, y et l pouvant varier de ι à l'oc, q étant un 
nombre plus grand que ι. 

H. Poincaré a montré qu'aeec ces hypothèses Véquation (79) est 
insoluble par la méthode de FredJiolm. 

Pour établir α nouveau ce théorème, posons 

X -y S - , 

D(>, ε, n) — ^ϊ„(ε, ·η) =~> 

D(>, ε, n) — ^ϊ„(ε, ·η) =~> 

L'équation (79) peut s'écrire 

q(x)— ο (s) ds=f {a;) 

et de plus |K(a?,f)| < M et 2 — q < 1. 
L'équation (79) est donc ramenée à une équation du type étudié 

dans le numéro précédent et le théorème de II. Poincaré résulte 
immédiatement de cette remarque. 

51. DEUXIÈME CAS. — ρ quelconque; f (x) et K(x-,j) fonctions 
holomovphes de χ et y dans (S). 

Désignons encore par D(X, ε, η) la fonction déterminante de 

l'équation (78) et par D( ^1' ^2' ' "'X'' λ, ε, η) son mineur d'ordre q. 

La solution de (78) est en général donnée par la formule 

(So) φ(*..,„)=/(*) H- Β(λιί|Τ|) . 

Nous allons chercher ce que devient le second terme de cette somme 
quand ε et η tendent vers zéro. 
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32. Nous ferons la remarque préliminaire suivante sur la fonc-

tionKY*"®" •••"M. 
·-■> y a/ 

Si Ton fail x
L
 = Xj dans celte fonction, elle devient identiquement 

nulle, car le déterminant qui la définit a deux lignes identiques. 

11 en résulte que Κ ( Xu ) est divisible par le déterminant 
\yuy*i "".ytaj 1 

de Va tu 1er monde : 
ι a.·, x* ... 
> >· SY* 2 /YI ΓΤ 1 I ·*. 2 · · · ^2 y 

ι Χχχ ... .z£[ 1 

lequel est identique à 

I (xx—a) (,/·,—«)·' ... (.Z·,—rijCT_1 

ι (.z2 — a) (z2 — a)* ... (.r2 — a)m~x 

1 (^'ct a) (z
CT

 a)~ ... (zct 1 

quel ([ue soit a. 
11 suffit de développer ce dernier déterminant pour en déduire 

(îue IC ( " Vl' ' ' '' lm ) peut être mis sous la forme 
V/,,/,, .. .,y

CT
y r 

Σ ('Vi> "" a^Xi'~- (()i - · · C'V, — «(/, . . ., . .., VBT). 

(I) 
I 

(/) désignant une permutation simple i
{

, i.,, ./
CT

_, des GT nom-
bres I, 2, ..., GT et Α(/)(.Χ·,,Λ·

2
, ...,.Χ·

Σ; 7,,y2, ·..,/«») une fonction 
holoinorphe des 2 ta variables <Vj, yj· 

Il en résulte que si el q entier, on peut écrire 

(8i)
 R 

Ν/ι.Τίι M 
(.Z, — «)'/(.Ζ

 2
— Α)'/. . . A)I 

A(/)(.r,, ,Z
2)
 .. .r„; Ν,,.)',, RCT) 

. y.Ti —a) 
I /' I ' 

A(ή étant une fonction liolomorphe des 2σ variables xj,yj-
Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. III, 1913. 36 
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55. Supposons q entier tel que 

7 — ι < /> « <7 =w, 

- et considérons le terme général Τ
σ

(ε, η) de ϊ)(λ, ε, η). 
Kn raison : ιυ de la symétrie en .v

a
, ..., s

u
 de l'intégrale mul-

tiple entrant dans l'expression de Τ
πτ

(ε, η); 2° delà non-importance 
du nom des variables au point de vue de l'intégration, et 3° de la 
formule (81), on peut écrire 

1 CR (ε > Ό ) — I ds ι J ^2 · · · / ^λ'ΕΤ 

.vg> ■ ■ ■, Sn) (s,,+t ~ a)^-''{s,/+i— a )?-/'.. . (s„— a)''-'' 

B"(.v,, .s\,,..., .s^) étant une fonction holoinorphe en .ν,, .s.,, ..., ,?
σ
 dans 

l'aire (S) du plan de chacune de ces variables. 
Cherchons une limite supérieure de 13"(.ν,, .y2, ..., sw). 

Pour cela reportons-nous à l'égalité (81) et dans Κ ( J 

remplaçons Κ(χ·,y) par le développement en série de Taylor limitée : 

K(a,r) +
 |

 aVL'
x
(n,y) -f-. .. 

+^ ι,. j y) H- ^ ^[ft — a)i y)J· 

Nous considérerons ensuite chaque ligne du déterminant 

\.yi' .)\·> · · · 1 y™) 

comme la somme de q -j- 1 lignes et nous le décomposerons en une 

somme de déterminants : les uns seront nuls comme ayant 
deux lignes identiques, les autres nous permettent de calculer les 
fonctions A(/). 

Les termes des fonctions A(/)que donnent ces derniers déterminants 

sont chacun en valeur absolue inférieurs à M^tô2 (M désigne ici une 
limite supérieure de K. (.·/;, ̂ ) cl de ses q premières dérivées par 
rapport à χ pour oS/;<i et o^y^i). 

De cçs remarques on peut donc conclure que 

1 !*"(.<„-ν*, · · · ι *γτ) 11 (<7 "Ί" · )^ Mπ57 ' · 



MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE' DE FREDIIOLM. 283 

Posons alors 

"7 ε, η) 

— f ft*,, m f ff·*,,·* · · · / dsja{S)
l¥X

 — α)'ΐ-ι>{!>
φ
,— a)'t~P . . . (%— «V/~'p 

x OM,s'2' · · · ■,Çrî) 
cl 

U.v
a
, . .., s

(J
, λ, e, η) = 2 ^ (.*„ .s\, . .., .?

7
, ε, η). 

Cette série est, d'une part, entière en λ, et d'autre part absolument 
et uniformément convergente pour ε et η positifs ou nuls inférieurs 
à | a | et 11 — a \ et pour .9,, s

2
, ..s

lf
 situés dans le domaine S du plan 

de chacune de ces variables. 
En effet, la valeur absolue de chacun de ses termes est alors infé-

rieure au terme correspondant de la série à termes positifs indépen-
dants de ε, η, ,9,, .9ο, ..., s

ip 

2"W~(r/ + 

et cette dernière série est convergente, car le rapport d'un terme au 
orécédent 

2"W~(r/ + 

tend vers zéro quand w croît indéfiniment. 
Ceci posé, on sail que w"(.9,,So, ..., ε, η) fonction holomorphe 

de .9,, s.,, ..., s
g a pour limite M^(.9, , s.,, ..., sg

, ο, o) quand ε et η 
tendent vers zéro. On peut donc déterminer un nombre Ο

σ
 tel que 

si ε et η sont inférieurs à Ο
σ

, on ait 

-4-γΗ'<?ΟιΑ··2, ε, η) — «^(·ΐ,,·ν·., ..., s,
n

 ο, ο) | * _L , 

μ étant une quantité positive, aussi petite que l'on veut, donnée 
à l'avance. 

Soit 0 le plus petit des nombres 0^, 0^,, ..., 0q+n et supposons 

ε I 0, YJ 1 0, 
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on aura 

2u
 CT

; -",7('i,*2,.--,V£>ri)-- ^ <('ÇM-ÇS' ν,,,ο, o) <Ç. 

Connue il résulte de la convergence uni forme de la série 

tJ ι/(Λ'ίι $2t · · · > ·'//» λ, £, Y] ) 

qu'on peut choisir η de telle sorte qu'on ait simultanément les inéga-
lités 

U,,(*„*„ . . λ, ο, ο) — 2d ro; •••ν^,ο,ο) ^L, 

b<y(^n '^21 · · · 1 ^qi η) "y* (»*|, ^2» · ' ·1 Stfi ') *0 ) Tj" » 

on en conclura que 

| Cy(.Vj, .9
2

, · · ·) ^i/i Ε, ο) U,/(s 1, ÎJ, ..., s,p λ, Ο, ο) | < P., 

c'est-à-dire 

1ιm U y ( s,, .Vj, . .., s,ρ λ, ε, e ) — Uy (.Vj, .92, · .., #y, λ, ο, 0 ). 

Notons enfin que les séries 

Uy (.Çj, · * · t ^1/1 ε, ο ) el Uy (.sι, .v2, ·. . j s,j> λ, ο, ο ) 

sont formées de termes qui sont des fonctions holomorphes de s{, 
s,, ..., sq dans le domaine (S) du plan de chacune de ces variables. 
Gomme, de plus, ce sont des séries uniformément convergentes, les 
séries en question sont elles-mêmes des fonctions holomorphes de .s>, 
s.,, ..., sq dans les mêmes domaines respectifs (S). 

Finalement, on pont écrire 

(8a) D().,î,r,) = i+ 2 

xJ κ 'Λ "JE C % 1·ν' ~ "ra+ï... (A,nr—(a)p 
4- ids, fels,... fds,,

 Uy(.y, 92, ...,.9,,, λ, E.-n)
 5 
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les fonctions , s.,,..s
a

, ε, η) el la série entière en λ 

' ' '/ ( ^ I y ^21 · · · » '^/j S) (\) 

étant, pour ε et η suffisamment·petits positifs ou nuls, des fonctions 
holomorphes eu sn

 s.,, s
t/
 dans le domaine (S), qui tendent 

respectivement vers les fonctions w£(s
n
 s.,,..., ο·, o) et la série 

entière en λ Uy(.v,, s.,, ..., s
(J

, λ, o, o) quand ε et η tendent vers zéro. 

31. On établirait d'une façon analogue que l'o/i peut écrire : 

(83) λ, ε, η") 

_ K(AYR) "ψ\-Χρ 

xJ
K
 V,/ Si"'Js — α)"-σ+ι(·*ί— «)/,"σ+1 ... (5

σ
— α)!' 

_ K(AYR) "ψ\-Χρ 

(,9j — α)^-σ+1... — α)''-^ +-'~ι(y — — ay>-n+i+i... (,9σ— «)/' 

ii ' SlJ,: S'2 '' Λ ' 7 (·*1 — « (.?! — α )/,_'/+ί · · . (*7 — « 

+ / rtf.Çj / Î/.92... / 

(.9,—α)/'-'/hl... {y — a)i'~'i+i{S[+l — a)r~'i+i+l... (sf/— <X)P 

les fonctions <%(oc,y, s,, s
2
, ..., s

CT
, ε, η), p? *ι,*2> · · ·> ε, η), 

c/ /es séries entières en λ, V?(a?, y, s,, s
2

, . . ., s?, λ, ε, η), 
Viq(s,, s

2
, ..., sq, λ, ε, η), étant, /?owr ε et ύ\ suffisamment 

petits positifs ou nuls, ί/es fonctions, holomorphes en x, y, s,, 
.y

2
, ..., s

f/
 e/er/zs le domaine S du plan de ces variables, çrw/ tendent 

respectivement vers les fonctions v™(x, y, st, s
2

, . .s
CT

, o, o), 
p™'(a?,y, s,, s

2
, .. ., .9

σ
, o, o), <?/ vers les séries entières en λ, 

Vq(ι 5 · · · 5 ~h, ο, ο), \ fx, y, s,, s
2

, ..., s
7

, λ, ο, o) quand ε 
ei η tendent vers zéro. 
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5J>. Nous sommes maintenant k même d'étudier la limite de la 
fonction 

Η(«,λ,.,η)= " -[,(λι,ιΤ|) 

quand ε et η tendent vers zéro. 

Remplaçons dans ce quotient les fonctions D ̂  λ, ε, et D (λ, ε, η) 

par leurs expressions (82) et (83). Le numérateur et le dénominateur 
se composent d'une somme d'intégrales multiples (l) et les fonctions 
à intégrer par rapport k s, s

{
, s.2, ..., sq sont de la forme 

(.ν — a )α (.v, — a )*. (s.2 — <x )a<.. . (s,, — a )*ι ' 

/(.9,.9
n .9

2
, ..s,n λ, ε, η) étant holomorplic en .9, .9,, .9

2
, ..., sq et ten-

dant vers f(s, .9,, .9o, ..., λ, ο, ο) quand ε et η tendent vers zéro. 
Soient β, β,, ..., βν les entiers immédiatement supérieurs k a, 

a,, ..., <xq. Nous développerons les fonctions/(.9, 6·,, .9,,..., λ, ε, η) 
en série de Taylor limitée aux termes de rang β par rapport à s, puis 
les termes obtenus en séries de Taylor limitées aux termes de rang β, 
par rapport à .9,, etc., de proche en proche jusqu'à la variable sq. 

Les fractions (F) se décomposent ainsi en une somme de fractions; 
effectuons sur chacune de ces fractions composantes entrant dans les 
intégrales (I) les

#
 intégrations par rapport k celles des variables .9, 

..., sq qui ne figurent pas dans leurs dénominateurs. 
Le quotient R(x*, λ, ε, η) se présentera alors sous la forme suivante 

V ( cis, ί ds.2... ί dsq ■ 6f/)(X, e, rj) ^ 

avec la convention V ( cis, ί ds.2 

(i) représente ici le groupement des q nombres 1,, L, ..., iq et les 

sommes sont étendues à tous les groupements (ί) obtenus en don-



MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FRED1IOLM. '2%Η 

nanl à i.,, ..i
f{
 les valeurs suivantes : 

h : ο, » + ρ - <7, 
i2: Ο, 1 + /> - (/, O -|- /; _ y, 
............................................ 

'7 : °> 1 + /' — Ί- » -1-/^ — y> — ν -H /' — Ί-

Les fonctions «(/)(·χ', λ, ε, η), Α(/)(λ, ε, η) sont entières en λ et 
tendent respectivement vers les fonctions entières en λ, «(/)(./;, λ, ο, ο), 
/>(ΐ)(λ, ο, ο) quand ε et η tendent vers zéro. 

Nous désignerons spécialement par Α(.χ·, λ, ε, η), Β(λ,ε,η) celles 
des fonctions #

(ί]
 (χ, λ, ε, η), ^(λ, ε, η) qui correspondent au groupe-

ment («), 

I, = ι -|- ρ — y, /
a

—. :» —y, == 3 -h ρ — 7, ~ y ρ — 7, 

et par A,(χ, λ, ε, η), Β, (λ, ε, η) celles qui correspondent au groupe-
ment (/), 

/, -r o, /, — -I- /> - y, /
3
 ' M -I- /> — '/, i,, — η + /> — y. 

Quand ε el η tendent vers zéro Κ (χ, Λ, ε, η) se présente en général 

sous la forme—· Mais, si log - tend vers un nombre C ni nul,ni infini, 

le numérateur et le dénominateur de celte fraction croissent en 

général tous deux, comme la même puissance de et l'on a alors : 

i° D'une part, si ρ non entier, 

.· »/ „ Ν A(.TÎ, Λ,Ο, Ο) 

2" D'aulre part, si ρ entier égal à q, 

LIM Κ (Λ·, Α, ε, η) ——-=■ 

En rapprochant ces résultats du cas de ρ < ι (n° *2!)), on peut 
énoncer le théorème suivant : 

La solution ç(x, ε, η) [formule (Ho)] de Véquation (78) lend vers 

une limite finie quand ε tend vers zéro cl la quantité log - vers une 

limite ni nulle, ni infinie C. 
Cette solution dépend homo graphiquement du paramètre C 

quand, ρ est entier. 
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Si p> r, cette conclusion suppose K(#,y) holomorphe pour χ et γ 
dans le domaine (S). Si <[ ι, elle suppose uniquement cette fonction 
bornée et intégrable dans (S). 

Remarquons enfin que pour ρ — ι cette proposition n'est autre que 
le théorème bien connu de M. E. Picard ('). 

56. Nous allons maintenant étudier dans le domaine complexe une 
classe particulière d'équations intégrales de deuxième espèce ayant 
des rapports importants avec certaines équations du type (77) où ρ 
est entier, et cela en nous plaçant à un point de vue auquel s'est déjà 
placé M. Lalesco (2) quand ρ = ι. 

Soient g(s) ctK(j,/) des fonctions holomorphes en ζ et L dans le 
domaine (S) du plan de ces variables et soit ρ un entier. La classe en 
question a pour type l'équation 

(5-αΚ[0(5)-Α'(5)·|=λ f \i(z,t)0(t)dt, 

où A désigne un contour d'extrémités fixes A, 15 du plan complexe 
de la variable l, tout entier situé dans le domaine S du plan de cette 
variable et ne passant pas par le point l — a du domaine S, mais 
pouvant entourer ce point n

t fois dans le sens positif et n.., fois dans 
le sens négatif. 

En posant 
(s-a)/'9(3) = ?(s), 

on peut écrire l'équation en question 

S/,) φ(^) z~a)''g{z) -f-λ j SayV(
l
)

i,L 

Pour A donné la fonction φ(-) est en général définie dans le 
domaine (S) du plan de la variable 5 par l'égalité 

(85) y(z) = (s — a)i> + 1 f
 [}

 ̂  ^ (t — a)i>g(t) dt, 

(') E. PICARD, Annales de Ι* Κ cole Normale, 1911. Mémoire déjà cilé. 
(2) T. LALESCO, Introduction à la théorie des équations intégrales, p. 120. 
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OÙ 

(80) υΛ(
5|
'
5,

"··
,5

'
,
|λ

>
) 

— "V! . / Λ '.7 v 2 * * \/A (/ι—· .(/v—^)"(·ν( — «)/'... (Λ·„— Λ)/' * 

La méthode de résolution de l'équation de Frcdholm est, en effet, 
applicable à l'équation (85), à condition de substituer aux intégrales 

rcctilignes f les intégrales curvilignes ( . 

Nous allons chercher comment varie la fonction D^(^) et ses 
mineurs et par suite la fonction φ (s) quand Λ varie, A et 13 restant 
fixes. 

Partageons pour cela la ligne A en deux parties, l'une comprenant 
toutes les boucles de Λ entourant le point / = r/<, nous l'appellerons C; 
l'autre constituée par une ligne L joignant A et 15 sans entourer le 
point a. 

L'égalité (8(>) nous permet d'écrire 

η
Λ
(λ)=^ (—λ)π

 2 ^Τβj /
<is\ ι ds

i · · · f j"'//. y*Μι. · . j 

(.V, - a)v ... (.ÇA- «)/'(/,— «)/'... (QJ_A)/'' 

Effectuons les intégrations suivant la ligne d'intégration C en appli-
quant le théorème des résidus et en posant n — nK — n.2 

(8,) D
A

tt) = 2<-T)* 2 fdt» 

L <Μ'_1 ds(pl ... d.*£ 1 _ ç.=„ 

L <Μ'_1 ds(pl ... d.*£ 1 _ ç.=„ 

Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. Ill, 1913. 07 
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Ptudions le terme général de celte nouvelle série et pour cela for-
mons le Tableau 

ô.if 1 ' ''·(/' " ■' ) '· O.tf1<)v,' ]-(p— ■ » ôy f ' <)y'[ 1 ' 

ô.if 1 ' ''·(/' " ■' ) '· O.tf1<)v,' ]-(p— ■ » ôy f ' <)y'[ 1 ' 

1 Ί ! · · ·} 1 

ô.if 1 ' ''·(/' " ■' ) '· O.tf1<)v,' ]-(p— ■ » ôy f ' <)y'[ 1 ' 

constitué par pa: symboles de dérivations précédés d'un coefficient 
numérique. Prenons un symbole et un seul dans chaque ligne et fai-
sons le produit tzj des α termes ainsi choisis comme si les d des numé-
rateurs n'élaient pas des symboles, mais des quantités. Soient S la 
somme d'un certain nombre de produits πj et g une fonction des 2a 
variables ..., a?

a
, yn ..., y

a
. Nous conviendrons de représenter 

par Sg l'opération qui consiste : i° à effectuer successivement sur g 
la dérivation et la multiplication par un facteur numérique que repré-
sente chaque symbole de la somme S; i° à ajouter ensuite tous les 
résultats obtenus. 11 y a jf produits iij et parmi eux 

Q—p(p—i)...{p — <z-\r\) 

produits π'
β
 qui ne contiennent pas deux facteurs d'une même colonne 

du Tableau T. 
Posons 

L <Μ'_1 ds(pl ... d.*£ 1 _ ç.=„ 

On pourra écrire 

V 51, ·ν2, · · · 1 Λ'« · · · 1 ) 

V 51, ·ν2, · · · 1 Λ'« · · · 1 ) 

Remarquons que si l'on prend la dérivée du déterminant 

K · · ·, 
V1,, y,, ■■■,ycj 



MIN Ε U US DE L\ FONCTION DETERMINANTE DE FIL Ε D HOLM. 2QI 

h fois par rapport à xi} puis k fois par rapport à Xj et si l'on fait 
xi==xj, on obtient un déterminant ayant deux lignes identiques, 
donc 

ô.if 1 ' ''·(/' " ■' ) '· O.tf1<)v,' ]-(p— ■ » ôy f ' <)y'[ 1 ' 

De memo 

ô.if 1 ' ''·(/' " ■' ) '· O.tf1<)v,' ]-(p— ■ » ôy f ' <)y'[ 1 ' 

Si maintenant on lient compte de ce que οζ — ο pour α > ρ, car 
alors 0 = o, Fùgalilû(87) peut s'écrire, en verlu de (88), (89) et (90), 

χ j a)/'...(ya—a)" 1\ f*1''**' "''Xci Λ ! 

χ j a)/'...(ya—a)" 1\ f*1''**' "''Xci Λ ! 

On démontrerait de mcrne que 

1)A ÇsuS»Λ 

IJ ( 3 z,/ X1 1 —'Mi τ: ίΊ. Ί· 

χ (/, — ay {/■, — ay ... {fa—(t)i· 

\ t!, L.>, ..., ί,/\ y 1, y<i, ..., y% | / J ).ri=yi=,t 

De ces deux dernières égalités et des formules (85) et (8G) résulte 
le théorème suivant (') : 

La solution (85) de Véquation (84 ) clans le domaine complexe (S ) 
du plan ζ est une fonction polymorphe, en général quotient de 
deux polynômes de degré ρ par rapport à un paramètre entier 
arbitraire n. 

(') Ce théorème a été inséré aux Comptes rendus, t. 15·'», séance du 26 mars 
1912, p. 808. 
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Ce théorème n'est au fond qu'une nouvelle conséquence de la pro-

priété de la fonction Κ fa'u '^2' " qui a fait l'objet du n° 52. 

Remarquons qu'il s'applique également à l'équation 

(=-«1ΊΊ(5)-^)]=Ί/'Κ(:,0!Ι(0Λ 

qui a même résolvante que l'équation (84). En faisant ρ = ι dans 
cette dernière équation, on retrouve alors le tliéorème énoncé par 
M. Lalesco (* ). 

57. La conclusion du n" 29 concernant les noyaux de la 

forme ^y'
C

'Jy, où /
}<
C

lc
t | IC (a?, y\< M s'étendra facileinent aux 

noyaux de la forme ] — si a,, ak sont compris 

entre ο et τ et/?,, /?2, p/(
 également inférieurs à 1. 

Si /?,, p.,
}
 ..., /?/

f
 sont quelconques et Κ(.χ·, y) holornorphc en χ Qly 

dans le domaine (S) contenant le segment réel (ο, 1), on étendra éga-

lement aux noyaux , ' , —- les conclusions du n" 55. 

lin effet, soient alors qnq2, ..., qA les entiers immédiatement supé-
rieurs aux nombres respectifs/?,,/?.,, ...,/?*. Nous avons vu (n"52) 

queK( " ^1' ' était divisible par le déterminant de Vander-

monde en xn x
2

, ..., xm
 lequel est à un facteur constanL près égal à 

PI(#I) P,(*,) ··· P
RO

(*,)· 

P,(j?s) ··· Ρσ(·ο) 
5 ............... ......... ......... ............ .. 

PR^'CR) PÎÎ-^'CTJ ··· ΡΓΤ(·^'ΡΤ) 

Ρ, (Χ), ..., PCT(X') étant στ polynômes en χ linéairement indépen-
dants que nous choisirons ainsi : les q

s
 -+- q.

2
 -t-. . .H- q

k
 = 0 poly-

nômes 

QR.r) = (χ — «,)'Λ.. .(x — cti (χ- — et)J"x(& — <*/+1 ■ · >(x — ctk)'lk 

(/' variant tic ι à /.' cl j (le ι à c/,·) 

(
1
 ) T. LALI:SCO, Introduction de ία théorie des équations intégrales 

(Ouvrage déjà cité). 
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et les m — 0 polynômes 

Κ/(.τ) — (λ; — α
Λ

)'η ... (.χ — ak)'Uxf~l 

(l variant (Je ι à m — 0). 

Celle remarque faite, il subira de répéter en quelque sorte les rai-
sonnements des n"s 51 à 55 inclusivement pour établir la propo-
sition suivante : 

Soit Ε le champ 

(o à αΛ — s,, ai -l- η, à α2 — ε2, a. H- Ï)2 à α·Λ — ε3, .. ak + ■(]/, à ι ) 

et soit ο (.χ*, Ε) la .solution de l'équation 

' J Λ(·γ — «ι · .(■* —«AK* ' 

quand λ /Ee.v/ nombre fondamental. 
La fonction o(x, E) tend en général vers une limite fonction 

méromorphe de λ quand le champ Ε x/ /<".? quantités log· 

log^-, .log^ tendent respectivement vers le champ (o — i) et vers 

les constantes fuies non nulles C,, C
2

, ..., C/f. 
La limite de o E) xs/ homographique par rapport à ceux des 

paramètres C,, Co, C/f dont les indices sont égaux à ceux des 
exposants p

n
 p., ..., ρk entiers; elle est indépendante des autres. 

Si pl i, celte proposition suppose K(.r,y) holomorphe pour χ et y 
dans le domaine (S) ; si ρ < ι, elle suppose uniquement cette fonction 
bornée et intégrablc dans (S). 

58. Sip{,p», Pk sont des entiers et an
 a«*des points réels 

ou non du domaine (S), si la fonction f(z) admet les points a.
21

...,ak 
comme zéros d'ordres respectifs p{, p.j, ..pk et si les points A et Jî 
extrémités d'une ligne A toute entière dans (S) et ne passant pas par 
a

n
 a.,, cik sont lixes, on généralisera d'au Ire part la conclusion du 

n" 5(> en montrant, par des raisonnements calqués sur ceux de ce nu-
méro, que la solution de Véquation intégrale linéaire, de deuxième 



2q4 CH. l'lATHIEIt. 

espèce 

y{z) — f(z)-\-f M ' > 0 —y(t)dl, 

oil Λ tiesl pas nombre fondamental, est dans (S) une fonction 
polymorphe dependant de k nombres entiers n

K1
 η,, ..., //Λ.; de plus, 

celle solution considérée connue fonction de n
L
 est en général le 

quotient de deux polynômes de degré pt. 

59. Elargissons maintenant les conditions restrictives imposées au 
domaine (S) et aux fonctions Ii(x,y) et/(&■). 

Soient m contours simples Σ,· (t variant de ι à m) qui limitent des 
domaines S,· du plan complexe et qui ne se coupent pus. 

Soient Λ
4
· et L

4
 deux lignes d'extrémités A

4
- et IJ

4
, et l

t
 un segment 

d'axe réel tout entier situés dans le domaine S,. 
Soient enfin a

t
, a.

x
, ..., ak des points situés dans les domaines S

4
ct 

par ou ne passent point les lignes Λ4· et L
4
·. Dans ce qui va suivre nous 

pourrons, sans nuire à la généralité des raisonnements, supposer tou-
jours a

n
 a

2
, ..., ak réels. 

Considérons deux fonctions K'(s, l) et f'(z) que nous supposerons 
d'une part liolomorphes en ζ et / pour toutes les valeurs de ζ et / inlé-
ricures au domaine S = S, H- S2 -h ... -+- S,„ du plan de ces variables 
et d'autre part ne pouvant présenter que des discontinuités finies 
quand ζ ou / traversent Σ,, 23, . ..,Σ

/η
. 

Tous les raisonnements des n,,s 28 à 55 inclus s'appliquenL si l'on 
substitue à Κ.(χ, y), f(y) respectivement Κ' (x, y) et f (y) et 
au champ d'intégration (o — i) le champ /, -f- /2 -h . . . -h l

m
. Tous 

ceux du n° 56 s'appliquent également si l'on substitue à Κ (s, /), 
f (t) respectivement K'(.J,/) et /'(£), f'(l) admettant les points 
a

n a
s

, ..., ak comme zéros d'ordres respectifs pn p
2

, ..., ph et si l'on 
pose A ~ A, ~f~ Α., -f- ... H— A,

n
 et L = E

( —f- Lo -f- ... -f- L
/u

. 
En reprenant tous ces raisonnements, on voit qu'ils subsistent 

encore quand les points Α
4
·, 13, ou les extrémités de /,· sont sur le 

contour Σ,· et quand deux contours consécutifs Σ,·, Σ
/+

., ont une partie 
commune. 

40. Ces remarques faites, nous allons revenir à l'étude des sys-
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lûmes d'équations intégrales linéaires (y!i) et voir comment se géné-
ralisent les propositions que nous avons obtenues clans ce Chapitre 
concernant l'équation unique. 

Soit (S,) un domaine complexe limité par un contour simple et 
tout entier compris entre les deux parallèles à l'axe imaginaire qui 
passent par les points réels ο et ι. Nous ne nuirons pas à la généralité 
des raisonnements qui vont suivre en supposant que Σ, passe par les 
points ο et ι. 

Nous désignerons par (S/) le domaine obtenu en faisant subir au 
domaine (S,) dans la direction de l'axe réel positif une translation de 
longueur i — ι et nous désignerons respectivement par A,·, A/ le point 
et la ligne correspondant au point A, et à la ligne A, après la transla-
tion en question. 

Soient m2 noyaux K[;.v(,r,j)/) (p. et ν variant de ι à m) et f^(x)m 
fonctions holomorpbes pour toutes valeurs de χ et y comprises à 
l'intérieur du domaine (S,) et sur son contour. 

Soit enfin A(y) — (y — u,)p'(y — .(y — αΑ)% an
 a

2
, ......., 

ak étant des points réels intérieurs à (S,). 
Les relations 

"(··'·. y) = My-v + o ' 
/(■*)=/μ(^ -Ρ· + 0. 

valables pour toutes valeurs de χ intérieures à S^ et pour toutes 
valeurs de y intérieures à S

v
, permettent (n° 16) : 

i° De substituer à la résolution du système (7$) pour o<a;<i la 
résolution de l'équation (7b) pour o'Sx^m, équation où la fonction 
H(x,y) devient infinie comme \y — CLj-V-ν— I ]/;iquandjy = a

y
-i-v— τ; 

2° De substituer à la résolution, pour ζ dans S,, du système 

φυ.(~)— /
μ

(~) A(0°^>^
dL (μ =1, 3, ..., m) 

[où Λ, désigne une ligne de (S,) d'extrémités A,Β,, ne· passant pas 
para,, a

2
, ak

 et f^(z) une fonction qui admet respectivement/),, 
p2, ..., pk fois les zéros a

n
 a

2
, ..., ak | la résolution pour s dans 

ο — b, -f- 0-2 ~h . . . -hSm, 
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de l'équation 

(90 ?(»)·< /U) ! λ I ΙΙ(5.Ι)φ(ί)Λ, 

où 11 (ν, t) admet en général p, l'ois les m |)ôles / —- cij-h ν — 1, où la 
fonction /(-) admet pj fois les points a.j 4-ν — 1 pour zéros et où 
Λ = Λ, se compose de tronçons Λ, d'extrémités fixes A/, B, 
ne passant pas par les pôles de H(-, /). 

Les remarques des paragraphes 58 et 59 appliquées aux équations 
(76) et (91) nous permettent alors d'énoncer les théorèmes sur-
van Is : 

ΤIIÉORÈME I. — Soil Ε le champ (o à a
t
 — ε,, α

κ
 -ι- η, à a., — ε

2
, 

«2-t- η
2
 à a3— ε.,, ..., ak-¥ r\k à 1) el soil φ,(.χ·, Ε), φ

2
(.χ·, Κ), ..., 

ο,
η
(χ, Ε) la solulion du système d'équations 

Qu(x, E) =/,(.*) + λ V Ε

><* 

(p- = 1. 2, · -., m), 

quand λ îéest pas nombre fondamental. 
Les m fondions ©,(#, E), .··, ?,„(·'£, Ε) le ride ni en général vers 

des limites finies fondions mëromorphcq de λ quand le champ Κ et 

les quantités loglog ^-5 ···> log^- tendent respectivement vers le 

champ (ο, 1) et vers les constantes finies non nulles C
4

, C
2
,CA. 

Les limites de φ,(χ·, Ε), z>
2
(χ, Ε),..., om(x, Ε) sont les quotients 

de deux polynômes cle. clegrè m par rapport à ceux des paramètres 
G,, C2, CA dont les indices sont égaux à ceux des exposants 
p

n
 p.

2
, ···■) Pk entiers; elle est indépendante des autres. 

Si un des nombres ρ,, p2> ···> Pk cst = 15 cette proposition suppose 
que les fonctions K^a?, y) sont holomorphes pour χ et y dans le 
domaine (S,); si tous ces nombres sont << 1, elle suppose uniquement 
ces fonctions bornées et intégrables dans (S,). 

THÉORÈME II. — Le système d'équations intégrales de seconde 
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espèce 
V " Κ 

<Ρμ(*) =/μ(5)+λ2 f
 {ί _ a )"> \.(t- «/, )"*

 ?V ( 0

 ̂  v = i 1 

(μ = 1,2, . 
OÙ 

/μ( S) ~ ( 5 — «I V' ( - — «2 )'''··■( 3 — «A·)''4 ό>( 5)> 

Pi, p-i, ..., pis entiers et λ non fondamental, a pour solution dans 
(S,) m fonctions polymorphes 9,(s), φ^( 3), ..., φ Cc.s m fonc-
tions dépendent de k nombres entiers n

n
 n.

2
, ..., n/(, et, considérées 

comme fonctions de m, elles sont en général le quotient de deux 
polynômes de degré m pi. 

NOTE SIJIl UNE CLASSE D'ËQUATIONS IΝ TÉ G H 0 -1) IF F É H EN 'Γ IΕ L L Κ S. 

41. Rappelons quelques propriétés bien connues des équations 
différentielles lirléaires. 

Considérons l'équation différentielle 

d'i n —ι ii 
(90 ^77 + Pd*)-gyïZï+---+Pn{oc)u =°. 

Soient ufx), ufx),..., u
a
(.v), η solutions linéaires indépendantes 

de cette équation; faisons-leur correspondre respectivement les fonc-
tions ν fx), vfx),..., v

n
(x) définies par l'égalité 

(93) *<*> = !$· 
où Δ(α?) désigne le déterminant 

(,l U2 ... un 

du\ du2 dun 

. . , dx dx dx Δ(.χ·) = 

d'l-iui d"~x u, d" 1 un 

dx'L~~x dx"~l dxu~x 

Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Ease. III, ic)i3. 38 
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et Δ, (a?) le mineur de ce déterminant correspondant au terme de la 
colonne i de la dernière ligne. 

On sait que 
- I l>, (,Γ)ιΛι· 

(91 ) Δ(./·) - Ce J 

où G désigne une constante et que w2(y), v»(y) s011'· 
η solutions linéairement indépendantes de l'équation adjointe (') à 
l'équation (92) 

' K ' dy" K ' dyn~x 

+ + Mj)r = 0. 

Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que l'équation (92) 
admet, dans le champ (S) de la variable complexe χ contenant le seg-
ment réel (ο, 1), 11 solutions holomorphes w,, u.2, ..., u

n
 \ le théorème 

de Fuchs permet (2) de fixer les conditions auxquelles doivent satis-
faire les fonctions p

{
 (,z?), p2(x), ..., ptl(x) pour qu'il en soit ainsi. 

Nous supposerons, en outre, que la fonction (x·) est holornorphe 

dans le domaine (S). 11 résultera de la formule. (94) que sera 
holornorphe dans le même domaine. 

Les formules (93) montrent alors que les ρ fonctions e,(x·), 
e

2
(i&·),..., vH(x) sont holomorphes dans le domaine (S) et que, par 

suite, la fonction 
ι η 

Ζ (.Γ, y) :r_ V //,·(.*·)<>,. (y) 

/ — 1 

est holornorphe en χ et y dans le domaine (S) du plan de chacune de 
ces variables. 

Cette fonction z(.x,y) joue un rôle analogue par rapport aux deux 
equations (92) el(95). Considérée comme fonction de χ par exemple, 
elle est, dans le domaine (S), la solution de l'équation (92) qui, pour 

(') G. DAHBOUX, Théorie des sur/aces, ι. II, Liv. IV, Chap. V. 
(2) G. HUMRKRT, Cours d'A nalyse, l. 11, 3" Partie, Chap. V. 
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x = s'annule ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre η — 2 inclusive-
ment, la dérivée d'ordre η — ι étant égale à l'unité. 

Cauchy a montré que la fonction s(.x,y)cst telle que la solution de 
l'équation différentielle 

d" a fln~lu . . , 
ΈΡ +''ι(ίΓ)3^ +···-ι-/'«(■·<·)«- V(.i·), 

pour χ compris dans (S), est donnée par la formule 

(96) "(χ) ~ 4- ί z(x, i) \ (1) dl, 
do 

U(x) désignant l'intégrale générale de l'équation (92). 

42. Considérons maintenant la classe d'équations inlégro-diffè-
rent le lies line a it xs 

V - M - 1 

d" η d'l~x u . ·> V Ci / \dyu . 
+ Pd-'v)

 c
i
x

n Λ +· ' ■ +■/>«(·*')" — ψ(·^) + λ 2^ J s)~^rcl·^ 

les fonctions ψ(α?) et k,
/ht

(x,s) étant holomorphes en χ dans le do-
maine (S). 

La formule (96) nous permet d'écrire 

u(x) = U(^r) 4- /* s(^", ί) ψ(0 dt 
'■'ο 

V = /« -1 1 r , r "1 

+ ̂  ( / 5(.r, Ζ) ^î/.ç. 
v,o - 0 J 

Posons 

\J(x)-h ' z{x,l)^{t)dl~ g(x) 
do 

et 

/ 5 (Λ?, /)/'
v+l

(/,s)i/i=:/t
v+

,(a?,i). 
d 0 

Ces fonctions sont holomorphes par rapport à.x· dans le domaine (S) 
en vertu des hypothèses faites et la fonction u(x) est définie, dans ce 
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domaine, par l'équation intégro-différcnti<dle suivante rentrant 
dans le type étudie par M. Bout ni'sky (*) : 

ν —. 1/1 — I 

(97) μ(λ·) = £·(.*·) +λ 2 /
 Av i 1 (^·, ·ν) ^ ̂ ,fs. 

V = 0 1 0 

45. Nous allons donner une nouvelle méthode pour résoudre celte 
équation. 

Dérivons m — ι fois les deux membres de cette équation par rap-
port à χ et posons 

dy-u(x) .
 v

 dy-hv(jc,s) ,, ,
 v

 ift- g ( χ ) 
(
l
œ

\>. — ?o.-t-i(ar)
i T/icV- — Ϊ'μ4-ι,ν(·^ί ·«), —jpy.— —/lJ4-i('r)· 

L'équation (97) jointe aux m — τ équations ainsi obtenues forme 
le système d'équations 

V = IH , 

ψμ(*) + J 1Ι
μν

(.ΐ,.ν)φ
ν

(.ν)ί/.ν (/J. = 1,2, 

ν = ι 0 

système d'équations intégrales linéaires de deuxième ou de troisième 
espèce que nous avons étudié dans les Chapitres précédents. 

NOTE SLLR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES 

DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

4*4. Dans l'étude que nous avons faite (n° 16) des systèmes èééqua-
tions intégrales linéaires du type (36), nous avons laissé de côté le 
cas où A (χ) est identiquement nul. 

Pour compléter cette étude, nous allons indiquer sommairement 
les principales particularités qui se présentent dans ce cas. 

Supposons donc que A(a?) = o ainsi que ses mineurs d'ordre 

(') BOUTNISKY, Bull, des Sciences malh., 1908. Mémoire déjà cité. 
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ρ 4-1, f> -l· 2, ..., m, inn is que le mineur 

(t .·. «!,,(·/·) 

(f t> I ('*·') · · · ^M' (■'' ) 

ne s'annule que pour des valeurs particulières isolées dans le domaine 
ο5.τίι. 

i° Supposons 0y;+, (a?), 0
/H

_
2
(a?), ..., 0

m
(:c) connus dans les ρ pre-

mières équations du système; elles peuvent être considérées comme 
un système Σ d'équations intégrales linéaires d'ordre ρ en 0,(a?), 
0

2
(à), ..., %,(%), système de seconde ou de troisième espèce du type 

étudié dans la seconde Partie. 
2° Supposons 0,(a?), 0

2
(x),..., Q

m
(x) remplacés par leurs valeurs 

sous les signes f ; les m équations du système proposé forment un 

système d'équations linéaires en 0, (x), 0
a
(aï), ..., 0

m
(x) qui seront 

compatibles si m — ρ conditions de la forme 

7 ~ Ht 

^ *) Ά —/μ(·« ) ( [A " /P Η - I, />4~ 2, . . /71) 
v=p+i η 

sont satisfaites. Appelons Σ' ce système de conditions et supposons 
nue 

Ημν(·«, S) = 0 

pour tous les systèmes de valeurs 

V T=ZP 4- q 4- I, />4-0-4-2, m. 

μ —ρ 4-1, />4-2, m. 

Les q premières équations du système Σ' forment un système 
d'équations intégrales linéaires en 0

/;+
,(ÎC), 0y,+2

(.τ), Q
p

+
g
(x) que 

nous désignerons par Σ,. 
Les m — ρ -4- q = r dernières équations du système Σ' constituent 

ν conditions auxquelles sont astreintes les ρ fonctions 0
;
,
+<

(Λ?), 

ô/M-aO®)» ···» ^p+q(x)· Nous désignerons l'ensemble de ces r condi-
tions par Σ

2
. 
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Pour résoudre le système (36) nous, aurons à résoudre d'abord le 
système Σ,, à vérifier ensuite que les solutions de ce système, si elles 
existent, satisfont aux conditions Σ2; enfin, si les conditions Σ2 sont 
remplies, à résoudre le système Σ où nous choisirons arbitrairement 
les /· fonctions 0/)+v+l (.χ·), 0pH/+., (.s?), ..., 0,„. (.·/;). 

415. En dehors des conditions Σ2, l'existence des solutions du 
système (36) est donc subordonnée à l'existence des solutions du 
systèmeS, et il est facile de voir qu'un tel système n'a pas toujours 
de solution. 

Définissons, en effet, les fonctions 
. \J | | 

Il (Λ-, S) — ΗΜΝ(Λ? — μ +-1, s — V + i) pour o< <i, s — ν -+-1 
/(.tr) =/μ(Λ7 — μ + ι) pour o<x — μ + ι<ι, 

p. et v variant de ρ + ι à ρ -f- <7, et considérons l'équation intégrale 
linéaire de première espèce 

/ /'-+-ν 
H (a:, 5)0(.ç) <&=/(#). 

/-

On verra facilement par un raisonnement calqué sur celui du n° 1(5 
que, à toute solution du système S,, correspond une solution de (98) 
et réciproquement, ces solutions étant liées par les relations 

θ(χ) = θμ(& — μ-h ι) pour ο < χ — μ + ι<ι. 

Or on sait que l'équation (98) n'a pas toujours de solution. 

46. Plaçons-nous, pour terminer, à un point de vue particulier et 
considérons la fonction 0(.r) qui satisfait à (98) comme la limite pour 
λ = so de la fonction 0 (#, λ) qui satisfait à l'équation 

II (χ, 5) 6(s, l)cls ■= λ f{x) 
l> 

et supposons H(#,s) de la forme 

H(a?, i) = X,(ar) S,(Î) + Xj(a?)Sj(s) +... 4- Xn(x) Sa(s). 

Nous allons, dans ces hypothèses, établir la condition pour que la 
limite ô(#) existe et déterminer cette solution. 
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La déterminante ϋ(λ) du noyau est un polynome de 
degré xs en A qui peut s'écrire 

Ι)(λ) — α,,-i- α,λ 4-.. .-Ι- α^τλ7*, 

el son mineur du premier ordre D est un polynome de degré 

m — ι en λ qui peut s'écrire 

=β0(^,7)Η-β1(.ζ·,/)λΗ-...+ βα_1(>
τ,,»·)λ7;Ι-1. 

Par suite, dans le cas général, 

r,, + 'i fx \ 
λ2 / D(

 v
 λ J/(.v) ds 

0{x, λ) = — l/(x)
 0(

Λ

λ) 

se présentera sous la forme d'un quotient de deux polynômes en λ : 
le numérateur est de degré c? -+- i, le dénominateur de degré tu. 

Quand λ croît indéfiniment, 0(#,λ) tend en général vers l'in-
fini. 

Pour que 0 (χ',λ) ail une limite finie, il faut que 

/•/' + 7 
(99) /(^)«ct4-/ β

σ
-ι {x,s)/{s)ds = o, 

et alors 0(.χ·,λ) a en général une limite quand λ croît indéfiniment, 
savoir 

r-Ρ+Ί 
—/(#)«ûi-i— / βσ-s («>·*)/(*) </■* 

θ(χ) = ^ 

47. Notons de plus que l'étude des équations intégrales linéaires 
du second ordre sans second membre permet d'analyser la condi-
tion (99) : elle veut dire que/(.e) est une fonction principale du noyau 

βσ ι (#»$) relative au nombre fondamental 

Par suite il n'existera de fonction f(x) différente de zéro satis-
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faisant à cette condition que si 

<
ιοο) δ

(-£)
=ο

' 

Δ (λ) désignant la déterminante du noyau βσ_, s). 
Il convient de remarquer que (roo) est une condition dependant 

uniquement du noyau H (χ·, s) de l'équation (98). 


