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SUR I,Ε PROBLÈME DE DIRICHLET. I 89 

Sur le problème de DirichLet; 

•«AR J. LE HOUX. 

\ ÎPÎTOODUGTION. 

λ Beaucoup de thêoi4es mathématiques et de problèmes d'applica-
tions conduisent à envisager les fonctions qui dépendent de toutes les 
valeurs que prennent des fonctions arbitraires dans un certain do-
maine. Les fonctions de cette nature ont été l'objet de recherches 
importantes sous des formes diverses : fonctions de lignes de Yolterra 
et d'Arzela, fonctionnelles de M. Hadamard. 

Les valeurs d'une fonction arbitraire peuvent être considérées 
comme constituant un ensemble de variables indépendantes, qui cor-
respondent, élément par élément, aux divers points d'un domaine 
continu. C'est ce que nous appelons un ensemble continu de variables 
indépendantes, sans supposer, d'ailleurs, que les fonctions arbitraires 
soient elles-mêmes continues. 

Lorsqu'on se borne aux fonctions arbitraires analytiques, chacune 
des fonctions se trouvant définie par sa valeur et celles de ses dérivées 
en un point, on peut prendre ces valeurs pour variables indépendantes. 
Les variables considérées forment alors un ensemble dénombrable. 
C'est le cas qui se présente dans la théorie analytique des équations 
aux dérivées partielles ('). 

La théorie des fonctions d'ensembles infinis continus et celle des 
fonctions d'ensembles dénombrables présentent des analogies et des 
propriétés communes. 

Les variables d'un ensemble dénombrable se distinguent habituel-
lement les unes des autres par des indices entiers, simples ou mul-

(1 ) Recherches sur tes équations aux dérivées partielles (Jour η. de Math., 
5U série, t. IX, 1903, p. 4o3). 
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tiples. Ce mode de notation revient à faire correspondre, élément 
par élément, l'ensemble des variables et l'ensemble des nombres 
entiers. On peut de même individualiser les variables d'un 
ensemble continu, en les affectant d'indices qui désignent les points 
ou les coordonnées des points qui leur correspondent. Par exemple, 
pour les variables d'un ensemble (ζ) correspondant aux points M 
d'un espace linéaire (x) ou superficiel (&·, y), on emploiera les 
notations sM, z

a1
 Les indices M, ,%*, (:v, y) interviennent ici, 

non pour déterminer les valeurs des quantités s, comme dans la 
théorie des fonctions, mais simplement pour individualiser les va-
riables en les distinguant les unes des autres. 

Dans le cas d'un nombre limité de variables ..., x,n un 
système déterminé de valeurs attribuées à ces variables définit ce 
qu'on appelle un point de l'espace à η dimensions. Cette conception a 
été étendue au cas d'un ensemble infini dénombrable. 

Dans le cas d'un ensemble continu (3), correspondant aux points M 
d'un espace (.x), un ensemble déterminé de valeurs des z

a
 définit une 

fonction f(x') des points de l'espace (a?). La fonction de l'indice est 
donc, pour les ensembles continus, l'élément analogue au point des 
ensembles dénombrables. 

Nos calculs effectifs ne peuvent comprendre qu'un nombre limité 
d'opérations, effectuées sur un nombre limité d'éléments. Nous 
n'atteignons, par le calcul, les ensembles infinis que par l'intermé-
diaire d'ensembles finis de plus en plus étendus ou de plus en plus 
denses, et en passant du fini à l'infini par des considérations de con-
vergence ou de continuité. La théorie des séries et des fonctions 
convergentes d'une part, la définition de l'intégrale définie consi-
dérée comme limite d'une somme, d'autre part, caractérisent les 
procédés employés depuis les origines de la Géométrie, pour sou-
mettre au calcul les ensembles infinis d'éléments. 

J'ai appliqué dans ce Mémoire les considérations qui précèdent à 
l'intégrale de Dirichlet et à l'équation de Laplace. 

Considérant l'intégrale comme la limite d'une somme finie, j'ai 
étudié la variation de cette somme. Le passage à la limite suit ainsi 
l'étude de la variation, au lieu de la précéder, comme dans la méthode 
ordinaire du calcul des variations. L'un des avantages de ce procédé, 
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c'est qu'il permet d'envisager les cas où l'intégrale limite n'existerait 
pas. D'un autre côté, la condition de minimum s'exprime par un 
système fini d'équations linéaires ordinaires, qu'on peut discuter par 
les procédés élémentaires de l'Algèbre, sans s'occuper des conditions 
restrictives qu'impose l'emploi du calcul intégral. Pour étudier la 
forme limite de la solution dans le cas des réseaux de densité indéfini-
ment croissante, il suffit d'en connaître la forme pour un système de 
régions finies. Je me suis servi de régions rectangulaires. Pour le rec-
tangle, le système de nos équations linéaires peut être facilement 
résolu sous forme finie, et, quelle que soil la discontinuité des 
valeurs données à la frontière, quand le réseau est très dense, les 
valeurs trouvées pour les inconnues diffèrent très peu des valeurs 
correspondantes d'une fonction harmonique. 

Ce résultat m'a paru présenter un certain intérêt pour les applica-
tions à la Physique, dans l'hypothèse de la constitution discontinue 
de la matière. 

J'emploie l'intégrale de Dirichlctprincipalementpourformerle sys-
tème d'équations linéaires servant à déterminer les solutions appro-
chées, plutôt que pour démontrer l'existence de la solution limite. 

Nos calculs sont effectués seulement pour le cas de deux variables, 
mais la méthode est applicable quel que soit le nombre des variables 
indépendantes. 

CHAPITRE I 

L'INTÉGRALE DE DIRICHLET CONSIDÉRÉE COMME FACTEUR QUADRATIQUE. 

1. Formation des réseaux. — L'intégrale de Dirichlet étendue à 
un domaine (D) du plan des (*>y) 

duN 2 * {'ïïp, ciX (ly 

est une fonction de l'ensemble infini des valeurs arbitraires attribuées 
à la fonction u, aux divers points du domaine. Pour trouver dans cet 
ensemble infini un ensemble fini de variables indépendantes qui donne 
lieu à la considération de la même limite, j'imagine qu'on couvre le 
domaine (D) d'un réseau de triangles. Ce réseau devra être constitué 
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de telle façon que deux triangles ne se superposent pas, même partiel-
lement, et que deux triangles contigus qui ont en commun une por-
tion de côté aient aussi en commun les deux sommets situés sur le côté 
considéré. J'appelle nœuds du réseau les sommets des triangles. 

A chaque nœud M(.7;,y) du réseau, je fais correspondre une 
variable indépendante sXty. A tout système de valeurs de ces variables 
je fais ensuite correspondre une fonction u(x, y), qui prend sur les 
nœuds les valeurs considérées z

Xty
 et qui, à l'intérieur des triangles, 

est linéaire en a?, y. La fonction u(x,y) serait figurée par une surface 
polyédrale à facettes triangulaires. A la frontière du domaine on 
pourrait, soit remplacer les arcs du contour par leurs cordes, de 
manière à obtenir des triangles rectilignes, soit conserver les arcs de 
courbes et remplacer les faces planes de la surface polyédrale par des 
surfaces coniques ou d'autres surfaces appropriées. Au point de vue 
du passage à la limite, quand on fait croître indéfiniment ladensité du 
réseau, ces divers procédés sont d'ailleurs, en général équivalents. 

2. Expression de Vintégrale de Dirichlet par une forme qua-
dratique. — Considérons un triangle du réseau. Soient M(x,y), 
M, (x

{
,y, ), M2(#2, y

2
) les trois sommets et s, s,, z

2
 les valeurs cor-

respondantes des variables (s). Le plan correspondant serait repré-
senté par l'équation 

Χ Y A I 

χ γ ζ ι 
X, J, 5, I 
x% y, ' 

— ο, 

où Χ, Υ, Ζ désignent les coordonnées courantes. L'équation, résolue 
par rapport à Z, prend la forme 

Ζ = p\ -h r/Y -h r, 
en posant 

y z 1 

J'\ 5, I 

./.· Y I 

X\ /» I 

x2 y2 1 

Ζ Χ Γ 
Zj X, I 

Ζ ο ι 

χ\ y * 1 

y2 1 
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Nous représenterons, pour abréger, par (y, ζ), (ζ, &·), (#, y) les 
déterminants qui figurent dans ces expressions, et nous écrirons 

(1) p= -(y**) 

Les axes étant supposés rectangulaires, et le triangle MM,M
2

, 

parcouru dans le sens positif, l'aire du triangle est égale à ^(χ·,/). 

L'intégrale de Dirichlet relative à la surface polyédrale définie plus 
haut est donc 

5 (2) j(.)= 2 1 V (y^)5-*- (=-v)'1 (•*■> y) 

la somme Σ étant étendue à tous les triangles du réseau. Cette même 
expression convient même à la frontière, si l'on y considère seulement 
des triangles rectiligncs. Nous étudierons plus loin le cas des triangles 
curvilignes. 

On voit que l'intégrale J(w) s'exprime par une forme quadratique 
des variables z

Xtr
 Nous poserons 

(3) J(a) = F(s). 

5. Réseaux rectangulaires. — Parmi les réseaux, je considère en 
particulier ceux qui sont formés de triangles rectangles égaux, ayant 
deux côtés parallèles aux axes de coordonnées. On obtient de pareils 
réseaux en divisant d'abord le plan en rectangles égaux par des paral-
lèles aux axes : les parallèles à O# étant distantes d'une même quan-
tité h

)
 et les parallèles à Ο y d'une même quantité k\ on coupe ensuite 

chaque rectangle en deux triangles par une diagonale. Les valeurs 
de ρ et de q des formules (i) prennent la forme 

(4) Ρ- 1 > q- 1 > 

et la forme quadratique F(a) devient 

(5) j(,o = r(3) = ;]£ 

Chaque valeur de ρ ou de q est commune à deux triangles contigus. 

On peut donc, dans la formule (o), supprimer le facteur i devant le 
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signe Σ, pourvu que la sommation soit considérée comme s'étendant 
aux côtés des triangles parallèles aux axes, et non plus aux triangles 
eux-mêmes. 

Si l'on suppose enfin h = h, il y a une simplification nouvelle, et 

l'on a, en supprimant le facteur suivant la remarque précédente, 

(®) F ( -S ) —(«ar-f-h,y ■Sa·}')1' H" ( %x, y+k ^.r.y)2· 

4. Calcul des dérivées. — Prenons d'abord la formule générale 
de ρ et q donnée par les équations (i). Nous avons 

/ ν àp (y,—,Vi) <)g __ — 

d'où 

(8) ~2//(·τ2 — *·.) —piyt—fi)-

La somme Σ s'étend ici à tous les triangles du réseau qui ont un 
sommet au point Dans ces triangles, l'ensemble des côtés 
opposés au point M forme un contour polygonal fermé (L) entourant 

le sommet M, et l'on reconnaît immédiatement que la dérivée ^77^-
se ramène à l'intégrale 

j qdx — pdy, 

évaluée suivant le contour (L). Le sens du parcours est déterminé 
par la condition, déjà exprimée, que les déterminants (se, y) soient 
positifs. Lorsque le nœud M est situé sur le contour limite du do-
maine (D), la ligne (L) n'est plus fermée : elle s'arrête au contour. 

Nous voyons paraître ici, avec une signification intéressante, une 
intégrale qui joue un rôle important dans la théorie des fonctions har-
moniques : c'est l'intégrale de la dérivée normale. Si l'on désigne 
par ds l'élément d'arc de la ligne (L), par dn un déplacement infini-
ment petit suivant la normale intérieure à cette ligne, on a 

q dx - ρ dy — ~ ds. 
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La formule (8) devient, par conséquent, 

(8) à~>x,y du ds 

Considérées comme fonctions des variables ;
a!ir

, les dérivées par-
tielles de la forme quadratique F(s) sont des formes linéaires dont il 
est utile d'avoir l'expression. Il suffit pour cela de considérer la partie 
relative à un triangle ΜΜ,Μ.,. Posons 

MM,— ru MM> — r2, M, M2:=/·12; 

désignons par h la hauteur issue du sommet M, et par M,, Mo, les 
angles à la base du triangle. En remplaçant ρ et q par leurs valeurs 
dans la formule (8), on trouve 

7(.a;2— -ρ,) — ρ(γ2— y ι) = s -j = ; 

d'où l'on tire, en faisant la somme des expressions semblables, pour 
tous les triangles ayant un sommet en M, 

/ ^ (9F (s) -γι /*|2 γ 3|/'2 cosM,+ cosM, 

Remarquons que le coefticient de z
Xty

, ^X'
 csl/ a somme 

des coefficients des autres variables zt dans la seconde somme Σ, et 
que, de plus, si les triangles du réseau n'ont pas d'angles obtus, tous 

les coefficients, ' '('()^L S sont positifs. 

o. Forme limite cles dérivées. — Pour les réseaux particuliers que 
nous avons considérés, l'expression de la dérivée se déduit des for-
mules (5) ou (6). Partant de la formule (δ) nous avons, pour les 
nœuds intérieurs du réseau, 

2 — Λ Ζχ~Ιιν Ζχ zx.y—k zx,y+k)y 
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ou encore 

(,O)

 Η—ί,— Λ—-) 

' ί ^X.r+k *X,r -^.r,y \ I 

La forme limite de cette expression fait apparaître le premier membre 
de l'équation de Laplace 

; ΈΖ =-'
ixdy

\ô^
 +

 Έ
1
) =-</λ·'^δ"· 

Enfin, lorsque le point M est situé sur la frontière, il faut encore 
modifier cette forme limite. Le contour ( G) étant supposé polygonal, 
soient M

0
 etM, les deux sommets contigus au sommet M. La ligne(L) 

définie plus haut, s'arrête aux sommets M„ et M,. Appelons (S) l'aire 
comprise entre la ligne L et la portion M

0
MM, du polygone fron-

tière (G). On a, dans ce cas, 

liin =— f '^-ds — f f Audxcif. 

(>. Cas des triangles qui ont leur base à la frontière. — Pour les 
triangles dont la base est formée par un arc de frontière, il y aurait 
lieu de modifier légèrement les résultats précédents, si l'on voulait 
éviter de considérer le contour curviligne comme la limite d'un 
contour polygonal inscrit. 

log· ι· 
\MZ 

/ Λ
1

' 

M / 

Soit {fig. ι) le triangle \1M,M
2

, dont la base M, \I
a
 est un arc de 
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courbe rectifiable. Nous désignons par ds la différentielle de cet arc, 
et nous supposons définie en chaque point M'(or,y) de M

4
M

2
 la 

valeur ζ d'une fonctiG V continue de l'arc, admettant une dérivée 

finie Nous déterminons ainsi une ligne (^) de l'espace. Imaginons 

une portion de cône ayant pour directrice la ligne (4^)et pour sommet 
un point S (a?, y, s) qui se projette en M sur le plan xOy. L'intégrale 
de Dirichlet I, relative à ce cône, a pour valeur 

I=i Γ [(/-y) dXj - (ζ-s) rf/]»+ [(^-a?) άζ-(ζ-ζ) civ'f 

On peut la transformer en introduisant des coordonnées polaires, 
le pôle étant en M. Posons MM'= /·; désignons par G l'angle de MM' 
avec une direction fixe, par ν l'angle que forme la tangente en M' au 
contour avec la direction du rayon vecteur MM', et par xn la longueur 
de la perpendiculaire abaissée de M sur cette tangente. 

L'intégrale I prend la forme 

(,, ) \ — -f r'2d^~ a/'(ξ — z)(fi,dr + (ς — z)2ds2 

et l'on trouve ensuite 

(12) -T-—I (5 —Ç-h/·-y-cose — 

Lorsque la densité du réseau croit indéfiniment, /'tendant vers zéro, 

et ~ restant inférieure à une limite finie, le terme r~ cos ν devient, 

en général, négligeable. La forme de l'intégrale exige, pour être 
applicable, que la tangente en aucun point de l'arc M,M2

 ne vienne 
passer par le point M, ni ne tende asymptotiquement vers ce point. 

7. Conditions de minimum. — Supposons qu'on donne les valeurs 
des variables qui correspondent à un certain ensemble de nœuds (E). 
On peut alors déterminer les variables restantes par la condition que 
l'intégrale F(5) soit un minimum. Nous désignerons par ξ, η les coor-
données des nœuds du premier ensemble (E), et par ζ (ξ, η) les valeurs 
données des variables correspondantes. Les inconnues z

x<y
 devront 

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Kasc. III, 191$. 26 
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vérifier le système linéaire 

<l3> ' 5- = °· 

dans lequel on suppose que le point (x,y) désigne successivement 
tous les nœuds qui n'appartiennent pas à l'ensemble (E). Ce système 
contient autant d'équations que d'inconnues. Il admet une solution 
bien déterminée, car le déterminant est l'un des mineurs principaux 
de la forme quadratique positive F(s), lesquels sont tous différents 
de zéro, puisque la forme ne s'annule que si toutes les variables ζ 
ont des valeurs égales. 

8. Forme de la solution. — Les équations (13) développées pren-
nent la forme suivante, d'après la formule (9) : 

n "V''>2 "V z* rz c0SM2 4- -2^1 cosMj 

Nous supposerons désormais que les triangles du réseau n'ont pas 
d'angles obtus. Dans ce cas, l'équation (I/J) résolue par rapport 
à z

x<y
 donne un résultat de la forme 

(J5) 

où. tous les coefficients a
t
· sont positifs et ont une somme égale à 

l'unité. Les variables z-
t
 correspondent aux nœuds du contour poly-

gonal (L) défini au n° 4. 
La formule (i5) montre que s

x<r
 est compris entre la plus petite et 

la plus grande des valeurs zim Ce résultat correspond à la propriété 
bien connue des fonctions harmoniques dans un domaine de n'avoir 
ni maximum ni minimum à l'intérieur de ce domaine. 

Si l'on résout le système (14) on obtient, pour les inconnues zXtJ., 
des valeurs qui s'expriment en fonction linéaire et homogène des 
quantités données ζξ,η, 

sx,y—oc(x, V', ξ, Υ))ζξ,η· 

Les coefficients de ce développement sont tous positifs et vérifient, 
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comme ceux de la formule (i 5), la relation 

(17) /ιξ»·'))=>. 

En effet, si l'on élimine la variable ζ^γ en la remplaçant par sa 
valeur (i5) dans les équations du système (i4)> les équations restantes 
jouissent toujours des mêmes propriétés en ce qui concerne les signes 
et la somme de leurs coefficients. L'élimination de toutes les inconnues, 
moins une, pouvant ainsi s'effectuer par substitutions successives, la 
proposition énoncée devient évidente. 

De cette propriété des coefficients il résulte encore que la valeur 
de z

ai
y est comprise entre la plus petite et la plus grande des valeurs 

données ζξ,η. 
Par conséquent, si les nœuds (ξ, η) n'embrassent pas la totalité des 

nœuds de la frontière du domaine (D), ce sera toujours néanmoins, 
sur l'ensemble des nœuds (ξ, η), qu'on trouvera le maximum et le 
minimum de ZX) y · 

La forme limite du résultat précédent, pour les réseaux de densité 
indéfiniment croissante, consiste dans le fait qu'une fonction u, har-
monique dans un domaine (D), ne peut atteindre son maximum ou son 

minimum dans les régions de la frontière où la dérivée normale — 
serait constamment nulle. 

Lorsqu'on emploie la forme (12) pour certains termes de la dé-
rivée, les termes correspondants de la formule (16) sont remplacés 
par des intégrales définies. Cependant les propriétés essentielles 
subsistent, pourvu qu'on remplace les valeurs ζ données à la frontière 
par des valeurs qui en diffèrent très peu dans les réseaux très denses 

ζ'-ζ-r^ cosV. 

On reconnaît d'ailleurs, à cause des propriétés des coefficients a, 
que si l'on remplace les ζ par des valeurs approchées à moins de ε, les 
valeurs des inconnues z

x>y
 qu'on en déduit sont elles-mêmes appro-

chées à moins de ε. 
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9. La solution trouvée donne bien le minimum. — La solution 
trouvée donne bien le minimum de l'intégrale de Dirichlet pour 
toutes les surfaces polyédrales projetées suivant le réseau considéré 
et ayant les mêmes sommets aux nœuds (ξ, η). 

Donnons en effet, à chaque variable z
x

,y, un accroissement ^'
r r

; 
on a 

F (ζ +
 S

') = F(z) +2*' ^7 +
 F

(-')· 

Dans la somme 

Y .'21 

les termes relatifs aux nœuds de l'ensemble (ξ, η) sont nuls, puisque 
nous supposons en ces points 5ξΛ = ο; les termes relatifs aux autres 
nœuds sont également nuls, en vertu de l'équation ( 13). La forme F(z') 
n'est nulle que si tous les z' sont égaux, et comme ils sont nuls sur 
l'ensemble (ξ, η), il en résulte que cette forme a une valeur essentiel-
lement positive, à moins qu'on n'ait en tous les nœuds 

z'x,y— °· 

Si cette condition n'est pas réalisée, on a donc nécessairement 

F(S-hx')>F(s). 

Pour une fonction u(x, y) admettant des dérivées partielles conti-
nues, l'intégrale de Dirichlet est la limite de l'intégrale analogue 
relative à une surface polyédrale. Par conséquent, s'il existe une 
pareille fonction pour laquelle l'intégrale de Dirichlet atteint effecti-
vement son minimum, la différence entre ce minimum et la fonction 
F(-s) tend vers zéro quand on fait croître indéfiniment la densité du 
réseau et que, pour chaque réseau, on détermine les valeurs des z par 
les équations (i3). 

10. La forme polaire et les formules de Green. — Les formules 
de Green peuvent se rattacher à la considération de la forme polaire 
de la forme quadratique F(^). Soient z

x>y
, t

x<y
 deux systèmes de 

variables correspondant aux nœuds du même réseau; u(x,y) et 
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v(x, y) les deux fonctions associées. Considérons la forme polaire 

F(
Sli

)=iy^=iy
s
^· 

En y remplaçant les dérivées par leurs formes limites, y compris les 
termes à la frontière, nous avons les formules suivantes, où S désigne 
l'aire du domaine et (C) le contour frontière. 

lim F(s, t) = - JL 

= — j*ν Δ« dec dy — J v~-ds 

ιιΔν doc dy — f u~ds: 

d'où 

ffjvAu~ "Av] dx dy +J (" ̂  ~ "£)ds=°" 
La formule d'Eulerpour les fonctions homogènes quadratiques, 

ι dF 

se traduit par l'identité 

//[(^)î+(5)1 dxdy=~fL "4u dxdy-f
tc
/£ds· 

Le rôle des fonctions de Green dans le calcul des fonctions harmo-
niques s'explique si l'on remarque que la forme polaire 

:y<ï 

est une combinaison linéaire des premiers membres des équations ( 13). 
Si l'on veut, par exemple, résoudre ces équations dans l'hypothèse 
examinée précédemment, où l'on donne les valeurs des inconnues z

x>y 

pour un ensemble de points (ξ, rj), on supposera qu'on ait 

^ξ,η — 

de manière à n'introduire dans la forme polaire que celles des dérivées 
partielles ̂ — qui forment les premiers membres des équations (i3). 
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On aura donc, dans cette hypothèse, 

ΣόΦ 

Il reste à déterminer les valeurs restantes des variables /, de manière 
à éliminer toutes les inconnues z, sauf celle que l'on veut calculer, 
soit par exemple sWi. Pour cela, il suffit qu'on ait 

dF 

pour tous les nœuds (a?, γ), sauf pour le nœud (<c0,y0). En ce dernier 
nœud, on pourra supposer 

^ίχ,,γο 

On reconnaît facilement sous cette forme les conditions ordinaires 
qui déterminent la fonction de Green pour le problème que nous 
considérons. 

La considération de la forme polaire fournit aussi la relation iden-

tique qui existe entre les formes linéaires dérivées ~ La forme qua-

dratique F(/) s'annule identiquement, ainsi que toutes ses dérivées 
partielles du premier ordre, quand on donne aux variables t la même 
valeur, par exemple 

t = 1. 

On déduit de cette remarque, à cause de la réciprocité des formes 
Dolaires. 

2dF 

CHAPITRE II. 

ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES DES RÉSEAUX RECTANGULAIRES RÉGULIERS. 

11. Nous allons maintenant étudier spécialement le cas des réseaux 
formés comme nous l'avons indiqué, à l'aide de rectangles égaux ayan t 
leurs côtés parallèles aux axes de coordonnées. 
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D'après la formule (10), les équations linéaires à résoudre se 
ramènent à la forme 

('8) Zx—U,y 3x+h,y) H" ~^î(^sx,y 3x,y-/c «aro-t-Ar)—°· 

Pour h = /r, l'équation se simplifie encore et devient 

Οθ) 4 3x-,y 3x—h,y 3x+h,y 3x,y—k 3x,y+k— °· 

En écrivant les équations de cette forme pour chaque nœud ο./). 
on forme un système d'équations linéaires dont nous avons étudié 
plus haut les propriétés générales. Mais on peut aussi envisager 
chacune de ces équations comme une équation aux différences finies 
et chercher à la résoudre pour toutes les valeurs réelles des variables 
χ et y. Nous déterminerons ainsi des fonctions dont les valeurs sur les 
nœuds du réseau vérifieront les équations linéaires considérées ; nous 
leur donnerons le nom de fonctions d'interpolation. 

12. Nous commencerons par calculer des solutions simples de 
l'équation aux différences (18). 

Posons 

(20) zXyy—uuvk, 

m et p étant des constantes. 
En écrivant que cette expression vérifie l'équation (18), on trouve 

entre u et Ρ la relation 

(21) T? + ¥— - °-

Soient 
u — u", ρ = e'2, 

la relation (21) devient 

<»»> {"'-ι)' ("-*)' 

Nous poserons donc 

u' —ι
Ί = th, v' —1'k ; 
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d'où 
u'= \/ι H- ί2Λ24- th, vr— \J\ H- t'2k2-h t'k. 

En portant ces valeurs dans l'équation (22), on a 

(23) £2-)- t'2~ o. 

Nous prenons 
t' =z ti (î— \/— ι)·

1 

ce qui nous donne les expressions de u et de r sous la forme simple 

u (\/1 + t2 à'1 + th )2, 

e = (y/1 — ί'*/ί"2 ■+■ ttk)'. 

De là nous tirons enfin l'expression de z
x>y

. 

(24) zXyy — (\/1 l*h- -\r lli)h (*/1 — t2 k2 itk) * . 

Le paramètre t peut prendre des valeurs réelles ou imaginaires. 
Toute combinaison linéaire d'expressions de la forme (24) est une 
nouvelle solution de l'équation (18). Telle serait l'intégrale 

I f(t)(s/i-btih--+-lhs)lt (}/r — l-k2-t- itk)k dt, 

dans laquelle la fonction /(/), ainsi que le domaine d'intégration, 
sont arbitraires. 

15. Polynômes satisfaisant à V équation aux différences. —- Parmi 
les diverses intégrales qu'on peut déduire ainsi de la formule (24) je 
signalerai les polynômes à cause de leur forme intéressante, bien que 
je n'aie pas à en faire l'application dans la suite de ce travail. 

Posons, en désignant par ρ un nombre entier positif, 

(25) 
j\p(x. h) — x2(x2— h2) (.r2— 4 h2)... (χ2— (/> —ι Y h1), 

j\p+i(x> h)—x (x2 — h- ){x2 — 4Λ2). . .(x2 — p2h2). 

Ces expressions satisfont à la formule de récurrence 

(26) j
a
(x -i- h. h) +jH[x — /<, A) — 2jn(x, h) = Ji(n — i)A2y

rt
_2(^, h). 
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Les polynômes 

(27) 
1) t 1 !\ I / s h-E» fi ) Jvrii.Yl^) 

^ / / /\ ,V/ s,. ./»-sw-i(-r·Λ) ./2/'+11 .y' ) 

sont des solutions de l'équation aux différences (18), qui tendent vers 
des polynômes harmoniques homogènes lorsque h et k tendent vers 
zéro. Si l'on pose 

.?.· n= r cos 0, y — r sin 0. 
on trouve 

limP„ — rn cos η 0, 

~ r" sin η θ. 

On peut d'ailleurs démontrer facilement que tout polynome véri-
fiant l'équation aux différences (18) est une combinaison linéaire de 
polynômes Ρ„ et Q

n
. 

14. Transformation de l'exponentielle. — Nous transformerons 
la solution fondamentale définie par la formule (24), de manière à lui 
donner une forme plus commode pour le calcul. Posons 

(28) //f = sin-— » 

(29) i'
=

_|„
g
^

IH
._

sln
._+_s,n

T
J. 

L'expression de z
x>y

 devient 

(3o) ~-x.y— (v/TTT^-H t/ι)1' (s/1 — tr k'1 -+- Uk)'k = e*,JC+t*y. 

Le changement de signe de l ou de i donne les diverses exponen-
tielles représentées par l'expression 

Q'û+, sin 

dont on déduit ensuite, par des combinaisons linéaires, les intégrales 
élémentaires de la forme 

chô'.2?co3 0y, ch0'a?sin0/, 

sh θ'χ cosdy, sh Q'ûc sin By. 

Journ. de Math. (6· série), tome X. Fasc. 111, 1914. 27 
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Les symboles ch, sh désignent le cosinus et le sinus hyperboliques. 
En changeant t en ti, on obtient évidemment d'autres intégrales 

semblables, dans lesquelles les fonctions circulaires et hyperboliques 
sont simplement permutées. 

1*5. Relation entre θ el θ'. — L'examen de la relation qui existe 
entre θ et Θ' est important pour l'étude de la convergence. Nous 
supposons ici que l'on considère seulement les valeurs positives de ces 
deux paramètres. 

Le développement en série du second membre de la formule (29) 

donnerait 

Donc, si θ est constant et que ~ reste fini et différent de zéro, 

lorsque k tend vers zéro, Θ' tend vers Θ. 
L'exponentielle limite e^x+i^y est une fonction de χ 4- iy. La partie 

réelle et le coefficient de i, dans cette fonction, sont par conséquent 
des fonctions harmoniques. 

Le paramètre Θ' tend vers sa limite en croissant. On peut vérifier 
cette propriété par le calcul suivant : 

Posons 

0 — y y sin — sin3 1 γ ·= 77 sin5 h.. . . 

— = α, k — —) θ'= — log I i / 1 α2 sin2— -h a sin — Ι· 

Nous avons 

7— = - log I 4 / 1 -h a2 sin2 h a sin — ) > 

ί ι -+- a2 sin2 — j 

Lorsque χ croît à partir de la valeur — > la dérivée seconde est 
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constamment négative. La dérivée première est positive et tend vers 
zéro. Donc 0' croît constamment dans les conditions indiquées. 

CHAPITRE III. 

RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES POUR LE CAS DU RECTANGLE. 

16. A l'aide des fonctions simples que nous venons de déterminer, 
il est possible de résoudre l'équation aux différences 

(18) -j-£ (2 Z
x

,y zx~h,y ) H" (2S
x

,y --a:,y—Λ zx,y-t-k) — O, 

de façon que s prenne des valeurs données sur les nœuds du périmètre 
d'un rectangle (D) dont les côtés sont parallèles aux axes de coordon-
nées. On calculera une fonction oT interpolation f\x, y) définie dans 
tout le domaine et qui devra se réduire à z

Xty
 sur les nœuds du réseau. 

Nous supposons qu'on prenne le centre du rectangle pour origine. 
Soient ia et 2b les longueurs des côtés parallèles respectivement à 
Ox et Ο y. Pour former le réseau, on partagera chacun des côtés en 
2 n parties égales, de sorte qu'on devra faire dans nos formules 

/, __ £ /»· = -. 

Les coordonnées ζ, η des nœuds situés à la frontière seront de la 
forme suivante, où ρ désigne un entier quelconque au plus égal à n : 

i° Sur les côtés parallèles à Ο y, 

ξ —± η — it pk — ± — ; 

20 Sur les côtés parallèles à Ox, 

n = ±&, 'f — ± ph=± —· 

En chacun de ces nœuds on suppose donnée la valeur de z ; nous la 
désignerons par ζ (ξ, η"). Les valeurs données aux angles du rectangle 
n'interviennent pas dans les équations (18) pour la détermination des 
valeurs des z

x>y
 sur les nœuds intérieurs. On peut donc sans inconvé-
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nient les supposer égales à zéro, puisque nous ne nous astreignons, 
d'autre part, à aucune condition de continuité. 

17. Par suite de considérations évidentes, on est conduit à chercher 
la représentation de la solution sous la forme d'une combinaison 
linéaire des solutions simples signalées au Chapitre précédent et qui 
s'expriment par le produit d'une fonction hyperbolique et d'une 
fonction circulaire. 

Pour que l'exponentielle e " b satisfasse à l'équation aux diffé-
rences (18), on doit avoir, d'après l'équation (29), 

*=τΙοε VV '+ τ*5,η"τι+ τ"" τβ)< 
et, comme on a 

/ a b b 
h — — > A — — > η η 

cette relation devient 

(3,)
 /t = an

i
og
^

I +
 |:

8
i,

>!

^.
 +
 |

S
i„^. 

D'après cela, posons 

'• = »-1/ ch μ.,. — bh[Xr-\ 

'·=«-'/ chp'r- shp'r-\ 

,"=v'C ChV'·^ η («' + .)«* 

r-n-lf chv',·^ shv'~\ 

(') Dans la formule (32), les termes en sinus et en cosinus peuvent se 
ramener à un même type en vertu des relations 

sin ^ = (— i)rsin £> 

cos- —- = (—r si η '· 
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Les multiplicateurs p,., p^. se déduisent de la formule (3i) en y 

remplaçant α successivement par ^a/ l^r' et ;*π ; les multipli-

cateurs v
r
 et v'

r
 se calculent de la même façon, mais en permutant 

a et b. 
Il ne reste plus qu'à calculer les coefficients A0 Bn ... par la 

condition que la fonction f(x,y) prenne sur les nœuds de la frontière 
les valeurs données ζ(ξ, η), sauf aux angles du rectangle, où la fonc-
tion considérée s'annule identiquement. Nous nous trouvons amenés 
à un problème d'interpolation trigonométrique qu'on peut résoudre 
par les méthodes ordinaires. Pour x = zha, les termes de la seconde 
ligne disparaissent et l'on doit avoir, par conséquent, 

C(<V1) = 2 (A,-+Br)cos^t^ + 2 (A^+B;)siniH, -, 

ζ(—α, Π)=Ζ 2^ (A— B,.) cos — -h ^ (Κ— Β',.) sin —. 

On en tire 

(33) 

Λ I V £(«> *))-+-£( — «, y)) (ar-t-i)irva. 

N _J Ν ζ(α<·η) — ζ( —a,'n) (ar + I)ΠΗ 

_ 1 V Ç(«,-A)) +?(—«, -o) ,· /'7TYJ 

IV =1 y -η) — C( — Vi) in /·πη 

Les autres coefficients C
r
, D

r
, Cl, DJ., se calculeraient évidemment 

par des formules semblables. 

18. Nous avons trouvé une fonction ^interpolation y) 
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définie dans tout le plan. Il reste à démontrer qu'elle prend en tous 
les nœuds du réseau situés à l'intérieur du rectangle les valeurs des 
inconnues z

a
#. 

Nous avons vu que, si l'on écrit les équations de la forme (18) en y 
remplaçant les variables χ et ν successivement par les coordonnées de 
tous les nœuds considérés du réseau, on obtient un système d'équa-
tions linéaires dont la solution est unique quand on suppose données 
les valeurs ζ (ξ, η) aux nœuds de la frontière. Or, la fonction dHnter-
polation satisfait à toutes ces conditions. La valeur qu'elle prend en 
chaque nœud (χ, y) est donc égale à z

x>y
. 

19. On peut faire immédiatement une remarque importante qui 
résulte du simple examen des formules (33). Si le module de la fonc-
tion ζ (ξ, η) reste constamment inférieur à M, chaque coefficient A

r
, 

B
r
, ... a un module inférieur à 2 M. En effet, chaque somme Σ dans 

ces formules comprend in — i ou 2/1 — 2 termes et chacun d'eux est 
au plus égal à M. On a donc 

πη (ΐ/· + ι)π 

20. Expression de Γ intégrale en fonction linéaire des données. 
— La fonction d'interpolation f(x,y) est une fonction linéaire des 
données ζ (ξ, η), dont il est facile d'avoir l'expression en remplaçant 
dans la formule (32) les coefficients A

r
, B

r
, ... par leurs valeurs (33). 

Le coefficient de ζ (α, η) dans le développement est égal à 

2/1 ^ \ clip.,. slip,. / C°3 2O C°S 2b 

r = n-if chf - Shfr -\ 

On peut résumer tous les coefficients dans une même formule en 
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introduisant la fonction 

.(34) P(a?,,y,^iri)= j ^ " p^cos ^—cos ^ 

ι V* \ a J · ;,πϊ) . r-κγ 

Σ'\ a ) (2ΓΗ-ι)πξ (2/· -h ι)πχ 

r-n-l Shv'/.Z_ ^ .. 

L'expression de Ρ se réduit aux termes qui figurent dans les deux 
premières lignes pour ξ = ± a, et à ceux des deux dernières lignes 
pour η = ±: b. Soit As un élément de longueur du périmètre du 
rectangle ; on prendra As = k sur les côtés parallèles à Οχ et As = h 
sur les côtés parallèles à Ox', de sorte qu'on aura, suivant le côté 
considéré, 

As ι As ι 

Avec ces notations, l'expression de la fonction d'interpolation 
prend la forme suivante, analogue à la formule de Poisson, 

(35) /(Λ',ν) = 2ζ(ξ, η)Ρ(λ?,7, ξ, η) As. 

Nous avons donc obtenu pour le cas du rectangle l'expression 
linéaire dont nous avions donné au n° 7 la forme générale. Les coeffi-
cients α de l'équation (16) sont ici égaux à Ρ (oc, y, ξ, η) As. 

21. Valeur de la fonction Ρ sur le périmètre du rectangle. — On 
obtient une vérification simple des résultats obtenus, en calculant la 
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valeur que prend le coefficient Ρ {χ, y, Χ, η)Δ$ lorsque le point (oc,y) 
coïncide avec un nœud de la frontière. Il suffira de faire le calcul pour 
le cas où l'on a ξ = a. Le point (oc,y) peut se trouver alors sur le côté 
χ = a ou sur l'un quelconque des trois autres côtés ; si l'on a y = ± h 
ou χ = — a, en même temps que ξ = a, la fonction Ρ (oc, y, ξ, η) est 
identiquement nulle. 11 ne reste à examiner que l'hypothèse X = cc, 
χ = a. La valeur de ΡΔΛ· se présente alors sous la forme 

(36) 1J Δ.? — -icos- ; — cos !—ζ sin —~ sin -τ— 

= -L2rcos(ii'' + ')yy-|-''l)4-cos("-+')y.~''i)l 

ι νΓ irn(y — η) 2/'7rir + ri 1 

Nous transformons cette dernière expression en faisant usage des 
deux identités 

cos a -h cos à a 4- cosoa 4-... 4- cos (2« — \)a — —: > 

—H cos 2 a 4- cos /j a 4-.. .4- cos ( 2 η — 2 ) a = -—: 

Nous trouvons ainsi, en supposant (y -+- η) (y — η) φ ο, 

[. m π( γ — η) . (in — ι) π(y 4- vi) 

. 2/ιπ ν+·/ι) . (in — 1) π( y 4- */))Π 

Les valeurs dey et de η sont de la forme 

y = mk, -ft—m'l·:, 

m et m' étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et l'on a, d'autre 
part, 

b = nk. 
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La substitution de ces valeurs dans la formule précédente donne 

F As — -L sjn (ni — m )π sin (//44-/71)7: 

— _L (■(_,)m-— 0< 

Il reste à examiner les cas exclus 

ν + ·/) = ο et y — ό = ο. 

Le calcul direct à l'aide de la formule (36) ou le passage à la limite 
à l'aide de la formule (37) donne : 

i° Pour η 4-y = o, 
Ρ = ο; 

2° Pour y = η, 
Ρ As ~ ι. 

En résumé, le coefficient P(#,y, η, ς) As s'annule lorsque le nœud 
(oc,y) se trouve sur la frontière, à moins qu'il ne coïncide avec le 
nœud (ξ, η), auquel cas on a 

Ρ (ξ, η, ξ, η) As = 1. 

D'après ce calcul, il est clair que la fonction d'interpolation f(x, y) 
définie par la formule (35) est égale à ζ(ξ, η) aux nœuds de la fron-
tière. 

CHAPITRE IV. 

FORME LIMITE DE LA SOLUTION. 

22. Convergence du développement. — Il reste à étudier la manière 
dont se comporte la fonction d'interpolation f(x, y) pour les réseaux 
de densité indéfiniment croissante. Nous commencerons par établir la 
convergence du développement de cette fonction, donné par la for-
mule (32). Considérons les termes de la forme 

ur =: Ar —; COS , · 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. III, 1914. 
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Soit ρ un nombre positif plus petit que ι ; supposons qu'on ait 

a <P-

Comme le module de A,.est plus petit que 2M (n° 17), celui de wrsera 
moindre que 

2M ,r r = 2M— — · 

Lorsque est positif et très grand, le rapport 

β(λΓΡ + e-|Lrp 
différé très peu de 

"ëiv ~~ eV-rii-p)' 

La valeur de α
Γ
 est définie par l'équation (3i) où l'on fait 

α — (2r-h 1)-; 

(38) μ,= ,„ log |y ι + JÎ ,,η»
 IA

 4- ^ su, —J. 

Quand η croît à partir de —? ια
γ
 croît constamment et reste par 

conséquent compris entre ses deux limites : 

(3g) (ar-t-i)log^ ^ J < μ
Γ
 < ^ (2/·+ 0-· 

Posons 

(4
°> T b )

 =

 *' 

Nous trouvons alors, d'après l'inégalité (39), 

eW'-p)^ ' 
d'où 

\u
r
\<2Ulir^. 

Le nombre λ est positif et plus petit que un. La valeur absolue 
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de u
r
 est donc moindre que celle du terme correspondant d'une pro-

gression géométrique décroissante. 
Il est intéressant de remarquer que la raison λ de cette progression 

ne dépend ni de η ni des valeurs de la fonction ζ à la frontière du 
rectangle. 

Un calcul analogue au précédent s'appliquerait sans modification 
aux autres termes du développement. La raison λ est la même pour 
tous les termes des deux premières lignes. Pour ceux des deux der-
nières lignes, on supposera 

^|<PC, 

et l'on trouvera, pour la raison λ' de la progression correspondante, 
l'expression 

(4o'> ± = (
b +

 ̂
!+b

*)"
f

. 

Désignons par fm(x',y) la fonction que l'on déduit àef(x,y) en 
négligeant dans le développement (32) de cette fonction tous les 
termes dont l'indice est supérieur à m. D'après les résultats précédents, 
il est possible de prendre m assez grand pour que la somme des termes 
négligés soit plus petite que toute quantité positive donnée ε, et cela 
quel que soit n. Nous pouvons donc énoncer cette proposition : 

Élanl donné un nombre positif arbitraire ε, il est possible de 
trouver un nombre m', tel que Vinêgalité m > m' entraîne unifor-
mément 

(Ai) !/(#, y)— /,„(*?, y)|<Me 

dans tout le rectangle D' défini par les inégalités 

f|=p \τ\-ρ <?<'>■ 

Le nombre m' ne dépend ni de n, ni des valeurs données à la fron-
tière, mais seulement de p, c'est-à-dire de la situation du contour du 
rectangle (D'). 

La convergence des dérivées pourrait se démontrer par un calcul 
semblable. 
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25. Le nombre m ayant été choisi de manière à satisfaire aux con-
ditions précédentes, nous pourrons supposer η assez grand pour que 
chacun des coefficients ρ

Γ
, μ'., ... diffère de sa limite supérieure aussi 

peu qu'on le voudra pour toutes les valeurs de /* inférieures à m. Le 
terme principal de la différence 

a ( 2 r -h ι ) 7Γ 
est égal à 

ι ai a1 \ ( 2 /· 4- ι )3 π3 

et le développement en série que nous avons indiqué montre que y.
r 

tend rapidement vers sa limite, lorsque r restant constant, n croît 
indéfiniment. 

Soit V
;n

(a7,jy) la fonction harmonique qu'on déduit de fm(x, y) en 
y remplaçant les paramètres pv, p,,'., vr, V

r
 par leurs limites supérieures. 

11 est possible de déterminer un nombre n' tel que l'inégalité n' 
entraîne dans tout le rectangle (D) 

(4a) |//«(λ?> y)~ V
m

(j7, y) 1 < Με. 

Le nombre n' ne dépend que de m\ il est entièrement indépendant 
de la distribution des valeurs données à la frontière. 

Le module de la différence 

f(x,y)— y) 

est inférieur à 2Με dans tout le rectangle (D'). 

24. On obtient une autre fonction harmonique V(#, y) qui prend 
sur la frontière les mêmes valeurs que la fonction d'interpolation 
/0,j) en effectuant sur le développement entier de cette fonction 
la substitution indiquée plus haut pour la fonction f

m
 : c'est-à-dire en 

remplaçant les paramètres p.
f

, v
r
, \ par leurs limites supérieures. 

La différence V(#,y) — est analogue à la différence 
/(χιΧ)—Le développement de la fonction V est même 
plus rapidement convergent que celui de f. Par conséquent l'inégalité 

(43) |V(*
f
jr)-V

w
(j:,/)|<Me 



SUIL LE PROBLÈME DE DIRICIILET. 21 7 

sera nécessairement réalisée dans les mêmes conditions qui entraînent 
l'inégalité (41)· 

De la comparaison des inégalités (41), (42)> (43), on déduit immé-
diatement, pour tout le rectangle (D'), 

(44) |/(#, /) — V(a?,y)|<3Me. 

Donc à chaque réseau considéré correspondent : 

i° Un système de valeurs z
XiY

 et une fonction d'interpolation f(%,y) 
satisfaisant à l'équation aux différences (18); 

2° Une fonction harmonique V(χ, y). 

Les fonctions f(x,y) et V(a?, y) sont égales sur le périmètre du 
rectangle et sont assujetties à prendre sur les nœuds de ce périmètre 
les mêmes valeurs qu'une fonction bornée quelconque ζ(ξ, η). 

Quand la densité du réseau croît indéfiniment, la différence 

— V(tf, y) 

tend uniformément vers zéro dans tout rectangle (D') concentrique, 
homothétique et intérieur au rectangle (D). 

26. Il y a une circonstance particulièrement intéressante à observer 
dans ce résultat, c'est que la continuité des valeurs données à la fron-
tière n'y intervient pas. La fonction ζ(ξ,η) peut présenter des dis-
continuités quelconques, pourvu qu'elle reste bornée. En réalité, les 
fonctions f et Y sont continues à la frontière; elles prennent les 
valeurs ζ seulement sur les nœuds. Néanmoins la discontinuité possible 
de la fonction ζ apparaît dans le fait que, l'intervalle de deux nœuds 
successifs devenant de plus en plus petit, il n'est pas nécessaire de 
supposer que l'oscillation correspondante de la fonction ζ tende vers 
zéro. 

26. La fonction harmonique V(#, y) dépend du réseau considéré 
et ne tend pas en général vers une fonction limite déterminée quand 
la densité du réseau croît indéfiniment, du moins tant qu'on n'impose 
à la fonction donnée ζ(ξ, η) aucune autre condition. Mais si cette 
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fonction est intégrable, ou du moins sommable, au sens de M. Lebesgue, 
la limite existe. 

Pour le démontrer, nous allons considérer d'abord la fonction 
Ρ (oc, y, ξ, η) définie par la formule (34) et chercher comment elle se 
comporte quand on fait croître la densité du réseau. Notre raisonne-
ment du n° 21 reste applicable. Supposons qu'on ait 

ξ = «> ^ <p, P<«. 
Le rapport 

shi/ji,. 

tend vers l'unité quand p.
r
 devient très grand. Le développement 

de la fonction Ρ converge donc comme une progression géométrique 
dont la raison reste inférieure à la quantité λ définie par la for-
mule (4°)· 

On pourrait encore, avec une approximation plus grande, comparer 
le développement de la fonction Ρ avec celui de la série 

Σ->9,.-M î'+i «ν (2/·-4-ι)πη Vvr · rr-y · rn'n 

2 *-4 |_ 2 b 2 b 

H— 7 λ2' cos — cos — · 

La somme de cette série est égale à la partie réelle de l'expression 

(inly-f-η) in(y—η) ν 

Nous pouvons donc déduire de ces résultats que, lorsqu'on fait 
croître η indéfiniment, le développement de la fonction Ρ reste abso-
lument convergent, quelle que soit la position du point (#, y) à l'in-
térieur du rectangle. La fonction représentée par le développement 
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limite est harmonique; nous la désignerons par ξ, η) : 

(46) Π(®ο·.ξ.Ί)= il , (a/· 4-θπξ C<" »6 C°8 s>./, 

+ τ > —sin —j^-sin —— 

I V1 2α (2/·+|)πΛ (2Α·-+-ΐ)7Γί 

, = »shLEiZ±3l 

En répétant, à propos des fonctions Ρ et Π, les raisonnements que 
nous avons faits au n° 22 pour les fonctions fa t Y, on démontre que 
Ρ converge uniformément vers Π dans tout rectangle (D') intérieur 
au rectangle (D), sans points communs à la frontière. 

Si la fonction ζ(ξ, η) est intégrable, la somme finie 

A*>y) *)p^'^' η>Δ* 

tendra donc vers l'intégrale 

(47) F(^>.r)=y"c(5» ξ, 

évaluée suivant le périmètre du rectangle. Cette fonction F (oc, χ) est 
la fonction harmonique limite. 

27. Représentation de la fonction Π parles fonctions elliptiques. 
— Le développement en série (46) de la fonction Π n'est valable que 
dans le rectangle (D); mais on peut, par un calcul facile, le trans-
former de manière à obtenir une expression valable pour tout le plan. 
Supposons ξ = ο, et écrivons le terme général du développement sous 
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la forme 

u, = -L8 ",,,,-6" [cos+ (_cos'JliUpi|. 

Par analogie avec la théorie des fonctions elliptiques, nous posons 

π[(.χ· — a) -h ί( y — η)] π[(χ — a) + i( γ -+■ η)] 

U
r
 est la partie réelle de l'expression imaginaire 

v-=ir[ ,-V +(-y .-V ]· 

Remplaçant la fraction ^ ■ par son développement en série 

=Σ ?" 

et tenant compte des identités 

Σ/jî/t a II 

Σ /7 2 Λ 

on trouve 

(49) 2b
Z

v>
—7^

+
 ,_?>β«

+
···

+
 ,_,««„.■'···· 

/ qie~u q'*e~li qine~u \ 

i-j-e" ι — ι — q%nev 

_ /_â!fZ!_ 4_ g*e~' + . tfne~v . \ 
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Considérons la fonction 

w — (r e^) (' + (' + -Ο + 7'*-") (J + ")· · ·. 

On a 

(5o) 2
V
'=ÏS

1o
8

W
· 

Or, la fonction W est une fonction doublement périodique de 
deuxième espèce qui se présente sous la forme du rapport de deux 
fonctions H ( * ), à un facteur près : 

/e.v w —£ - H[— i(x—à) + ,r + -/i-a/>] 

Il[— i{a: — a) (y — η)] 

Considérée comme fonction de la variable y — ix = — i{x H- iy), 
W admet la période 4^· Quand on change χ en χ -+- ί\α ou y — ix en 

γ — ix — [\ai, la fonction se reproduit, multipliée parla constante <? 6 . 

La dérivée logarithmique ^logW est donc une fonction elliptique 

de y — ix, admettant les deux périodes l\b et 4 ai\ quand on la regarde 
comme fonction de χ -+- iy, les périodes sont évidemment ί\α et l\bi. 

Suivant une notation due à Weierstrass, représentons par S^f{p) la 
partie réelle de la fonction/(-). Nous avons alors 

(52) n(#,y, a,TQ) = ^&^logW. 

28. La fonction Π est ainsi définie pour un côté du rectangle. On 
en déduirait évidemment une expression analogue pour chacun des 
autres côtés. Mais on peut aussi, par une transformation simple, 
obtenir une expression analytique qui représente la fonction Π pour 
les quatre côtés. 

(*) Voir APPELL et LACOUR, Fonctions elliptiques, p. no. 
Journ. de Math. (6« série), tome X.— Fasc. III. igi4· 29 
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Au lieu de la fonction W, considérons la fonction de quatre va-
riables a;, y, ξ, η 

W/__ H[— i(x — ξ) +y -4- η —2b] 

Pour ξ = α, W' ne diffère de W que par un facteur constant qui 
est sans influence sur la dérivée logarithmique, et l'on a d'abord 

H[— i(x — ξ) + (ν— η)] 

Pour ξ = — a, on aurait de même, 

Π(
β
,,,-

β
.

Β
)=+

;
Λί_

3Γ
-] . 

En désignant par ̂  la dérivée relative à un déplacement du point 
(ς, η) dans le sens de la normale intérieure au rectangle, les deux 
résultats précédents se résument dans la formule 

Π {oc, y, ± a, η) = - — A JogW'. 

Par une simple permutation de variables, on déduit de la fonction W 
une autre fonction analogue W", à l'aide de laquelle on représenterait 
la fonction Π pour les deux côtés parallèles à 0.x\ Si l'on remarque 
maintenant que W' et W" se réduisent identiquement à l'unité, la 
première pour η = ± ô, et la seconde pour x = ±a, on peut écrire 
pour tout le contour du rectangle 

η(*,^ξ,«) = ~ΛΚΛνγν'. 

Je ne m'étendrai pas davantage sur cette fonction, ni sur les trans-
formations dont elle est susceptible, ni même sur le calcul très simple 
qui permet d'en déduire la fonction de Grccn. Tous ces développe-
ments analytiques ne présenteraient rien d'essentiellement nouveau et 
ne se rattacheraient plus que d'une façon très indirecte au dévelop-
pement de la méthode qui constitue l'objet de ce Mémoire. Mais il m'a 
semblé intéressant de retrouver directement, par l'application de celte 
méthode, les résultats qu'on déduit ordinairement de la théorie de la 
représentation conforme. 
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29. Je dois signaler cependant la forme de la fonction Π au voisi-

nage de la frontière. Pour χ = α, y = η le premier terme du dévelop-
pement (^9) devient, infini; les termes suivants représentent une 
fonction continue dans le voisinage de ce point. La partie réelle du 

rapport -^j
u
 est égal à 

ι — ie 'ih cos π ( ^ j ^ j -+· e b 

ι—ie -1' cosrri J-t-e 

Il suffirait de remplacer dans le dernier rapport l'exponentielle 

e ib par ret ' ^ par 9 — ψ pour retrouver la fonction qui figure 

dans l'intégrale de Poisson ('). La discussion classique de l'intégrale 
de Poisson pour le cercle s'applique donc sans modification à l'intégrale 
analogue relative au rectangle. 

CHAPITRE V. 

CAS D'UN DOMAINE QUELCONQUE. 

30. Dans le cas d'un domaine quelconque on peut encore employer 
un réseau rectangulaire régulier, complété dans le voisinage de la fron-
tière par des intégrales de forme appropriée que nous supposerons 
sans angles obtus. Les équations linéaires à résoudre conservent tou-
jours la forme (18), sauf pour les termes relatifs aux triangles contigus 
à la frontière. Il reste à examiner comment se comporte la solution de 
ce système quand la densité du réseau croît indéfiniment. 

Imaginons un rectangle (R) limité par des lignes du réseau, et par 

(*) E. PICARD, Traité d'Analyse, t. II, Chap. I. 
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conséquent intérieur au domaine considéré. Si l'on a calculé les valeurs 
des inconnes zXty

 qui correspondent aux nœuds situés sur le périmètre 
du rectangle (R), le calcul des inconnues relatives aux nœuds intérieurs 
se ramène au problème étudié dans les Chapitres précédents. Il est 
donc possible de prendre la densité du réseau assez grande pour que 
les valeurs des inconnues z

x<y
 diffèrent aussi peu qu'on le voudra des 

valeurs correspondantes d'une fonction harmonique, dans tout le rec-
tangle (R). 

La fonction d'interpolation qui prend sur les nœuds inté-
rieurs du rectangle les valeurs des inconnues ζ^7 admet des dérivées 
jusqu'à un ordre quelconque, et comme les dérivées secondes tendent 
uniformément vers les dérivées d'une fonction harmonique, l'expres-
sion 

Λ/=ί/ + ^ν 

tend uniformément vers zéro à l'intérieur du rectangle quand on fait 
croître indéfiniment la densité du réseau. 

Cette propriété s'étend évidemment à tout point ou à toute région 
du domaine qu'on peut entourer d'un rectangle à côtés parallèles aux 
axes et situé tout entier dans le domaine. Donc, les fonctions limites, 
si elles existent, sont nécessairement harmoniques dans le domaine 
considéré. 

Si la fonction donnée à la frontière est partout discontinue, il est 
évident qu'il n'existe pas, en général, une fonction limite unique, indé-
pendante des réseaux. Toutefois les valeurs des quantités z

x<y
 étant 

partout bornées, et représentées par les valeurs de fonctions harmo-
niques avec une approximation indéfiniment croissante, il sera possible 
de choisir dans l'ensemble des réseaux considérés des ensembles parti-
culiers pour chacun desquels il existera une fonction limite, qui sera 
nécessairement harmonique. On peut, en effet, appliquer à ces fonc-
tions le procédé de raisonnement dû à Ascoli et utilisé par Hilbert (' ) 
et par M. Lebesgue (2). 

(') HILBERT, Ueber das DirichleCsche Prinzip (§3) {Math. Annalen, Bd 59, 

P. 165. 

(2) H. LEBESGUE, Sur le Problème de Dirichlet (Rendiconli del Circolo mat. 
di Palermo, t. XXIV, 1907). 
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31. Lorsque l'intégrale de Dirichlet tend vers une limite déterminée, 
l'ensemble des valeurs des s

Kt3
 tend également vers une fonction limite. 

Pour le calcul qui va suivre il est indispensable que les valeurs con-
sidérées à la frontière soient les mêmes dans les différents réseaux, sur 
toute l'étendue de la courbe frontière, et non plus seulement sur les 
nœuds. Nous supposerons donc que le calcul ait été dirigé en consé-
quence, comme nous l'avons indiqué au n° 6. 

Pour un réseau donné, à chaque système de valeurs des z
x<y

 nous 
avons attaché une fonction u(x,y), égale à z

x<y
 sur les nœuds et sur la 

frontière, linéaire dans les triangles, sauf peut-être dans les triangles 
ayant leur base sur la frontière. Nous désignons par u

r
(x, y) la fonc-

tion que l'on forme de cette manière quand on attribue aux variables 
z

xy
 pour un réseau (/·) les valeurs qui correspondent au minimum de 

l'intégrale de Dirichlet relative à ce réseau. 
Quand la densité du réseau (/') croît indéfiniment, l'intégrale J («

r
) 

tend par hypothèse vers une limite. Par conséquent, si l'on considère 
deux réseaux suffisamment denses (re) et(r), la différence J (w

ro
) — J (u

r
) 

tend vers zéro. 
Considérons maintenant la fonction iï'

r<>
 que l'on forme comme ci-

dessus, mais en attribuant aux variables z
Vty9

 sur les nœuds du réseau 
(/-), les valeurs de la fonction u,v Quel que soit le réseau (/*<,) il est 
possible de prendre (/*) assez dense pour que l'intégrale J (^

o
) diffère 

aussi peu qu'on le voudra de J ( u,.
a
); par conséquent, si le réseau (/'„) 

est lui-même très dense, la différence 

J(<
0
) — J(«r) 

sera très petite, dans notre hypothèse. 
Or les fonctions ur

rt>
 et u

r
 étant égales sur la frontière, nous avons 

J(0 — j(«r)= J("r
0
— Ur). 

32. Du fait que cette intégrale tend vers zéro, nous allons déduire 
que les dérivées partielles de la différence 

"r.,r= U
r 

tendent elles-mêmes vers zéro dans le domaine considéré, frontière 
exclue. 
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En effet, dans tout rectangle R à côtés parallèles aux axes et inté-
rieur au domaine, les fonctions w,.

o
, u

r
 et leurs dérivées premières sont 

représentées avec telle approximation que l'on veut par des fonctions 
harmoniques V,.

e
, Y,, et leurs dérivées. Or ces fonctions harmoniques 

admettent des dérivées secondes auxquelles on peut assigner un module 
maximum. Lorsqu'une fonction V est harmonique dans un domaine (â) 
et que ses valeurs sur la frontière ont leur module inférieur à Mr

 le 
module des dérivées secondes de V, en tout point Ρ situé à une dis-

tance ρ de la fontière, est au plus égal à ~ · 

Par conséquent si, au point P, la différence a un module 

supérieur à un nombre k, on pourra déterminer autour de Ρ une région 
finie, dont nous désignerons l'aire par σ, dans laquelle on aura cons-
tamment 

/dV,.„ à\r\ * 

Si, d'autre part, les réseaux sont assez denses, on aura dans la même 
région, 

àVr„r _ à(u;9— U,·) 

d'où 

J(^o,r)> 

Le nombre k est donc nécessairement très petit, pour des réseaux 
très denses, dans tout l'intérieur du domaine, à l'exclusion de la fron-
tière. 

Par suite, la différence u
ra

 — u
r
 diffère très peu d'une constante, 

Toutefois, bien qu'elle s'annule sur la frontière, il serait prématuré de 
conclure qu'elle tend partout vers zéro, car jusqu'ici nous avons exclu 
de nos raisonnements tout ce qui concerne la continuité dans le voisi-
nage de la frontière. Pour l'étude de cette question, on peut utiliser 
la méthode employée par M. Lebesguedans son Mémoire déjà cité (' ). 

Malheureusement, le calcul de M. Lebesgue se trouverait en défaut 
pour les domaines à plus de deux dimensions. La proposition suivante 

(1 ) Sur le Problème de Dirichlet, § 10. 
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pourrait être étendue à ces domaines, mais elle présente une autre 
lacune, car elle n'établit la continuité dans le voisinage de la frontière 
qu'abstraction faite d'un ensemble de points de mesure nulle. 

33. Considérons une fonction F (χ, y) dont les valeurs sur la fron-
tière forment une fonction intégrable ; supposons qu'elle reste continue 
ainsi que ses dérivées premières à l'intérieur du domaine et que l'inté-
grale de Diriohlet correspondante ait une valeur finie 

J(F)=I
0

. 

Prenons sur la frontière un arcP
fl
Q

0
qui soit rencontré en un seul point 

par toute parallèle à Ox. 

Fig. 2, 

9o 0 

M M 

Po Ρ 

Nous désignerons par y
0
 et y, les coordonnées des extré-

mités. 
Par chaque point M

0
 de cet arc menons une parallèle à Ox, sur 

laquelle nous portons vers l'intérieur du domaine un petit segment 
M

0
M, dont la longueur λ pourra être une constante ou une fonction 

dey. Nous déduisons ainsi de P0Qo un arc PQ intérieur au domaine. 
L'intégrale 

nw)Jxdy 

étendue à l'aire P
0
P QQ0

 a évidemment une valeur au plus égale à I„. 
Or, il est facile d'en calculer une limite inférieure. Soit ω (y) l'oscilla-
tion de la fonction F(ir,jp)sur M

0
M. Il existe alors sur le segment M

0
 M 
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un point M, tel qu'on ait 

l 35* = ±»0·). 

Pour toutes les fonctions F satisfaisant à cette condition le minimum 
de l'intégrale 

l (s)id-i 

a lieu quand la dérivée ~ a une valeur constante sur M
0
 M,. D'où nous 

tirons les inégalités 

/-/χ Γ Γ idFY j y > Γ *(y) dv 

et 

(°4) // [d^)dxciyi > " ' 

Soient α un nombre positif, λ0
 le maximum de λ, l la mesure linéaire de 

l'ensemble des valeurs de^ pour lesquelles &(y) est supérieure à a. 
L'inégalité (54) donne immédiatement, en prenant pour l'intégrale 

définie la définition de M. Lebcsgue, 

Γ* <*(y) dy ^ la} 

Nous avons, par conséquent, 

/<ίφ. 

La mesure linéaire l de V ensemble des valeurs de y pour lesquelles 
Γoscillation ω (y) surpasse un nombrepositif α tend nécessairement 
vers zéro avec λ

0
. 

La limite supérieure trouvée pour l ne dépend pas de la fonction F, 
ni de la longueur de l'arc P0Q0? mais seulement de Ι

β
 ; elle est appli-

cable, par conséquent, à l'ensemble de toutes les fonctions F, pour les-
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quelles l'intégrale de Dirichlet, étendue au domaine considéré, est 
inférieure ou égale à l

0
. 

Telles seraient les fonctions u,.
c1
 u

n
 ur^ — u

r
. En particulier, la 

fonction u';.
o
 — u

r
 s'annule sur l'arc P

0 Q0 ; sur l'arc PQ elle est très voi-
sine d'une constante si les réseaux sont très denses. Cette constante est 
donc elle-même très voisine de zéro, et l'unité de la solution limite se 
trouve par suite établie. La continuité dans le voisinage de la frontière 
résulte aussi évidemment de la même proposition, avec la restriction 
que nous avons indiquée. 

34. La limite n'est pas modifiée si, pour chaque réseau (/·), on rem-
place la fonction ζ(ξ, η), donnée sur le contour, par une fonction 
ζ

Γ
(ξ, η), telle que la différence ζ — ζ

Γ
 tende uniformément vers zéro 

sur toute la frontière. 
En effet, si l'on a, sur tout le contour, 

|ζ-Μ<ε, 

la différence des valeurs correspondantes des inconnues s
x>y

 est elle-
même, dans tout le domaine, inférieure à ε. 

En particulier, quand la fonction ζ (ξ, η) est continue, on obtient la 
même limite soit qu'on prenne la fonction u

r
(x, y) égale à ζ sur tout 

le contour, soit qu'on lui attribue les valeurs considérées seulement 
sur les nœuds de la frontière, en l'assujettissant alors à être linéaire en 
χ et γ dans les triangles qui ont leur base sur le contour. 

35. Une remarque analogue s'applique au cas où, la fonction 
ζ (ξ, η) étant continue, l'intégrale de Dirichlet n'existe pour aucune 
des fonctions qui prennent sur la frontière les valeurs données. On 
peut construire, d'une infinité de manières, une suite de fonctions ζ,, 
ζ

2
, ..., ζ„, ..., qui convergent uniformément vers ζ, et pour lesquelles 

l'intégrale existe. Désignons par u
r
(x,y, ζ), u

r
(x,y, ζ„) les valeurs 

que prend la fonction u
r
(x,y) correspondant à un réseau (/*), lorsqu'on 

attribue aux variables z
x>y

 sur les nœuds de la frontière les valeurs des 
fonctions ζ, ζ

η
. 

Quelque petit que soit ε, on peut prendre η assez grand pour qu'on 
ait sur toute la frontière 

| ζ — | < 
Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. III, 1914. 3θ 



23ο J. LE HOUX. — SUH LE PKOBLKME DE DIUICIILET. 

Il en résulte dans tout le domaine 

| ur{z'> Ji Ό— /'rU', „r, ζ«) I <ε. 

Quand la densité du réseau (7*) croît indéfiniment la fonction u
r
(x,y, t

H
) 

tend vers une fonction harmonique déterminée Y (a?» y, '(«)> indépen-
dante des réseaux considérés. Les limites possibles de la fonction 
u

r
(x9

 γ, ζ) étant comprises dans l'intervalle 

C«) — ε, ζ„) H-ε 

qu'on peut restreindre autant qu'on veut, il en résulte nécessairement 
que la limite est unique, indépendante de la loi suivant laquelle on fait 
croître indéfiniment la densité des réseaux. 

La continuité, dans le voisinage de la frontière, des fonctions 
Y (a?, y, ζ„), entraîne aussi d'ailleurs celle de la fonction Y (χ, y, ζ), 
et de cette continuité résulte de nouveau l'unicité de la solution. 


