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SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET. 189

Sur le probleme de Dirichlet

TR J. Le ROUX,

\_ . INJRODUCTION.
\A\\ E ,"::,‘ ;L.\'b ) '
. Beaucoup de théoties mathématiques ct de problémes d’applica-

tions conduisent & envisager les fonctions qui dépendent de toutes les
valeurs que prennent des fonctions arbitraires dans un certain do-
maine. Les fonctions de cette nature ont ¢té 'objet de recherches
importantes sous des formes diverses : fonctions de lignes de Volterra
et d’Arzela, fonctionnelles de M. Hadamard.

Les valeurs d'une fonction arbitraire peuvent étre considérées
comme constituant un ensemble de variables indépendantes, qui cor-
respondent, é¢lément par élé¢ment, aux divers points d'un domaine
continu. Cest ce que nous appelons un ensemble continu de variables
indépendantes, sans supposer, d’ailleurs, que les fonctions arbitraires
solent elles-mémes continues.

Lorsqu’on se borne aux fonctions arbitraires analytiques, chacune
des fonctions se trouvant définie par sa valear et celles de ses dérivées
en un point, on peut prendre ces valeurs pour variables indépendantes.
Les variables considérées forment alors un ensemble dénombrable.
Clest le cas qui se présente dans la théorie analytique des équations
aux dérivées partielles ().

La théorie des fonctions d’emsembles infinis continus et celle des
fonctions d’ensembles dénombrables présentent des analogies et des
propriétés communes.

Les variables d’un ensemble dénombrable se distinguent habituel-
lement les unes des aulres par des indices entiers, simples ou mul-

(') Recherches sur les équations aux dérivées partielles (Journ. de Math.,
5¢ série, t. 1X, 1903, p. 403).
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tiples. Ce mode de notation revient & faire correspondre, ¢lément
par élément, I'ensemble des variables et l'ensemble des nombres
entiers. On peut de méme individualiser les variables d’un
ensemble continu, en les affectant d’indices qui désignent les points
ou les coordonnées des points qui leur correspondent. Par exemple,
pour les variables d’'un cnsemble (z) correspondant aux points M
d’un espace linéaire («) ou superficiel («, y), on emploiera les
notations sy, 2, I, les indices M, x, («, y) intervicnnent ici,
non pour déterminer les valeurs des quantités 5, comme dans la
théorie des fonctions, mais simplement pour individualiser les va-
riables en les distinguant les unes des autres.

Dans le cas d’un nombre limité de variables »,, x,, ..., z,, un
systtme déterminé¢ de valeurs attribuées & ces variables définit ce
qu’on appelle un point de Iespace 4 n dimensions. Cetle conceplion a
été étendue au cas d’un ensemble infini dénombrable.

Dans le cas d’un ensemble continu (), correspondant aux points M
d’un espace (x), un ensemble déterminé de valeurs des s, définit une
fonction f(x) des points de I'espace (). La fonction de I'indice est
donc, pour les ensembles continus, 1’¢lément analogue au point des
ensembles dénombrables.

Nos calculs effectifs ne peuvent comprendre qu'un nombre limité
d’opérations, cffectuées sur un nombre limité d’éléments. Nous
n’atteignons, par le calcul, les ensembles infinis que par Pinterme-
diaire d’enscmbles finis de plus en plus ¢tendus ou de plus en plus
denses, et en passant du fini & 'infini par des considérations de con-
vergence ou de continuité. La théorie des séries et des fonctions
convergentes d’'une part, la définition de I'intégrale définie consi-
dérée comme limite d’une somme, d'autre part, caractérisent les
procédés employés depuis les origines de la Géométrie, pour son-
mettre au calcul les ensembles infinis d’¢léments.

J'ai appliqué dans ce Mémoire les considérations qui précédent a
P'intégrale de Dirichlet et & I'équation de Laplace.

Considérant l'intégrale comme la limite d’une somme finic, jai
étudié la variation de cette somme. Le passage 4 la limite suit ainsi
I’étude de la variation, au lieu de la précéder, comme dans la méthode
ordinaire du calcul des variations. L’un des avantages de ce procédé,
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c'est qu'il permet d’envisager les cas oli I'intégrale limite n’existerait
pas. D'un autre co6té¢, la condition de minimum s’exprime par un
systéme [ini d’équations linéaires ordinaires, qu'on peut discuter par
les procédés ¢lémentaires de I’Algébre, sans s’occuper des conditions
restrictives qu’impose I'emploi du caleul intégral. Pour étudier la
forme limite de la solution dans le cas des réseaux de densité indéfini-
ment croissante, il suffit d’en connaltre la forme pour un systéme de
régions finies. Je me suis servi de régions rectangulaires. Pour le rec-
tangle, le systtme de nos équations linéaires peut étre facilement
résolu sous forme finie, et, quelle que soit la discontinuité des
valeurs données a la fronticre, quand le réscau est trés dense, les
valeurs (rouvées pour les inconnues différent trés peu des valeurs
correspondantes d’une fonction harmonigue.

Ce résultat m’a paru présenter un certain intérét pour les applica-
tions 4 la Physique, dans I'hypothése de la constitution discontinue
de la matiére.

Jemploie I'intégrale de Dirichlct principalement pour former le sys-
téme d’équations lincaires servant & déterminer les solutions appro-
chées, plutdt que pour démontrer Pexistence de la solution limite.

Nos calculs sont effectués seulement pour le cas de deux variables,
mais la méthode est applicable quel que soit le nombre des variables
indépendantes.

CHAPITRE L

L’ INTEGRALE DE DIRICHLET CONSIDEREE COMME FACTEUR QUADRATIQUE.

A. Formation des réseaux. — 1.'intégrale de Dirichlet étendue a
un domaine (D) du plan des (2, y)

) ot \*? dur?
J(u):.f/ [(;) + <- ]r/x(l
(n) dx 0‘ 4

est unc fonction de ’ensemble infini des valeurs arbitraires attribuées
a la fonction «, aux divers points du domaine. Pour trouver dans cet
ensemble infini un ensemble fini de variables ind¢pendantes quidonne
licu & la considération de l]a méme limite, j’imagine qu’on couvre le
domaine (D) d’un réscau de triangles. Ce réseau devra étre constitué
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de telle facon que deux triangles ne se superposent pas, méme partiel-
lement, et que deux triangles contigus qui ont cn commun une por-
tion de cOté aient aussi en commun les deux sommets situés sur le coLé
considéré. J'appelle nceuds du réseau les sommels des triangles.

A chaque nceud M(x, ¥) du réseau, je fais correspondre unc
variable indépendante z,,,. A tout systéme de valeurs de ces variables
Je fais ensuite correspondre une fonction u(z, ¥), qui prend sur les
neeuds les valeurs considérées s, , el qui, & I'intérieur des triangles,
est linéaire en «, y. La fonction «(x, y) scrait figurée par une surface
polyédrale & facettes triangulaires. A la frontiére du domaine on
pourrait, soit remplacer les arcs du contour par leurs cordes, de
maniére & obtenir des triangles rectilignes, soit conserver les arcs de
courbes et remplacer les faces planes de la surface polyédrale par des
surfaces coniques ou d’autres surfaces appropriées. Au point de vue
du passage a la limite, quand on fait croitre ind¢finiment ladensité du
réseau, ces divers procédés sont d’ailleurs, en général équivalents.

2. Expression de U'intégrale de Dirichlet par une forme qua-
dratigue. — Considérons un triangle du réseau. Soient M(x, y),
M, (z,, 1)y My(,, y,) les trois sommets et z, 5,, 5, les valeurs cor-
respondantes des variables (5). Le plan correspondant serait repré-
senté par I’équation

X Y 7Z 1
x S I
y =0,
Zy Yy S |
Ty Yo 52 |

ou X, Y, Z désignent les coordonnées courantes. L’é¢quation, résolue
par rapport a Z, prend la forme

Z=pX~+qY +r,

en posant
Y s 1 S x I
J'l 5y i S A 1
) Ss ] s /4 I
P== __1_2 )’2 i 1=~ T I
€ Y I X'y }’1 [
o y2 1 Zq yg 1
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Nous représenterons, pour abréger, par (y, 5), (3, «), (x, y) les
déterminants qui ﬁgurent dans ces cxpressions, el nous écrirons

—_

¥, 3)
(z,y)

Les axes ¢tant supposés rectangulaires, et le triangle MM, M.,

_ (52,

(zy )

(1) p=-—

q =

parcouru dans le sens positif, laire du triangle est égale i %(uc,y)
L’intégrale de Dirichlet relative & la surface polyédrale définie plus
haut est donc
1O y3) (5, 7)?

(2) J(u):gz(—y—(—;}%—)—-,
la somme X étant étendue & tous les triangles du réseau. Cette méme
expression convient méme 4 la frontiére, si I'on y considére seulement
des triangles rectilignes. Nous ¢étudierons plus loin le cas des triangles
curvilignes.

On voit que I'intégrale J(«) s'exprime par une forme quadratique
des variables z, ,. Nous poscrons

(3) J(u)="F(z).

3. Réseauw rectangulaires. — Parmi les réseaux, je considére en
particulier ceux qui sont formés de triangles rectangles égaux, ayant
deux cotés paralléles aux axes de coordonnées. On obtient de pareils
réseaux en divisant d’abord le plan en rectangles égaux par des paral-
léles aux axes: les paralléles & Ox étant distantes d'une méme quan-
tité 4, et les paralléles 4 Oy d’'une méme quantité k; on coupe ensuile
chaque rectangle en deux triangles par une diagonale. Les valeurs
de p et de ¢ des formules (1) prennent la forme

(4) __ Sz+h,y— Rxy Bx,y+k— Bxy

[)__«————h—, q:———k-———')

et la forme quadratique I7(z) devient

— ey ) (5z+h,y—5zy)2 (zx,y—klt—zxy)r i
(5)  J(u)=F(s) = 52[ - + - hk.

Chaque valeur dep ou de ¢ est commune & deux triangles contigus.
On peut donc, dans la formule (5), supprimer le facteur % devant le
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signe £, pourvu que la sommation soit considérée comme s'étendant
aux cotés des triangles paralléles aux axes, et non plus aux triangles
eux-mémes,

Si I'on suppose enfin o =k, il y a une simplification nouvelle, ct

. I . )
PPon a, en supprimant le facteur -5 suivant la remarque précédente,
(6) F(s) :E(wa,,v— Szy)* =+ (S, y = Say )

4. Calcul des dérivées. — Prenons d’abord la formule générale
de p et ¢ donnée par les équations (1). Nous avons

(7) Ip__(a=r) 97 (@mm),
7 Js () ds — (xy)
d’ou

¥ ()
(8) 0zzy :2"/('72—1'1)—p(.72_,71).

La somme X s’étend ici 4 tous les triangles du réseau qui ont un
sommet au point M(x, y). Dans ces triangles, I'ensemble des cotés
opposés au point M forme un contour polygonal fermé (L) entourant

. , e T ]
le sommet M, et I'on reconnait immédiatement que la dérivée (=)

3.y
f qdz—pdy,

évaluce suivant le contour (L). e sens du parcours est délerminé
par la condition, déja exprimée, que les déterminants (x,y) soient
positifs. Lorsque le nceud M est situé sur le contour limite du do-
maine (D), la ligne (L) n’est plus fermée : elle s’arréte au contour.

Nous voyons paraitre ici, avec une signification intéressante, unc
intégrale qui joue un réle important dans la théorie des fonctions har-
moniques : c’est I'intégrale de la dérivée normale. Si I'on désigne
par ds I'élément d’arc de la ligne (1.), par dr un déplacement infini-
ment petit suivant la normale intérieure & cette ligne, on a

se ram¢ne & U'intégrale

qdw—pdy:%ds.
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La formule (8) devient, par conséquent,

OF(5) [ du

gy Jy,dn

(8" ds.

Considérées comme fonctions des variables s, les dérivées par-
tielles de la forme quadratique I'(z) sont des formes linéaires dont il
est utile d’avoir I'expression. Il suffit pour ccla de considérer la partie
rclative a un triangle MM, M,. Posons

MM, = ry, MM, = r,, M My=ryy;

désignons par % la hauteur issue du sommet M, et par l\//\[., l\/’\lg, les
angles 4 la base du triangle. En remplacant p ct ¢ par leurs valeurs
dans la formule (8), on trouve

’ Ty CON S’i.z—a— A cush//l, .

//(-”2“‘”1)—'/)(.72_-)/‘)::72—— l ’

d’ou I'on tire, en faisant la somme des expressions semblables, pour
tous les triangles ayant un sommeten M,
N /N

JoF(s) ryy Y S 7 Cos M, 4 5, cos M,
(9) LN ~_N"‘c"y—?--l“/z_ _}d h '

) . e - UAT) N " e P .
Remarquons que le coefficient de =, >_‘-/L—, est égal & la somme

des coefficicnts des autres variables 5; dans la seconde somme Z, ct
que, de plus, siles triangles du réseau n'ont pas d’angles obtus, tous

AN
. r;cosM; -
les coefficients, ~—~—', sont positifs.

3. Forme limite des dérivées. — Pour lcs réseaux particuliers que
nous avons considérés, l’expression de la dérivée se déduit des for-
mules (5) ou (6). Partant de la formule (5) nous avons, pour les
nceuds intérieurs du résecau,

oF k

1 1
'2' dza:,y = 7; (3 Sy Sr—~hy ™ :x+-lr._)') -+ ‘/:, (zzx,y"" Sey—h— 5z,y+l.')y
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ou encore

(10)

JF . T (Seany— Say Say— Sx--hy
—— Ik [ : ( L

VY Sxyaeh— Sxy  Say " Fryvk .
k k k

La forme limite de cette cxpression fait apparaitre le premier membre
de I’équation de Laplace

—+-

JNPu NEZA
- —=—dx dy(?f’ﬁ + J‘)—,‘—) =—dxdy Au.

Enfin, lorsque le point M est situ¢ sur la fronti¢re, il faut encore
modifier cette forme limite. Le contour ( C) étant supposé polygonal,
soient M, et M, les deux sommets contigus au sommet M. La ligne (L)
définie plus haut, s’arréte aux sommets M, et M,. Appelons (S) I'aire
comprise entre la ligne L et la portion M;MM, du polygone fron-
tiere (C). On a, dans ce cas,

Ir = M'g{—¢d9— Avudzxdy.

03,y w, 9n ()
(X %]

lim

6. Cas des triangles qui ont leur base a la frontiére. — Pour les
triangles dont la base est formée par un arc de fronticre, il y aurait
lieu de modifier légérement les résultats précédents, si l'on voulait
éviter de considérer le contour curviligne comme la limite d’un
contour polygonal inscrit.

Fig. 1.

Soit ( fig. 1) le triangle MM, M,, dont la base M, M, est un arc de
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courbe rectifiable. Nous désignons par ds la différentielle de cet arc,
et nous supposons définie en chaque point M'(2',y’) de M,M, la
valeur { d’une fonctic continue de I'arc, admettant une dérivée

. dt o . L :
finie 2. Nous déterminons ainsi une ligne (¢ ) de 'espace. Imaginons

une portion de cone ayant pour directrice la ligne (£ )et pour sommet
un point S(z, y, 5) qui se projette en M sur le plan O y. L'intégrale
de Dirichlet I, relative & ce cone, a pour valeur

(=1 [ W =Nd—(E—=s)dy' P+ (&' ~2)d~({—3)do' ]
M, M, (' —z)dy' — (y'—y) dz’'

On peut la transformer en introduisant des coordonnées polaires,
le pole étant en M. Posons MM’ = r; désignons par 0 I'angle de MM’
avec une direction fixe, par ¢ 'angle que forme la tangente en M’ au
contour avec la direction du rayon vecteur MM’, et par @ la longueur
de la perpendiculaire abaissée de M sur cette tangente.

L’intégrale I prend la forme

’ 2 g2y . 7‘_; e . '/__;2 ‘2
(1) l:l/ ridgt—or(g Yg dr + (¢ )ds’
MM, wds

et I'on trouve ensuite

A _ [ (o, A& N\ds
(12) —()—:—f‘“:m’<~—<+1 7 cosv) —

Lorsque la densité du réseau croitindéfiniment, 1 tendant vers zéro,

d T \ . . . d .
et EE restant inférieure &4 une limite finie, le terine r—ﬁ cos¢ devient,

en général, négligeable. La forme de l'intégrale exige, pour &tre
applicable, que la tangente en aucun point de I'arc M, M, ne vienne
passer par le point M, ni ne tende asymptotiquement vers ce point.

7. Conditions de minimum. — Supposons qu'on donne les valeurs
des variables qui correspondent & un certain ensemble de nceuds (E).
On peut alors déterminer les variables restantes par la condition que
U'intégrale F () soit un minimum. Nous désignerons par g, les coor-
données des neeuds du premier ensemble (E), et par {(&, ) les valeurs
données des variables correspondantes. I.es inconnues s, , devront

Journ, de Math. (6° série), tome X. — Fasc. I, 191} 26
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vérifier le systéme linéaire

a3 OF

05y

= 0,

dans lequel on suppose que le point (z,y) désigne successivement
tous les nceuds qui n’appartiennent pas a I'ensemble (E). Ce systéme
contient autant d’équations que d'inconnues. Il admet une solution
bien déterminée, car le déterminant est 1'un des mineurs principaux
de la forme quadratique positive F(z), lesquels sont tous différents
de zéro, puisque la forme ne s’annule que si toutes les variables s
ont des valeurs égales.

8. Forme de la solution. — Les équations (13) développées pren-
nent la forme suivante, d'aprés la formule (g) :

5 =)
xy hh h

N A\
(14) I'ig 5y rycosM, 4+ 3,7y cosM;

Nous supposerons désormais que les triangles du réseau n’ont pas
d’angles obtus. Dans ce cas, I’équation (14) résolue par rapport
a 5., donne un résultat de la forme

(19) 5:».y—“:z O Sy

ol tous les coefficients a; sont positifs et ont une somme égale a
I'unité. Les variables z; correspondent aux nceuds du contour poly-
gonal (L) défini au n°® 4.

La formule (15) montre que s, est compris entre la plus petite et
la plus grande des valeurs z;. Ce résultat correspond i la propriété
bien connue des fonctions harmoniques dans un domaine de n’avoir
ni maximum ni minimum & Pintérieur de ce domaine.

SiT'on résout le systéme (14) on obtient, pour les inconnues s, ,,
des valeurs qui s'expriment en fonction linéaire et homogénc des
quantités données g,

(16) 52,y = (@, 13 6 1) S

Les coefficients de ce développement sont lous posilifs et vérifient,
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comme ceux de la formule (15), la relation

(17) Zo:(a:, I En) =1,

&

En effet, si I'on élimine la variable 5, , en la remplacant par sa
valeur (15) dans les équations du systéme (14), les équations restantes
jouissent toujours des mémes propriétés en ce qui concerne les signes
et la somme de leurs coefficients. L’élimination de toutes les inconnues,
moins une, pouvant ainsi s’effectuer par substitutions successives, la
proposition énoncée devient évidente.

De cette propriété des coefficients il résulte encore que la valeur
de 3,,, est comprise entre la plus petite et la plus grande des valcurs
données g,

Par conséquent, si les nceuds (&, n) n’'embrassent pas la totalité des
nceuds de la frontiére du domaine (D), ce sera toujours néanmoins,
sur I’ensemble des nceuds (&, 1), qu'on trouvera le maximum et le
minimum de 3, ,.

La forme limite du résultat précédent, pour les réseaux de densité
indéfiniment croissante, consiste dans le fait qu'une fonction u, har-
monique dans un domaine (D), ne peut atieindre son mazimumou son

o . . \ foe s : du
minimum dans les régions de la frontiére ot la dérivée normale -
serait constamment nulle.

Lorsqu’on emploie la forme (12) pour certains termes de la dé-
rivée, les termes correspondants de la formule (16) sont remplacés
par des intégrales définies. Cependant les propriétés essentielles
subsistent, pourva qu’on remplace les valeurs { données 4 la frontiére
par des valeurs qui en différent trés peu dans les réseaux trés denses

ag
=% —r=>cosV.
§—rcosV
On reconnait d'ailleurs, &4 cause des propriétés des coefficients «,
que si I'on remplace les { par des valeurs approchées 4 moins de ¢, les
valeurs des inconnues z,,, qu’on en déduit sont elles-mémes appro-
chées a4 moins de ¢.
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9. La solution trouvée donne bien le minimum. — La solution
trouvée donne bien le minimum de l'intégrale de Dirichlet pour
toutes les surfaces polyédrales projetées suivant le réseau considéré
et ayant les mémes sommets aux neeuds (&, ).

Donnons en effet, i chaque variable z,,, un accroissement z, ;

on a
oF

F(z+ 5 :F(z)+25’ o

+ F(3").

Dans la somme
, OF

5’()—5’

les termes relatifs aux nceuds de 'ensemble (&, %) sont nuls, puisque
nous supposons en ces points z;,, = o; les termes relatifs aux autres
nceuds sont également nuls, en vertu de I'équation (13). La forme F(z")
n’est nulle que si tous les 2’ sont égaux, et comme ils sont nuls sur
’ensemble (&, v), il en résulte que cette forme a une valeur essentiel-
lement positive, & moins qu’on n'ait en tous les neeuds

I
“xy

= 0.
Si cette condition n’est pas réalisée, on a done nécessairement
F(z+3")>F(3).

Pour une fonction u(x, y) admettant des dérivées partielles conti-
nues, l'intégrale de Dirichlet est la limite de 'intégrale analogue
relative & une surface polyédrale. Par conséquent, s’il existe une
pareille fonction pour laquelle 'intégrale de Dirichlet atteint effecti-
vement son minimum, la différence entre ce minimum et la fonction
F(z) tend vers zéro quand on fait croitre indéfiniment la densité du
réseau et que, pour chaque réseau, on détermine les valeurs des z par
les équations (13).

10. La forme polaire et les formules de Green. — Les formules
de Green peuvent se rattacher & la considération de la forme polaire
de la forme quadratique F(z). Soient z,,, ,, deux systémes de
variables correspondant aux nceuds du méme réseau; u(w,y) et
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¢ (x, y) les deux fonctions associées. Considérons la forme polaire

c)F l'idr

a0=; DG =; A5 qr

En y remplacant les dérivées par leurs formes limites, y compris les
termes 4 la frontiére, nous avons les formules suivantes, ot S désigne
I’aire du domaine et (C) le contour frontiére.

du Jdv  du v

lim F (s, () = ff (-_ -——--——)dxd
', \0z dz " Jy ay 4

Ju
=— ¢ Audzx dy — v 52 ds

f/m w In
== uAvdxdy—-f uids'
f[;) @ o

[ du v
f (S)(uAu-—-uAv) dz d) +j(05;~( dlz) ds=o.

La formule d’Euler pour les fonctions homogénes quadratiques,

1 oF
F(Z):—Q— »a—."

d’on

se traduit par I'identité

S+ (32) Yawdy = [ [ wsuaoay—[ o2t

Le rdle des fonctions de Green dans le calcul des fonctions harmo-
niques s'explique si 'on remarque que la forme polaire

dl‘
()N

est une combinaison linéaire des premiers membres des équations (13).
Si I’on veut, par exemple, résoudre ces équations dans I’hypothése
examinée précédemment, ot I’on donne les valeurs des inconnues 3.,
pour un ensemble de points (&, 1), on supposera qu’on ait

tgqn=0,

de maniére 4 n’introduire dans la forme polaire que celles des dérivées

. JF . - o .
partielles oz qui forment les premiers membres des équations (£3).
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On aura donc, dans cette hypothése,

F
3%

Il reste & déterminer les valeurs restantes des variables ¢, de maniére
a éliminer toutes les inconnues z, sauf celle que 1'on veut calculer,
soit par exemple z, . Pour cela, il suffit qu’on ait

oF

_— =0
Oty y ’

pour tous les neeuds (x, i), sauf pour le neeud («,, y,). En ce dernier
nceud, on pourra supposer
F _
dt“‘o}’a o

On reconnait facilement sous cette forme les conditions ordinaires
qui déterminent la fonction de Green pour le probléme que nous
considérons,

La considération de la forme polaire fournit aussi la relation iden-
. . « . , ., OF
tique qui existe entre les formes linéaires dérivées 5-- La forme qua-
dratique F(¢) s’annule identiquement, ainsi que toutes ses dérivées
partielles du premier ordre, quand on donne aux variables z la méme

valeur, par exemple
' t=1.

On déduit de cette remarque, a cause de la réciprocité des formes
olaires
P ’ oF

’(E = .

CHAPITRE II.

EQUATION AUX DIPFERENCES DES RESEAUX RECTANGULAIRES REGULIERS.

11. Nous allons maintenant étudier spécialement le cas des réseaux
formés comme nous I'avonsindiqué, i ’aide de rectangles égaux ayant
leurs cotés paralléles aux axes de coordonnées.
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D’aprés la formule (10), les équations linéaires & résoudre se
rameénent a la forme

1 1 '
(18) 7t (232,y — Sx—hyy— zx+/:,y) -+ % (= Sx,y B, y~k— 5x.)'+k) =o.

Pour =k, 'équation se simplifie encore et devient
(19) 4 Sx,y ™ Su—btyy = Sx+h,y " Sz y—k — Jx,y+k= 0.

En écrivant les équations de cette forme pour chaque nceud (=, y),
on forme un systéme d’équations linéaires dont nous avons étudié
plus haut les propriétés générales. Mais on peut aussi envisager
chacune de ces équations comme une équation aux différences finies
et chercher 4 la résoudre pour toutes les valeurs réelles des variables
x et y. Nous déterminerons ainsi des fonctions dont les valeurs sur les
nceuds du réseau vérifieront les équations linéaires considérées; nous
leur donnerons le nom de fonctions d’interpolation.

12. Nous commencerons par calculer des solutions simples de
I’équation aux différences (18).

Posons
™y
(20) g,y = u vk,

u et v étant des constantes.

Lin écrivant que cette expression vérifie 'équation (18), on trouve
entre © et ¢ la relation

! 1 1 1
(21) —/ﬁ(z~tl—l—l>+p<z-_‘y_;>___n'

Soient

w=u, =3

la relation (21) devient

LY LY
(r-3) (=2) _

Nous poserons donc

]
u— — =th, o— — = t'k;
u
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d’ot
W=y R4 th, S =\[14 k4 Uk

En portant ces valeurs dans 1'équation (22), on a
(23) . P4 tt=o,

Nous prenons

‘=t (i=y=1),
ce qui nous donne les expressions de « et de ¢ sous la forme simple

w=C(/1+ G+ th),
o =1 =k + ith).

De la nous tirons enfin 'expression de 5,

2x Y

o sag= (VT B ) T (VTR k)

Le paramétre ¢ peut prendre des valeurs réelles ou imaginaires.
Toute combinaison linéaire d’expressions de la forme (24) est une

nouvelle solution de I'équation (18). Telle serait I'intégrale

ff(t)(\/1+ anr+1h)" (1= k2 itk) " de,

dans laquelle la fonction f(7), ainsi que le domaine d’intégration,

sont arbitraires.

43. Polynomes satisfaisant a I'équation aux différences. — Parmi
les diverses intégrales qu’on peut déduire ainsi de la formule (24) je
signalerai les polynomes & cause de leur forme intéressante, bien que

je n’aie pas a en faire I'application dans la suite de ce travail.
Posons, en désignant par p un nombre entier positif,

Jep(z by =2 (2 — 1) (2> — 4/;2)...(@'2-—-(1)——-1)2/;'-‘),

3 2

(25) . 9 2 2
Japei (@, b)) =2 (22— 1) (2 — 4A2%). .. (22— p2h?).

Ces expressions satisfont 4 la formule de récurrence

(26) ju(z+h l)+jolz—Nn h)—2),(z, k) = n(n—1)R%,_o(2, h).
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Les polynomes

,/n "/:(r h) /°r'(7\ /‘)
(27) S e v VI I ,
) ) L\ — , ,/n-—!n-—l("x/l) ,[ap+|(y. k)
Q,,(.L,‘y,/z,/&)._/zIZ(——-f)l (an—2p—1)! (2p=+1)!

sont des solutions de 'équation aux différences (18), qui tendent vers
des polynomes harmoniques homogénes lorsque 4 et & tendent vers

zéro. Sil’on pose
x=rcosl, y=rsinl,
on trouve
hmP, = r*cosnb,

limQ,=r*sinnf.

On peut d’ailleurs démontrer facilement que tout polynome véri-
fiant I'équation aux différences (18) est une combinaison linéaire de
polynomes P, et Q,.

A4. Transformation de Ucxponentielle. — Nous transformerons
la solution fondamentale définie par la formule (24), de maniére & lui
donner une forme plus commode pour le calcul. Posons

(28) lk:singoﬁ,

‘ hr 0k b, B4
(29) 6= —/Zlo <\/ /,sm -2—+st ———)

L’expression de 5, , devient

(30) 2= (14 R+ th) g V1=2¢~+ [l/c)"~ = e¥+iby,

Le changement de signe de ¢ ou de ¢ donne les diverses exponen-
tielles représentées par I'expression

e—'_:[)’xd:iey’
dont on déduit ensuite, par des combinaisons linéaires, les intégrales
¢lémentaires de la forme

chf'zcosby, chbzsinby,
sh&zcosfy, shbzsinfy.
Journ. de Math. (6 série), tome X, — Fasc. 111, 1914, 27
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Les symboles ch, sh désignent le cosinus et le sinus hyperboliques.

En changeant ¢ en ¢, on obtient évidemment d’autres intégrales
semblables, dans lesquelles les fonctions circulaires et hyperboliques
sont simplement permutées.

13. Relation entre 0 ¢t 0. — L'examen de la relation qui existe
entre 0 et 6’ est important pour I'étude de la convergence. Nous
supposons ici que 1'on considére seulement les valeurs positives de ces
deux parameétres.

Le développement en série du second membre de la formule (29)
donnerait

2(h . Bk 1okt 0k 1.3 RS, 0k )
= Fsm —_— . ).

.—-.'/—L — e

! — — —
6 Zsm.z 236" +245

. h o) . . ’ L4
Done, si § est constant et que - reste fini et différent de zéro,

lorsque k tend vers zéro, 6’ tend vers 6.

L’exponentielle limite e+ est une fonction de = + iy. La partie
réelle et le coefficient de 7, dans cette fonction, sont par conséquent
des fonctions harmoniques.

Le parameétre ¢’ tend vers sa limite en croissant. On peut vérifier
cette propriété par le calcul suivant :

Posons

—l£=a, k=2, 9’=£log l+azsin2-§~+asin-e- .
k x a x x

Nous avons

6

]
A ST a2sintl inl _.__';coj_
dx_a0° 14 mw+as z \/—__6’

1+ a?sin?—
x

63 . 6
d26’_ —x-s(l-}—a")SmE
P27 O

. .0
(x -+ a2 sm2—>
x

. . 20 ‘e 4
Lorsque # croit & partir de la valeur — la dérivée seconde est
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constamment négative. La dérivée premiére est positive et tend vers
zéro. Donc 0’ croit constamment dans les conditions indiquées.

CHAPITRE III.

RESOLUTION DE L’EQUATION AUX DIFFERENCES POUR LE CAS DU RECTANGLE.

16. A I'aide des fonctions simples que nous venons de déterminer,
il est possible de résoudre I’équation aux différences

I 1
(18) X (25,4, — Sg—hy — Sghy) - %t (2529 — Sa,y—h— Sa,y+k) == Oy

de fagon quc = prenne des valeurs données surles nceuds du périmétre
d’un rectangle (D) dont les cotés sont paralléles aux axes de coordon-
nées. On calculera une fonction d’interpolation f(x, y) définie dans
tout le domaine et qui devra se réduire a z,,, sur les nceuds du réseau.

Nous supposons qu’on prenne le centre du rectangle pour origine.
Soient 2a et 2b les longueurs des cOtés paralléles respectivement &
Oz et Oy. Pour former le réseau, on partagera chacun des cotés en
2n parties égales, de sorte qu'on devra faire dans nos formules

p=2, =2t
n n

Les coordonnées &, 1 des nceuds situés 4 la frontiére seront de la
forme suivante, ou p désigne un enticr quelconque au plus égal a n:

1° Sur les cotés paralléles a Oy,

fE=*aq, n=kphk==x= I—::le;

2° Sur les c6tés paralltles 4 O,

n=:=05, £=

Da
*Fph==* —l——o
p n
En chacun de ces nceuds on suppose donnée la valeur de = ; nous la
désignerons par {(&, n). Les valeurs données aux angles du rectangle
n’interviennent pas dans les équations (18) pour la détermination des
valeurs des 5, sur les nceuds intérieurs. On peut donc sans inconvé-
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nient les supposer égales & zéro, puisque nous ne nous astreignons,
d’autre part, & aucune condition de continuité.

17. Par suite de considérations évidentes, on est conduit & chercher
la représentation de la solution sous la forme d'une combinaison
linéaire des solutions simples signalées au Chapitre précédent et qui
s'expriment par le produit d'une fonction hyperbolique et d’une
fonction circulaire.

a LAY
Pour que I'exponentielle "7 satisfasse 4 I'équation aux diffe-
rences (18), on doit avoir, d'aprés 'équation (29),

=2%10g it Zh B 25,
=" o8 ' ES Y '35 )

et, comme on a

cette relation devient

s @ a . o
(31) p_2nlog(\/l+b sin® -z—n-—t—[—)sm-z-,-[-).

D’aprés cela, posons
’

r=n—1 ch(J.,, sh .Uv
. (21 —a1)Ty
(32) J(x,y)= 2 Ay chp., g sh[J., 20
r=¢0
r=n—1 ChIJ-r Shp.,.—
' 3/ Ty
+ 2 Ar “ehpl +B" Tshl sin b
r=1
r=n—1 chv‘y shy
! 1; "b (2r+1)nz
+ 2 C» chy, D, shy, ) 0s 2a
»r=0
r=n—1 Chv:'% ShV;.%, rrx
! H N 1
+ 2 Cr “chv + D shv), S ().

r=1

(') Dans la formule (32), les termes en sinus et en cosinus peuvent se
ramener 4 un méme type en vertu des relations
2rm . 2re b
y = (—1)"sin ~——————~('y+ ),
26
(2r+1)m(y+b)
26

sin

(2r+1)1ry

B = (—1)"sin
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Les multiplicateurs u,, @+, se déduisent de la formule (31) en ¥y

(ar+1)m

remplacant @ successivement par et rn; les multipli-

cateurs v, et v, se calculent de la méme facon, mais en permutant
a et b.

Il ne reste plus qu’a calculer les coefficients ‘A,, B,, ... par la
condition que la fonction f(z,y) prenne sur les nczuds de la frontiére
les valeurs données { (&, 1), sauf aux angles du rectangle, ot la fonc-
tion considérée s’annule identiquement. Nous nous trouvons amenés
a un probléme d’interpolation trigonoméltrique qu’on peut résoudre
par les méthodes ordinaires. Pour « = == a, les termes de la seconde
ligne disparaissent et I'on doit avoir, par conséquent,

r=n—1

r=n—1

\

nN=—b+k

Les autres coefficients C,, D,, C, D/, se ¢
par des formules semblables.

tan) = 3 (A Brcos EEENT LNy prysin T
r=0 r=1
r=n—| ( ) r=n--1
N\ ) 2/'-!—!71"!;. o .l_ﬂ:_g
G—am)= 3 (A— B,) cos et 2 (Af—B})sin .
r=0 r=1
On en tire
f=b—
C(a, 7))+ {(— a, n) (9/ +1)mn
2 2b ?
=—b+k
q b—k .
Z C(a,n) -—C(—a,n) (2r‘+t)1rn
2 20 ?
. I‘_--[a k
(53) s
Al = {(a,n)+{(—a, !1) n TN
2 b
q_—b—+-A
nN=b—=~ C( ) C( )
L a,0) = Y(—an) ;1
Br”‘ n 2 > sin

alculeraient évidemment

18. Nous avons trouvé une fonction d’interpolation f(xz, y)
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définie dans tout le plan. Il reste & démontrer qu'elle prend en tous
les neeuds du réseau situés a l'intérieur du rectangle les valeurs des
inconnues z,,.

Nous avons vu que, sil’on écrit les équations de la forme (18) en y
remplagant les variables x et y successivement par les coordonnées de
tous les nceuds considérés du réseau, on obtient un systéme d’équa-
tions linéaires dont la solution est unique quand on suppose données
les valeurs ¢ (£, 1) aux nceuds de la frontiére. Or, la_fonction d’inter-
polation satisfait & toutes ces conditions. La valeur qu'elle prend en
chaque nceud (x, y) est donc égale a z,,,.

19. On peut faire immédiatement une remarque importante qui
résulte du simple examen des formules (33). Sile module de la fonc-
tion (&, n) reste constamment inférieur & M, chaque coefficient A,,
B,, ... a un module inférieur &4 2 M. En effet, chaque somme X dans
ces formules comprend 27 —1 ou 21 — 2 termes et chacun d’eux est

au plus égal 4 M. On a donc

(2n—1)M

n

<Ar<< <M,

20. Expression de U'intégrale en fonction linéaire des données.
— La fonction d' mterpolanon J(x,y) est une fonction linéaire des
données { (%, n), dont il est facile d’avoir I'expression en remplacant
dans la formule (32) les coefficients A,, B,, ... par leurs valeurs (33).
Le coefficient de { (@, ») dans le développement est égal &

r=n—1 ch{..v..f sh 11.’?—‘
1 "a "a (2r +1)mn (2r -4+ 1)1y
Cos Cos

2n chp, sy, 20 20

=0
x
=n—1f ch sh b=
. H’ Brad ) . rma rey
— E ; s$in ——— sin —=«
HEY ch ), Sh[J.,. 26 26

On peut résumer tous les coefficients dans une méme formule en
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introduisant la fonction

(34) P(x,y,&n)= 7 i )cos(zr—;x)nncos(zr-;l)ny

Y -+
"="—ishv,.<' >
2r 1 2'+1)Tx
cos( —: )ngcos( a)

r=n—1ghy _y_ _.n. ,

1 ! ., rn§ . rnx

-+ - 2 — Zsin——sin ——.
a a

r=o0 shavj.—g

L'expression de P se réduit aux termes qui figurent dans les deux
premiéres lignes pour £ == qa, et & ceux des deux derniéres lignes
pour n==0b. Soit As un élément de longueur du périmétre du
rectangle ; on prendra As = k sur les cOtés paralléles 4 Oy et As=h
sur les cotés paralléles & Ow, de sorte qu'on aura, suivant le coté
considéré,

, a1,

b n a n

Avec ces notations, l'expression de la fonction d’interpolation
prend la forme suivante, analogue a la formule de Poisson,

(35) S(2,7)=25@E, ) P(z,,§ n)As.

Nous avons donc obtenu pour le cas du rectangle I'expression
linéaire dont nous avions donné au n° 7 la forme générale. Les coeffi-
cients o de I'équation (16) sont ici égaux & P (=, y, &, ) As.

21. Valeur de la fonction P sur le périmétre du rectangle. — On
obtient une vérification simple des résultats obtenus, en calculant la
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valeur que prend le cocfficient P (z, y, &, 1) As lorsque le point (z, y)
coincide avec un nceud de la frontiére. 11 suffira de faire lc calcul pour
le cas ou I'on a & = a. Le point (z, y) peut se trouver alors sur le coté
z = @ ou sur I'un quelconque des trois autres cbtés;si 'onay==:=1b
ou  =— a, en méme temps que § = a, la fonction P(z, y, &, ) est
identiquement nulle. 1l nc reste & examiner que 'hypothése § = «,
x = a. La valeur de PAs se présente alors sous la forme

1y (er+nny  (@@r4+0mn g rmy . rm
(36) PAs__nZ,cos oD cos oD +712sm-—b-sm——b—
~ s cos(zr—l-l)fc(y-i-‘n)+cos(2r+1)1t(y—~-n)
T an 2b 2b
-k-—l-)l[cosgrn('y~'n)—coszrﬂ(‘y-"n)]-
27 2b 2b

Nous transformons cette derniére expression en faisant usage des
deux identilés

sin2na
0 1
2sin@

cosa +cosda +cosSa -+ ...+ cos(an — 1)a=

{ sin{2n —1)a
~ -+ cos2a + cosfa +...+cos(2n —2)a = —————
2 2s81na
Nous trouvons ainsi, en supposant (y + 1) (y ~ 1) 5 o,

sin anm(y—mn) . (2n—1)7w(y+mn)

- sin
(37) PAs = 26 2P
hn . (Y —n)
$1n
2b
. 2NT +n . (en—1)m(y~+n
Gn2RE ) L (en—1)(y )
2b 2b
+
. Ty +1n)
sin —=——2
2b

Les valeurs de y et de 1 sont de la forme
y=mk, a=m'k,
m et m’ étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et 'on a, d’autre

pal‘t
’ b= nk.
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La substitution de ces valeurs dans la formule précédente donne

. , (m—m'n" (m—+m"x
, \sin (m—m'ynr— —n —
PAs = — -

hn . (m—m"T L lm4mT
s — s18 ———————

sin [(/n +m'yr—

an 21

— ﬁ (___ l)m—m’-—! —_ (__ l)"t"'l"""] —=o.
}

Il reste & examiner les cas exclus
y+mn=o et  y—mn=o.

Le calcul direct 4 aide de la formule (36) ou le passage & la limite
4 l'aide de la formule (37) donne :
1° Poury +y=o,
P =o;
2° Poury =m,
Y ‘ PAs=1.

En résumé, le coefficient P (z,y,n, %) As s’annule lorsque le noceud
’ ’ Y

(x,y) se trouve sur la frontiére, & moins qu'il ne coincide avec le

nceud (%, v), auquel cas on a

P(Ea ﬂ)E? n)As=1.

D’aprés ce calcul, il est clair que la fonction d’interpolation f(z, y)

définie par la formule (35) est égale & (£, n) aux nceuds de la fron-
tiere.

CHAPITRE 1V.

FORME LIMITE DE LA SOLUTION.

22, Convergence du développement. — Il reste i étudier la maniére
dont se comporte la fonction d’interpolation f(x, ) pour les réseaux
de densité indéfiniment croissante. Nous commencerons par ¢tablir la
convergence du développement de cette fonction, donné par la for-
mule (32). Considérons les termes de la forme

Zz

chp 2 (2r+1)my

chy, a2
Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. III, 1914. 28

ur=A,
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Soit p un nombre positif plus petit que 1; supposons qu’on ait

z
a| <P

Comme le module de A, est plus petit que 2M (n°17), celui de u, sera
_ moindre que

chp.p ebP 4 e—thp
M chu, ™ Pt e=br

Lorsque ., est positif et trés grand, le rapport

ep'rp—}—- e WP

et et

différe trés peu de
. ep‘rp . X

et T e -p)

La valeur de u., est définie par I’équation (31) ou I'on fait
o= (2r—+ 1)%,

_ . at . (2r+nw a . (2r+nrw
(38) H/‘-—-anob [\/]+ -b—2'51n ——A"T—'-‘-T)Slll 4][ —. .

2r +1

Quand 7 croit a partir de » & croit constamment et reste par

conséquent compris entre ses deux limites :

(39) (2r+1)log(‘ a2+bb2+a

——-—)<p,<%(2r+ l)g-

Posons
(40) (GRS
Nous trouvons alors, d’aprés I'inégalité (39),

d’ou
luy] < 2M2Zr+1,

Le nombre A est positif et plus petit que un. La valeur absolue
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de u, est donc moindre que celle du terme correspondant d’une pro-
gression géométrique décroissante.

Il est intéressant de remarquer que la raison A de cette progression
ne dépend ni de n ni des valeurs de la fonction { & la frontiére du
rectangle. -

Un calcul analogue au précédent s’appliquerait sans modification
aux autres termes du développement. La raison X est la méme pour
tous les termes des deux premiéres lignes. Pour ceux des deux der-
niéres lignes, on supposera

fleree

ct 'on trouvera, pour la raison A’ de la progression correspondante,
'expression

| L (b TR

Désignons par f,,(x, y) la fonction que I'on déduit de f(z,y) en
négligeant dans le développement (32) de cette fonction tous les
termes dont l'indice estsupérieur & . D’aprés les résultats précédents,
il est possible de prendre m assez grand pour que la somme des termes
négligés soit plus petite que toute quantité positive donnée ¢, et cela
quel que soit n. Nous pouvons donc énoncer cette proposition :

Etant donné un nombre posilif arbitraire ¢, il est possible de
trouver un nombre m', tel que l'inégalité m > m' entralne unifor-
mément
(41) If(x,}’)_'fm(xv}’)l<Me
dans tout le rectangle D' défini par les inégalités

x| . Y
e |3

- Zp (p<1).

Le nombre m’ ne dépend ni de 7, ni des valcurs données & la fron-
tiere, mais seulement de p, c’est-a-dire de la situation du contour du
rectangle (D’).

La convergence des dérivées pourrait sc démontrer par un calcul
semblable. '
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23. Le nombre m ayant ¢té choisi de manicre a satisfaire aux con-
ditions précédentes, nous pourrons supposer 2 assez grand pour que
chacun des coefficients w,, ., ... différe de sa limite supérieure aussi
peu qu’on le voudra pour toutes les valeurs de 7 inféricures 4 m. Le
terme principal de la différence

a (2r'+1)7r_
b 2

La . a*\ (2r +1)3713
A ’

»
est égal &
3217

et le développement en série que nous avons indiqué montre que p.,
tend rapidement vers sa limite, lorsque r restant constant, n croil
indéfiniment.

Soit V,,(2, ¥) la fonction harmonique qu'on déduit de £, (x, y) en
y remplacant les paramétres .., ., v,, v, par leurs limites supérieures.
Il est possible de déterminer un nombre #' tel que l'inégalité > »’
entraine dans tout le rectangle (D)

(42) lfm(x7}')’_vm(x:.7)l<Ms'

Le nombre n’ ne dépend que de me; il est entiérement indépendant
de la distribution des valeurs données & la frontiére.
Le module de la différence

Sz, y)—Vulz y)

est inférieur 4 2 Me dans tout le rectangle (D).

24. On obtient une autre fonction harmonique V(z, y) qui prend
sur la frontiére les mémes valeurs que la fonction d’interpolation
f(z,y) en effectuant sur le développement entier de cette fonclion
la substitution indiquée plus haut pour la fonction f,, : c’est-a-dire en
remplacant les paramétres p.,, .., v, v. par leurs limites supéricures.

La différence V(x,y) — V,(x,y) est analogue a la différence
S (2,¥)—fu(z,y). Le développement de la fonction V est méme
plus rapidement convergent que celui de f. Par conséquent I'inégalité

(43) IV(~T,J’)’—Vm($,}’)|<M8
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sera nécessairement réalisée dans les mémes conditions qui entrainent
Pinégalité (41).

De la comparaison des inégalités (41), (42), (43), on déduit immé-
diatement, pour tout le rectangle (D),

(44) /(2 ) = V(@ )| < 3Me.
Donc & chaque réseau considéré correspondent :

1° Unsystéme de valeurs z,, et une fonction d’interpolation f(x,y)
satisfaisant & I'équation aux différences (18);
2° Une fonction harmonique V (z, y).

Les fonctions f(z, y) et V(z, y) sont égales sur le périmétre du
rectangle et sont assujetties & prendre sur les nceuds de ce périmétre
les mémes valeurs qu’une fonction bornée quelconque (&, 7).

Quand la densité du réseau croit indéfiniment, la différence

Sz, y)—V(z, ¥)

tend uniformément vers zéro dans tout rectangle (D’) concentrique,
homothétique et intérieur au rectangle (D).

23. Il y a une circonstance particuliérement intéressante i ohserver
dans ce résultat, c’est que la continuité des valeurs données 4 la fron-
tiére n’y intervient pas. La fonction (&, +) peut présenter des dis-
continuités quelconques, pourvu qu’elle reste bornée. En réalité, les
fonctions f et V sont continues 4 la frontiére; elles prennent les
valeurs £ seulement sur les nceuds. Néanmoins la discontinuité possible
de la fonction { apparait dans le fait que, I'intervalle de deux nceuds
successifs devenant de plus en plus petit, il n’est pas nécessaire de
supposer que l'oscillation correspondante de la fonction { tende vers
zéro.

26. La fonction harmonique V(x, y) dépend du réseau considéreé
et ne tend pas en général vers une fonction limite déterminée quand
la densité du réseau croit indéfiniment, du moins tant qu'on n’impose
a la fonction donnée {(&, n) aucune autre condition. Mais si cette



218 J. LE ROUX.

fonction estintégrable,ou du moins sommable,au sens de M. Lebesgue,
la limite existe.

Pour le démontrer, nous allons considérer d’'abord la fonction
P(z,y,%, n) définie par la formule (34) et chercher comment elle se
comporte quand on fait croitre la densité du réseau. Notre raisonne-
ment du n° 21 reste applicable. Supposons qu’on ait

£=a, p<t.

Le rapport
shy,(x-i— 3) B >
— )., wr(1-%)

shap,

tend vers l'unit¢ quand ., devient trés grand. Le développement
de la fonction P converge donc comme une progression géométrique
dont la raison reste inférieure 4 la quantité A définie par la for-
mule (40).

On pourrait encore, avec une approximation plus grande, comparer
le développement de la fonction P avec celui de la série

2r+1ny 27 41 . Ty .7
27\2“'“005( + 0y cos (2r )N +Z)ﬁ’sm”;ysmlnn

2b 20 A
— LNVt (2r+1)n(y+mn) (2r+n07n(y—un)
= 227\ [cos 5 + c0s -

+-Z7\"’[cos V—I]) cos’l%_m].

La somme de cette série est égale 4 la partie réelle de I'expression-

im(y+n) in(y—mn)
B Ae 20 e 20
(40) Q(ki .,V’ fl): iﬂ(\'—l-'f,) + ,‘7:(3,__7‘)
1+ Ae 2 1—he %

Nous pouvons donc déduire de ces résultats que, lorsqu'on fait
croitre 7 indéfiniment, le développement de la fonction P reste abso-
lgrr'lent convergent, quelle que .soit la position du point (x, y) a I'in-
térieur du rectangle. La fonction représentée par le développement
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limite cst harmonique; nous la désignerons par II(z, v, £, ) :

e h(2r+1)1z(a:+£)
. I~ 0 2b (2r+0my _ (ar-+n)m
(46) I(x,y,8n)= ZZ (2r + )7L 8 b — €0Ss A
p=o Sh~——-——"2 ?
b
,_wshrr(.z‘—{—&')
T b sin L2 iy 170
+3 2T b b
r=i1 b
rmwgh 7D WY 4 m)
RN 2a (2r+1)nz (2r+1)mt
+az (2r +1)mn cos 20 cos a
r=o0 Sh*———z
a
l,_nshrvr(g;+n) ' ‘
~+ = sin'ﬂxsinr—ﬂg.
a 21N a
1r=0 Sh P

En répétant, a propos des fonctions P et II, les raisonnements que
nous avons faits au n° 22 pour les fonctions f'et V, on démontre que
P converge uniformément vers II dans tout rectangle (D) intérieur
au rectangle (D), sans points communs & la frontiére.

Si la fonction {(%, n) est intégrable, la somme finie

f(@,y)= N tEn) P2, 5,5 1) As

tendra donc vers I'intégrale

(67 F(z, 7) =fc(e,n>n<x,y, E,n) ds,

évaluée suivant le périmétre du rectangle. Cette fonction F(x,y) est
la fonction harmonique limite.

27. Représentation de la fonction 11 par les fonctions elliptiques.
— Le développement en série (46) de la fonction II n’est valable que
dans le rectangle (D); mais on peut, par un calcul facile, le trans-
former de maniére & obtenir une expression valable pour tout le plan.
Supposons £ = a, et écrivons le terme général du développement sous
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la forme
R{rv+a) _rmulr+a) )
r_ 1 e ¥ —e 24 ro(y—n) - re(y--n)]
U,= A yRT— T cos oD 4= (—1)" cos S

e b —e U

Par analogie avec la théorie des fonctions clliptiques, nous posons

ATt
(]2:8-"0—'\
_tr—a)y+i(y—m) _mlz—a)+i(y+mn)]

“ 20 20

U, est la partie réelle de I’expression imaginaire

() Vo= gy [ e,

E T =g

Remplagant la fraction T—_—LF; par son développement cn série

n=w

1 9
——— 2rn
| — g3 Zf] ’

1 n=0

et tenant compte des identités

r=ow

2n pn
2‘el-uq2ru__.__ g€ y
I — 2uem

r=t q

r=w
220 oV

— g\ oty 2/-1;._.._2____

2:( l) erq "'"l___q‘znev’

r=1

on trouve

112 2 ol 20 gl
(49) 2b2V,-:l_e_ +-L°f 9 .

e 1 _qzeu I — qzneu

92 e—u q'o e qﬁu e~
- <1-—-q2e"“ + ,___qbe-ru +on l__q2ne—u T+

et‘ q2 eV

qznev
i x_q,e‘,-{-...

1 — q2n e

qz e qb e—"v qzn e—*
-(I_‘_qze_‘,—f- I_*_q‘e&v+...—+~———————--—-][_+_q2,,e_v+...).

~+

-+
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Considérons la fonction

W= (1+e)(1+qg%e’) (14+g*e’).. .1+ gte ) 1+ g'e ). ..
(l_elc)(l __qzeu)(l__qbeu). . .(1—q’e‘"")(1-——q"e““). ..

On a
1 d
(50) V.= % 7= logW.

Or, la fonction W est une fonction doublement périodique de

deuxiéme esptce qui se présente sous la forme du rapport de deux
fonctions H ('), 4 un facteur prés :

T{(r—a) +i(y+01—20)]

’ e b H[—i(z —a)+y+n—2b]
(51) W= T(v— ) +i{y—1) r ]
¢ t H[—i(z —a)+ (y — )]
e H[= e —a)+ (y+u—20)]
H{—i(z —a) + (y —n)]
Considérée comme fonction de la variable y — ix = — i(x + iy),
W admet la période 40. Quand on change  en « + fa ou y — iz en

riN

y — iz — fai, lafonction se reproduit, multipliée parla constantee ° .
La dérivée logarithmique d—(—fvlogW est donc une fonction elliptique

de y — iz, admettant les deux périodes 4b et 4ai; quand on la regarde
comme fonction de « + iy, les périodes sont évidemment 4a et 4bi.
Suivant une notation due & Weierstrass, représentons par &/(s) la
partie réelle de la fonction f(3). Nous avons alors
d

» . ____L
(52) H(xy.y»aan)-‘-n‘ﬁd‘z‘

logW.

28. La fonction II est ainsi définie pour un c¢6té du rectangle. On
en déduirait évidemment une expression analogue pour chacun des
autres cOtés. Mais on peut aussi, par une transformation simple,

obtenir une expression analytique qui représente la fonction II pour
les quatre cotés.

(1) Voir AppeLL et Lacour, Fonctions elliptiques, p. 110.
Journ. de Math. (6¢ série), tome X.— Fasc. Ill, 1914. 29
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Au lieu de la fonction W, considérons la fonction de quatre va-
riables z, y, &, 1
w=H=iz—8+y+n—2b]
H[—i(z—&)+ (y—m)]

Pour £ = a, W' ne différe de W que par un facteur constant qui
est sans influence sur la dérivée logarithmique, et I’on a d’abord

!

Pour § = — a, on aurait de méme,

1 dlogW’
—a,n) =+ =N —— :
Il(x,)’, a,n) =+ p < 0% >E=~"

¢ . d ot . . ] .
En désignant par — la dérivée relative & un déplacement du point
n

(%,7) dans le sens de la normale intéricure au rectangle, les deux
résultats précédents se résument dans la formule

N(x,y, =a,n)= % %.\n logW'.

Par une simple permutation de variables, on déduit de la fonction W
une autre fonction analogue W”, 4 ’aide de laquelle on représenterait
la fonction II pour les deux cotés paralléles & Oz. Sil'on remarque
maintenant que W’ et W” se réduisent identiquement a P'unité, la
premiére pour v} === ), ct la seconde pour x = =% a, on peut écrirc
pour tout le contour du rectangle

(e, y, &) = % a’inﬂ log W',

Je ne m’étendrai pas davanlage sur cetle fonclion, ni sur les trans-
formations dont elle est susceptible, ni méme sur le calcul trés simple
qui permet d’en déduire la fonction de Green. Tous ces développe-
ments analytiques ne présenteraient ricn d’essentiellement nouveau ct
ne se rattacheraient plus que d'une facon trés indirecte au dévelop-
pement de la méthode qui constituel'objet de ce Mémoire. Mais il m’a
semblé intéressant de retrouver directement, par I'application de celte
méthode, les résultats qu’on déduit ordinairement de la théorie de la
représentation conforme.
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29. Je dois signaler cependant la forme de la fonction IT au voisi-
nage de la fronti¢re. Pour = «, y = v le premier terme du dévelop-
pement (49) devient infini; les termes suivants représentent une
fonction continue dans le voisinage de ce point. La partie réelle du

113

rapport —— est égal &

1 — et
®(r—a) T (2 —a)
—_— ) —_— -I’ ——
e 20 costt| ——"L ) —¢ b
2b

(=) y 0 T (r—t)
1—2e¢ % cosg: +e °
26

:_‘:-—.:[,i-

T(r—a) T (2 -~ ) *
— .—n ———
1—a2e 2P cosn(y 7 )+e b
P

Il suffirait de remplacer dans le dernier rapport l'exponentielle

T(x—=—a)
e ' parret ﬂ_(}'z_;-—n_) par ¢ — ¢ pour retrouver la fonction qui figure

dans l'intégrale de Poisson ('). La discussion classique de l'intégrale
de Poisson pour le cercle s’applique donc sans modification & I'intégrale
analogue relative au rectangle.

CHAPITRE V.

CAS D'UN DOMAINE QUELCONQUE,

30. Dans le cas d’'un domaine quelconque on peut encore employer
un réseau rectangulaire régulier, complété dans le voisinage de la fron-
tiére par des intégrales de forme appropriée que nous supposerons
sans angles obtus. Les équations linéaires a4 résoudre conservent tou-
jours la forme (18), sauf pour les termes relatifs aux triangles contigus
4 la frontiére. Il reste & examiner comment se comporte la solution de
ce systéme quand la densité du réseau croit indéfiniment.

Imaginons un rectangle (R) limité par des lignes du réseau, et par

(*) E. Picaro, Traité d’Analyse, t. 11, Chap. 1.
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conséquent intérieur au domaine considéré. Sil'ona calculé les valeurs
des inconnes 3,, qui correspondent aux neeuds situés sur le périmeétre
du rectangle (R), le calcul des inconnues relatives aux nceuds intérieurs
se raméne au probléme étudié¢ dans les Chapitres précédents. Il est
donc possible de prendre la densité du réseau assez grande pour que
les valeurs des inconnues z,, different aussi peu qu'on le voudra des
valeurs correspondantes d'une fonction harmonique, dans tout le rec-
tangle (R).

La fonction d’interpolation f(x, y) qui prend sur les neeuds inté-
rieurs du rectangle les valeurs des inconnues 5., admet des dérivées
jusqu’a un ordre quelconque, et comme les dérivées secondes tendent
uniformément vers les dérivées d’une fonction harmonique, I'expres-
sion

Af = g—z'é + f‘é—
z* oy
tend uniformément vers zéro & I'intérieur du rectangle quand on fait
croitre indéfiniment la densit¢ du réseau.

Cette propric¢té s’étend évidemment & tout point ou a toute région
du domaine qu’on peut entourer d’un rectangle a cétés paralléles aux
axes ct situé tout entier dans le domaine. Done, les fonctions limites,
si elles existent, sont nécessairement harmoniques dans le domaine
consideéré.

Si la fonction donnée 4 la frontiére est partout discontinue, il est
évident qu'il n’existe pas, en général, une fonction limite unique, indé-
pendante des réseaux. Toutefois les valeurs des quantités 5, étant
partout bornées, et représentées par les valeurs de fonctions harmo-
niques avec unc approximation indéfiniment croissante, il sera possible
de choisir dans ’ensemble des réseaux considérés des ensembles parti-
culiers pour chacun desquels il existera une fonction limite, qui sera
nécessairement harmonique. On peut, en effet, appliquer & ces fonc-
tions le procédé de raisonnement dii & Ascoli et utilisé par Hilbert (*)
et par M. Lebesgue (*).

(') Hiusert, Ueber das Dirichlet'sche Prinzip (§3) (Math. Annalen, Bd 59,
p- 165,

(2) H. Lgsescug, Sur le Probléme de Dirichlet (Rendiconti del Circolo mat.
di Palermo, t. XXI1V, 1907).
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31. Lorsque l'intégrale de Dirichlet tend vers unelimite déterminée,
'ensemble des valeurs des z,, tend également vers une fonction limite.

Pour le calcul qui va suivre il est indispensable que les valeurs con-
sidérées & la frontiére soient les mémes dans les différents réseaux, sur
toute I'étendue de la courbe frontiére, et non plus seulement sur les
neeuds. Nous supposerons donc que le calcul ait été dirigé en consé-
quence, commne nous ’avons indiqué au n° 6.

Pour un réseau donné, i chaque systéme de valeurs des 5., nous
avons attaché une fonetion v (x, ), égale & 5, sur les nceuds etsur la
frontiére, linéaire dans les triangles, sauf peut-étre dans les triangles
ayant leur base sur la frontiére. Nous désignons par u,(x, y) la fonc-
tion que I'on forme de cette maniére quand on attribue aux variables
34, pour un réseau () les valeurs qui correspondent au minimum de
I'intégrale de Dirichlet relative & ce réseau.

Quand la densité du réseau (r) croit indéfiniment, l'intégrale J (,)
tend par hypothése vers une limite. Par conséquent, si I'on considére
deux réseaux suffisamment denses () et(r),la différence J (u,, ) —J (»,)
tend vers zéro.

Considérons maintenant la fonction ], que I'on forme comme ci-
dessus, mais en attribuant aux variables z,,, sur les nceuds du réseaun
(r), les valeurs de la fonction z, . Quel que soit le réseau (ry) il est
possible de prendre () assez dense pour que 'intégrale J (u),) différe
aussi peu qu’on le voudra de J («, ); par conséquent, sile réseau (r,)
est lui-méme trés dense, la différence

J(ur,) — J(ur)

sera trés petite, dans notre hypothése.
Or les fonctions ], et u, étant égales sur la frontiére, nous avons

J(ul,) — I(ur) = ¥(uf,— ur).
32. Du fait que cette intégrale tend vers zéro, nous allons déduire
que les dérivées partielles de la différence
Vg r == Upy~— Uy

tendent elles-mémes vers zéro dans le domaine considéré, frontiére
exclue.
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En effet, dans tout rectangle R a c6tés paralléles aux axes et inté-
rieur au domaine, les fonctions «, , u, et leurs dérivées premiéres sont
représentées avec telle approximation que I'on veut par des fonctions
harmoniques V, , V, et leurs dérivées. Or ces fonctions harmoniques
admettent des dérivées secondes auxquelles on peut assigner un module
maximum. Lorsqu'une fonction V est harmonique dans un domaine (4)
et que ses valeurs sur la frontiére ont leur module inférieur & M, le
module des dérivées secondes de V, en tout point P situé 4 une dis-

tance p de lafontiére, est au plus égal & %I\-f

, . . ‘opr ’ 1% :
Par conséquent si, au point P, la différence WNey Ve o unmodule

dx dx
supérieur & un nombre k, on pourra déterminer autour de P une région
finie, dont nous désignerons I'aire par o, dans laquelle on aura cons-

tamment

dx dx 2

<dv,.,, dV,.) k

Si, d’autre part, les réseaux sont assez denses, on aura dans la méme
région,

0y, Ou, —uw) _ Kk
dx dx = 4
d’out

k2
J( Vrgor) = 6 .

Le nombre k est donc nécessairement trés petit, pour des réseaux
trés denses, dans tout 'intérieur du domaine, & I'exclusion de la fron-
tiére.

Par suite, la différence u, — u, différe trés peu d’une constante.
Toutefois, bien qu’elle s’annule sur la frontiére, il serait prématuré de
conclure qu’elle tend partout vers zéro, car jusqu’ici nous avons exclu
de nos raisonnements tout ce qui concerne la continuité dans le voisi-
nage de la frontiére. Pour I’étude de cetle question, on peut utiliser
la méthode employée par M. Lebesgue dans son Mémoire déja cite(*).

Malheureusement, le calcul de M. Lebesgue se trouverait en défaut
pour les domaines & plus de deux dimensions. La proposition suivante

(') Sur le Probléme de Dirichlet, § 10.
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pourrait étre étendue & ces domaines, mais elle présente une autre
lacune, car elle n’établit la continuité dans le voisinage de la frontiére
qu’abstraction faite d'un ensemble de points de mesure nulle.

33. Considérons une fonction F (x, y) dont les valeurs sur la fron-
ticre forment une fonction intégrable ; supposons qu’elle reste continuc
ainsi que ses dérivées premiéres & l'intérieur du domaine ct que 'int¢-
grale de Dirichlet correspondante ait une valeur finie

J(F)=1,.
Prenons sur la frontiére un arc P, Q, qui soit rencontré enun seul point
par toute paraliéle a Ow.
Fig. 2.
Do Q

Mg M.

Py P

Nous désignerons par y, et y, (¥, <<y,) les coordonnées des extré-
mités.

Par chaque point M, de cct arc menons une paralléle & Oz, sur
Jaquelle nous portons vers l'intérieur du domaine un petit segment
M M, dont la longuecr A pourra élre une constante ou une fonction
de y. Nous déduisons ainsi de Py Q, un arc PQ intérieur au domainc.

L'intégrale
oF ed.z d
[[(55) wdr

étendue a Paire PP QQ, a évidemment une valeur au plus é¢gale & I,.
Or, il est facile d’en calculer une limite inférieure. Soit o (i) 'oscilla-
tion de la fonction F{x, y) sur My M. Il existe alors surlesegment M,M
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un point M, tel qu’on ait
M,
f oF de =% w(y)
M, dz

Pour toutes les fonctions F satisfaisant & cette condition le minimum

de l'intégrale
M,
Ln (dl‘) \d|

. 13 . [} dF 1
a lieu quand la dérivée 5~ aune valeur constante sur M, M,. D’ou nous

tirons les inégalités

. M, b)(‘y)z (,)("/)2
(53) fﬁ (5) 14212 52k 2 24
(y)zd
5 =) dzd 2y 2,
(’)4) f[pQQ < ) edy f A

Yo

Soient o un nombre positif, A, le maximum de A, / la mesure linéaire de
'ensemble des valeurs de y pour lesquelles w () est supérieure a «.

L'inégalité (54) donnc immédiatement, en prenant pour l'intégrale
définie la définition de M. Lebesgue,

w(y) a’y la’
A 7\0

Yo

Nous avons, par conséquent,

l<l“)_“°.
o

La mesure linéaire l de Uensemble des valeurs dey pourlesquelles
Poscillation w (y') surpasse un nombre positif « tend nécessairement
vers 36ro avec \,.

La limite supérieure trouvée pour / ne dépend pas de la fonction F,
ni de la longueur de I’arc P Q,, mais seulement de I, ; elle est appli-
cable, par conséquent, 4 'ensemble de toutes les fonctions F, pour les-
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quelles U'intégrale de Dirichlet, étendue au domaine considére, est
inféricure ou égale & [,.

Telles seraient les fonctions u,, u,, u, —u,. En particulier, la
fonction u;, — u, s'annule sur 'arc P, Q, ; sur 'arc PQ elle est trés voi-
sine d’une constante si les réseaux sont trés denses. Cette constante est
donc elle-méme trés voisine de zéro, el I'unité dec la solution limite se
trouve par suite établie. La continuité dans le voisinage de la frontitre
résulte aussi évidemment de la méme proposition, avec la restriction
que nous avons indiquée.

34. La limite n’est pas modifiée si, pour chaque réseau ('), on rem-
place la fonction {(&, v}), donnée sur le contour, par une fonction
¢.(&, ), telle que la différence  — €, tende uniformément vers zéro
sur toute la frontiére.

En effet, si ’on a, sur tout le contour,

IC—-C;-I <€,

la différence des valeurs correspondantes des inconnues s, est elle-
méme, dans tout le domaine, inférieure 4 ¢.

En particulier, quand la fonction { (&, ) est continue, on obtient la
méme limite soit qu’on prenne la fonction u, (x, ¥) ¢gale & { sur tout
le contour, soit qu'on lui attribue les valeurs considérées seulement
sur les noceuds de la fronticre, en'assujettissant alors & étre linéaire en
z et y dans les triangles qui ont leur base surle contour.

33. Une remarque analogue s’applique au cas ou, la fonction
€(%, n)étant continue, l'intégrale de Dirichlet n’existe pour aucune
des fonctions qui prennent sur la frontiére les valeurs données. On
peut construire, d’'une infinité de maniéres, une suite de fonctions ¢,,
Cay +v ey Gny - -5 qui convergent uniformément vers 7, et pour lesquelles
Pintégrale existe. Désignons par u,(x, y, {), u.(x, y, (,) les valeurs
que prend la fonction %, («, y) correspondant a unréseau (r), lorsqu’on
attribue aux variables 5, , sur les nceuds de la frontiére les valeurs des
fonctions ¢, ¢,.

Quelque petit que soit ¢, on peut prendre n assez grand pour qu’on
ait sur toute la frontiére

l ; - gn l <E.
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11 en résulte dans tout le domaine
I up(2,,8%) ““,Ur(a’a 2, 8n) l <&

Quandla densité du réscau (7) croit indé¢finiment la fonction #,(x, v, C,)
tend vers une fonction harmonique déterminée V (z, v, {,), indépen-
dante des réseaux considérés. Les limites possibles de la fonction
u.(z, v, ) étant comprises dans Uintervalle

V($»y,C,z)—€, V(‘”a}’;tzx)'*"e

qu’on peut restreindre autant gu’on veut, il en résulte nécessairement
que la limite est unique, indépendante de la loi suivant laquelle on fait
croitre indéfiniment la densité des réscaux.

La continuité, dans le voisinage de la frontiére, des fonctions
V(z, y,(,), entrainc aussi d'ailleurs celle de la fonction V (=, ¥, {),
et de cette continuité résulle de nouveau 'unicité de la solution.



