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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur là surface des ondes dans la polarisation rota-
toire magnétique et dans quelques phénomènes plus 
généraux; 

PAR LOUIS ROCHE. 

INTRODUCTION. 

Le présent travail a pour point de départ cette phrase de M. Bous-
sinesq (4), à propos d'une certaine biréfringence spéciale, engendrée 
dans un corps isotrope transparent par un champ magnétique, et de 
l'altération qu'elle produit dans la forme circulaire des trajectoires 
pour des ondes inclinées sur l'axe du champ : « Cette altération, et la 
double réfraction elliptique spéciale qui en résulte, ne paraissent pas 
avoir encore été étudiées. » 

Cette étude constitue notre première Partie. Elle consiste d'abord 
à introduire, dans les équations du mouvement, un coefficient v' repré-
sentant cette biréfringence, et à en chercher des solutions du type 

(l) Théorie analytique de la chaleur mise en harmonie avec la Thermody-
namique et avec la théorie analytique de la lumière, t. II, 1903, p. 481. Paris, 
Gauthier-Villars. Les renvois à ce Volume seront désignés par II. 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. I, igi4· * 



2 L. ROCHE. 
classique, modifiées par la présence de ce terme : c'est l'objet d'un 
premier Chapitre. 

Un autre est consacré à l'équation aux vitesses ω de propagation 
des deux systèmes possibles d'ondes planes, un troisième aux consé-
quences physiques des résultats, un quatrième à la surface des ondes, 
généralisant celle de Fresnel, avec des différences qui constituent l'un 
des points nouveaux de ce travail. 

L'altération dont il s'agit concerne l'inégalité créée par le champ 
magnétique entre les trois coefficients «, b, c, figurant dans les trois 
équations du mouvement de l'éther, et dont le troisième c, corrélatif 
à l'axe du champ pris pour Oz, cesse d'être égal aux deux premiers a 
et b. Cette inégalité, comme l'a remarqué M. Boussinesq ('), a pour 
effet de rendre le corps biréfringent à la manière d'un cristal uniaxe, 
dont l'axe optique ou principal coïnciderait avec la ligne des pôles de 
l'aimant. C'est ce qui m'a suggéré l'idée d'une généralisation à deux 
degrés, dont j'ai fait l'objet de deux autres Parties. 

L'une, ma deuxième Partie, où a φ b φ c, avec un seul coefficient ν 
de dissymélrie, concernerait des cristaux à deux axes, où la biréfrin-
gence prépondérante a jusqu'ici empêché d'observer la polarisation 
rotatoire magnétique, mais où l'on peut espérer la mettre un jour en 
évidence avec des courants assez puissants. 

L'autre, ma troisième Partie,.où ci^b^= c, mais avec trois coeffi-
cients ν, ν,, v2 de dissymétrie dans le sens des axes coordonnés, concer-
nerait des cristaux à deux axes, soumis à un champ magnétique dont 
la ligne des pôles ne coïnciderait avec aucun des axes principaux. 
Elle présente le système le plus général d'équations aux dérivées par-
tielles à trois variables, de ce type, et m'a paru offrir, à ce point de 
vue, un réel intérêt, soit comme représentant un grand nombre de 
phénomènes encore à découvrir, soit comme conduisant à une forme 
tout à fait générale et symétrique de surfaces d'ondes, généralisation 
de celle de Fresnel. Les propriétés de cette dernière, tout à fait 
distinctes des nôtres, et résultant des travaux de géomètres trop nom-
breux pour que je puisse les citer ici, ont été réunies et complétées 
par M. Jules Richard dans sa Thèse (Sorbonne, 1901) (2), où je les 
ai constamment prises comme termes de comparaison. 

(1) II, J). 48o. 
(2) Sur la surface des ondes de Fresnel. Châteauroux, P. Langlois et Ciu. 
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J'ai adopté pour ces deux dernières Parties une division en Cha-
pitres de mcmes titres que ceux de la première (Chap. I : Équations 
du problème; Chap. Il : Equation aux vitesses de propagation; 
Chap. Ill : Conséquences physiques; Chap. IV : Surface des ondes) 
dont quelques-uns d'une brièveté qui semblerait les rendre inutiles. 
Je les ai maintenus afin de conserver entre les trois Parties une 
symétrie permettant d'y signaler, d'un seul mot, les Chapitres qui les 
intéressent, à ceux qui me feraient l'honneur de parcourir ce travail, 
pour y chercher soit des conclusions physiques neuves et à vérifier 
par l'expérience (Chap. Ill des trois Parties), soit des développements 
purement géométriques (Chap. IV des trois Parties). 

Toutefois, dans la troisième Partie, j'ai introduit un Chapitre V 
levant d'un seul coup et pour le cas le plus général la difficulté sui-
vante : L'analyse actuelle suppose les ondes planes latéralement illi-
mitées. Subsistera-t-elle avec un rayon lumineux supposé latéralement 
limité pour rentrer dans le cas de la réalité? La réponse affirmative a 
été donnée par M. Boussinesq dans un Mémoire inséré dans le Journal 
de Mathématiques pures et appliquées (*) pour le cas général 
αφϋφο, mais dans l'hypothèse ordinaire ν = ν, = v., = ο. L'objet 
de ce Chapitre est d'étendre la conclusion de ce Mémoire à notre cas 
général malgré la présence de ν, v

{
, v8

 quelconques. 
J'ajoute que .l'étude des divers cas suggérés par la discussion de la 

surface des ondes dans la troisième Partie entraînerait à des dévelop-
pements trop nombreux et considérables pour être abordés avant que 
l'expérience ait montré lesquels de ces cas seront physiquement inté-
ressants. 

Je ne veux pas terminer cette Introduction sans un hommage de 
respectueuse gratitude à mes vénérés maîtres, MM. Boussinesq et 
Kœnigs. Si je dois au Traité aujourd'hui classique du premier le point 
de départ et à ses conseils l'interprétation physique de ces recherches, 
je voudrais mettre un reflet des belles leçons du second dans l'étude 
géométrique des surfaces auxquelles elles m'ont conduit. 

(') 6e série, t. VII, fasc. 3, 1911 (Contribution à l'optique cristalline, p. 335 
et suiv.). 
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PREMIERE PARTIE. 

CHAPITRE I. 

ÉQUATIONS DU PROBLÈME. 

Je rappelle d'abord les notations adoptées par M. Boussinesq : 
ξ, η, ζ représentent les composantes du déplacement vibratoire de 

la molécule d'éther dont les coordonnées d'équilibre sont χ, γ, z\ 
θ est la dilation cubique 

Θ = -p- ■+- -7- + -f-> 

Δ
2
 représente le paramètre différentiel du second ordre de Lamé 

XJ=il + <Ël + £L. 

Alors le phénomène de la polarisation rotatoire magnétique peut 
être étudié par l'analyse suivante ('). 

Dans les équations 

(0 

_L il -A f~ — 

— -J7T — Δ2'0 7-J 

a* dt* ~~ *ζ dz' 

on modifie d'abord les résistances des premiers membres en y intro-
duisant trois binômes, où d, e, f sont les trois coefficients d", e", f" du 
Mémoire de M. Boussinesq (Journal de Mathématiques, 6e série, 

(') II, p. 476-480. 
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t. VII, fasc. 3, 1911, p. 3a6), ce qui donne 

(2) 

â'W +ΛΔ··(ίη-''ξ)=Δ!ξ-®· 

a2 dt2 dt ^ —
 d

y, 

TT'dF +M^-dr,)^^-T=· 

Or, dans une première approximation, si l'on faisait d = e = f = o, 
on aurait (II, p. 272) 0 =s o, et par suite 

a'- dt2 ~ 24' a* dt2 ~*2'n> a2 Λ* ~ 2?' 

De plus, s'il s'agit de mouvements pendulaires de période aux-
quels on cherche à réduire le phénomène ('), on aura 

d2\ d2n ά2ζ 

ce qui permet de remplacer Δ
2
ξ, Δ

2
η, Δ

2
ζ par — ^5ξ, — ~η, — ^ζ, 

et d'obtenir 

a*· dt2 α* Λ ) — Δ
2

ξ ^, 

— -77Γ 0 -τΛάζ ~ ίξ =Δ
2
η— -ν-, 

—5· —rx r —γ ( e £ — α η ) =: Δ, ζ —· 

Si l'on a pris pour axe Oz la ligne des pôles du champ magnétique, 
on devra faire d — e = o, et en posant f = v, où ν est un petit coeffi-
cient, fonction de la nature du corps transparent et de l'intensité du 
champ magnétique, on obtiendra les équations (α) (2). 

Mais nous voulons de plus, et c'est le premier objet de ce travail, 
tenir compte de la biréfringence spéciale engendrée par le champ 
magnétique, et dont l'étude restait à faire (3). 

C) II, p. 438. 
(2) II, p· 478· 
(3) II, p. 480-481. 
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La même isotroprie dissymétrique, autour de Taxe du champ, 
entraîne, pour représenter cette biréfringence, l'introduction, dans la 

troisième équation seule, d'un terme unique qui, par les 

raisonnements précédents, n'est autre que ·+* vpourvu que v' soit 

assez petit. Le coefficient de dans cette troisième équation deviendra 
donc 

(3) —H = —> 

en introduisant le nouveau coefficient c2 comme s'il s'agissait de la 
biréfringence d'un cristal uniaxe dont l'axe optique coïnciderait avec 
la ligne des pôles du champ. Ce second coefficient v' est fonction, 
comme v, de la nature du corps transparent et de l'intensité du champ 
magnétique. Il est plus difficile à mettre en évidence expérimentale-
ment, ce qui serait une raison de le supposer plus petit que v. Mais, 
comme ce sont des expériences d'un autre ordre ('), nous ne préjuge-
rons pas cette question et garderons v et v' indépendants l'un de 
l'autre, en négligeant leurs carrés et leur produit. 

J'ajoute que, pour l'homogénéité, v' doit être de l'ordre du carré 

d'un temps, comme v2,pour que — + soit homogène et de dimen-
sions T2. 

Les équations prennent alors la forme définitive 

4) 

—, Tv ν —7— — Δο £ —, 

~2 Τ77Γ + = Δ2^) — T-5 

ι ά2ζ __ „ _ d6 

C'est la généralisation du système (a) de la page 478? Ie coeffi-
cient ^5 de la troisième équation étant remplacé par ̂  ~ -f- vet 

v' étant toujours assez petit, s'il est négatif, pour que ̂  soit positif. 

(ri Quirino MAJORANA, C. fi. Acad. Sc., t. CXXXV, 21 juillet 1902, p. 159. 
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Cherchons, comme on le fait dans les questions de ce genre, à 
■vérifier ces équations par des solutions symboliques de la forme 

(5) ^ _2L JL 0k{t—l.r—niy—m) J—Λ 

les solutions physiques étant les parties réelles des solutions analy-
tiques imaginaires que nous obtiendrons. 

Toujours d'après la même isotropie dissymétrique autour de l'axe 
Ο ζ du champ, nous choisirons les axes Οocy, dans le plan normal à 
cet axe, de façon à faire passer Ο y par la trace du plan de l'onde 
Ix 4- my 4- nz — ο sur ce plan normal, c'est-à-dire à supposer m — o, 
ce qui, avec les notations ordinaires 

, α β y 

(α, β, γ cosinus directeurs de la normale au plan de l'onde, ω vitesse 

l'ig. 1. 
Ks 

ùf 

de propagation), donne 

ar=sini, β = ο, y = cosi; 

l — 5 ni — ο, η — : 

S=-*v^'ï. 0=-4.{=-*.
(
ι·
+

»·)ϊ=-^ϊ; 

|= § = -**> β=-*ΝΡΙ(ίί + »«. 

Ces valeurs, portées dans les équations, donnent, pour déterminer 
L, M, N, après suppression du facteur commun ̂

 6
^ι~1χ~ηζ^~ι^ les trois 
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équations homogènes 

(6) 

ii-i + '*ÌL+^M^rT+„m = o, 

_ ̂ ι^_ι
+

 Λΐ _ -L\m=0, 

"/L+(?-i+"')N=0· 

La condition de compatibilité de ces trois équations homogènes 
s'obtient en égalant à zéro leur déterminant 

(7) 

a- ω2 a1 T 

/<rv , ι ι 

ni ο — r, -h η2 

et peut recevoir deux formes différentes : 

i° En remplaçant l par et η par on aura l'équation aux 

vitesses ω pour une onde de direction i, savoir : 

(8) 

ι cos2/ Λ*ν / sin/cos/ 
α2 ω2 «2 1 ω2 

kv , τ ι 

sin/ cos/ ι sin2/ 
ω2 ° c- ω2 

2° En y remplaçant ̂  par /2 ·+· τι2, on aura l'équation tangentielle 

de la méridienne de la surface des ondes, enveloppe (de révolution) 
des traces Ix -+- nz= ι des plans d'onde, 

(9) 

-L_„» Τ 

cr? J. _</< + „.) ο 

ni ο — /2 
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CHAPITRE II. 

ÉQUATION AUX VITESSES ω DE PROPAGATION. 

L'équation aux vitesses de propagation peut s'écrire 

('——s— 

W-, (,-g) 

—^— 0 —sr«η 

=0 

ou, en développant et posant pour un moment ι — ~ = X, 

^a
2 C(

^ * H- sin
2

X
s
 -+- |^~r ^ sin

2
* — ~

 δ2η2
^ — °· 

Ο, ^ Or, ^2=i -H ν'A2, et le terme indépendant de X est, par suite, 

— £2v2(cos2/ -h i/A·2). 

Donc, même en supposant v' négatif, comme ce coefficient reste très 
petit, il faudrait supposer / très voisin de - pour que la parenthèse 
pût devenir positive, et les deux racines X de même signe. 

Dans les expériences ordinaires, elles resteront de signes con-
iraires, la forme définitive de l'équation étant 

(ίο) (ι +- v' k2 cos2/)X2 -+- (v'— v2) £2X sin2/ — A,2v2(v'/:2+ cos2/) = ο, 

où l'on aura toujours ι + v'Aa>· o, de sorte que le premier coefficient 
est positif, même si v' < o. 

La condition de réalité des racines est 

(v'— v2)2/:2 sin4/-f- 4/:2v2(v'£2-H cos2/)(τ -+- v'A-2cos2/) ^ o. 

Elle est évidemment vérifiée, comme nous venons de le voir, pour 
v'>o. Mais, pourv'<o, elle le sera encore tant que l'angle i n'at-
teindra pas des valeurs assez voisines de ^ pour que cos2f puisse être 
de l'ordre de v' et compensé par v'/f2. 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. I, 1914« 3 
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L'observation du phénomène pour des valeurs de i voisines de ^ 

prouvera donc que v' ne peut pas atteindre de valeurs négatives telles 
que, par exemple, pour i = on ait 

(v'— V2)2 4- 4v'v2/fs< o. 

CHAPITRE III. 

.CONSÉQUENCES PHYSIQUES. 

La condition de compatibilité étant supposée remplie, les équations 
homogènes fournissent, pour L, M, N, un système de valeurs propor-
tionnelles, que nous allons interpréter physiquement. 

A cet effet, écrivons-les, en remplaçant l = η = et groupant 
les termes, 

00 

ί— L 4- ^'(Lsin î + N cost) =— ~ M \J— ι, 

a2 ¥ \az ω·/ 

— co7)^ + ~ω^~ ^ S'nl' ^ C0SÎ) = °* 

i° Multiplions-les par sin i, o, cos i, et ajoutons. Il vient 

L si η t 4- Ν cos ι / ι ι \ . /— 

Ce résultat montre que LsintH- Ν cost est de l'ordre de petitesse du 
moins petit des deux v et v', à cause de ^ ~ = -~r> ou qu'ilya 
quasi-lransvcrsalilé des vibrations, comme dans le cas de la 
page 478 (Π) que nous généralisons ici. 

'2° Multiplions-les ensuite par L, M, Ν et ajoutons. Il vient 

- Λ ^ (L2 4- M2 + N2 ) + ^ N2 + ^ ( L sin t + Ν cos ι)2 = o. 
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Ce résultat montre que (L2 + M2 -f- N2) est de l'ordre 

de v' et de v2, et non plus précisément de v2, comme dans le cas de la 

page 479· Or, d'après la seconde de nos équations, ̂  M est 

de l'ordre de v. Donc L + ^ est de l'ordre de -> c'est-à-dire 

\/L2-+- M2 4- Ν2 peut être fini si v' est du même ordre que v, ce que 
l'expérience décidera. 

Tirons alors des équations linéaires rendues compatibles des valeurs 
proportionnelles à L, M, N. Les deux dernières donneront 

L __ M Ν 

ω2( ι - Λνω V _ c- siru cost— . . 

On aura donc, en prenant les parties réelles de ces solutions, les com-
posantes du déplacement proportionnelles à 

(12) 

«=»!(——s;—)' 

η — ω: kv sin kt — k , 

ζ = — c- sin ι cost—r—!—, . ; .cosiA^...), 

pour la trajectoire correspondant à la première racine de l'équation 
aux vitesses de propagation ; 

(12') 

«=»î(—S; > 

η ζ^ω,ΛΓν sin kt — k > 

ζ =—c2 sinicosi—5^—, a. _ .cos(kt...), 

pour les trajectoires correspondant à la seconde racine ω2. 
Ces trajectoires sont donc des ellipses, intersections des cylindres 

(ι3) ^ _ 1 

(dépendant de i par l'intermédiaire de ω = ω, pour l'une et ω = ω
2 
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pour l'autre) par deux plans différant en réalité pour ω = ω, et ω = ω2, 
mais confondus, à notre approximation, avec le plan 

ξ sin/ + ζ cos/ =z ο 

de l'onde, puisque nous avons vérifié que L sin ί + Ν cos ι était de 
l'ordre de v' et de ν. Seulement, le fait essentiel, au point de vue 
physique, consiste en ce que, les deux racines ω,, ω2 donnant des signes 

contraires au facteur ι — comme on l'a vu en ordonnant l'équa-

tion en ω par rapport à ι — — > ces ellipses sont parcourues dans des 
sens différents. 

Eléments de chacune de ces ellipses. — Elle est située dans le 
plan 

ξ=-ί^?ϋ^·=-ΐ3η«ψ· 

où nous savons que ψ est voisin de i. 
Les longueurs des carrés des demi-axes sont donc (à un facteur 

constant près) 

fLL el ω4λ'2ν2. 

Leur rapport est donc 

\ω2/"νοο5ψ/ χΑ'νοοϊψ/ 

Or, les racines de l'équation en X sont 

X = ι ; 

— (v' — v2)/c2 sin2/ 

±*|v|eo.«y/. + v'*'(co.'f+^î) + *>g-»)'5i*'<"''g'<-f»"**1 

2(1 + v'/rs cos'2/) 

où | v | désigne la valeur absolue de v. 

I. A l'approximation ψ = i, qu'il est logique de faire, puisque la 
comparaison des deux ellipses est surtout intéressante si on les consi-
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dère comme dans le même plan, les valeurs absolues des demi-axes 
sont, à des facteurs constants près, 

A- i--, —. et B = *|v|. 

Or 

\ ω1/cos ι 

— —; τη m I — h'— v2)£2 sin i tangi 

± k I v| [. + (cos= £ 4- +... ] j. 
la racine positive correspondant au signe supérieur et la négative au 
signe inférieur. 

Fig. 2. 

0 

Je désigne alors par (Α,,Β,), (A
a
,B

a
) les valeurs de A, Β pour 

les deux ellipses, qui correspondent aux racines ω
π

 oo
2

; on a 

B, = B,= A|i>|, A,= Λ — A
2
 = C1 — ~~~~~· 

et, par suite, 
(A, —B,) (i + v'/r2 cos2C)——- — /,-Sl" *' + £|ν| ν'—(—cos2i-| V

1

)"
1
"'··! » 

(A
1
_B

J
)(

J
-
t
-v'^cos'<)=+!L

r
:!-^^J + /'lv|[v'T(-COs!,'+^)"h···]· 

Donc, à notre approximation, le premier terme - h2 r étant pré-
pondérant, ces différences sont de signes contraires. Le grand axe de 
chacune des ellipses est sur la direction du petit axe de l'autre, 
ce qui pourrait conduire à une vérification expérimentale. 
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De plus, Vécart relatif des deux axes est proportionnel à Λ:3, 
c est-à-dire à l'inverse du carré de la période vibratoire des radia-
tions, ce que l'expérience pourrait peut-être aussi vérifier. 

Enfin, les deux ellipses se réduiront en. même temps, toujours à 
notre approximation, à un cercle de rayon k \ ν |, dans le cas singu-
lier où il existerait la relation V = v2 entre le coefficient ν de dissy-
métrie et le coefficient v' de biréfringence. 

Si donc l'expérience décelait l'existence de deux vibrations cir-
culaires de sens opposés, on serait en présence d'un corps pour 
lequel cette relation v' = v2 serait vérifiée, et par suite où tous nos 
calculs se simplifieraient considérablement, comme nous allons l'in-
diquer. 

Cas singulier v' = v2. — L'équation aux vitesses se réduit à 

(l v'Â·* COS2/)X2— Α·2ν2(Λ2ν2+ COS2i) = ο, 

et les deux racines X = ι — — sont égales et de signes contraires : 

ι τ — k ν cos ι ι Η — cos21 +.. . , 

ι — *|v|cosi£i + ...l, 

d'où 

- 5f) = v 1 C05'[2 + k'v'{^i-wsU) +· ' 
OU 

ωι~ W2~ ΤΓΊΓΤΓ /f 7 C0Sit2 +*· · ·] 
ou sensiblement 

ωι— ω
2
 = cik\ v | cos/, 

comme dans la polarisation rotatoire magnétique. 
Cette analyse exclut : 

i° Le cas i = -, où X = ι — ~ = ± Λ:2va, 

ι — —τ — A'2v2 : 

■4 = —- — 1 + A"2v2.. ., — = H 
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et 
I — — —— Λ·2ν2 · 

2i- ! -,_>«»! îL«=I_Î!i!.... 

ou sensiblement 
ω'-ω» = /·»ν». 

2° Le cas où i serait assez voisin de - pour que cos/, sans être nul, 

fût de l'ordre de /cv et empêchât le développement ci-dessus du radical ; 
prenons, par exemple, comme valeur limite, cos2 / = /f2v2, ce qui donne 

X2 ( ι H- k* vf ) = 2 Λ*ν4, X — v - · 

w/i/ cfo/zc des cas tout à fait nouveaux, qu'il serait intéressant 
de vérifier en faisant varier l'inclinaison i el la radiation k. 

II. A une plus grande approximation, au lieu de ψ = i, reprenons 

'°η?ψ = ω2— ca sinaf = lanS'\l ~ ω'-c'sin Η Γ 

Pour i assez éloigné de on obtient bien tang ψ voisin de tang i. On 

peut d'ailleurs écrire 

tang(i - ψ) = ί ι — tang i = ^
 +

 ^ ̂  tang i. 

Si l'on réduit les angles à leurs tangentes, à une approximation 
justifiée par leur petitesse, il viendra 

' -
Ψ
·=ΤΤΝΚ

13Η81
' 

1 -Ψ>=τ^ÔF1""8'· 

,*«-'l"=7Î7Ftang'· 

Or, nous avons vu que la partie principale de la différence des 
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racines est A* | ν | cos i, On a donc 

ψ,— ψ, = k \ ν | sin / -κ .. 
du meme ordre. 

A cette approximation, ψ, et ψ., ne diffèrent pas moins l'un de 
l'autre, comme ordre infinitésimal, qu'ils ne diffèrent de i. 

D'autres conséquences physiques, à "vérifier par l'expérience, résul-
teront de la discussion de la surface des ondes au Chapitre suivant. 

CHAPITRE IV. 

SURFACE DES ONDES. 

I. — Propriétés générales de la méridienne. 

D'après l'équation (9) du Chapitre I, la surface des ondes, de 
révolution autour de Oz,a pour méridienne une courbe dont l'équation 
tangentielle en coordonnées (/, η), c'est-à-dire comme enveloppe de 
la trace Ix 4- nz— i.du plan d'onde, est 

(1/4) [1— α2(/2-+- Λ2)] fi — c2/2—- a2n2] — /r2v2(i — c2l2) = o. 

Pour ν = o, on retrouve la décomposition de la méridienne en un 
cercle et une ellipse, c'est-à-dire de la surface en une sphère et un 
ellipsoïde de révolution se raccordant à leurs deux pôles sur Oz. 

Cette méridienne est symétrique par rapport à chacun des deux 
axes Ox et Oz. 

Rendue homogène, c'est-à-dire pour le plan Ix -+~ nz = />, cette 
équation devient 

(ι5) [ρ2 — α2(/2 + η2)] O2— c2l2 —a2n2] — *2v2/>2(/>2 — c5/2) = 0, 

et ses dérivées partielles sont : 

i ^l=—c
2 l[p2—a2(l2+n2)]-a2l[p2—c2

i
2—a2n2]-hk2v2p2c2l, 

- -ρ = — a2 η [ρ2 — a2 ( l2 -+- n2 )] — a1 η [ ρ2 — c211 — ci2 η2 ], 

i ̂  = ρ [ ρ
2
 — a

2
 ( L

2
 + n

s
 ) h- ρ

2
 — c

2
l

2
 — a

2
 η

2
 — ι k

2
 v

2
p

2
 + k

2
 v

2
 c

2
1* ]. 
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Alors les tangentes parallèles à Ο a;, / = o, sont données par 

(ρ2— α2 Λ2)2 — Ιί2ν2ρ'' — ο, 

ρ2 — ά2 η2 — ± Λ ν/?2, 

ρ* (ι zç. £ν) — α2 η2, 
ρ2 _ rt2 

«2 ι qr /rv 

Le point de contact, sur Os (/ = o), est donné par 

- 4^. — _ 2a'2n( p2 — a-n2) :ia2nk"jp2 

2 ^2 — ρ [
2

 ( ^2 — α
2
 «

2
) — 2 Λ

2
 ν

2
/;

2
] = 2 ρ [±: !< ν ρ

2
 — λ"

2
 ν

2
/?

2
] = — 2kvp

i
(±i — λ' ν), 

dont le quotient est 

p(± 1 — /,-v) ~ ^(1 qp Arv) 7Γ 1 q= /~ rp/77 

comme vérification. 
Ce sont les quatre sommets de la courbe sur Ο ζ. 
Les tangentes parallèles à Oz, ri = o, sont de même 

(p2 — a2 i2)(p2-C"-12) —k2v2p2{p2—cH2) =z o : 

i° c'est-à-dire d'abord 
t-c2 

dont les points de contact, sur Oa?, sont donnés par 

- Jj C2 /[/^—«2/2] f
{

Uj1
p

i
C

2l 

— c2l:i(a2 — c2+ k2v2c2), 

I 
~ ^ = Ρ Κ z2'2 — α* ^ ) - 2 /f2 ν2/?2 + k2 ν2 c212 ] 

= /> /2[c2—α2—£2v2c2], 

dont le quotient est 

-T=TC. 

comme vérification (ce sont deux sommets de la courbe sur O r); 

Jourti. de Math. (6e série), tome X. — Fasc. I, HJI/J. 3 
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2° c'est-à-dire ensuite 

IL /2 ■" a i — k1 V2 

Les points de contact, sur Oa;(« = o), sont donnes par 

Î -t^-cUlpï-aH^ — aUl/S- c2] + k2 v'p"-cH 

=— ίρ2[(α2 — cs) H- C2/i2v-], 

~ ~ --p[ρ"1 — ci1 llp1—c2/2—c?/r2v2/;2-t-/r2v2c*/2] 

:=/? ^2(RT2— 6'2 + C'2X'2V2), 

dont le quotient est — £ comme vérification. 

^Cc serait^ avec lx-\-nz + /? = o de la théorie classique des coordon-

nées tangenlielles.^ 

Les deux sommets sur Os positif ont donc pour cotes 

" ν/ι H=/fv V a y 

et ne peuvent coïncider. 
Les deux sommets sur Ox positif ont donc pour abscisses 

1^) _ a I y/1 — /•'" V" — a(i —/rJvä)_!!'=rt( If- V* ! H •A 

*=<· 

Pour comparer ces deux derniers, il faut comparer ^ ^
 ou 

a2 à c-(ι — /r va), ou c2 — a2 à c2/rva. 

Cette même équation (i5) va nous servir à chercher si la méri-
dienne a des tangentes doubles réelles. Ln effet, soit^ la cote du point 

où une telle tangente rencontrerait O^r. j sera donné par l'équation 

bicarrée 

( 16 ) a2 c2 /'* — ['( a'1 c-) ( p"- — dl η2 ) — clle1 v2/;2j11 ri1 

-+- [{p- — a- n~ ) ' — /r2v4jo4]/i4=r ο 
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qui devrait avoir deux racines égales, d'où 

(17) f= (a* — c2 )2 (p* — a*n*Y — 2 k* ν2 ( «2 -+- cs ) e2 ρ* ( /;2 — (é nl ) 

4- c'* A4 ν4 pi 4- 4 k~ v2 a-c-//' — o, 

équation du second degré en -—β n , dont le discriminant est 

— 4 />·2 v2 <7- c2 [( r/2 — c' )2 — A-2 v2 c4 ]. 

Or nous avons posé, d'après (3), 

C2 4- v'c2A2 = f/2, 

et le discriminant devient 

— 4/,-2y2tf2c2(/,-V2— v2); 

d'où deux cas extrêmes à distinguer, en excluant le cas limite où 
/i2v'2 = v2, qui sera étudié plus loin à part (§ II). 

(Il faut d'ailleurs remarquer que ces conditions dépendant de la 
période vibratoire un même corps pourrait réaliser l'une pour 

certaines radiations et la condition contraire pour d'autres, se 
prêtant ainsi à de curieuses vérifications expérimentales.) 

i° Si /ί·|ν'|>|ν|, (in) n'a pas de racines réelles, il n'y a pas de 
tangentes doubles réelles à la méridienne, la surface de révolution 
n'admet pas de cône circonscrit à deux parallèles de contact. 

20 Si — |vj < /fv' < |v|, (17) a des racines -—^ réelles et posi-

tives, ce qui donne, pour les points où se croiseraient sur Or les 

tangentes doubles, des cotes ~ supérieures en valeur absolue à a. 

Mais, pour que ces tangentes doubles soient réelles, il faut encore 

que 1 — —β soit <1, pour que soit positif ou nul, et par suite 

acceptable. 
Or 

/(1) - (a2—c24-c2/,-2v2)2 >0. 

Donc r est toujours en dehors des racines. Les deux conviendront 
si 1 est au-dessus. Aucune ne conviendra si ι est au-dessous. 
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Or, leur demi-somme est -—τ-=—— 

Le dénominateur, qui est de Tordre de v'2, nous l'avons vu, sera, 
dans les cas les plus fréquents, inférieur au numérateur qui est de 
Tordre de v2. Donc cette demi-somme sera >1, et avec elle les deux 
racines, qui ne conviendront pas. Il n'y aura pas, eu général, de 
tangentes doubles, résultat capital et nouveau pour une surface 
d'ondes. 

Le cas où la demi-somme serait ι est celui où 

a
2
 — c

1
 —

 C
— k

2
 v

2
 ±: y/ — /»

Λ
τΛ 4- 2 c

k
 A

-2

v
2
, 

(17 bis) = —/r2v2± c2kv iy' 2 H ^—· 

Le cas où/(1) serait nul est celui où 

a- — c'1 — — c2/c2v2 

et sera traité à part (§ III), v' = - v2. 
Le cas où les racines sont égales est celui où 

a2 — c"- — ± c2 kv. 

Mais les racines -—-β— étant supposées réelles, on a 

| or2— c2|2< k2v2c'*; 

la demi-somme ne peut donc pas être égale à 1 puisque 

| a2 — c21 < c2 k | v |, 

et que a2 — c2 aurait alors pour partie principale ± c2/c|v| v/2 d'après 
(17 ù/s). 

Donc /(i)>o, demi-somme >1, les deux racines <1, aucune 
tangente double. 

Certains des résultats ci-dessus vont se retrouver dans l'étude des 
cas de décomposition. Le principal, l'absence de tangentes doubles, 
aurait pu être établi directement par les substitutions suivantes à la 
place de/)2 : φ (-h 00) > ο à cause de 1 — &2v2> ο vu la petitesse de v; 

φ (c2/24- ά2 η2) —— k2v2(c2l2 4- a2 η2) a2n2 <. o, 
φ ( υ ) = α2 ('/2 4- η2) (c2 /2 4- a'2η2 ) > ο. 
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Cette valeur c2l2 -H a2ή1 sépare les racines ρ2, lesquelles ne peuvent 
dès k>rs se confondre qu'avec elle, ce qui exige η2 = o. Ce serait donc 
une tangente double parallèle à Os, pour laquelle l'équation se dé-
compose en 

( p2 — c2 V2 ) (ρ2 — ci'212 — /.■» vâ ) = ο 

et n'aura ses racines égales que si 

a2 — c2 ( ι — k2 ν2 ) ou V= v2, 

cas qui sera traité à part (§ III), comme nous l'avons déjà annoncé. 
En dehors de ce cas, les tangentes à la méridienne sont séparées, 

deux à deux et avec la même direction, par la tangente à l'ellipse 

ρ2 — c2 ll -+- a2 ri2. 

II. — Cas de décomposition. 

L'équation de la méridienne peut encore s'écrire 

[ρ2 — a2(l'2 + /ι2)]2 + (a2 — c2)l2[p2 — a2(l2 -+- /i2) | — IPv2pl(p2 — c2/2) — o. 

Elle se décomposera donc si 

—(c2—«2)2r=o ou c2—a2 = ±.c2kv ou —/iv' —±:v; 

nous retrouvons les deux cas fournis par la recherche des tangentes 
doubles. 

L'expression sous le radical s'écrit alors 

/ Ji η2 ν· 2 

et les deux coniques en lesquelles se décompose la méridienne de 
quatrième classe sont 

p2— a2(l2-h n2) — ° J1- li±^lî— 

c'est-à-dire, pour l'une, 

^2 — —
 cî

'
2

 — a
2
ri

2
 — o (ellipse), a

1
1

1
 + y

2
 ri

2
— 1 = o, 

et, pour l'autre, 
p2—c2( ll4- η2) — 0 (cercle de rayon c). 
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Pour l'ellipse, 

&} — - (a2<c2 si v'<o, c*-— «2> ο ; «2>c2 si v'>o, c"— a"<o), 

yi—ci——^ (Y2<C2 si v'<o, c2 —tf2>o; Y2>C·2 si v'>o, c2—Α2<Ο). 

Fig. 3. 

χ 

c 

Ί "VïïSTïâ"* —^ \ 

"ô ^ - <· g 

c* 

On ne pourrait, dans cette hypothèse, avoir ν = ο sans avoir ν = ο, 

Fig. 4. 

Ύ~νΓ7^Ί——\ 

"Ô" c ai 
\/ ) a-'-c" 

et les deux se réduiraient à un même cercle de rayon a. 
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Représentons ces résultats, en exagérant les écarts entre les axes de 

l'ellipse, et remarquant que — < puisque — < 2 (fig- 3 et 4). 
Les tangentes doubles seront alors données par la racine double 

~i— de i equation, ou 

{c—a-y o, 

Les tangentes doubles sont imaginaires, ce qui constitue la vérifi-
cation annoncée. 

Comme autre vérification, dans le cas de décomposition 

c2 α2 — rt c1 k ν, —/. v' —±v, 

les sommets sur Ο χ ont bien pour abscisses c et 

a _ c 

et les sommets sur O; ont bien pour cotes 

/ c1 — a2 

c'est-à-dire, pour le signe — , 

7fc 

et, pour le signe 

/ â* ~~ y' 

III. — Variation de forme à partir de ces cas. 

Faisons maintenant varier àr — c- ou v' à partir de la valeur qui a 
fourni la décomposition. 

Les deux branches de la méridienne se déformeront, à partir du 
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cercle et de l'ellipse, en présentant d'abord des formes analogues à 
celle de la figure. 

Le cas où a2 — c2 (ou v') croîtrait en valeur absolue a moins d'intérêt 
physique, car déjà, pour la décomposition, nous avions /fv' = ±v, 
et, comme nous l'avons dit, v' doit être le plus souvent considéré 
comme inférieur à v, et môme d'un ordre plus élevé. Suivons donc la 
variation du côté où v' décroît en valeur absolue. 

Cas v' = ο. — Comme cas limite, pour v'~ o, c — a, nous aurions 

comme sommets, sur Όχ. a et . > a et, sur Os, , -—· de 

part et d'autre de a. 
Dans ce cas l'équation de la méridienne, ordonnée en ρ-— a2/2, 

Kig. 5. 
%.■ 

/ c 

jL
 Ô 4 or-

donne, si l'on développe le radical par rapport aux puissances de v, 

«*(/*-1- n2) ■= ρ/rjcinp —- p"~ + ... (3U ordre). 

Si l'on néglige le second ordre, on obtient (fig. >) 

a
2

( I
2 + η

2 )—U~pa J , 
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c'est-à-dire deux cercles, méridiens des deux sphères obtenues prèci-
Fig. 6. 

/V 

0 X__ 

sèment dans ce cas par M. Boussinesq ('). 
Fig. 7· 

w 
V\~-kï 

w \ 

gj \ 
Vl+Tï — 

a/ ou 
VT^P/T5 

Si l' on ne néglige que le troisième ordre, on obtient {fig. 6) 

α2(/*«2) — ρ J/> ^ f
(v

» 

(') T. II, p. 479, note. 
Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. I, 1914. 4 
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c'est-à-dire deux ellipses ayant un foyer commun à l'origine, et les 

deux autres foyers réels respectifs aux points q=—°lx V „· 

il est très remarquable que la singularité (points doubles et tan-
gentes doubles) de ces deux méridiennes approchées disparaisse dans 
l'équation complète, où, comme nous venons de le dire, les deux tan-
gentes parallèles à O- ont deux points de contact distincts a et 

a^ ^ que nous avons représentés en exagérant beaucoup 

1'ccart kv {fig. 7). 

Cas ί' φ ο. — Les deux sommets sur Ox ont pour abscisses c. et 

a c\/1 -h V k'1 

y/1 — l^v- \jV— kivi 

Donc, pour v' négatif, on aura l'hypothèse remarquable 

a2—c2( 1—v2/fl), c~—«2 = c2v2/i2 (v' — — v2), 

pour laquelle ces deux sommets coïncideront. 
Supposons que v', négatif, diminue en valeur absolue à partir du 

cas de décomposition — hV = v. 
Les deux branches partent d'une forme voisine de l'ensemble 

(cercle, ellipse). 
Fi?. 8. 

V, a 

VH-/,·.^ N. 

Λν C a: 

VI-//P 

Au moment où les deux sommets sur Ore viennent coïncider avec 
l'abscisse c, c'est-à-dire où (fig. 9) 

a- — e2( 1 -1- v'/·4) = C"( 1 - v2/*2) (v' = — v2), 
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les deux autres sommets, sur Os, sont (ν > ο pour fixer les idées) 

et 
Cl C\J I ! r— 

'y , "= / . — C'V/l — A'V. 

Mais si v', continuant à décroître en valeur absolue, descend au-

Fie· 9· 

( · v^i ·+ /■ c 

C VT-'/i 

C 

dessous de y2, le sommet sur O.v; dépasse c et la forme générale rede-
vient la même, 

liaisons 
a- z- c "· (1 — v2 ), 

dans l'équaliou aux tangentes doubles 

/·1 c1 v %(pi — a- η - ) -
— 2 A2 v'- ( a1

 4- c·2 ) c-fi- ( ρ- — a- /i2 ) 4- c'" Av v'7/' 4- 4 A2 v2 ci1 c-p'' ~ ο 

doit avoir pour racine double 

-- — c, /t = u. 

En d'autres termes, c'est l'équation précédente qui doit avoir racine 

double η ~ o, j — c. 

Or elle est alors 

( /Jz — ci-12)( ρ'1 — cH1) — A 2 y2 ρ2 ( ρ2 — c2 Γ- ) -- ο. 

et (p- — c2/2)2 (1 — /rv2) = ο ou a bien une racine double p-~ c-12. 
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Mais alors aussi l'équation suivante (17) donne, en effet, 

2 £2c2v2 -+- 2 (a2— c2) = o. 

C'est le cas où/(i) = ο donne la solution η = ο, d'où 

(/;2—c2 *2)2=0. 

Mais c'est un cas limite, affleuré, après lequel il y a retrait en sens 
contraire. 

Comme vérification de ce résultat capital, je vais prendre l'hypo-
thèse 

v' = — θν2, ο < 9 < ι, ' 
c2 — a— v'c,2/i2rr 0c2v2/i'2, a1^. c2— 0c2v2/c2, 

La demi-somme est 

"ww-^ww -1>l' "veslpe111· 

Donc les deux racines sont > 1 et ne conviennent pas. 

Ecart des deux nappes de la surface, ou des deux arcs de la 
méridienne. — Il est intéressant, au point de vue optique, de se 
rendre compte de l'ordre de grandeur de cet écart. Il suffit, dans 
Ix -t- nz = ρ, de considérer l et ri comme cos α et sin α·, ρ est alors la 
distance de la tangente à l'origine, et l'écart dépend de la différence 
des valeurs absolues des racines ρ de l'équation 

(pi— a*)(p — c2 cos2a — a- siu2a) — A'2v2/;2(//2— c2 cos2a) = o. 

A cette évaluation nous substituerons la recherche équivalente 
de l'ordre de grandeur de ρ- — a2, qui mesure l'écart de la nappe et 
de la sphère de rayon a, d'où l'écart des deux nappes entre elles. 

La somme des racines ρ2 — ar est de l'ordre de v' et de v2, le produit 
de l'ordre de v2. 

Sous le radical, il vient 

(a2— t'2 -+- ci/.-2v2)2 cos'* a -l· ί\α'* sin2a. 

Ceci est une vérification de plus de l'absence de tangentes doubles 
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dans tous les cas possibles, avec le seul cas d'exception que nous avons 
rencontré. 

Fig. 10. 

Les racines sont donc de Tordre de v' et de v2. 

La discussion que nous venons de faire de la méridienne de notre 
surface d'ondes, de révolution clans cette première Partie, fournit une 
réponse négative à la question suivante, qu'il serait naturel de se poser 
dans celte Partie et dans les deux autres : 

La surface de Fresnel se déduisant de /'ellipsoïde par la trans-
formation apsidale, d'ailleurs réciproque, quelle serait l'apsidale 
de notre surface par rapport à son centre ? 

.On voit facilement, en ellét, que, pour une surface de révolution, et 
par rapport à un point de son axe, l'àpsidale de révolution s'obtient en 

faisant tourner la méridienne d'un angle ~ autour du point dans son 

plan. 
Nous obtiendrons donc ici une surface de révolution assez compli-

quée, au lieu de l'ellipsoïde de Fresnel, et, par induction, dans les cas 
plus compliqués encore des deuxième et troisième Parties, on ne peut 
espérer obtenir une surface apsidale simple correspondant à la 
nôtre. 
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DEUXIEME PARTIE. 

CHAPITRE I. 

ÉQUATIONS DU PHOREÈME. 

Reprenons les é<juations de la première Partie, en y remplaçant-4, 

par ~ dans la seconde cl par ̂  dans la troisième, ce qui donne 

(18) 

— 77T + "T/ ^2 f'C — - -τ-, 

Ί7- 7ÏF ~7û - ς ~~ -'n ~ 7/y 

L ίιζ \ '1!L 

Une première approximation, basée sur la politesse de f, de b — a 
et de c — a, donne 0 = ο et, par suite, 

«2 2 — Δ·^-' Lj * dL- 4 " ' c·- ^ a' — Δ418 ' 
avec 

IP — '"" 7F7F 
d'où 

Δ
2
ξπτ--ξ, Δ

2
η^--^η, Δ·.ζ=τ — dj ζ. 

Cette hypothèse approchée, 0 = o, implique qu'on négligera plus 

loin les produits de ν et des différences telles que j~> 
Les équations (18) deviennent alors, en posant f = v, 

ι d2'i k2 ^ d(\ . .. clO 

η~> -777 + ~ v ~77 --- Δ, ■(> — , 

c- 77F """"2ζ '7F' 



SURFACE PES ONDES ET POLARISATION. 3 F 

Mais on n'altérera les résultais que d'erreurs du second ordre, éga-
lement négligeai)!es, comme celles du calcul précédent, et l'on 

donnera aux formules toute la symétrie possible, en remplaçant -

et par ce qui revient à négliger les produits ^ et 

v(^ — Les équations prendront alors la forme 

l d-ξ k2 ^ ^ 

ι d- η di . dO 

=Α'ζ~Τ;· 

Nous cherchons encore des solutions de la forme 

(5) A. — A — — — Pri{l~lx—my~uz)J—\ 

dont les parties réelles fourniront la solution physique. 
Leur substitution dans nos équations donne 

(>9) 

(_L _ A L 4- (^m 4- ~ M 4- nlN = o, 

(^lni — ~tV —*+■ (jyî " ~7 *+■ 4· nui Ν = ο, 

ni L 4- m η M 4- (~r ~ι 4- λ2 ) Ν — ο. 

Ici la symétrie autour de l'axe O z a disparu avec b^a, nous ne 
pouvons donc plus supposer m — o, et le problème ne se réduit plus 
à deux dimensions. 

La condition de compatibilité de ces trois équations homogènes 
sera ici 

(20) 

-—r
 X

— l1
 /m 4- ̂  y/ — ι ni 

Ιηι τ ν/—ι — ; 4- ni1 mn 

ni mn n2 
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à laquelle nous donnerons encore les deux formes (21) et (22) : 

(21) 

1 β2 4-y2 αβ kvy—1 ya 
a2 ω2 ω2 c'1 ω2 

αβ /rv/=7 1 y2 4-a2 β'/ 

ya βy 1 α2 4- β2 

ω2 ω2 c~ Û)2 

à cause de 
- = — - — — et α2 4- β2 4- y-= 1. 

(C'est l'équation aux vitesses ω de propagation des deux systèmes 
d'ondes planes normales à la direction de cosinus α, β, γ.) 

(22) 

— (/η24-Λ2) lm 4- ' «/ 

*1° kv\f--1 i . . ... lm y-— 7¿ — (/í+í) mn — °> 

«/ m/i -1- — (m24- /i2) 

à cause de 
l* 4- m*-h — —τ· 

(C'est l'équation tangentielle de la surface des ondes, qui n'est plus 
ici de révolution, et à laquelle doivent être tangents les plans 

la; 4- my 4- nz — 1 
de ces ondes.) 

CHAPITRE II. 

ÉQUATION AUX VITESSES Ω DE PROPAGATION. 

Cette équation (21) peut s'écrire, le coefficient de^j étant identi-
quement nul, 

« (£44)=. 

__ r&î±i! y2-4-

L b'1 c2 c2 a2 

a262 c4 J ω2 c- \«262 ) °" 
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La condition de réalité, où Ton fera jouer à c un rôle à part comme 
dans tout ce qui précède, sera alors 

cY \rt2 h1) c- \α2 c2/ a2\bl c2 / 

+ [iK? ~ ?)+ Kè ~ è)] 

L—i— wi «s6’c2 L V« i-i All 

Elle ne contient donc plus que ν et les différences ^ 

.ô2 ~ Ί?' 

Ces différences ne peuvent donc pas être quelconques par rapport 
au coefficient ν de dissymétrie. 

CHAPITRE III. 

CONSÉQUENCES L'ILYSIQUKS. 

La condition de compatibilité (20) étant supposée remplie, les 
équations homogènes (19) fournissent pour L, M, Ν un système 
de valeurs proportionnelles. Ecrivons ces équations (19) avec 
t m η ι 
α β y ω' 

(24) 

(±-'-=£) L+(iÊ + £ï£=LW Ç
 N=0l 

(v-'-J1) M+ % *---»· 

Z2 L-H h |Ι + (Λ-·^)Ν=ο. 

Multiplions-les par κ, β, γ. disparaît, et il reste 

■s;· + V + V = ——■«ιM>'■ 

que l'on peut écrire 

TEL-h (3M-4-y IN _ci1 
y 

Journ. de Math. (6· SÉRIE), TOME X. — FDSC. 1, 1914· ^ 
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C'est la généralisation exacte de la première Partie, et, ce-qui est 
très remarquable, les difïèrences ^ ^ et ^ ^ restant petites 
dans les cas de l'expérience, il y aura encore quasi-transvcrsaliié des 
vibrations, qui se feront à très peu près dans le plan de l'onde. 

Les valeurs proportionnelles à L, M, N, prises pour la symétrie 
dans les deux premières équations, et divisées par 

-I(-L-I) (---V 
seront 

L = -ι L'+ L'y— ·, 

M — £ , k'ia\T~ï =M'+M"V— 

M -- "·' ■ / «' , β' \ *'»'<»' ; 

où L" et M7' sont de l'ordre de petitesse de v. 
Alors, en posant 

0 = k{i _ 2£iÊZ±Ziy—, 

et désignant par Au la partie réelle de l'imaginaire w, 

Z — a(L' -H L" — ι ) (cos θ +· y/ — ι sin θ) = L' cos θ — L" sin 0, 
r, — Λ (M'h- M'V— ï ) (cos0 -+- \/— ι sin $) = M' cos β — M" sin θ, 

ζ=.Α N(COS0-HV
//—ι sin#) = Ncos#. 

Ici les ellipses trajectoires sont l'intersection du plan de l'onde avec 
le cylindre plus compliqué obtenu par l'élimination deO entre les deux 
premières 

(20) (M" ξ - [Mrz — \Jf\f — (L'M"— M'L")2. 

Dans ces diverses expressions, ω doit, bien entendu, recevoir les 
deux valeurs racines de l'équation en ω des vitesses. 

D'auti 'es conséquences physiques résulteront de la discussion de la 
surface des ondes au Chapitre suivant. 
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CHAPITRE IY. 

SURFACE J)ES ONDES. 

ί. — Propriétés générales. 

L'équation tangenticlle (22) de la surface des ondes, développée et 
rendue homogène comme celle du plan de l'onde Ix 4- my 4- nz = p, 
devient 

(26) p— /?2[A2(M2-H Λ2) 4- &2(Λ24~ /2) 4- C2(/24- WÏ2)] 

+ ( ρ 4- m« + nt ) ( μ c2 l2 4- c2 a2m2 4- a2 £2 ) 

— k2v2p2[p2—c2(/24- /»2)] =0 

ou 
F — ———· /f2 ν2 z?2 C m: o. 

F = ο étant l'équation tangentielle de la surface des ondes de 
Fresnel ('), et C = ο l'équation tangentielle d'un cercle de centre Ο 
et de rayon c dans le plan Qxy. 

La surface est inscrite, quel que soit y, dans la développable cir-
conscrite commune à ce cercle et à la surface F de Fresnel. 

Une vérification intéressante consiste en ce que, pour a — b— c, 

elle donne, comme celle de la deuxième Partie, 

α-(ί2 4- ni2 4- η2) — p2 — p2 ±:akvnp i / 1 4- ^a> n» 

=p—rp~±ak*npx! + M^+···) 

= VJ±—) +'· V(-2 Γ+Τα+···)' 

ou, en négligeant le second ordre /r2v2, l'équation langenlielle des 

deux sphères de rayon a et de centres dt a~ sur Ο ζ, obtenues dans 

cette hypothèse par M. Boussinesq (2). 

(*) RICHARD, Thèse, p. 9, forme (A'). 

(2) R> P· 479» NOTE· 
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À partir de ce cas limite, a2 — c2 et b2 — c2 cessant d'etre nuls pour 
devenir très petits, la surface se déforme, ses deux nappes s'éloignant 
progressivement de ces deux sphères. 

Les distances à l'origine ρ de leurs plans tangents, si /, m, /isont 
réduits à être les cosinus directeurs des normales (l2 4- m2 4- η2 = ι), 
sont les racines de l'équation bicarrée 

k2v^jp'>— η2) 4- ϋ2(η2 + l2) 

+ c'i, - t'A (i-t-m')j p* 

4- (b2c4/24- ο2α2ιη24- a2b2n2) r=o. 

Nous poserons 

(27) 
a2 ~ c2 = v'A2c2, 
b2 — c-—v"k2 c\ 

en introduisant les coefficients très petits v' et v", analogues au coeffi-
cient v' de la première Partie. 

L'écart des deux plans tangents dépend de l'expression sous le 
radical, laquelle, avec ces notations, devient, au facteur cVf2près, 

—çÇ- n<t — k2 η2 v' v" 4- I v' ( ni2 H- /12 ) 4- v" ( n2 4- t2 ) 4- ν2 ( l'2 4- m2 ) 1 

4- k2 ν2 ( ll 4- /n2 v' ) 4- k2 n2 v2 ( v' 4- v" 4- ν' v" A'2 ). 

Tous les termes sont au moins de l'ordre de v2 ou de v'v". 
Supposons que, pour une valeur donnée de v, les autres coefficients 

v' et v" partent de zéro par valeurs d'ordre infinitésimal décroissant 
jusqu'à celui de v2. 

Le premier des termes sous le radical sera prépondérant, et celui-ci 
ne pourra s'annuler : il n'y aura pas de plans tangents doubles. 

Supposons ensuite que, la grandeur de v' et v" croissant, ils atteignent 
l'ordre de v2. Tous les termes sont positifs si v' et v" sont positifs, et il 
tiy a pas encore de plans tangents doubles réels. 

Il y en aura dans le seul cas où l'un au moins des coefficients v' etv" 
serait négatif et ils formeront alors, au quatrième ordre près, une déve-
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loppable circonscrite à la surface et à la conique 

ν2- k2υ'ν" + ν2(ν' + ν") \,ι2 + ν2( ν" /* 4- ν'm2) = ο 

du plan de l'infini. 
Etudions au contraire cotte surface en y supposant a, b. c fixes et ν 

variable. Nous pourrons même, vu l'intérêt géométrique delà question, 
ne pas supposer très petits a3— c2, b- — c3, v. 

Nous remarquons d'abord que l'ccliangc de a et b (v' et v") revient 
à échanger / et m, c'est-à-dire Ox et O y. Nous pourrons donc tou-
jours supposer a^>b par exemple. 

C'est ce que nous ferons dans les paragraphes suivants. 

II. — Dèveloppables circonscrites simples. 

L'équation tangentielle (26) de la surface peut s'écrire 

[ ρ
2
 — c- ( l

2
 4- m

2
 )] jy>

2
 ^ι — — (

al ni1

 ^ ^ 

4- n2[b2(c2-\~ a2) l2-\- «2(&24- c2) n'2-\- a2b2m2 — (a"-+ b2)p2] — o. 

La surface est donc inscrite dans les quatre dèveloppables 

(D.) 
c2 ( l2 4- m2 ) — p2 — o, 

/1 = 0; 

(»2) 
C2(/2_|_ /J}2) ρ2 — O, 

b2(c2 4- λ2)^24- a2 ( b'2 c2 )m2 4- a2b2n2— (a2 4- b2)/>2 = o; 

(D.) 
b

2
 /

2
 4- a

2
 m

2
 — ρ

2
 ^ 1 — /1

2
 v

2
^ — o, 

n — o\ 

(D*) 
b2Î2 + a2m2 — p'fi — ~r·^»

2
) ~ °> 

£2(c24-«2)/24- î?2(£24-c2)/?î24- a2b2n2— (a2 4- b2)p2 = o, 

dont les deux premières (D^) et (D2) sont indépendantes de v. 
(D<) est un cylindre de révolution ayant pour trace sur Oxy le 

cercle de centre O et de rayon c. 

(».) est un cylindre elliptique de même direction ayant pour trace 
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sur Ο χγ l'ellipse de demi-axes — = sur Ο χ et — — 

V'-/rv-— ν -
sur Ο y. 

Ces deux cylindres, l'un fixe et l'autre dépendant de v, constituent le 
contour apparent de la surface sur ce plan, et par suite leurs traces en 
constituent les sections, sous réserve de singularités d'ordre supérieur. 

Il est intéressant d'examiner dans quelles conditions ils se coupent 
réellement, la nature de cette intersection étant visiblement liée, 
quoique de façon plus ou moins complexe, à celle des singularités de 
la surface. Or, la réalité de cette intersection exige que le rayon du 
cercle soit compris entre les demi-axes de l'ellipse, c'est-à-dire, 
d'après l'hypothèse reconnue suffisante α2> &2, 

a*ff- ^ C ^ a262' 

b2-c2< — =-4- À:V<a2— c2, 

v < -rv'<v'. 

On voit, comme conséquence très remarquable, que l'un au moins 
des deux coefficients, v", celui qui correspond au plus petit axe b, 
doit être négatif, et que le second peut l'être aussi. 

Ceci concorde avec le résultat obtenu ci-dessus par l'étude du radical 
et peut, soit inspirer un choix de vérifications expérimentales, soit, 
du sens de ces vérifications, faire conclure au signe de v' v" JOOMT 

/a précision des résultats des Chapitres précédents. 
(D

2
) peut être représentée par 

c2(/2 + m2 ) — ρ2 = ο 
avec 

α2 ( ύ2 — c2 ) /2 -H ( a2 — c2 ) m2 -t- λ2 /;2 η2 = ο, 

conique du plan de l'infini resserrée autour de 0,2 quand a2 — c2 et 
— c2 tendent vers zéro. 
(ϋ

Λ
) peut de même être représentée par 

b112 -H a2· m- — ρ2 — k2v2 — 0 
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avec 

b2(c2— b2)l2-h a'2(c2— ci2)ni2 4- a2 b'2 n2 — (a2 4- 62) a-'J~ k2v2p2 = o. 

(D
a
)ct(D

4
) peuvent être représentées, sous forme paramétrique, par 

(D
2

) I——COS 0, w — ^ si n0; 

(D
/t

) bl — pcos0y/1 — am=[)ûnO^1— /f
2
v

2
 -^ ■; 

d'où la seconde équation déduit ^ en 0. 

Achevons le calcul pour (D
2
), la plus simple, et indépendante de ν : 

7 = (ïî-?)CM,9 + (?-?),in,#· 

Nous savons qu'on peut supposer a^> b. 

Alors : si c-> α2> 62, ^ est réel quel que soit 0 ; si aa> ca> ^2, il 

y a pour 0 des limites données par 

tang0 — ±: \ / = ± T i / — 

et annulant η ; si a2>&2>c2, ladéveloppable est tout entière imaginaire. 
On peut rapprocher ces résultats de "ceux que nous a donnés le 

rapprochement de (D,) et (D
3
) pour la forme de la surface. 

L'arête de rebroussement de la développable s'obtient sans peine 
sous forme paramétrique. Le plan tangent est en effet 

(a) ab{x cosO 4-/ sin 0) 4- ckz \J — v" a2 cos2 θ — ν' b2 sin20 — abc = o, 

équation à laquelle il suffit d'ad joindre ses deux dérivées par rapport à G : 

(b) ab(—χ sin0 4- vr,os0) 4- ckz —^ ■ / ■ --
(c) ab(—iccos0—jsin0) 

4- ckz(v"a2 — y'6*) —( == \ —o; 
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d'où 

ckz si— v"a2 cos20 — v'b2 sin2 θ 4- (y"a1—Ί b2)~ ( cos(9_ \ __ ^ 

αυχ — abc cos θ — ckz cos θ s/ — va? cos 20 — ν y2 sin2 0 H- ckz ■■■,·. ·. : . ..τ : : -» 

aby — abc sin0 - ckz sin OsJ- v"a2 cos20 - v'ù2 sin20 - t-Â'5 (v"a'~ v'àJ) sin0cos2Q _ 

Les équations tangentielles des traces de la développable sur Oxz 
et Οyz s'obtiennent par l'élimination respective de m et de l entre les 
équations (D2) : 

(D
2

)I (62— RT2)c'*/24- a2b2c2n2 4- b2(a2 — c-)po, 

et de même, par échange de a et h, 

(D2)2 (a2— b"-)ckm2-\- a2b2c2n2-{- a2(b2—c-)p2 — o. 

On voit que le genre et l'espèce de ces coniques dépendent encore 
des signes des mêmes différences. 

Il faut toutefois remarquer que par une telle conique réelle peut 
passer une développable imaginaire, comme par une courbe imagi-
naire, dualistique de la développable, peut passer un cône réel. 

Gela dit, les trois cas auxquels nous venons d'être conduits donne-
ront : 

c2 > a? > ù2, (Eh)* — 4- — hyperbole, 
(1)2)2 +4- — ellipse réelle; 

a2>c2>é2, (Ebb — 4- -h hyperbole, 
(1)2)2 4-4- — ellipse réelle; 

îz2>ô2>c2, (Dî)i — 4-4- hyperbole, 
(1)2)2 4-4-4- ellipse imaginaire. 

Le contour apparent de la surface sur le plan y — o est de même 
nature que pour la surface de notre première Partie, dont il n'y 
aurait qu'à reprendre les résultats. 

III. — Ellipsoïde de référence. 

L'équation (26) de notre surface, résolue par rapport à p'1, donne 

(28) 2p k v 

— a2(m2 4- n2) 4- b2(n2 4- l2) 4- yc2— mî
) — Ψ ■ · ■> 
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c'est-à-dire l'équation d'un ellipsoïde 

(29) 2/>^Ι — 

= (^fr H- c
Λ
 — k2

 v
2
^ l1

 4- ^c
2
 H- a2

 — /.'
2v2J m2

 4- (a
2
 4- b2 ) Λ2, 

à partir duquel (comme plans tangents) les plans tangents à notre 
surface sont déterminés par ± le radical portant sur 

a*(m2-l· /i2) -+- ^2(/i24- l2) 4- c2( ί2ni2) - k2ν2( l* 4- m2)T 

— 4 ^1 — ——/r
2
v

2
^ (/

2
4- /;î

2
4- /i

2
) (b

2
c
2
l
2

-\- c
2a2rn2-+- a2b2n2). 

Mais les termes indépendants de v, transformés par l'identité de 
Lagrange 

( l- 4- m2 -j- ri1 )(ΰ2 c2 /2 4- c2«2 /«2 4- a2 b'1 /12 ) 
—ξ (bcl2 + cam2 4- abn2)2 4- 2(c —b)'1 a2 m'! n'1

 s 

contiennent tous (/; — c)2, ou (c — «)% ou (a — />)2. 
Le radical est donc de l'ordre de la plus grande des v, b — c, c — a, 

a — et les plans tangents à notre surface s'écartent des plans tangents 
à l'ellipsoïde de quantités de cet ordre. 

K11 faisant v = o, on trouve pour la surface de Fresnel l'ellipsoïde 
plus simple 

2/)2 — ( b2 4- c2 ) l2 4- ( c2 4- ci2 ) m2 4- {a2 4- b2 ) n2. 

La même idée pourrait être appliquée à la surface plus générale de 
la troisième Partie ; nous n'y reviendrons pas. 

Le résultat précédent suggère des hypothèses qui pourraient con-
duire à des vérifications expérimentales. 

Cet ellipsoïde pourrait en effet être de révolution, non seulement 
dans le cas b = a de la première Partie, c'est-à-dire autour de Os, 
mais dans deux cas nouveaux : 

i° Autour de 0.z\ si 

// n' , 
2° Autour de Ο y, si 

, a21>2 

Journ. de Malh. (6« série), loine X. — l-asc. I, 191h 
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Ce sont, pour les deux coefficients de biréfringence v' et v" de cette 
deuxième Partie, les hypothèses qu'on a rencontrées pour v' dans la 
première. 

Ce sont aussi les cas limites de la discussion du paragraphe précé-
dent sur (D, ) et (D3). 

IV. — Quelques plans tangents particuliers. 

Le rôle joué dans l'équation de la surface par les trois constantes 
a, b, c suggère l'idée d'étudier les plans tangents de la forme 

(I) ax 4- by -h cz — p2 — o, 

p2 étant positif ou négatif, mais p étant une inconnue du degré ι 
d'homogénéité, et 
(II) h ——ι — o, 

σ étant une inconnue du degré o d'homogénéité. 
i° Portons les coordonnées du plan (I) dans l'équation tangentielle, 

qui devient 

(3o) /r2v2^^p8 —p''|^3(ô26'2-Hc2a2+a2^)- a~b'~^+ ΰ~) /λ^. 

3a2^2c2(a2 +- ύ2 + c2) =z o. 

et formons la partie principale du radical pour 

(27) 
a2=c2(i + V'/Î·2), 

b2=c2( \ Λ-ν" k2). 

Nous obtenons, comme facteur de c8, en dehors des termes en v, 

[(v' 4- v")2— 3v'v"] k'4 4- (v' 4- v")v'v"k6 4- v'2v"2 kH. 

Ces termes, quand V et v" partent de zéro, commencent par être 
négligeables devant le terme en /r2v2, qui s'écrit 

k2v2a2b2c'4 j 3 4-.. · j. 

De plus, la somme et le produit des racines p'' sont positifs. Les 
quatre valeurs de p2, et par suite les plans tangents de direction (L), 
commencent par être réels. Ces plans resteront réels et distincts dans 
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tous les cas répondant à des phénomènes physiques où v' et v" n'attein-
dront pas de valeurs comparables à v. 

Il n'y aura donc pas de plans tangents doubles parallèles à cette 
direction, ce qui est d'accord avec nos résultats généraux. 

2° Passons aux pians tangents (II) donnés par 

(3„ $(.-!**£) 

7 ;—771 1 v k -+" ' +" v -1 m 

1 -h -y' /i-i + 1 v"k% c4 \ι + v' /»'- + 1 H- v"/:2/ J 

-l· ΓΓ7 H Γ7Τ + ('+v /f!)(i + v"/f-) 

*L
3

——fi?
+

sOJ=°· 

Si l'on considère v' et v" comme au moins du premier ordre, on voit 
que, dans le coefficient de —·> les parties du premier ordre se détruisent 
et que ce coefficient se réduit à — 6 au second ordre près. 

Le terme indépendant de ^ se réduit de même à -h 9, et l'équation 

-_- + 9 = o 

admet comme racines doubles rt s/3, ce qui est prévu, car, pour 
b = c — a, l'on doit bien avoir 

-*7 * ψ £ _ 0 

pour vérifier l'équation tangentielle de la sphère 

a2 ( -+- m% -+- a-) — p% avec / = ni — n. 

C'est donc de 

i = v* 

que les solutions de l'équation complète diffèrent peu. 
On peut évaluer, par un calcul assez laborieux, l'ordre de cette 

différence. 
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Si v' et v" sont d'ordre supérieur à v, on peut réduire les racines à 

L — 3 ~ kUf~ ± Λ-ν \/3 
σ- ι — As v2 

Si v' et v" sont de l'ordre de v, ces coefficients modifieront simple-
ment le terme en v au numérateur sans en changer l'ordre. 

V. — Plans tangents singuliers. 

Recherchons les singularités tangentielles réelles de la surface en 
essayant d'annuler les dérivées partielles du premier membre de 
<p = ο (26) : 

- ^ = l[- (£
2

 + c

2
)p

2
4- £

2
c

2
(/

2
4-/n

2
4- ,/«) 

4- b2c2/2 -4- c2a-ηΐ 4- α2 b2/*24- —7- />2ν2ρ21, 

- ~ = mf-(c2-I- α»)ρ2 4- c2α2(/2 4- m2 4- /1*) 2 Î///Z 

-r b2c2l2-\- c2a2m2 -|- a2b2n2 + —/i2v2p2], 

I ~ =r η [— (a24- bî)p--\- a2 /P ( /2 4- /?*24- «2) 4- &2c2/24- c2«2m2 4- a2&2/i2], 

^ —■ = 2 ρ3—ρ[α2 (/η2 4- «2) 4- ό2(/ι24- /2) 4- c2( ί2 4- ni )] 

— 2 —Α·2ν2ρ3 4 — A"2 v2p2 ( /2 4- »i2). 

Les plans tangents par l'origine (ρ = ο) sont imaginaires, comme le 
montre <p = 0. Ils donnent d'ailleurs 

/ [ 62 c2 ( /2 4- m2 4- /is) 4- b2c2 l2 4- c2 a2 m2 4- Λ2é2λ2] = ο pour ~ ~o, 

m[c2 a1 (l2 4- m2 4- n2) 4- b2c2l2 4- c2 a2 m2 4- a2 b2 /*2] = ο pour ~ °' 

n[a2b2(l2-h /«24- /i2) 4- b2c"-l2-\~ c2a2m2-\~ a2b2n2] = ο pour =0, 

(/24- m2 4- /ï2) (b2c2l2 + c2«2/»24- <z2£2 /i!) = ο pour φ = ο. 

i° Si l* -h m2 -h η2 = ο, ce sont des plans tangents isotropes par 
l'origine : 
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ci. S'ils vérifient en môme temps b2 c21'2-h c2 a2m2 ~h o2 b2 η2 = o, 

ils sont bien plans tangents doubles, et déterminés parles valeurs 

l* m2 η2 

«2 ( b2 — c2 ) h'1 ( c· — a2) c2(ci'1 — b2 ) ' 

b. S'ils ne vérifientpas b2 c2l2 -h c2a2 m2 ■+■ a2b2rr = o, ils devraient 
vérifier l = m — n = o. 

2° Si b2 c212 -h c2ar ni1 -H- a2 b2 η2 — ο, ils doivent de même vérifier 
l2 -h m2 H- ri2 = o, ce sont les précédents. 

Cherchons donc des plans tangents ρ φ ο. 

Si nous supposons aussi η φ o, la condition = o donne à ^ = o 

et = o la forme 

o = (c2 — rt2) / [—/>2H- 62(/24- m24- Λ2)], 

o — (c2 — b2 ) ni [— ρ1 4- α2 ( I2 4- ni2 4- η2 )]. 

il n'y a pas à essayer d'annuler les deux crochets, ce qui, à cause 
de αφί), exige l2 -+- m'2 4- η'2 = o (plans tangents isotropes déjà 
étudies). 

Essayons d'abord !,=. m — o, ce qui, dans ̂  = o, donne 

— ^ = 2 a2b2n2 — ( a1
4- b* )p2 = o, 

F (i a2 ó* K- a4 o4 V2 '* 

et ne s'annulerait que pour une surface particulière, d'ailleurs imagi-
naire, 

a1 — b1— 2 k —ι/— i. 

Annuler / dans l'un et le crochet dans l'autre, ou annuler le crochet 
dans l'un et m dans l'autre, cela constitue deux cas symétriques, dont 
il suffit d'examiner le premier. 

Alors 

rL ~ — (a2 4- b2)p2 4- a2 b! (m2 -+- η2) -4- c2 a-ni2 4- a2 b2 η2 4- A2 ν2 ρ2 

= a
2
m

2
 ^c

2
— a

2
 4- ~~τ~ A

2
 v

2
^ 4- a

2
λ

2
 — a

2
 4- ~r~A

2
v

2
^ 
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et 
φ = ρ** — A>2[(02+ c-)m- 4- (α2 4- b2)ni] 

4- «2 ( c2 /η2 4- ύ2 /J2 ) ( m- 4- n2 ) — A·2 v2/>2 (p2 — c2 //ι2 ) — ο 

= α2 ( m2 +· /t2 ) A'
2
 Ν*1 ( c,s — α2 ) /M2 — a2 /i21. 

ri2 = — m2 donne dans la première c- — a2 — /r 4- a,'2 φ ο à cause 
de c2 — h'2 φ ο. 

a2 ή2 = (c2 — a2)m2 donne dans la première la condition 

(3a) (i 4-v"/f2)v'A2= * , 

/4 m2 //4 m2 4- n2 p'1 

α/ ± s y/c2 — a* — ac, 

-r±V5-,=<:' 

a /al 

y y/1 4- v' A-2 -±Lzk\J — ν' = a. 

A cette solution doit se joindre la solution symétrique, par échange 
de α, / avec ù, m, exigeant une surface où 

(33) (ι 4- ν' A2)ν" A2 = A2 —> 

Enfin, une surface réunissant les deux conditions (32), (33) exigerait 

( 1 4- ν'Α·2)ν"- (ι 4- ν"A·*)ν' = ν4 

Ar2 ν'2 4- ν' — ν2 -—— = ο, 

, / . a1 b2 ( α2 Α2 Α·2 ν2 \ 

La seule solution physiquement admissible est celle qui, correspondant 
au signe 4-, est infiniment petite avec v, savoir : 

(34) v' = v'=^v·-.... 

Mais ce cas a déjà été exclu (a2 φ b2). 
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La condition = ο peut être vérifiée par η = ο, mais alors 

a bJ V c2(/2 + m')]. 

Il faut donc annuler l'un ou l'autre de ces deux facteurs. 
Le second sera étudié tout à l'heure. L'annulation du premier 

donne 

ΐ « =Λ'[-p'+c'(p+m')l 

- = «ία1 Γ— ρ1 +■ c* il7 -1- tfï3)l. 

Si donc nous supposons ce second facteur φ ο, nous ne trouvons 
comme solution que le plan l = m = τι = ο de l'infini qui est, en effet, 
un plan singulier de la surface, sans intérêt au point de vue 
physique. 

Etudions en détail les solutions 

n~ o, p2—c2(l2-\~ m2) — o, 

communes à notre surface, à celle de Fresnel, et au cylindre de révolu-
tion d'axe Os et de rayon c. Dans quelles conditions ces plans peuvent-
ils être singuliers pour notre surface? 

Posons, pour le voir, 

cos0, rn~~ sinfl, 

et cherchons à vérifier = o: 

— cos θ\ b2 cos2 9 a 2 sin2 6— c2 (ι — k2 ν2 ° f \ = o, 

- —- = — sin 9 Γ&2 cos20 4- a2 sin2ô — c2 (ι — k2v2
 —-r-^1 = o. 

Nous obtenons d'abord 

9 = - ou / = o avec ν _—ν2——, 
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déjà rencontré dans une étude antérieure, puis 

σ = ο ou m — ο avec ν =—ν'—τ-

également rencontré. 
Les facteurs cosOsinO étant supposés φ ο, il reste à annuler le 

second facteur commun aux deux dérivées, qui donne 

,Λ b2c2—ci-l· k2a2b2v- cV-h a2 l>2v2 

Le cas b = a(V = v") donne tang20 — — ι, nous ne devions donc pas 
trouver de solution dans la première Partie. 

La réalité de 0 exige que ν2 soit compris entre — v" et — v'. 

On peut supposer b, nous l'avons dit. 
Alors, la double condition sera 

(35) - v'< ̂ ν*<-vff. 

Ce sont les conditions trouvées au paragraphe 11 par la discussion 
de (D,) et (D,). 
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TROISIÈME PARTIE. 

CHAPITttE I. 

ÉQUATIONS DU PROBLÈME. 

Il nous reste à généraliser et à compléter les théories précédentes. 
Nous le ferons en introduisant le système d'ondes le plus général 
indiqué par M. Boussinesq dans son Mémoire déjà cité (') (Contri-
bution à l'opliqun cristalline). Ce système est le suivant: 

(36) 

a ξ" 4- Γ ν) " -t— eÇ"+ 2η'ξ'-+- C'y)'4- e' ζ'+ (e" ζ' ~ f'V) = Δ
2

ξ - ij|, 

ί'ς"4- byj"4-d ζ" + f'|'4-2bV4- d'Ç' 4- (f" ξ' - d"Ç') = Δ,Υ) - ~, 

e ξ" 4- d y) " 4- c ζ" 4- β'ξ'4- (I'YI'4- 2θ'ζ'4- (d'V — β"ξ') = Δ2ζ — 

ξ, η, ζ désignent toujours les composantes, suivant Ox, ο y, O;, 
du déplacement de la molécule vibrante. 

a, b, c sont trois paramètres spécifiques ou propres au milieu, 
respectivement égaux à ~ ^ des Chapitres précédents. 

Δ
2
 désigne le paramètre différentiel du second ordre de Lamé, G la 

dilatation cubique. 
• a', b', c', d', e', f sont six coefficients de résistance caractérisant 
l'absorption dont l'étude faisait l'objet de ce Mémoire, consacré aux 
milieux translucides (et non complètement transparents). Ils seront 
nuls pour nous. 

De plus, la nécessité de les réduire à trois (a', b', c') obligeait à un 
choix d'axes coordonnés laissant les six coefficients a, b, c, d, e, f. 

Au contraire, leur annulation, dans notre étude de milieux tous 
transparents, nous permet un autre choix d'axes annulant d, e, f. 

Enfin les coefficients d", e'7, f", réduits à zéro dans ce Mémoire 

(') 6e série, I. VII, 1911, p. 317. 
Journ. de Math. (Ge série), tome X. — Ease. I, 1914· 7 
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(p. 326) comme étrangers à l'absorption, vont être au contraire essen-
tiels pour nous et concourir, avec a, b, c, à constituer le système le 
plus général de notre étude. 

Ce système va nous fournir, comme ceux des précédents, quatre 
Chapitres de mêmes titres. 

Le complément annoncé, formant un cinquième Chapitre nouveau 
par rapport aux deux parties précédentes, aura pour objet d'étendre 
les résultats de cette analyse, où les ondes planes étaient supposées 
latéralement indéfinies, au cas de la réalité, qui est celui des ondes 
planes latéralement limitées, en montrant que les conséqviences 
physiques subsistent. 

Nous partons donc des équations 

(3
7

) 

a
£" +(β»ζ'-ίν) = Δ,ξ-^, 

I ■o" H- ( f'5'—d'O – A f/0 2'0 — 

οζ" +(elV-e"0 =Δ,ζ — 

que nous cherchons à vérifier par des solutions symboliques de forme 
pendulaire 

( 38) h = M7 = £ =1 = lis, 

où, pour abréger, l'exponentielle sera représentée par E. 
Les coefficients L, M, Ν de M. Boussinesq deviennent ici les 

constantes réelles /, m, η, coefficients de l'équation du plan de l'onde. 
L', M', Ν', I sont des constantes imaginaires à déterminer. Toute 
solution du système sera accompagnée de la solution conjuguée et la 
somme des deux nous donnera la solution réelle et pendulaire du 
problème. 

Je porte ces expressions dans les équations du mouvement, dont la 
première devient, après suppression des facteurs IE, 

- a k1 \J 4- e" k Τ Ν' - i" k J-ΓΪM' 

= - /r2 ( Γ- 4- w2 -t- n2 ) U h- kU(l L'H- m M' 4- η Ν') 

OU 

ο = [— (/
2
+ m

2
-4- «

2
) 4- /

2
4- a]L'-f- (l,n 4- j - 1) M'-h («/- j fi- ^ N'. 
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Ces trois équations peuvent donc s'écrire 

(»9) 

Φ L'+X Μ'+Ψ Ν'-— ο 

Φ,Ι,' -t- Χ ι M' + Ψ, Ν' — ο, 

Φ2 \J -h Χ2 W + llr2 Ν' — ο. 

si les symboles Φ, ..Ψ
2
 ont les significations 

(4<0 

Φ ——- (^"
 —f~ Wl"-H /£2) -j— l'-\~ Q I 

Φ, rr Ini — v
2
 \J ~ I 

Φ2ζ= til -+- v, \J — ι 

X Ini + v2 y/— ι 

Xt — — (/2-f-/?i2-|-/i2) + /?i2+b 
X,— mti — ν y/— ι 

Ψ
 =/i

/_>VlV/rri, 

Ψ, — mn -+- ν y/— ι, 

Ψ2 —— (/5-}-m2 + «') + «'+c 

avec 
d" «" i" 
T~v' T~~Vl' Ί "V2, 

Les'ν détruisent la symétrie du déterminant de ces neuf polynômes 
Φ, ..., ιΙΛ>, laquelle existait avec φ, ..., ψ

2
 du Mémoire de M. Boussi-

nesq, et vont, d'une part, compliquer beaucoup les résultats, notam-
ment donner à l'équation de la surface des ondes sa forme la plus 
générale (Chapitre III), principal objet du présent travail, et renfer-
mant les précédentes ; d'autre part nécessiter, pour le cas des ondes 
planes latéralement limitées, une analyse un peu différente de celle de 
M. Boussinesq (Chapitre Y). -

Les lignes du déterminant, au lieu d'être identiques aux colonnes, 
en sont respectivement les conjuguées. 

La condition de compatibilité des équations linéaires et homogènes 
s'écrit 

(40 

? X + v2 \ί~ 1 ψ — V, y/—ι 

X— \/— 1 χι ψ,+ vy/—I 

ψ + ν,ν/=Τ ψί — V — ι ψ
2 

en posant 

(42) 

Φ = φ, Χ == χ ν, y/— ι, Ψ = ψ — ν, y/-· ι, 

Φι = ψι — ν·ΐ ν/— '» Χι = 7.ΐι ΊΓ1= ψι+ ν y/— », 
= χ — ν

2
 ν/— ', 

Φϊ=φ« + ν
1
 y/^7, Χ

2
 = χ

2
— ν v/— I, Ψ|=ψϊ, 

= ψ + ̂ /=7, =ψι— ν v/—1 » 
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et introduisant les polynômes mêmes φ, ψ
2
 de M. Boussinesq, et 

les ν, v,, v2 qui distinguent notre étude. 
En développant, il vient 

0 = <?/oΨ2 - φ(ψ'ί -·!- V) — χ, (ψ2 -Η ν| ) — ψ
2
 (χ2 Η- ν2 ) 

-+■ (ψι +* s/—*)(Ψ ■+■ νι ν/— Ο (χ + ν2 s/—<■) 
4- (ψ, — ν y/— ι) (ψ — ν, /=1)(χ - ν, 

Les deux dernières lignes contiennent deux expressions imaginaires 
conjuguées et l'équation se réduit à 

ο = (/* + m2 4- η- ) (al24- bin24- cil2) 

— [ a ( b 4- c ) l2 4- b ( e 4- a ) m- 4- c ( a 4- I) ) M2 j 4- a bc 

— [(v / 4- v, ni 4- v2n)2 — (v2 4- v; 4- v2 ) (/2 4- m2 4- n2) 4- av24- bv2 4- cv2 ]. 

Pour la simplicité et l'homogénéité des calculs ultérieurs, qui 
devront d'ailleurs redonner comme cas particulier les résultats des 
première et deuxième Parties de ce travail, nous allons : 

i° Revenir des notations du Mémoire de M. Boussinesq à celles de 
sa Théorie analytique de la chaleur, c'est-à-dire remplacera, b, c 

par — » γτ) — ι 
2° Poser 

(4 + 14 + 4-0, 

ce qui revient à considérer les trois cocl'licienls de dissymétrie ν, v,, v
2 

comme étant, au facteur ̂  près (introduit pour l'homogénéité), les 

projections sur les trois axes coordonnés d'un segment 0, de même 
ordre de petitesse que ν, v,, v

2
, et faisant avec ces axes des angles dont 

les cosinus sont α,, β,, γ,. L'angle de cet axe de dissymétrie avec la 
normale au plan de l'onde, dont nous représenterons les cosinus par 
α, β, γ, avec 

l — — > m = —, n — · 

sera donc donné par 
cosQ = caxl 4- ββι 4- yyj. 
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Alors la condition de compatibilité des équations linéaires devient 

(43) o = (i!+m!+/i,)^L + ^r 

_ YA + .iN|il + f.L + -LN)^! + f-LH-±Nj4i!l+ 1 

(/<*!-+- /nßt H- /r/i)2 — (/* 4- /rc2-f- /¿2) 4-

CHAPITRE II. 

ÉQUATION AUX VITESSES DE PROPAGATION. 

Pour avoir l'équation aux vitesses, je remplace /, m, η par leurs 
valeurs : 

l — —, m .-= —> ri— — ,l — —, m .-= —> ri— — , 

et il vient 

(44) + + 

-
 a

.fc.'e.M<
 C(*' + c')«' + (c· H- a») β' + («' + &')y1 - » sin'0] 

H !_ Γ, _ e^iîl -H Êî ̂  vl\n 

homogène et de degré — 6 puisque a, b, c, ο, ω sont de degré ι et 
α> β, γ» «ι, βη T« de degré °-

Faisons successivement dans cette équation ω2 = α2, b2, c2. 
Pour cela écrivons-la ainsi 

/(w)-sK? + §? + ïï)~à[(p + ?)?+(? + ?)§ï+G?+ïï)S 
g' + ft' + y' a, Γ S'n'9 i_ ZiM 

Alors 

■>(α'-α*\ά> b*)\a? c*J + a*i<«c* _ a» + + Fjj 
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et, par permutations circulaires, 

J\b> - b1
 C

2 j y
b

X
 rt

3 J +
 a

u^
c

.2 [ (β + b1 +
 C

J j ' 

6·2 \ c·2 a-y \ a2 b2 ) a2 b- c2 c2 \ a- b2 c- ) 

Si l'on suppose a2> />2> c2, c'est-à-dire <C ρ <
 c>t δ assez 

petit pour que les premiers termes donnent leurs signes, on aura 

f(a)> o, /(b)<o, f(c)> o, 

et les deux racines ω2 de l'équation sont séparées par a2, //-, c2, 
comme dans le cas de FresneL 

Sans avoir un résultat aussi complet, on aura encore /(^)<o, 
c'est-à-dire les racines ω2 séparées par b2 ^et, par suilc, ^ — -p de 

signe contraire pour les deux, ce qui entraînait la description des 
ellipses en sens contraire^ tant que les éléments du phénomène véri-

fieront la relation 

_J1_ \±1Θ _ (£ , Ë1 + Zi'\l ___ΐΛ 

c'est-à-dire en particulier dans le cas où 

«i.»«Ô foc2 β2 y»\ 

et, dans le cas où cette expression est > o, si 

o2 < a-b2 C -r—)r / , F-. 

Enfin, d'une manière générale, la condition de réalité s'écrit 

ô4 si η4 0 - 2 j [ ( b2 H- c2 ) a2 +- ( c2 -H a2 ) β2 -+- ( a2 -H b2 ) f ] sin2 θ 

13 / Ä-2Ub2 cn«■El L.ZI’62 h cs«s6äc-s0J 

+ [ ( b
2 -+- c2 ) a2 -f- ( c2

 + a
2
 ) β

2
 + ( a2

 + b2 ) f ]2 — 4 a2
 b

2
 c

2 ̂  + £ -f- ̂  > o. 

Il faut donc que o2 soit extérieur aux racines de ce trinôme, qui 
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peuvent être réelles, car pour 

<=s)«s-‘-(cí+aí)^ + (a*+A*)ys]<^ i ^ + + S 

(circonstances effectivement réalisables), l'expression sera bien néga-
tive. 

Le seul cas de la pratique est celui où il est assez voisin de zéro pour 
ne pas dépasser la plus petite racine supposée positive. 

CHAPITRE III. 

CONSÉQUENCES PHYSIQUES. 

1. — Résolution symétrique du système d'équations 
par le déterminant adjoint. 

Le phénomène physique est, ici encore, analytiquement traduit par 
la forme des trajectoires, c'est-à-dire par la résolution des équations 
linéaires et homogènes (3Q), que nous venons de rendre compatibles 
et qui fournissent des valeurs proportionnelles à L', M', N'. 

Obtenons d'abord ces valeurs sous une forme symétrique utilisant 
les trois équations (3q), dont aucune a priori ne joue un rôle à part. 

A cet effet, adoptant un moment, pour leur déterminant, les nota-
tions classiques du déterminant symétrique 

a b" b' 
b" a' b 

c' b a" 

nous remarquerons que, dans leur déterminant Δ, les éléments symé-
triques par rapport à la diagonale sont, non plus égaux, mais imagi-
naires conjugués : nous désignerons, suivant l'usage, par b

0
 la 

conjuguée de b, et nous aurons alors 

a b" b; 

(3g bis) Δ = b, a' b 

b' b0 a" 

a =φ, b — ψ, -t- ν \J— ι, 
a' = Xi» b' — ψ H- v, y/ ι, 

«'=ψ„ b' = x +VlV/=T, 
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On sait alors que les solutions du système (3$) écrit, 

oL'+b'M'-Hb;N'=o, 
b'^L'+a'M'+b N'=o, 

b'L'-+- b0M' 4- a
ff
N'=o, 

sont les mineurs du troisième degré déduits de la matrice 

η b" b' λ 

Κ a' b λ' 

b' b0 a" λ" 

avec les signes -j-, —, -h, les paramètres λ, λ', λ" étant des indéter-
minées surabondantes. Si nous les prenons égales à /, m, τι, nous 
aurons 

L'=lk 4- m$l 4- /iB', 

M'- IB" 4- m/V 4- /iB0, 

N'= /B'
0 4- m B 4- η A", 

les grandes lettres désignant, suivant l'usage, les mineurs de Δ, pris 
avec les signes convenables dans le développement de Δ ou les élé-
ments du déterminant adjoint. Mais ici, en remplaçant les éléments 
de Δ par les notations du présent travail, c'est-à-dire (3q bis) par (/jo) 
et (42)J ϋ vient 

(39 ter) 

A=+*'(b - ;?)+ (b - i) (c - i?) -v'· 

B—vv,— [nh //mv,-i- ^4- n
2 + v

2
"J y/— i, 

B'= —

v
2
y

4- £/W/IV
2
4- hnv -4- ̂ 4- /n

2

-F-b^ v,J y/ — i. 

En formant alors I/, remarquons que 

/2 4- /η2 4- Λ2 — —-, 

et que 
/v 4- mv, 4- n v.== '■ — = —, 

δ, étant la projection de l'axe de dissymétrie (de composantes v, 
v
n v

2
) sur la normale au plan de l'onde (de cosinus α, β, γ), toujours 

au facteur ̂  près (Chap. I). 
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Introduisons en outre les trois coefficients 

a-^=v'· 

!>- T = v',> 

C = v'
2
 , 

cjui ont des sens analogues à v' et v" de la deuxième Partie. Nous 
aurons alors 

L'~ /ν, ν', — ν — 4- ( /ι ν, ν', — /?ÏV4 v'2 ) y — ι 

— ^V'l V2 α ~ ~+~ ^ ( ,l PV'l — m 7ν'·ϊ ) V' ~~ 1 

et, par permutations circulaires, M' et N', que j'appelle 

L'= l'-l· 
îM'^r m' 4- m\ \/ —- ι 
N'— n' 4- n\ \J — J 

et, par suite, 
ξ — ( /' -l- /; yCT7) gk{t—l>'—»iy—nz) —

 e
<v~., 

dont on doit prendre la partie réelle 

ξ — cos0— sin0, 
rj —J m' cos θ — m\ si π θ. 
ζ — n' cos 9— η\ si η θ. 

C'est la forme la plus générale d'une vibration elliptique. Nous 
n'en poursuivrons pas l'étude : on la particularisera dans les hypo-
thèses fournies par l'expérience. Nous nous bornerons aux remarques 
suivantes : 

I. D'abord, les propriétés du déterminant adjoint (') se traduisent 
par les formules ci-après, qui, pour le cas de b

0
 = b, b'^ = 1/, b'j, = b", 

réels, donnent celles qu'on utilise dans l'étude de l'équation en S des 

(') SALMON, Algèbre, p. 45. Gauthier-Villars, 1890. 
Journ. de Math. (6e série), tome X. — Faso. I, rgG· 
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quadriques 
A'A"— B130 = a Δ=ο, 
B'B" — AB0 — b Δ rr o, 

B'0 B„ — AB = b0 Δ = ο 

et deux autres groupes par permutations. 
Alors, en introduisant les modules, puisque A, A', A" sont réels, 

A'A" = | Β |2 

| B'| | B"J = A | Β | 

et les autres qui constituent, entre les modules, les relations mêmes 
du déterminant symétrique. Alors, les valeurs proportionnelles 

Ιί — M! — IL 
et leurs conjuguées 

A ~ B; ~ B' 

donnent, en multipliant membre à membre, 

| \ J I"- _ | M'j2 | ÎN'I2 

OU 

L' M' Λ" 
| Β' B" | ~ | Β'" B | "" |BB'|" 

II. Les expressions LM', N' contiennent les deux systèmes de 
coefficients S (et sa projection o

(
) et (ν , v'

(
, v'

2
). 

Mais m', n' sont composes de deux termes du second ordre, l'un 
par rapport à (ν', , v

2
), l'autre par rapport à o. 

Au contraire, /',, m\, n\, sont composés d'un seul terme produit 
de £ par un facteur du premier ordre en (ν', ν',, v'

3
). D'où l'inter-

prétation de ces résultats dans deux cas opposés. 
Le premier est celui des expériences étudiées dans la première et la 

deuxième Partie, qu'il contient comme cas particulier. C'est celui où 
a, b, c sont peu différents et où, par suite, les racines ̂  de l'équa-
tion (44) aux vitesses en diffèrent peu. C'est le cas où ν', v',, v', sont 
très petits, et même, dans la réalité, d'ordre supérieur à c. Alors, Γ, 
///', ri sont d'ordre 2 et , n\ d'ordre supérieur à i. 
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Le second, tout à fait nouveau, est celui où les différences de a, b, c 

entre eux ^et par suite avec seraient finies par rapport à Taxe de 

dissymétrie δ, supposé du premier ordre, c'est-à-dire où ν', v',, v'
a 

seraient finies. 
Alors, tri, ri sont finies, et /',, n\ du premier ordre. 
Pour pousser plus loin l'étude de ces deux cas, nous allons renoncer 

à la symétrie observée dans ce paragraphe, et prendre par exemple 
les deux premières équations, isolant ainsi l'axe Os, ce qui donnera 
les projections des trajectoires plus facilement sur Oxy, et obtenant 

il - Κ — — 

les termes du premier ordre ne disparaîtront plus ici comme dans la 
résolution symétrique. 

II. — Résolution dissymétrique et interprétation physique. 

Premier cas. — C'est, comme nous l'avons dit, celui οιι ν', v',, va 

sont du second ordre par rapport à δ supposé du premier. Mais alors 
les formules (39 1er) donnent par permutation 

A" — l2v\ -+- m2 y' -f- y' y', — y2, 

Β' — — nlv\ — v
2

y + (^m — -+- y'
2

^ \J — 1, 

B
0
 = — mnv'— v,y

2
— ( l ^ H- ν'Λ — 1, 

qui ont leurs parties réelles du second ordre. On peut donc prendre, 
en négligeant le second ordre dans les deux dernières et le quatrième 
dans la première, 

m ~~ — /<5, /T7 ~ ( Ι'1 ν', -h m1 y' — ν2 ) ω* 

d'où 

(45) 
ξ = — môi cosô, 

η — Id, sin θ, 
ζ — ( l2 y', + m-y' — ν 2 ) co cos 0, 

d'où 
il -+- tn-n — o, 
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OU 

l\ -H mr\ -+- ηζ = ο 
au second ordre près. 

Nous retrouvons la quasi-transv ers alité des vibrations, qui au 
second ordre près s'effectuent dans le plan de Vonde et recliligne-
ment. 

Second cas. — Supposons au contraire les différences des a, b, c 

entre eux ^et par suite avec ̂  finies par rapport à l'axe de dissymé-

trie S supposé du premier ordre, c'est-à-dire v', v'
t
, v'

2
 finies. 

Ici nous poserons, avec M. Boussinesq [p. 334 du Mémoire, for-
mules (43)], 

(46) L'r= /'(J + /"v/-i), M'= w'(i H- m" N'= n'(i + n" sj -1), 

ce qui, comme première approximation, se réduira à 

(47) L'— M ' — m'e'n" , Ν '=n'en"S~ï 

(car nous avons montré que m", n" sont du premier ordre par rap-
port à S), les parenthèses contenant les deux premiers termes du 
développement des exponentielles. 

mn' sont donc les modules de L', M', N', et l'on a, comme nous 
l'avons montré, 

l' m' n' 

D'autre part les valeurs proportionnelles ^7= —= — ou 

^ m'__ n'c'1"^ 

peuvent s'écrire 

fi l fji' —n")/-l 

Mais on peut prendre pour ces rapports la valeur 1, puisque les 
termes du dernier sont réels, et supposer n"— o, ce qui ne fera 
qu'un changement de phase pour les mouvements vibratoires. On 
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prendra donc 
/'(,+ ρ H', 

m'(ι m"— 13
0

, 

,t'~ A", n' — o. 
Alors 

V — ni — — nh\, 

m' = mn = — ma v', 

- '
!
(
b
~ à)

+ (a - ά)+ (a - £) (b - s») ~v| 

= lut\ -h m2v' -+- v'v'j (en négligeant v2 ), 

/ 7" = m ~ -h vt ν', 

/71 ' /»." — — / — — V ν', 

η" — ο. 

Les équations du mouvement, obtenues, comme nous l'avons déjà 
dit, en prenant pour les composantes du déplacement les demi-sommes 
des deux solutions imaginaires conjuguées 

| = l> — Ι βΙ"<Ρ"\ e 0/-1 ~ l' 

c'est-à-dire 

m 

ξ m /' COs(0+ /"), 
η — m' cos(0 -+- m"), 
ζ m a' cos θ. 

C'est la forme classique de la vibration elliptique dans le plan 

ξ /'cos/" /'sin /" 

η ai'cos m" m's\uni' 

ζ η' ο 
= o, 

que, à notre approximation, nous pouvons et devons réduire à 

ξ V l'I" 

n m' m'm" 

ζ η' ο 
= o, 

et sur le cylindre elliptique projetant Tellipse trajectoire sur le plan 

% 
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de xy auquel nous avons fait jouer un rôle à pari . On peut l'écrire 

t' in T n e ni + (?~ /ii 

Ces formules tomberaient en défaut dans Vhypothèse très particu-
lière où c'est-à-dire où la vibration, dans le plan ψ — 
serait donnée par 

(4G) 

ξ rr: I' COP ( 0 /"), 

η — m' cos(0 -h /"), 
ζ = n' cos 9. 

Tout d'abord cette hypothèse est celle où l'on aurait, entre les 
constantes, la relation 

/'/" m'm" 
l' ~ m' 

ou 

ο — ( -7- 4- - -+-1 \-± — nv2~ o. 

Elle serait, en particulier, réalisée si Vaxe de dissymélrie était 
situé dans le plan Ο xy (v,

2
 = o) et dans le plan de l'onde (δ, = ο), 

c'est-à-dire sur leur intersection. 
En second lieu, le rayon vecteur r de cette ellipse est donné par 

r%— ξ2+· γ)2 + ζ2= (/'24- m!2) cos2(0 4- /") H- n'2 cos2θ, 

et les maxima et minima correspondant aux axes de l'ellipse vérifient 
la relation 

o ~ — — (/'2 4- ni'2)cos(0 4- /") sin (θ 4- /") — η'2 cosQ si n 0, 

ou, à notre approximation, en remplaçant cos ·± Γ par ι et sin 2 L" 

par 2 l". 
0 — {ll2-Jr m'2){ sin 2 0 4- 2 /" cos2 (?) 4- n'2 sin 2 θ, 

tang20 =- t,!+mH+n,t = U.,g(ir - «), 

ε étant, à notre approximation, donné par 

( * £ — ,,ι'\+n'2' 
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d'où, pour les directions des axes, 

2θ =. π — 2ε el 2θ = 2π—2ε, 

θ=-—ε el 0 = π —ε, 

et, pour les sommets des axes, 

\ — l'
 cos

^~—ε -h l
lfS
j et ξ = /' cos(i: — ε + /

;/
), 

-V sin (ε-/") = —/' cos {ε-I"), 
Π ■= ni' sin (ε — ί") et Y] = — m'cos (ε — /"), 

ζ = η' sin ε et ζ = — η' οοβε, 

(5ι) /,2= (/'2-4- m'2) sin'2(s — /7/)-ι-/A'2sin2ε et r'-— (i'-\--m'î)cosî(s—l")-+-n12cos2£. 

Le second de ces deux axes est fini, mais le premier est du premier 
ordre. La vibration elliptique est très voisine (Γune vibration recli-
ligne de direction (/', /Λ', η') et Î/'amplitude sjl'- + m'- -+- η'1. 

lin précisant ces valeurs, à notre approximation, on aura 

t'2 -t- m'2 -h //'- ' 

et, pour le carré du demi-petit axe, 

' m'2-{- u'2 

Ayunt ainsi examiné l'hypothèse très particulière /"= m", revenons 
au cas général l" φ m", qui d'ailleurs va se traiter par la même 
analyse. 

Ici, la vibration étant * 

(48) 
ξ — I' cos (y -+- ί ), 

η = m' cos ( # -f- ni" ), 
ζ — η' cos θ, 

le rayon vecteur de l'ellipse sera donné par 

r2 — t'2 cos 2(0 -+-/") + ni'2 cos2 (0 ni" ) η'2 ο os2 0, 

et les maxima et minima correspondant aux axes de l'ellipse véri-
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fieront la relation 

o — r-^Q —— cos(0 -4- /") sin (0 ί") 

— m'2 cos(0 -4- m") sin (0 -4- m") — n'2 cos θ sin 6, 

tang20t=r i- — rr tang(7T — 2Ê), 

ε étant, à notre approximation, donné par 

( ^ £~ l^+m'2-^n'2' 

d'où, pour les directions des axes, 

2 9 —π — 2ε et ιΟ — ΐ-κ—2ε, 

θ —ε et 0— π — ε 

et, pour les sommets des axes, 

ζ = V sin (ε — ί") et ξ =—I' cos (ε — /"), 
η— m' sin (ε — m") et -ίι ——ni' cos (ε — ni"), 
ζ η' sins et ζ =—η' cosg, 
r2 — I'2 sin2(ε — /") [tî cosa(e— ι»} 

H- ην- 5ΐη2(ε — m") -4- η'2 sin2ô 
el 

-4- ni'- cos2(ε — m") -4- η'- cos2ε. 

Le second de ces axes est fini, mais le premier est du premier ordre. 
La vibration elliptique est très voisine d'une vibration rcclilignc de 
direction (/', m\ n') et d'amplitude yΊ'- -4- m'- -4- n'-. 

On aura ici, à notre approximation, 

_ m'-(m"— l") - n'H" 

ε — m" = —s— ^ 

et, pour le carré du demi-petit axe, 

(53) Γ2=Γ-{ε — /»)»+. m'2(ε — m")2-Wi'V, 

= 7Π τ? π \n'2(lri l"2 H- m'2 m"2 ) -4- L'2 m'2 ( ί" — ni")2 ]. 

D'autres conséquences physiques résulteront de la discussion de la 
surface des ondes au Chapitre suivant. 
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CHAPITRE IV. 

SURFACE DES ONDES. 

1. — Propriétés générales. 

L'équation tangentielle de la surface des ondes n'est autre que la 
condition de compatibilité mise sous sa dernière forme (43) en /, m, n. 
Si nous la rendons homogène, en écrivant le plan de l'onde sous la 
forme Ix -H my ιιζ = p, elle devient 
(54) ο = ρ*— ρ2[( I/1 + c*)I14- ( c-a2) m2 -+- (α2-p b*) n2] 

-+- [b2c2l'l-{- c2ci2m2 -h α2 ΰ*η2) (l2 -h m2 4- η2) 

— h
2
ρ

2

 [V(~? ~~(^-+-m
2
-h/i

2
) -h (a,/-η (3, m h-y, λ), 

homogène de degré 4; b, c, δ de degré r; a,, β,, γ
η

 l, m, η de 
degré ο. 

Pour a, = β, = ο, γ, = ι, ο = clrv, on retrouve bien l'équation de 
la seconde Partie (Chap. IV). 

Cette équation très générale peut encore s'écrire, comme dans cette 
seconde Partie, 

o = F — à2p2 C — o, 

F = o étant l'équation tangentielle de la surface des ondesde Fresnel, 
et C = o l'équation tangentielle d'un cercle, dont nous allons fixer les 
éléments un peu plus loin. 

La surface est d'ailleurs circonscrite k la surface de Fresnel le long 
de sa courbe de contact avec le cône imaginaire de sommet O. 

Elle admet encore l'origine pour centre, étant vérifiée par (-—·/, 
— m, — η, — ρ), mais elle n'admet plus les plans coordonnés pour 
plans de symétrie. 

Si l'on considère un plan Ix -+- my-h nz-h ρ = o tangent à la surface 
de Fresnel et au cercle, on a, pour son point de contact avec notre 
surface F — o2p-C = o, les coordonnées 

dF ,dC 
x=ov M· '=-· 2=···· 

dp 1 r dp 
Journ. de Math. (6e série), tome X. — Fasc. I, igi4· 9 
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Quand notre surface varie avec δ, son point de contact avec ce plan 
décrit donc la droite qui joint les deux points 

( dl dm dn \ ( ^ dl ^ dm ^ dn j 

\dp dp dp J \ Ρ dp 2 + ^ dp 2 ^ dp J 
Revenons au cercle dont l'équation tangentielle est C = o. 
Il a pour centre l'origine, son rayon R est donné par 

— — + ÊI + ώ, 

c'est-à-dire est le demi-diamètre de direction (α,, β,, γ,) dans l'ellip-
soïde 

( ) 77 77 77—1 ) 

ce qui en fournit une construction géométrique simple. Enfin son 
plan est 

a,a; + β, .y 4- y, 3 = o. 

Ces résultats, d'ailleurs classiques d'après l'équation 

G = ~ -h m2 4- η9- ) 4- (a, l 4- βι m 4- y, η )*= o, 

se vérifient sans peine de la manière suivante : 

i° Les plans tangents de direction 

l — au m = β,, η —y, 

sont donnés par la solution double p'2= o. C'est le plan du cercle. 
2° Les plans 

α'ίΡ4-β'/4- y'ζ — R = o 
avec 

α'2 4- β'2 4- y'* — ι et a,a'4- βιβ'4- yxy'—o, 

c'est-à-dire à la distance R de l'origine et perpendiculaires au plan du 
cercle, vérifient l'équation. 

3° Τ out plan 

~k(a.xx 4- βι/ 4- y,-s)'4- a1 χ 4- β'/ 4- y's — R =0 
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mené par une tangente au cercle vérifie l'équation quel que soit λ, 
car 

ι — [(λοίι 4- α') -h (1 —H β') 4- Oy, H- y')]2 

-H [&,(λα, 4- et') 4- β,( λ(3
(
 -h β') 4- y

t
 Oy, 4- y')]2 — 1 — ^2 —1 = ο. 

La surface est donc, quel que soit le coefficient de jdissymétrie δ, 
inscrite dans la développable circonscrite commune à ce cercle C et à 
la surface F de Fresnel. 

Dans les phénomènes physiques, δ étant très petit, elle est voisine 
de la surface de Fresnel. Si δ varie d'une façon quelconque, elle 
engendre le faisceau tangentiel défini par F et C. 

Une question naturelle à se poser est celle de savoir si le cercle peut 
être sur la surface de Fresnel, pour vérifier si notre surface peut être 
circonscrite à celle de Fresnel suivant ce cercle, la développable 
circonscrite commune ayant alors ce cercle pour courbe de contact. 

Or on connaît sur la surface de Fresnel les trois cercles qui font 
partie de son intersection par les trois plans coordonnés, et qui ont 
respectivement pour rayons a, b, c. Le plan de l'onde est alors l'un 
des plans coordonnés, et le rayon (α'β'γ') varie dans ce plan, par 
exemple 

— o, ce — ι, β'24-y'2 — ι · 

(La surface de Fresnel n'admet pas d'autres cercles de centre O, 
comme il est facile de s'en assurer sur son équation ponctuelle, en la 
coupant par une sphère x2 y24- z2 — pa. On est ramené à des sec-
tions cycliques de quadriques, lesquelles ne sont réelles que dans les 
cas précédents.) 

Pour que le rayon du cercle soit égal à l'une des trois longueurs 
a, b, c, par exemple, il faut qu'on ait 

-L+ + b2+ b 
ou 

b'2(a2- c2) ~~ c2(62 — a2) — a2{b2~ c2)' 

ce qui exige b2 > a2 > c2. 
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Et de même pour les autres. Le rayon correspondant ne peut donc 
être égal qu'à celui des trois a, b, c qui est compris entre les deux 
autres, et la direction du plan de l'onde est alors donnée par les for-
mules précédentes. 

C'est ce que nous avons obtenu dans la deuxième Partie avec c. 

Quel que soit δ, notre surface admet comme plans tangents ceux 
qui vérifient à la fois (α), (β), (γ) : 

(«) t-h β,/rc 4- y, λ =— —. 

(β) ^(p
2 +

 S" -
+
-§F

 +
 ̂ )-(

/2
^

m2
-*-

/
*
2

) =
 0

> 

a, ρ, β, ρ, γ, ρ sont les coordonnées du point S où ils coupent l'axe de 
dissymétrie, ce qui permet d'éliminer /2-f- m'2-h/r de l'équation de 
la surface, d'où, en supprimant encore le facteur ρ2, 

(y) Ρ2— («2-+" è2-bc2)/?'(—+ -h &Λ 4-α2/24-

4- (&2c2/24- c-a1 w2 -+- α2&2«2) ' 

ou 

( y ) ^""7
 +

 ^2) 12 4- c2 a2 m2 4- α2 Λ2 Λ2) 4- a2 /2 4- 62 ni- 4- c2 n2 

^ [, - («*■+■
 c2

> (~r +- Ê + § + j£)]=°. 

Ce sont donc les plans tangents communs à deux cônes du second 
degré, de sommet commun S (a), circonscrits à la sphère (β) et à 
l'ellipsoïde (γ) qui admet comme plans principaux les plans coor-
donnés. Comme ces cônes dépendent de p, ces plans tangents com-
muns définissent une développable fixe, indépendante de 0, à laquelle 
sont inscrites toutes nos surfaces quand δ varie. 

On simplifie un peu ces équations en y introduisant le rayon R de 
la sphère (β) donné par 

R2 ρ2 α2 ^ b* ^ c5 
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Elles deviennent alors 

(a') a
1

Z + p,/n-hy
1
/i=-/)y/^j-^i _ |i _ Zi, 

(β') R2(/2-+- m24- n2) — //=0, 

(/) a2
)

/2
 flF"

 + 62
) 

+ (ir + c,)n, + ',(l ÏF ) = °-
L'ellipsoïde (γ') est réel pour 

rt2 4- b2 4- c2 
OU 

L + 2i + Êi + û> ! 

II. — Quatre modes de génération 
et deux représentations paramétriques de la surface. 

Sur l'équation tangentielle se lisent plusieurs modes de génération 
de notre surface comme enveloppe de diverses séries de développ'ables, 
de même qu'au point de vue ponctuel une surface peut être considérée 
comme le lieu de diverses séries de courbes. 

Premier mode de génération. — Ecrivons l'équation tangentielle 
ainsi 

ο — (/2+ m2 4- n2) [b2c2l2 4- c2«2m24- a2b2 n2— (a2 4- b1 4- c2)p24- o2/?2.] 

4-/?2i a2/24- b2 tri2c2 η 2ρ2—ô2(a!/4- βι/η 4- y
x
 n)' 

-M3* fr* fr) 

La surface est alors l'enveloppe de la développable(au paramètre r) 
circonscrite à la sphère 
(55) r2 ( l2 4- m2 4- η2 ) — ρ2 — o, 

et à la quadrique 
(56) b2c2l24- c2a2rri--\- a2 b2n2 — (A2 4- b2 4- c2)p2 4· §2p'2 

4- r2 Γα212 4- b2m2-h c2 η2 4- p2 

— ô
2
 ( a, l -h β,m 4- y

x
 η)

2
 — δ

2
ρ

2
 ̂  4- ξι 4- ̂  J = o. 
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Quand δ varie de zéro à l'infini, cette quadrique varie de l'ellipsoïde 

( b2c2-+- «2/,2)/24- (c2a24- b2r2)m2-h {a2b2->r c2r2)n2— (a2-h b2 + c2— r2)p2 — o, 

au couple de points 

( α, Ζ 4- β, m + y, n)
2
 -4-p

2

 ['■' (^Ï + §?-+^-)-
I
]=°· 

Ce mode de génération est une extension du mode analogue pour 
la surface de Fresnel (ο = o), qui ne paraît pas avoir été remarqué, 
au moyen de la sphère et de l'ellipsoïde que nous venons de former. 
Cet ellipsoïde est réel si /,2< a2 4- b'- 4- c2, c'est-à-dire si le rayon de 
la sphère est inférieur à la diagonale du parallélépipède rectangle 
circonscrit à l'ellipsoïde 

(Ε) τ + ττ + ι- '- ο, 

qui donne la surface de Fresnel par la transformation apsidale. Ces 
deux ellipsoïdes ont les mêmes directions d'axes. 

On remarquera que, dans tous ces modes de génération, si 
/2 _4_ m2 -f- η2 = ι, r représente la distance de l'origine au plan tangent 
à la surface. 

Deuxième mode de génération de la surface, comme enveloppe 
des cônes circonscrits, de quatrième classe, ayant pour sommets les 
points de l'axe (α,, β,, γ,) de dissymétrie : 

Un tel sommet (a, ρ, β, ρ, γ, ρ) a pour équation tangentielle 

(5y) αίρΙ·+-βΙρ/η + γ1ρη+ρ = ο, 

ce qui, en remplaçant α, /4- β, m -+- γ, η par —-, donne pour deuxième 

surface, définissant le cône variable avec p, 

(58) f— (Z24- ; n2 -h n2) [b2c2 Z2h- c2a'm'--\- a2b2n2— (o2-f- à2-H c°-)p2-1- ô2/>2] 

-+- p
2
1a

m

-l
2
 4- à

2 m2 + c2 n2 4- p2—à2 L—
 +

 J —
 0

. 

Cette deuxième surface admet comme plans de symétrie les trois 
plans coordonnés, ce qui n'arrivait pas pour la surface des ondes, par 
suite de la disparition des termes (α

1
/4-β,/λΐ4-γ, n)3. C'est là l'intérêt 
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de ce deuxième mode de génération, qui condense en quelque sorte la 
dissymétrie dans le sommet de ces cônes. 

Pour S = o, elle devient la surface de Fresnel indépendante de p, 
qui définit ses propres cônes circonscrits de sommets alignés sur la 
direction quelconque (α,, β

η
 γ,) issue de son centre. 

Pour ο φ ο fixe, quand cette surface varie avec p, les points de 
contact M, M', ... des plans tangents parallèles à une même direction 
(/, m, ri), p variant seul, sont donnés par 

χ γ ζ t 

dt dm à η ôp 

c'est-à-dire sont alignés sur un même rayon issu de l'origine, p n'en-

trant que dans —· 

Mais, ~ dépendant aussi de l, m, n, le rapport ~jp varie avec la 

direction du plan tangent et la surface ne reste pas homothétique à 
elle-même. 

Elle varie, à partir de la surface de Fresnel, avec S et p, comme 
notre surface des ondes, mais plus simplement, puisqu'elle conserve 
les trois symétries par rapport aux trois plans coordonnés. 

Elle est inscrite dans les deux développables circonscrites d'une 
part à la surface de Fresnel, et d'autre part à la sphère 

/2+ m1-1- nz— ( -+- ^4- -+■ 0' a êl ¿>s 

et à l'origine, ce dernier cône étant compté deux fois, c'est-à-dire sa 
courbe de contact étant celle de la surface elle-même de Fresnel. 

Troisième mode de génération, résultant du rapprochement des 
deux premiers, et fournissant une représentation paramétrique de 
la surface. 

D'après les deux modes de génération précédents, notre surface 
admet comme plans tangents tous ceux qui, dépendant des deux para-
mètres r et p, vérifient les relations 

(60) (/a-4- m2 H- rc2) == 
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et 

(61) «j / -h β, m y, η —— £, 

(62) έ>2<?2/*4- claiml-\- aibin2 — (a24- £2 4- c2— <52)/?2 

4- r
2
 j a

2
/
2
4- &2/n2

 4- c
2
/i

s
 4- /?

2
 j^J — <5

2

 ^ — 4- 4- — <52

 ~~ϊ^| j
 ==

 °* 

Si l'on résolvait ces trois équations par rapport à ~ en fonc-

tions des deux paramètres r et p, on aurait une représentation para-
métrique, non pas du point, mais du plan tangent de la surface, les 
deux paramètres ayant la signification géométrique définie à propos 
des deux premiers modes de génération : r est la distance du plan 
tangent à l'origine, ρ est la distance de l'origine au point où il rencontre 
l'axe de dissymétrie optique. 

Pour la surface de Fresnel, M. Darboux a donné une représentation 
paramétrique (1) où l'un des paramètres α est notre ;*2, l'autre β étant 
le carré du rayon qui va de l'origine au point de contact du plan 
tangent considéré. Pour la résolution de ses équations par rapport 
aux coordonnées ponctuelles et tangentielles, il introduit deux nou-
velles variables α', β'. 

Nous allons effectuer ici la résolution par rapport à nos coordonnées 

tangentielles -> — ? en introduisant une variable auxiliaire σ, de 

degré ι d'homogénéité comme les autres, définie par 

a"· /2 4- b2 rrP 4-c^ri1— p°, 

qui ramène la troisième équation à 

(63) b1 c2 Ρ 4- c1 a1 rri14- a- b-/*2 

= | a2 4- Z>2 4- c2 — ô2 4- <72 -f- r2 1 — ό2^4-·|ΐ 

= ρ*θ(σ, ρ, r), 

en désignant par θ la fonction des variables σ, ρ, r représentée par 
l'accolade et qui est du deuxième degré d'homogénéité. 

(!) Leçons sur la théorie générale des surfaces, 4e Partie, 2e fascicule, 
p. 469-47°· 
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Ces deux équations, jointes à /- -f- μ et linéaires en l2, 

m-, n2, se résolvent par les formules 

I I I 

Δ α2 b* . c2 — (b2— c2) (c2 — a2) (a2-b3) 

6e c2 C2rt8 «2&2 

(de degré 6 d'homogénéité), 

,T! ' ' 
^ /P b2 c'! 

0 c2 a2 a2 b-

= + 0(c2 _ ,2) 

==(
y-

c
»)[g'^,+

rl

c,--g')-Q". 

Les deux membres sont bien du degré t\ d'homogénéité. On a ainsi 
les formules de résolution 

- ~± -== 1/ ; 0(σ, ρ, r)> 

(64) m=.................. 

n=................. 

qui, portées dans la première relation linéaire 

l n ni η ι 

donnent la condition 

(65) /1—τ;. /c2(«2-H ό2 — σ2) ~ ν'Δ 

+βι
ν^

ν
^!ΪΞ^ΞΞ!ΓΓ

6 

+7iv«2—16 y/——^ -0 = - γ, 

entre les paramètres σ, ρ, γ, dont deux restent bien par suite indépen-
dants pour la représentation de -, —, -· Cette condition remplace, 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. I, 1914. IO 
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dans une certaine mesure, les relations surabondantes de M. Darboux 
et sa fonction auxiliaire f. 

La signification géométrique de ces trois paramètres surabondants 
est la suivante : 

Les développables ρ = const, sont les cônes circonscrits à notre 
surface des divers points de l'axe de dissymélrie optique. 

Les développables r = const, sont circonscrites à notre surface et à 
des sphères variables de centre O. 

Les développables σ = const, sont circonscrites à notre surface et à 
des ellipsoïdes homothctiques à 

(Ε) ^ + ΊΊ + -'='· 

Quand δ se réduit à zéro et notre surface à celle de Fresnel, 
ρ disparaît de la fonction Θ, qui se réduit à 

9 — a2 + b2 -f- cs + σ2 +- r2 

et ne figure plus que dans la première relation linéaire, dès lors inutile 
comme la condition qu'elle a fournie. On a ainsi la représentation 
paramétrique tangentielle de la surface de Fresnel 

Ρ \/{c2 — a2){a2—b")\ 

d'où l'on pourrait déduire celle de M. Darboux [p. 4^°? (25), et p. 4G9]. 

Quatrième mode de génération et deuxième représentation 
paramétrique de la surface : 

Au lieu du paramètre σ, introduisons un paramètre variable τ, 
encore de degré 1, défini cette fois par 
(66) 62c2/24- c2a2m2-f- à2 b2n2 — τ2ρ2, 

qui ramène alors la troisième équation à 
(67) /,2(«2/2 + b2m2-\- c2n2) 

=
_ H- (α« + » +

 c

2

- δ
2
)ρ

2
~ ρ

2
 Ζ·

2
 [ι _ δ

2
 (£ Η- |1 + ώ) _ _ΐ] 

ou 

12 a2 /2+ ¿2 /n2-h c2/i2 = 

= ρ-νΰ(τ, ρ, /·), 
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en désignant par m la fonction des variables τ, p, r représentée par 
l'accolade, et qui est cette fois du degré zéro d'homogénéité. 

Ces deux équations, jointes à (Co) Ζ2 4- mr -t- ri2 — ~ ? et linéaires 

en Z2, m2, n-, se résolvent par les formules suivantes, où Δ est le 
môme qu'au troisième mode, 

ι 
_ J I 

Γ- r-
p2 U7 b2 c2 

τ- c2 a2 α2 62 

— a' —Jû a1 Gs(b2 — c-) 4- T2(C2— b2) 

— ( υ- — c- ) ( a- - α2τΰ — τ 

Les deux membres sont bien du degré 4 d'homogénéité. On a ainsi 
les formules de résolution 

(68) 

- =± 1/ α- ; τ2— a· GT(T, p, /') » 

m=.................... 

p=................ 

qui, portées dans la première relation linéaire 

— 4- β, 1- VI - = J 

donnent la condition 

(69) a, \Jb
2

— c
2
 γ/«

2
 τ

2
—α

2
χΰ 

4- β, \/ca— τ2 — b2T3 

4- yi\Ja2— b2^/ T2 — C2UJ —— 

entre les paramètres τ, ρ, ν, dont deux restent bien par suite indépen-

dants pour la représentation de -> — > - · 
La signification géométrique de ces trois paramètres surabondants 

est la suivante. 
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Les dôveloppables τ = const, sont circonscrites à notre surface et à 
des ellipsoïdes homothétiques à 

b«c5 tfb* ~ 7ΤΤΓ 

ayant pour plans principaux les plans coordonnés. 
Les dôveloppables ρ = const, et r = const, sont les rncmes que dans 

le troisième mode. 
Quand δ se réduit à zéro et notre surface à celle de Fresnel, 

ρ disparaît de la fonction ©, qui se réduit à 

a- -+■ b'14- c~ — τ'1 

® = -μ '' 

et ne ligure plus que dans la première relation linéaire, dès lors inutile 
comme la condition qu'elle a fournie. 

On a ainsi la représentation paramétrique tangentielle de la surface 
de Fresnel 

- =± , a
 =V/(-; — ~j) (τ'~ α*~)ι 

n=................ 

n=.................. 

qui ne diffère pas essentiellement de celle de la Thèse de M. Richard 
(p. 89). 

111. — Contours apparents de la surface. 

i° Sur les plans coordonnés : il suffit d'en prendre un, sur le plan 
des xy, les autres s'en déduisant par permutation; c'est la trace du 
cylindre circonscrit parallèle à Ο ζ ; 

2° Sur le plan perpendiculaire à l'axe de dissymétrie optique 
(«η βι» Τι)· 

i° Cylindre circonscrit parallèle α Oî. — Il suffit de faire n~ ο 
dans l'équation tangentielle : on aura celle de la trace du cylindre sur 
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le plan des xy. 11 vient ainsi 

ο = pi — pî[( b2c2)Î2 + (c24- a2)m2] + c2{b2 ί2-\- a2m'2) (ί2 + m-) 

- S·-μ' [ρ'(% + H- - (i' + m') + («.' H- β, »<)
2
] 

qui, pour δ = ο, donne bien 

ο = [ρ2—c2(i2-h m2)] [/>2—(«2M24- &2/2)], 

c'est-à-dire le cercle et l'ellipse de section de la surface de Fresncl par 
ce plan qui est pour elle un plan de symétrie. 

Cette courbe de quatrième classe admet l'origine pour centre, mais 
n'admet pas les axes 0.x· et Oy pour axes de symétrie. 

Elle admet comme tangentes, quelque soit δ, les quatre systèmes 
de quatre tangentes communes aux quatre couples de coniques 

(69 bis) 
c2 ( l2 -f- m2 ) — p2 — o, 

ρ — o; 

(7°) 

c2 ( L2 4- ni1 ) — p'1 — o, 

ρ- H- 4- —(/2-t-//i2) + (a,/+ β,m )2—o; 

(7') 
b21'1 4- a2 m2 — p'= o, 
ρ = o ; 

(72) 
b212 + a2 m2 — p2 — o, 

pî
 (a

2 +
 c

2
) — (/2-^m2)+(«i^ + Pi'w)2 = o. 

Les équations (70) peuvent d'ailleurs être remplacées par 

( 70 bis) 
c2(/24- m2) —/>2= o, 

^ + yè ~ ?) + («.'+P. «)'=<>. 

dont la seconde représente le système de deux points 

a,l + P,« ±/> y/- - §i + i_n. 

Ces quatre tangentes communes sont issues de ces deux points au 
cercle représenté par la première de ces deux équations. 

La seconde des équations (72) représente l'ellipse projection du 
cercle C sur le plan des xy. 
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2° Cylindre circonscrit parallèle à Γ axe de dissymélrie optique 
(α»> β«» Τι) donnant le contour apparent sur le plan perpendiculaire. 
Ses équations tangentielles sont 

<xl l -+- βι ni 4- y, /1=0, 
ο = // — p2[(b2 -h c-)l2 -1- (c·2 H- («24- //-) n-_| 

4- ( b2 c1 t2 4- c2cC2 m2 4- a2 b2 η2) ( l14- m2 4- η2), 

(
7

3) -<5
2
/;

2
 /^^4- 4-^ -(/

2
4-m

2
4-/*

2
)J, 

dont la seconde est celle d'une surface (Σ), inscrite dans ce cylindre 
(et, par suite, le définissant), qui présente sur notre surface des ondes 
l'avantage d'admettre les trois plans coordonnés comme plans de 
symétrie, par disparition du carré (α, l-f- fi, m 4- γ, η)'2 qui dcLruisait 
la symétrie. 

Cette surface est très remarquable et se prèle à une étude plus facile 
que notre surface des ondes, dont elle constitue une sorte d'approxi-
mation et dont elle indique la forme générale, au moins dans la 
direction (α

η
 β,, γ,). 

Etude de la surface (Σ). — On peut d'abord en donner les deux 
représentations paramétriques que nous avons indiquées, ρ disparais-
sant, et avec ρ la condition surabondante. 

On a, pour la première, 

(74) θ — «24- è2 4- c2 — ô2 4- <72 4- τ'2 \ — α2 4- ^7 4- · 

(75) 

- =± . ' \/"!(<l'+f'~gi)-a(.,r), 

n=.................... 

n=.................. 

aux paramètres /'eta; et, pour la seconde, 

tt24- 624- e2 ô2 τ2 fa] β2 y* \ 

(77) -=±-p=— ' —\/a'- b "7 6 — t'— a'ro(T, /·) 
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aux paramètres r et τ. 
La seconde rexêt une forme assez intéressante 

Ρ y/(c2— a') (a2— b2) 

AX («\ . ß* , 7Î + + 

qui, pour la surface de Fresncl (S = o), redonne celle que nous axons 
obtenue et rapprochée d'un résultat de M. Richard. 

On peut ensuite en chercher les plans tangents singuliers en annulant 
les quatre dérivées partielles 

~ = p | 2p
1

— [(/;
2

-+- C')l
2
-f- (c2+ a2)m2 + (α2 + 62)Λ

2] 

+ δ2(/2 + m5+ ηη -2 ô2p2 + 

- Φ- [-(6
2
4-C

2
)/?

2
H- &2c2(/2-hm24-/î2) 

-h ( b-c2 Ρ -h c2a2 m- a? U2η2) + δ2/>*] / 
et 

L ÈL, L a 

par permutations circulaires de a, b, c et /, m, λ. 

I° Cherchons d'abord des plans tangents singuliers par l'origine 

^ρ — ο annulant ce qui empêche qu'on ait alors à la fois 
l = m = n = o, et exige l2 -+- m2 -h η2 φ ο s'il s'agit de solutions 
réelles. 

a. Alors supposons d'abord Imn φο.^£ == ~ ~ = o donnent 

62c2(/2 + m2-h n?) + 62c2/2-1- c2a2/7i2+ cPfrn}— o, 
c2a2(/2-f- m2-i- Λ2 ) H- 62c2/2-+- c2a2/ft2 + α262η2 — o, 
α2ϋ2(ί--\- ni* -Η Λ2 ) H- &2 cs/2-f- c2 a2 m2 4- a2 &2 «2 — o, 

système impossible si a2, 62, c2 sont différents, ce qui est notre cas 
général. 

6. Essayons ensuite m = η = ρ = ο, Ιφ o, ce qui donne 

ÊL^ïL^ÈL^o 
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— = o se réduit à l\ib^c^l2j = o; donc impossibilité encore, et de 

même pour η = l = ρ = o et l ~ m = ρ = o. 

c. Essayons enfin Im φ ο, η = ρ = o, ce qui donne 

On dp 
Alors 

— o donne bx c2( l2 m2)b2c212 + c2a2m2 — o, 

~-=zo donne c2a2(l2-\-ni2)-\-b2c2ii-\-c2a2ni2—o. 

impossible en solutions réelles, et de même avec / = o ou m = o. 
2° Cherchons en second lieu des plans tangents doubles ne passant 

pas par l'origine (ρ φ o). 
a. Supposons d'abord Imn φ o. Alors les quatre équations 

dl dm dn dp 

s'écrivent 

b2 c2(/24- m2-1- n2) H- (Z>2c2/24- c2a2m2-+- a2 b2n2) + p2[— (b2-+- c2) 4- δ2] o, 
c2 a2 ( l2 4- m,2 -h n2 ) 4- ( b2 c212 4- c2 a2 m2 4- a2 h2 η2 ) 4- ρ2 [— ( c2 -h a*· ) 4- o2 ] = o, 
a2 b2(l2-\- m2 4- n2) (b2c2124- c2a2m2-+- a2 b2n2) -f-p2[— (a2-h b2) -t- à2| ~ o, 

o2 i2 4- b2 m2 4- c2 n2 — ( a2 H- b2 4- c2 — δ2 ) ( l2 4- m2 4-ri2) 

*• 5+9+SíjJ=* 

et leur déterminant, par rapport aux quatre combinaisons des in-
connues 

(a2l2-+- b2m2 4- C2A*2), (/24- m2-{- Λ2), (b2c212c2a2m2-\-a2 b2m2), ρ2, 

se réduit à 
^(b2—c2)(c2—a2)(a2— b2), o, 

dans notre cas général; il est donc indépendant de δ, ce qui est assez 
remarquable. On aurait donc ρ = o, ce qui exclut ce cas. 

b. Essayons ensuite m = η = ο (Ip φ o), qui rend ~ ~ = o. 
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Alors 

~ = ο donne 4- 2b2c2l2 — p2(b2 -+- c2 — ô2= 0, 

^=0 donne - (û
2
4- c

2
-δ

2
) l

2
 4- — <5

2
 4- 4- ̂  =0, 

ce qui exige qu'on ait 

44« εφ-3'(^ + |ΐ+£Ϊ)]-(6>-ι-<:·-*)>=<> 
ou 

— ( b2
 - C

2
 )

2
 + 2 δ

2
 ̂  + 6·

2
 — 2 b2

 C
2
 4- |ï + ̂  J - 0* = O. 

Ceci n'a rien d'absolument impossible α priori, même dans les 
hypothèses physiques, car δ, comme nous l'avons vu, peut être de 
l'ordre de petitesse de b2 — c2. Cela revient, avec les notations de la 
deuxième Partie, à supposer ν de l'ordre de v". 

Nous avons dit toutefois que les phénomènes connus conduisaient 
à supposer plutôt v" d'ordre supérieur à v, c'est-à-dire b2— c2 d'ordre 
supérieur à 0, auquel cas le terme principal de la condition ci-dessus 
deviendrait le second et entraînerait la conséquence 

ï T* rrì T ■»—rr i 

C'est un cône de directions à donner à l'axe de dissymétrie pour 
réaliser cette singularité. 

En revenant à l'hypothèse la plus générale sur a, b, c, 0, on voit 
que la présence des trois couples de plans tangents singuliers paral-
lèles à Oyz, Οzx, Οxy exigerait qu'on eût 

— (ù*— c2y + 2 o2 

— (c2 — a2)2 4- 2 o2 

-{a2—b2)2-l· 2d2 

),f C3_ 2 ¿,SC2 /ñl + + h\ 

c'-t- a'— s c'a" (2Î + Êî + Û\ 

2 a2 ö 2a'b' c b, 

— <54r= O, 

— §'* ~ O, 

— di — 0. 

Ceci exige l'égalité du quotient 
— {c2-a2)24- (a2— b2)2 

(
^_^φ_

2ί
φ|

 +
 ||

 +
 φ)] 

et des deux qu'on en déduit par permutations circulaires. 
Jounis de série), tome X. — Fasc. I, t ' 
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On devrait donc avoir 
fe2+cs 6·2 -b g2 g2H- 6« 

1
 2 Or 1 2 //- _ 1 2 C2 

aa! \ a8 62 c'2/ 2&8 \ a2 b- c-J 2r \ a2 62 c2 / 

Oil 
2 a2 — ft2 — c2 _ 2 />2 — c~ — a% 

, _ 2«8 (4 H- ÊI -b 4) I- 2ύ
2 + êl M- "4) 

3(a2 — b2) 3 

(¿i _ai)/'*í+ êiH. 4 \ öä 62 6 a‘‘ él 6* 7Î 

relation qui, étant symétrique, fournit la valeur commune des trois 
rapports. 

Il vient donc 

ο = 2(a*+4* + c=) + |î H-ïî) _ 3<«; + β: + y?), 

ce qui est un cône symétrique et, par suite, donne une condition 
unique. 

Une autre est fournie par le résultant de deux des équations en o, 
qui suffit, comme il est facile de s'en assurer, et qui dorme un autre 
cône assez compliqué dont je ne m'arrête pas à écrire l'équation. 

11 faudra donc prendre pour l'axe de dissymétrie une génératrice 
commune à ces deux cônes, et pour valeur du coefficient c de dissy-
mélrie la racine commune aux trois équations bicarrées. 

c. Essayons enfin a = ο (avec Imp φ ο) qui rend ~ = o. 

Alors ̂ —.·~=~=το donnent 

L·2 c2 ( L'2 -b ni2 ) + b'2c"1 i'2 + c2 a2m2—ρ2 ( b2-+- c2 — o2 ) = o, 
c2 a2( l2 -b m2 ) -b b2c'1 L2-b c'2 a2m2 — p2( c2 -+- a'2 — o2 ) — o, 

— {b2
 -b c2)l'2 — (c

2
-b ci2)m2

 -b 3
2
(/

2
-b m'2) — 2 |^ô2

 -b ηρ -b —
 1

 °' 

qui admettent, comme déterminant à annuler par rapporta lJ, m-, /r, 
2 b2 c2 c2 ( a2 -b b2 ) b2 -b c2 — ô2 

c2(a2-\-b'2) 2c2 a2 c2-r-a2—ù2 

b2
 -b C

2
 Ô

2
 C

2
 -b Or — O

2
 2 ( — 0

2
 (^ + -b 4)J 
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On vérifie que les termes indépendants de § s'annulent ainsi que 
les termes en 8* et il reste, au facteur 2 c2 8'2 près, 

o = (rt2— /;2) *4™ a 

Ces plans tangents doubles existeront donc, parallèles à Os, et 
donnes par les solutions l, m, ρ des équations linéaires dès lors compa-
tibles, si l'axe de dissymétric optique vérifie la relation 

0=
«Î+P;-^; ygi

 +
 a

+
4)

=0
, 

c'est-à-dire est dans l'un des deux plans 

c- -5I«Î+ c b, c b/ 

qui sont deux plans cycliques de l'ellipsoïde 

(E) 4
 +

 ̂  +
 = 

En faisant les deux permutations circulaires consécutives, on voit 
que, pour l'existence de cette catégorie de plans tangents doubles, il 
suffit que l'axe de perturbation optique soit dans l'un des plans 
cycliques de l'ellipsoïde. 

d. Le plan / = m. = η = ο, ρ φ ο, c'est-à-dire le plan de l'infini, 

donne = -r — °» mais τ~ = 0 devient 

11 I — ô2 o a* Bi + K,= //' c-' 1 

Il faudrait, pour qu'il fût singulier (ce qui n'a d'ailleurs pas d'intérêt 
au point de vue physique), que l'axe de dissymétrie 8 fût égal à la 

longueur du diamètre de l'ellipsoïde ̂  H- -+- L· = 1, qui a sa propre 

direction, c'est-à-dire que Vextrémité de cet axe fût un point de 
Γ ellipso ïde. 

Mais ce cas est impossible physiquement, comme donnant une 
racine or infinie de l'équation aux vitesses. 
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IV. — Équation différentielle des lignes de courbure. 

Appliquons l'équation (16) (p. 240 de M. Darboux) (') au cas 

où u = Ζ, ρ = m, w = fi, ρ — ι, h = α = i· Elle devient (β étant σ 

ou τ suivant le mode de représentation choisi, où α et β sont les para-
mètres des courbes coordonnées) 

doc ύβ doc ΰβ 

dm dm . dm . dm 

n dec ϋβ doc C dβ 

iooo ο 
α ι ο ο ο 

= ο, 

OU 

(79) 

άβ fa όβ 

ΰβ fa όβ 

άβ fa Ίβ 

= ο. 

Par exemple, pour le premier mode, 

(
^-

a
')'

(a
»-^)[ai(y+ci-^)°!i~8(g'p4)_' 

θ = C
2
-Ô

2
 + β*+ -1 ΓΙ - Δ

2

 (4 H- F]· + 4 - VIL » 

avec la condition 

αϊ —c2 \/tf2(62-+-c2—(32)a2— 6 -r- v'c2— a2 \/ù2(c2H-a2—β2)a2—0 

-h y, \/a2— 62 v/c2(a2-j- ù2— (32)«2— θ = —— > 

Δ = (62—c2)(c2—a2)(a2- fc2). 

Ces résultats se simplifient pour la surface de contour apparent 
parallèle à l'axe de dissymétrie. 

(l) Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. 1. 



SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 85 

Je prends le deuxième mode de représentation = (3, ^ à 
cause de sa forme plus symétrique 

/2— — j pipyi— Ël ju , + δ* Γα2 — (2Î -h 4- t±Y\ j, 

qu'on peut écrire 
Ρ — Λ ο 4- Λ, α2 h- Α2

β2 4- Α3
οί2β2, 

d où 
l—A,oc 4- Α

3
αβ2, ^ ~^β—Α

2
β 4- Α

3
α2(3, 

iciJâ + (doc'/a_f~ ~ ^β'^α "+" 2Α,αβοίβ. 

Et, par échange de α et β, A, et A,, 

Pd~ — (A2 -+- A3oc2) ( A
0

4~ Α,α3)ο/β -h αβ Î/OC(A0A3 — At A24- A3/2). 

Alors l'équation différentielle des lignes de courbure, écrite lignes en 
colonnes, sera 

dp Op dp 

/3 ,àl .dm „,dn 

Pd— m'd — u'd— 

= Ο 

ou 

(8ο) 
Ρ β ( Α., β 4- Α3 7" ) 

( Αι 4- Α3β2 ) ( Α
0
 + Α2β»)*α + αβάβ [Α0 Α3 — Α, Α2 -ι- Α3 /

2] ... 
( Α2 + Α3 oc2 ) ( Ac -+- A j α' ) dp 4- οβ doc [Α0 Α3 — Α, Α2 4- Α31~~\ ... 

= ο, 

les autres colonnes se déduisant de la première par permutation de l, 
m, η, A, 13, C, 

Le facteur commun β — ο donne une solution τ = ο imaginaire à 
écarter. 

V. — Plans tangents singuliers. 

Reprenons l'équation tangentielle de la surface f= F — δ2ρ2 C = ο 
et cherchons les plans tangents singuliers par les équations telles que 

Tl
=° =

 1Î
-o>

Jl
{p-C) = o. 
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Les dérivées ont été calculées pour la même étude faite sur la sur-

face (Σ) de contour apparent parallèle à l'axe de dissymétrie optique 

^ 7i(p2Cï= 1 r)Z7ïï =/>*[—/ + «i(ai* + i3iw-<-yiwV| 

et ~ et ~ par permutations circulaires 

i|
(p

.c)=/,c
+/

,.(5i
+

M
 +

 2l). 

I. Cherchons d'abord des plans tangents doubles par l'origine 
(p =■ o). Les équations se réduisent alors à celles que nous avons 
obtenues pour la surface de contour apparent parallèle à l'axe de 
dissymétrie optique, et les conclusions sont les mêmes. 

II. Cherchons en second lieu des plans tangents doubles ne passant 
pas par l'origine (ρ φ ο). 

i° Essayons d'abord m=. η — o, Ιρφο (ou les autres analogues par 
permutations). 

Ici nous η avons plus ~r~ = -£· = o: mais comme = o, il 
reste 

«i(3| = o; 
a, y, = o. 

Si β1 = γ, = ο, l'axe de dissyrnétrie coïnciderait avec l'un des 
axes Oxyz, c'est l'étude de la deuxième Partie. Si a, = o, c'est 
l'hypothèse (β) plus loin. 

2° Essayons ensuite η — ο, Imp φ ο. 

Alors = ο exige qu'on ait γ, (α, l ■+■ (3, ni) — ο. 

α. La solution 

βι — «1 Ο I ' 

annulant la parenthèse, ramène à la surface de contour apparent, en 
faisant disparaître a, / + (3Km 4- γ, η, dans le cas (c). Il faudrait donc 
d'abord, comme on l'a obtenu là, que l'axe de dissymétrie optique fût 
dans l'un des plans cycliques de l'ellipsoïde, et ensuite que les équa-
tions linéaires, alors compatibles, fussent yérifiées par les valeurs 
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ci-dessus de l, m, η, ρ, ce qui entraîne entre les données a, b, c et l'axe 
de dissymétrie δ(α,β,γ,) des conditions que je ne m'arrête pas à 
écrire. 

(3. L'hypothèse γ, — ο, où l'axe de dissymétrie serait dans l'un des 
plans coordonnés Οxyz, ne simplifie pas considérablement les calculs; 
je ne la traite, pas, on la déduirait comme cas particulier de ce que 
nous allons dire sous un numéro suivant (4°)· 

3° Le plan l = m η ο, ρ φ ο, c'est-iWlire le plan de l'inlini, 
donne 

01 0/n On 

Mais ~ = ο devient encore 

' — o2 -t- yr + = o, 

l'extrémité de l'axe de dissyrnétrie doit être sur l'ellipsoïde. 
Nous avons remarqué que c'était physiquement impossible. 
4° Lnfin le cas général hnnp φ ο redonne les équations du cas 2° (a) 

du contour apparent, mais embarrassées de termes en (α, l-\~ |3,ΛΛ4-γ, η) 
qui en compliquent considérablement la discussion, biles s'écrivent ainsi 

ο — i j — ( b1 -H c2)p2 4- b1 c- ( t1 4- m'1 4- //,'-) -)- ( b1 c'1 l2 4- c2a2m24- a2 L·'1 n2 ) 

— à2p2\~ / + «ι(αι/-1-βι»ϊ4- y, λ)1 j
 =

 °> 

deux autres obtenues par permutation circulaire de (/, m, u) (a, [3,γ,) 
et enfin la quatrième 

ο — | 2ρ2 — [( b1 4- c- ) lr 4- (c2 4- a- ) m24- (a2 4- b2 ) n2 j 

— 2 à2ρ2
 4- ρ- 4- 4-- ο2

 ( Ρ -μ m2
 4- λ- ) — ο- ( a

t
 / 4- βι m 4- y

t
 η )'-1. 

Celle discussion pourra être ul Ha me ni faite le jour où /' expérience 
aura montré, entre les constitutes, des relations qui la simplifient. 

Je vais seulement montrer comment elle pourrait être abordée 
dans le cas où, δ étant'considéré comme inliniment petit, on étudierait 
les singularités de cette surface comme voisine de celle de Fresnel. 

Ecrivons pour un moment ces équations 

fi— ô39/=o (î'=i,2,3,4). 
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Appelons (/, m, η, i) une solution des /* = 0, c'est-à-dire un plan 
tangent singulier de la surface de Fresnel. Appelons 

(/ 4- r)2/,, m H- è2mu η 4- b2nu i) 

une solution des o2<p; = o, c'est-à-dire un plan tangent singulier 
de notre surface. 

Alors le développement de Taylor, limité au premier terme, de 
l'équation 

ft — <32 <ρ,·= ο, 
donne 

/·(/, m, η, O + ô
2
^/, A

 + m{
A 4-©,·(/, m,/i) ~o, 

ou, puisque /, //2, /2 sont des solutions de/
t
= o, 

+/ii§7T -9diifnin)=° (« = 1,2,3,4). 

S'il y a des plans tangents doubles, les termes correctifs l, /22, /2, 
m,, /2, devront être racines de ces quatre équations, ce qui donne une 
condition de compatibilité 

(8r) 

A A A 

ÙA dA dA 

<lfi àf3 df3 

A A A o, 

=: o. 

Par exemple, en prenant Je plan tangent singulier qui, avec les 
notations actuelles appliquées aux formules de la page 20 de M. Richard, -
est 

— "! = — \J-F=âi (« = »,/,==.). 

fx -=z [— (i2+c2) + i5c2(l24- m- 4- n2) 4- b2c2l24- c2a2/».24- a2ê2/i2] L ■=. lgx, 
/

2
— [— (C

2
4-«

2
) 4- c2a2(/24- m2 4- «2) 4- Ê2c2/24- c2«2m24- «2 Ύ2 ri1 ]/U — mgif 

f3 — [— (a- 4- ê2) -i-a2 b2 ( l2-h m2 4- /i2) 4- b2c2l2 4- c2a2/«24- «2 ê2/i2]/i, 
f,

t
— 2 — [(ê24- c2)^24- (c24- a2)m2 4- (a2 4- ύ2)«2]. 
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La troisième colonne du déterminant (81) se réduit à son troisième 
terme φ ο, et le déterminant à son mineur 

(82) 

ou 

A A 0 

A Al « 

A A 0, 

= o, 

A-ir+lAi A-lAl 

A-ir+lAi A-lAl 

A-ir+lAi A-lAl 

Mais ici 
£·,==—( 62 -+- c2) -+- b* -+- c2 = o, 
g2~ — (c2 + a2 ) + a2 4- c2 — o, 

A-ir+lAi A-lAl 

m m ©, 

M± a± 0. 

= o, 

A- = 2c2(a24- 62)m, 

— 2c2(a2+62)/, ^ = 4cJa2m. 

La condition s'écrit donc ainsi : 
20*0-1 c2(a2+è2)/ — * (β2 -h y2 ) + /ηο^β, 

c2(a2-+-62)m 2c'2a2m — /n(aj 4- y2) + / at(3t 

-(6'-t-C«) 2^ + ||
 +

 ̂ -5l±ii±2l
+(a|

/
 +

 g,
m

)i, 
= o. 

On divisera la première ligne par /, la deuxième par m. 
Les coefficients des éléments de la dernière colonne sont respective-

ment, en divisant par c4(a2 — b2), 

5—3 ;—? — (a2—■ b*). 

Journ. de Math. (6e série), tome X. — Fasc. I, 12 
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Le coefficient de γ, disparaissant, on voit que le eone, sur lequel 
doit se trouver l'axe de dissymétrie pour que le plan tangent singulier 
existe, se réduit à deux plans passant par Os. 

CHAPITRE Y. 

CAS DES ONDES PLANES LATÉRALEMENT LIMITÉES. 

En nous reportant au paragraphe JY (n° 19) du Mémoire de 
M. Boussinesq (p. 335) ('), nous voyons que le rayon lumineux, 
supposé latéralement limité pour rentrer clans le cas de la réalité, mais 
assez large pour ne pas présenter de diffraction sensible, se prêtera à 
l'étude précédente, pourvu que LT, MT, NT subissent trois correc-

tions imaginaires ε, ε,, ε2, de l'ordre des dérivées partielles 

I étant maintenant une fonction lentement variable de a?, y, z, dont 

les dérivées secondes seraient encore beaucoup plus petites que ces 
dérivées premières. Ce sont donc les expressions 

LT -+- ε ~ M' 1 -r ε, ~ λ'' l + c2 " 

que nous substituons dans les mêmes équations du mouvement. Dans 
ces expressions, L', M', N' conservent leurs valeurs constantes du cas 
des ondes planes latéralement indéfinies. 

Les termes εΕ, ε, Ε, ε
2
 Ε donneront, d'après le calcul du Chapitre I, 

les produits de Ε par 
Φ ε Χε, Η- Ψε2, Φ] ε -ρ- Χ, ε] Η- Ψ, ε^, Φ»ε Χοε, Η— Ψ*2 ^2· 

En effet, ε, ε,, ε
2
 étant déjà de l'ordre de petitesse des dérivées pre-

mières de I, les dérivations de ε, εη ε2 par rapport à a?, y, ζ n'intro-
duiraient que des termes de l'ordre supérieur de petitesse des dérivées 
secondes de I. 

Dans les autres termes, la dérivation par rapport à χ du produit 
LTE le multipliera par 

H- rs=-^('+n cha 

(l) Journal de Mathématiques, 6e séi'ie, t. Vil, j911. 
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Cette dérivation reviendra donc à donner à l un accroissement 
qu'on peut représenter par 

Kl dx v 

Mais, les dérivées partielles — étant petites, et chacune 
d'elles n'éprouvant des changements comparables à sa valeur qu'après 
un grand nombre de longueurs d'onde, leurs propres dérivées seront 
d'ordre supérieur de petitesse, et elles-mêmes pourront être traitées 
comme des constantes dans notre calcul. On pourra d'ailleurs traiter 

d"l=mTyd-'> 

en raison de la petitesse de comme de véritables différen-
tielles, et, dans les résultats de la substitution que nous effectuons, les 
neuf polynômes Φ, ..., ψ

2
 seront accrus de leurs différentielles totales 

'M>, ..., 'AtÇ· Ces résultats fourniront donc les trois équations 

Φ ε h-Χ ε,-h Ψ ε24-ΚΊ(Φ 4- ύΦ) -+-ΜΊ(Χ 4- ΟΧ) 4-ΝΊ(Ψ + ΰΨ) = ο, 

Φ,ε 4- Χ,£l -1- Φ',ε2 4- VI (Φ, + ί)Φ,) 4- Μ' 1 (Xt 4- dX, ) 4- ΝΊ (Ψ2 4- <?Ψ, ) = ο, 

Φ2 ε 4- Χ 2 ε, 4- Ψ, ε2 4- L' I ( Φ2 4- ) -h.M'L ( Χ2 4- dX2 ) 4- ΝΊ ( Ψ2 4- ΟΨ» ) = ο. 

Appelons λ', α', ν' les trois multiplicateurs, définis à un facteur près 
et fonctions de /, /w, η, qui vérifient le système homogène 

λ'Φ -u μ'Φ, 4- ν'Φ2 — ο, 

λ'Χ -h μ'Χι 4-ν'Χ2 ~ ο, 
λ'Ψ 4-μ'Τ, 4-ν'Ψ2 =ο, 

compatible à cause de la condition 
Ψ Ψ, Φ2 

Χ Χ, Χ, 
Ψ Μ', Ψ2 

— ο 

ou f (a, b, c, I, m, /1) — ο, que nous supposons vérifiée, et qui n'est 
autre que la condition (/ji) du Chapitre 1 (troisième Partie), les 
lignes étant échangées avec les colonnes. 11 en résulte aussi que pour λ', 
u/, ν' on peut prendre les expressions imaginaires conjuguées de L', 
M', N', d'après une remarque faite à la fin du Chapitre I. 

Alors, en multipliant par λ', p/, ν' les équations et les ajoutant, on 
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obtient, après suppression du facteur I, 

(λ'<?Φ4-α'<?Φ, + ν' <M>2)L'+(X' dX 4-p'dX, 4-v'dX2)M' 

-+- (λ' d'F + μ' 4- ν' d¥2)N' = ο. 

Dans cette équation, on a 

ί/Φ = -77 à14- —j—dm η—— dm 

.................. 
Elle devient donc 

L v w+»-ar+'-3r)dl 

4- (λ'-J— 4- μ'-τ-1 4-ν'-~ 4- λ' — 4-μ'-Γ-ί 4-ν'-τ-4 d/« L' 

+ L y- ni^f- nr^-Tirr 

4- λ' — 4- α' —1- 4- ν' dm -MA'-; H μ' -r-1 4- v' On M' 

+ L yin^yJ-df^-Jt)dl 

4- λ' μ uJ —- + ν' —^ dm 4- Α' -Τ- 4- μ' ~~ 4- ν' ——: d/Ί Ν ' == ο 

avec 

Kl dx KI dy ΚI dz 

ou, en ordonnant par rapport à ces dérivées, c'est-à-dire en colonnes, 

L,d\ ,d\, ,rfq,„ /,, d>V ,αψq.,,ν/1 

+ (λ lu^^-dr^-'-wr^y^r^f· -ar+v-3rjN jas 

+ [ (λ S + (1 rfiT+v^f)L 

+ (λ ΊΓη ̂ sà
 +v^r)N J T

y 

+ [ ΥΊΚ + ν-ΊΰΓ + 'ΎΚΓ 

+ (λ
 ^

 +
 ^ ̂

 + y
 7ST J

 M
 (

λ
 rf«

 +
 λΓ

 + v
 ·3Γ j

 Ν
. S =

 0 
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ou enfin 

l)-r+Qr+RT = °' 

P, Q, Il représentant les trois crochets. 
Mais entre les neuf polynômes Φ, ..., ψ

2 nous avons établi la 
relation 

/( a, c, l, m, n) = o, 

qui n'est autre que l'équation langenticlle de la surface des ondes, et 
dont la différentielle totale serait 

-77 dl -+- -7— dm H—j- un = o. 

Or, je dis qu'on a précisément, 

dl clm du 

En effet, pour effectuer cette différentiation, il est inutile de former 
explicitement F : il suffit de différentiel· totalement les trois équations 
linéaires et homogènes dont F = o exprime la compatibilité. Il s'agit 
ici de différentielles effectives et non plus symboliques, et il vient 

Φ d\J 4- X d\V 4- Ψ dN' 4- L' άΦ 4- M'dX + Ν' άΨ = o, 

Φ, dL-h X ,dM' 4- 'F, dX14 · L' άΦ{ 4- M' dX, 4- Ν' d'F, = o, 

Φ2 d\J 4- x2 dm' 4- Ψ, dX' 4- υ αφ.2 4- M' dX2 4- N' dyV2 — 0. 

Ces équations, multipliées par Λ', ρ/, v', définies plus hautetajoutées, 
donnent, par évanouissement des trois premières colonnes, 

(λ' άΦ 4- y-' άΦι 4- v' dW^V 

4- (λ' dX 4- μ' dX, 4- v' dX
a

) M' 4- ( λ' d»F 4- μ' dlF, -τ- v' dW
2

) Ν' — ο, 

avec 
ίΙΦ = —— dl 4—r~ dm 4 r~dn. 

.................... 
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Cette équation devient donc 

L ν τι + v~dî)L 

A,r/x .,/Χ, ,'/Xâ\„, A.f/'F , r7»r, ,^ΓΛ^,Ί . 

+ /h( ~dZ.+i'' ~dm H" v 5») 

-+-1 /. —. H- [->■ j 1- ν —— ) iVl -|- ( 7. -j l· [J. H ν — ) Ν dm 

-1- L"
4
" (

λ^ + μιά+νφί)ν 

-4- /' V- + μ' ~~ + ν' —' Μ' 4- ?/ -Τ- Η- // -—· ν' )Ν' du — ο, 

ou enfin 
Ρ dl -f- 0 dm -+- Κ dn — ο 

comme nous l'avions annoncé, c'est-à-dire 

4L fJL fJL 

Or le point de contact (x, y, z) du plan de l'onde avec son enveloppe 
est précisément donné, sur l'équation tangentielle, par 

df df df ' 

OU 

Ρ ~ Γ) — R' 

Si nous considérons par suite un élément de chemin (d#, dy, dz) à 
partir de l'origine le long du rayon vecteur de ce point de contact, 
nous aurons 

Οχ dy <)z 

et, sur cet élément, l'équation 

P— ·+- Q —,—h H-j- ~ ο 
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deviendra 

cl\ Λ dl Λ dI . / jyt ν 

C'est l'équation (57) de la page 339 du Mémoire de M. Bous-
sinesq. 

Donc, quelle que soit la manière graduelle dont varie la fonction I 
d'un point à l'autre d'une même onde plane, celte fonction ne variera 
pas le long du rayon vecteur joignant le centre de la surface des ondes 
au point de contact de cette surface avec l'onde plane, et c'est suivant 
ce rayon vecteur que se transmettra l'amplitude du mouvement: c'est 
la propriété caractéristique du rayon correspondant de lumière 
parallèle. 

Nous avons donc étendu, au cas général qui nous occupe, malgré la 
présence des trois coefficients ν, v,, v2 (représentant un ordre de phé-
nomènes analogue à la polarisation rotatoirc magnétique), la conclu-
sion de ce Mémoire : 

Les équations du mouvement ri astreignent le coefficient I d'am-
plitude qu'à rester invariable le long de chaque rayon lumineux 
(rayon vecteur du point de contact du plan de l'onde avec son 
enveloppe, la surface des ondes). 


