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Sur la surface des ondes dans la polartsation rote-
. , e ’ \
toire magnétique et dans quelques phénomenes plus
généravx;
Par Louts ROCHE.

INTRODUCTION.

Le présent travail a pour point de départ cette phrase de M. Bous-
sinesq ('), & propos d'une certaine biréfringence spéciale, engendrée
dans un corps isotrope transparcnt par un champ magnétique, et de
'altération qu’elle produit dans la forme circulaire des trajectoires
pour des ondes inclinées sur ’axe du champ : « Cette altération, et la
double réfraction elliptique spéciale qui en résulte, ne paraissent pas
avoir encore été étudiées. »
Cette étude constitue notre premiére Partie. Elle consiste d’abord
a introduire, dans les équations du mouvement, un coefficient v’ repré-
sentant cette biréfringence, et & en chercher des solutions du type

(!) Théorie analytique de la chaleur mise en harmonie avec la Thermody-~
namique et avec la théorie analytique de la lumiére, t. 11, 1903, p. 481. Paris,

Gauthier-Villars. Les renvois a ce Volume seront désignés par II.

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. I, 1g14. 1
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classique, modifi¢es par la présence de ce terme : c’est 'objet d’un
premier Chapitre.

Un autre est consacré 4 l’équation aux vitesses w de propagation
des deux systémes possibles d’ondes planes, un troisitme aux consé-
quences physiques des résultats, un quatriéme a la surface des ondes,
généralisant celle de Fresnel, avec des différences qui constituent I'un
des points nouveaux de ce travail.

L’altération dont il s'agit concerne I'inégalité créée par le champ
magnétique entre les trois coefficients a, b, ¢, figurant dans les trois
équations du mouvement de I’éther, et dont le troisiéme ¢, corrélatif
a I’axe du champ pris pour Oz, cesse d’étre égal aux deux premiers a
et b. Cette inégalité, comme I'a remarqué M. Boussinesq ('), a pour
effet de rendre le corps biréfringent & la maniére d’un cristal uniaxe,
dont ’axe optique ou principal coinciderait avec la ligne des péles de
I'aimant. C’est ce qui m’a suggéré I'idée d’une généralisation & deux
degrés, dont j’ai fait 'objet de deux autres Parties.

L’une, ma deuxiéme Partie, ot a 5 b = ¢, avee un scul coefficient v
de dissymétrie, concernerait des ecristaux & deux axes, o la biréfrin-
gence prépondérante a jusqu'ici empéché d’observer la polarisation
rotatoire magnétique, mais ol I'on peut espérer la mettre un jour en
évidence avec des courants assez puissants.

[’autre, ma troisi¢tme Partie, oli @ £ b =~ ¢, mais avec trois coeffi-
cients v, v,, v, de dissymétrie dans le scns des axes coordonnés, concer-
nerait des cristaux 4 deux axes, soumis & un champ magnétique dont
la ligne des pdles ne coinciderait avec aucun des axes principaux.
Elle présente le systéme le plus général d’équations aux dérivées par-
ticlles & trois variables, de ce type, et m’a paru offrir, & ce point de
vue, un réel intérét, soit comme représentant un grand nombre de
phénoménes encore 4 découvrir, soit comme conduisant & une forme
tout & fait générale et symétrique de surfaces d’ondes, généralisation
de celle de Fresnel. Les propriétés de cette derniére, tout a fait
distinctes des ndtres, et résultant des travaux de géométres trop nom-
breux pour que je puisse les citer ici, ont été réunies et complétées
par M. Jules Richard dans sa Thése (Sorbonne, 1go1) (*), ou je les
ai constamment prises comme termes de comparaison.

(*) U, p. 480.
(?) Sur la surface des ondes de Fresnel. Chateauroux, P. Langlois et Cic,
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J’ai adopté pour ces deux derniéres Parties une division en Cha-
pitres de mémes titres que ceux de la premiére (Chap. I : Equations
du probléme; Chap. II : :Iquation aux vitesses de propagation ;
Chap. III : Conséquences physiques; Chap. 1V : Surface des ondes)
dont quelques-uns d’unc briéveté qui semblerait les rendre inutiles.
Je les ai maintenus afin de conserver cnire les trois Parties une
symétrie permettant d'y signaler, d’un seul mot, les Chapitres qui les
intéressent, a ccux qui me feraient I'honneur de parcourir ce travail,
pour y chercher soit des conclusions physiques neuves et a vérifier
par expérience (Chap. III des trois Parties), soit des développements
purement géométriques (Chap. IV des trois Parties).

Toutefois, dans la troisitme Partie, j’ai introduit un Chapitre V
levant d’un seul coup ct pour le cas le plus général la difficulté sui-
vante : L’analyse actuelle suppose les ondes planes latéralement illi-
mitées. Subsistera-t-elle avec un rayon lumineux supposé latéralement
limité pour rentrer dans le cas de la réalité? La réponse affirmative a
¢t¢ donnée par M. Boussinesq dans un Mémoire inséré dans le Journal
de Mathématiques pures et appliquées (') pour le cas général
a = b % c, mais dans I'hypothése ordinaire v =v, =v,= 0. L’objet
de ce Chapitre est d’étendre la conclusion de ce Mémoire & notre cas
général malgré la présence de v, v,, v, quelconques.

Pajoute que I’étude des divers cas suggérés par la discussion de la
surface des ondes dans la troisiéme Partie entrainerait & des dévelop-
pements trop nombreux et considérables pour étre abordés avant que
Pexpérience ait montré lesquels de ces cas seront physiquement inté-
ressants.

Je ne veux pas terminer cette Introduction sans un hommage de
respectueuse gratitude & mes vénérés maitres, MM. Boussinesq et
Keenigs. Si je dois au Traité aujourd’hui classique du premier le point
de départ et a ses conseils 'interprétation physique de ces recherches,
je voudrais mettre un reflet des belles lecons du second dans 1’¢tude
géométrique des surfaces auxquelles elles m’ont conduit.

(') 6° série, t. VII, fasc. 8, 1911 (Contribution a Uoptique cristalline, p. 335
et suiv.).
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PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS DU PROBLEME,

Je rappelle d’abord les notations adoptées par M. Boussinesq :
£, n, { représentent les composantes du déplacement vibratoire de
la molécule d’éther dont les coordonnées d’équilibre sont z, y, s;

6 est la dilation cubique
_ 4 dn 48

“dz T dy &z’
A, représente le paramétre différentiel du second ordre de Lamé
_Af & df
M=gmt it o
Alors le phénoméne de la polarisation rotatoire magnétique peut
&tre étudié par I'analyse suivante (').
Dans les équations

1 d* do
Zae At
v di af
) @aE AT gy
v df db
at de 4:¢ ds’

on modifie d’abord les résistances des premiers membres en y intro-
duisant trois binomes, ou d, e, f sont les trois coefficients d”, ¢”, f" du
Mémoire de M. Boussinesq (Journal de Mathématiques, 6° série,

(") , p. 476-480.
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t. VII, fase. 3, 1911, p. 326), ce qui donne

[ dE
@ de
1 diy
a2 dt2
f dC
a? dit

A (fn_c;)_A,z_—e
d’A,(dc —fE)= A,n—g;,

do
d[ E_d'n)"A2C_‘-:

Or, dans une premiére approximation, si I’on faisaitd = e =f=o,
on aurait (II, p. 272) 0 = o, et par suite

RS d’é; — 1 diq a2
dar =hb  aaETh ag AL
De plus, s'il s’agit de mouvements pendulaires de période Ekf, aux-

quels on cherche & réduire le phénoméne ('), on aura

d*t R
az =~ k%

de?

azt

2 as
==& o

=— A2¢,

i y k® 2 k2
ce qui permet de remplacer A€, A,1, 4,¢ par — &, — v, — -
et d’obtenir

Vot ke do

;{.;gﬁ"—?%(fﬂ el) =48 — -
1 d*n ktd oy df
Z}’dﬁ_‘—‘g"ﬁ(dc—fg)—*Azﬂ—@’
LAt R d ‘ df
@ar @ aqltt TNzl g

Si I'on a pris pour axe Oz laligne des péles du champ magnétique,
on devra faire d = ¢ = o, et en posant f =v, ot v est un petit coeffi-
cient, fonction de la nature du corps transparent et de I'intensité du
champ magnétique, on obtiendra les équations (&) (?).

Mais nous voulons de plus, et c’est le premier objet de ce travail,
tenir compte de la biréfringence spéciale engendrée par le champ
magnétique, et dont P’étude restait & faire (*).

y P- 438.
p- 478.
p. 480-481.

(1
(M I,
(*) 1,
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La méme isotroprie dissymétrique, autour de I'axe du champ,
entraine, pour représenter cette biréfringence, l'introduction, dans la
ag
drr’
pourvu que v’ soit

troisieme équation seule, d’un terme unique -+ v'A, qui, par les

a1

dt*
. . 2 v ey I3 . .

assezpetit. Le coefficient de %—L—E dans cette troisiéme équation deviendra

. " k2 d
raisonnements précédents, n’est autre que + ' —

done
(3)

1 v 2 ]
a* a® c?

en introduisant le nouveau coefficient ¢* comme s'il s’agissait de la
biréfringence d'un cristal uniaxe dont l'axe optique coinciderait avec
la ligne des podles du champ. Ce second coefficient v' est fonction,
comme v, de la nature du corps transparent et de I'intensité du champ
magnétique. 11 est plus difficile & mettre en évidence expérimentale-
ment, ce qui serait une raison de le supposer plus petit que v. Mais,
comme ce sont des expériences d’un autre ordre (*), nous ne préjuge-
rons pas cette question et garderons v et v indépendants l'un de
'autre, en négligeant leurs carrés et leur produit.

Jajoute que, pour I’homogénéité, v’ doit ¢tre de 'ordre du carré

i k2. ; .
d’un temps, comme v*, pour que — + v' = soit homogéne et de dimen-
a= a
sions T2,
Les équations prennent alors la forme définitive

_— - £ —
a dit @ dt =88 dz’
1 A K dE db
4 ddE T EE T T gy
1 d* A b
@ ar =4 —

C’est la généralisation du systtme (o) de la page 478, le coeffi-
cient —'2 de la troisiéme équation étant remplacé par 1= il +vE et
a c* a as

' ouiour Y L oath T f
V' étant toujours assez petit, s'il est négatif, pour que —; soit positif

(*) Quirino Majorana, C. R. Acad. Sc., t. CXXXV, 21 juillet 1902, p. 159.
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Cherchons, comme on le fait dans les questions de ce genre, a
vcérifier ces équations par des solutions symboliques de la forme

(5) ,]é. —_ % — _1% — ghlb—lr—niy—nz) FT’

les solutions physiques étant les parties réelles des solutions analy-
tiques imaginaires que nous obtiendrons.

Tou]oun s d’aprés la méme isotropie dissymétrique autour de P'axe
Oz du champ, nous choisirons les axes Oxy, dans le plan normal &
cet axe, dc fagon a fairc passer Oy par la trace du plan de I'onde
lz 4+ my + nz = o sur ce plan normal, c¢’est-a-dire & supposer m = o,
ce (ni, avec les notations ordinaires

(o, B, v cosinus directeurs de la normale au plan de I'onde, w vitesse

I'ig. 1.

%

T

de propagation), donne

o =sint, B=o, y == cosi;
sinf cost
{=—, m = o, n=-—;
Q) [O)
dé —_ aE o i . ) oy K.
Lo kT, ThE=— R Af=—R(EaE=— G
Z_;: k=g, Z;Z":—/{?E, 8 =— ky—1(lE+ n&).

Ces valeurs, portées dans les équations, donnent, pour déterminer
L, M, N, aprés suppression du facteur commun 4* gMi—ie=naV=t e trois
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équations homogeénes

“2 2
kv,  — 1 I
(6) —71—2-])\/_(+<-(72—_35>M_0’
nil + <-I—, — —]—2 +112>N:0.
2w

La condition de compatibilité de ces trois équations homogénes
s'obtient en égalant & zéro leur déterminant

(7)

kv
a

bl §

1 1
at

nl

et peut recevoir deux formes différentes :

- sini cosi . .
1° En remplacant [ par — et n par ——> on aura I’équation aux

vitesses w pour une onde de direction Z, savoir :

(8)

1 cos?i

a? w2

kv

a’
sinfcost
—

kv j—
@y

sini cosi
w?

) =z 0;

1 o ' . -
2° Eny rex’nplacant—cp par £ + n*, on aura I'équation tangentielle

de la méridienne de la surface des ondes, enveloppe (de révolution)
des traces [z + nz =1 des plans d’onde,

(9)

1
2
— —n

kv

V!

nl

;:—2-—(12+n2) o =o.
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CHAPITRE 1II.

EQUATION AUX VITESSES ® DE PROPAGATION.

L’équation aux vitesses de propagation peut s'écrire

cos?i | a*sinicosi
1— a? kvy—1 _
J— a?
—kvy—1 ([—F> 0 =1}
a?sinicosi a*  sin*i |
— o Pl
w? (4 ®

2

14 a
momen — e T
ou, en développant et posant pour un ent 1 e X,

cos?/( . a’ Ny C o , 4 at . 5
(a'—’ — + smzz) X2+ [(—, — 1) — /f’-vl] Xsin?{ — /c2v2<—2— — sin®{) = o.
c c? ¢

2 . ’ .
Or, % =1+V'k? et le terme indépendant de X est, par suite,

— k2 (cos?i + V' k?).

Donc, méme en supposant v’ négatif, comme ce coefficient reste trés
. . . . [ L n 1
| 1S1n -

petit, il faudrait supposer ¢ trés voisin de - pour que la parenthése

plit devenir positive, et les deux racines X de méme signe.
Dans les expériences ordinaires, elles resteront de signes con-
traires, la forme définitive de l’équation étant

(10) (1 +VA2cos2l)X2+ (V' — ) A2 X sin?d — A2v3(V k% + cos?i) — o,
ot I'on aura toujours 1 + v’ k* > o, de sorte que le premier coefficient

est positif, méme si v’ <o.
La condition de réalité des racines est
(V' — )2 A sin® + 4 A2V3 (V' A2+ cos?i) (1 + v k2 cos?i) 2 o,
Elle est évidemment vérifiée, comme nous venons de le voir, pour
v’ > 0. Mais, pour v'<< o, elle le sera encore tant que 1'angle ¢ n’at-
. .. T J . R
teindra pas des valeurs assez voisines de 5 bour que cos®Z puisse étre

de 'ordre de v’ et compensé par v' k2.
Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. I, 1914. 2
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. ' . . e o 1y
L’observation du phénoméne pour des valeurs de i voisines de 5
prouvera donc que v’ ne peut pas atteindre de valeurs négatives telles

. T .
que, par exemplc, pour i = > on ait

(V' — )+ 4y Vvihi< o,

CHAPITRE II1.

CONSEQUENCES PIIYSIQUES.

La condition de compatibilité étant supposée remplie, les équations
homogénes fournissent, pour L, M, N, un systéme de valeurs propor-

tionnelles, que nous allons interpréter physiquement.
A ceteffet, écrivons-les, enremplacant | = 51(:—’, n= E%S—l et groupant

les termes,

\ <_~I..—-'-,->L+ %(Lsini+Ncosi):—~§M\/—l,

a? w?
kv, — ] 1
(1) ! —Z{L\/—'I-l-(a-z—;., M=o,
(—‘; — L)N -+ c—of—l(Lsini-i-Ncosz'):o.
¢ w? w?

1° Multiplions-les par sin Z, o, cos 7, et ajoutons. Il vient

Lsin{ -+ Ncosi 1 1 P N
e = — = )Ncosi— — Msiniy—1.
a? a* ct a®

Ce résultat montre que L sinz + Ncos est de I'ordre de petitesse du
! k2
moins petit des deux v et V', & cause de a—'— — =

youqu’ilya

2 a?
quasi-transversalité des vibrations, comme dans le cas de la
page 478 (II) que nous généralisons ici. :

2° Multiplions-les ensuite par L, M, N et ajoutons. Il vient

1 1 ) v k? 1 .. .
<Z§— ;;) (L2 4 M?+- N2) +- —;,—N’+ F(L sini 4+ Ncosi)2=o.
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Ce résultat montre que (aiz - Z>I'2> (L?+ M2+ N2?) est de l'ordre
de v’ et de v*, et non plus précisément de v*, comme dans le cas de la

Y e . A 3 I I
page 47g. Or, d’aprés la seconde de nos équations, (F — 6’) M est
2 2 4. N2 v « 3¢

de I'ordre de v. Donc L_-;-l\ldw___-}_N_ est de l'ordre de 3-, c’est-a-dire
vL*+ M?+ N¥ peut étre fini si v est du méme ordre que v, ce que
Uexpérience décidera.

Tirons alors des équations linéaires rendues compatibles des valeurs
proportionnelles & L, M, N. Les deux derniéres donneront

L M N

@\ 7 fvelV—1 L. . . wl—a?
co?(l——-a—) kve L ¢*sinicosi
)

2 w?— ¢?sinZf

On aura donc, en prenant les parties réelles de ces solutions, les com-
) P P y
posantes du déplacement proportionnelles &

. a® x sini + 5 cosi
E=w! (1—;,1-) cos(/\’t — /c————-)>

1 Wy
. xsini 4+ 5 cosi
(12) n=wlkvsin( kt — f——W—"——),
! Wy
2 2
s s . . Wi—a
{ =—¢*sinlcost ——————cos(kt...),
wi —c*sin?i

pour la trajectoire correspondant & la premiére racine w, de I'équation
aux vitesses de propagation;

. a? xsini + 5 cosi
£ :(’)§<‘—}F) cos</ct —-k———-—+————-——->a

2 We
. Z8Ini + 5cosi
(12" n:m%k*.vsxn(kt—k—————),
2]
2 2
. . wi—a
=—c¢?%sinicosi ——2—————cos(kt...
¢ w?— c?sin?{ ( )s

pour les trajectoires correspondant & la seconde racine ,.
Ces trajectoires sont donc des ellipses, intersections des cylindres

3 n? i
(13) (mz-—al")2+m“k’3v2-?

(dépendant de ¢ par I'intermédiaire de » = o, pour l'une et ® = w,
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pour l'autre) par deux plans différant en réalité pour w = w, et w = w,,
mais confondus, & notre approximation, avec le plan '

Esini +-{cosi=o

de I'onde, puisque nous avons vérifié que L sini + NcosZ était de
l'ordre de v’ et de v. Seulement, le fait essentiel, au point de vue
physique, consiste en ce que, les deux racines w,, w, donnant des signes

’ a? ) 9
contraires au facteur 1 — -, comme on I'a vu en ordonnant I'équa-

. ) a? .
tion en o par rapport & 1 — —,, ces ellipses sont parcourues dans des
w
sens différenis.

Eléments de chacune de ces cllipses. — Elle est située dans le

plan
¢ c*sinicosi

— ————— — -~ lan
3 w?— c?sin?¢ 32
ol nous savons que Y est voisin de 7. .
Les longueurs des carrés des demi-axes sont donc (4 un facteur

constant pres)
2__ 2\
_(_a_)__l_a_)_ et w* A2y,
cos?

Leur rapport est donc
a? \?2
w*—a? \? »?
wthkveosdy/ T \ kvcosd
Or, les racines de I'équation en X sont

X=1 a—z

»?

— (¥ —v?) k2 sin?{

. . 1 v 2sin?{ tang?i
—_—? _—tklv[cosz\/l-ku’k’(cos%—e- ——,;—.)—k/r'-‘(———v) L VY T
cos?{ v 4
’

2 (U4 v k% cos?i)

ol | v| désigne la valeur abhsolue de v.

I. A 'approximation ¢ =1, qu'il est logique de faire, puisque la
comparaison des deux ellipses est surtout intéressante si on les consi-
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dére comme dans le méme plan, les valeurs absolues des demi-axes
sont, a des facteurs constants pres,
et B=k|y|.

“""Z.‘

cos{

Or

a* 1
11— — )| —
w? / cost

= - { — (V' —v?) A?sinitang i
2(1 4 v k* cos?i) O )k 8

o
iﬂ'|‘1|[l-+;—/{’<cos~l+ ——577> +...]2,

la racine positive correspondant au signe supérieur et la négative au
signe inférieur.

Fig. 2.
o

Je désigne alors par (A,,B,), (A,, B,) les valeurs de A, B pour
les deux ellipses, qui correspondent aux racines ®,, w,; ona

2" 9
a I a* 1
B,=B,= k|v Al=lt— = )—» =|{1— = )—
1= By = kv, ! w? /) cost ' w? ) cosi

et, par suite,

. v —?  sin?i k . 1
(A;—B) (1+v' k2 cos?i)=— 2 l 5 —+—/]v||:v ——< —cos?i+ os2i>+"']’
,sin%l
(A;—B,) (1+v'k? cos?i o5l + k|v| [v \ cos? z+ l)-i—,..].

. . . v/ sin?{ ' ’
Donc, a notre approximation, le premier terme - k? —— étant pre-
2 cost
pondérant, ces différences sont de signes contraires. L¢ grand axe de

chacune des ellipses est sur la direction du petit axe de 'autre,
ce qui pourrait conduire 4 une vérification expérimentale.
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De plus, Pécart relatif des deux axes est proportionnel & k*,
c'est-a-dire & Uinverse du carré de la période vibratoire des radia-
tions, ce que I’expérience pourrait peut-étre aussi vérifier.

Enfin, les deux ellipses se réduiront en. méme temps, toujours &
notre approximation, & un cercle de rayon k|v|, dansle cas singu-
lier ot il existerait la relation v'=v* entre le coefficient v de dissy-
métrie et le coefficient v’ de biréfringence.

Sidonc lexpérience décelait lexistence de deux vibrations cir-
culaires de sens opposés, on serait en présence d'un corps pour
lequel cette relation v'==+v* scrait vérifiée, et par suite ou tous nos
calculs se simplifieraient considérablement, comme nous allons I'in-
diquer.

Cas singulier v =v*. — L'équation aux vitesses se réduit &
(1 + v k? cos? i) X®— k2v2( A2v2 + cos?i) = o,

. a2 , . .
et les deux racines X = 1 — — sont égales et de signes contraires:

a® . k2v? 1 .
1— — = k|v|cosi| 14+ — — —cos?) +... |,
o? 2 \cos*i

= == —=—k|v|cosi|1+...
w? !

d’ou
1 I , I .
a’(—z —_ 7) = k|v|cosz[2+ /r%’( Z .——cos’t) “+.. ]
0! cos?i
ou
w?w? ,
Wy — Wy = ——2- k| v|cosi[2 +...]
W+ Wa

ou sensiblement
wy— wy = a k| v|cosi,

comme dans la polarisation rotatoire magnétique.
Cette analyse exclut:

.T a? ,
1°Lecasi= -, ol X =1 — — = == k*v*,
2 w?
a!
l_.—g—‘—k?yi
Wy
0} 1 w1 k2v?
-t = = 292, =14 —
a? — k2y? 1+ k + 2
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et
a2
—— = k22
02 '
2 2,2
fi2-::—————I =1 — kM2, .. 2_2:'_/\‘___11_”'
a? 1+ A%y? ! a 2 ’
ou sensiblement
el S S P
— = .

R . . .. i1 . s
2° Le cas ot  serait assez voisin de 5 pour que cosi, sans étre nul,

fatdel'ordre de kv ct empéchit le développement ci-dessus du radical ;
prenons, par exemple, comme valeur limite, cos*/ = k*v?, ce qui donne

X — /ﬁ‘eyz\/; '
- Vi T v

Ce sont donc des cas tout a fait nouveaur, qu’il serait intéressant
de vérifier en faisant varicr Uinclinaison i et la radiation k.

X2(1 4 A*9) =2kt

II. A une plus grande approximation, au lieu de § = i, reprenons

tangd = c?sinicosi —aneil 1 w!— c?
8Y = i _ctsini; "8 w?— ¢2sin?l

Pour { assez éloigné de =, on obtient bien tang Y voisin de tang . On
8 5 8 8

peut d’ailleurs écrire
. c? . VEk+ X .
tang(z-— K.IJ) = (l — -(;5) tang: = _1_-1_-_1)’_/\_5 tange,
Si I'on réduit les angles 4 leurs tangentes, & une approximation
justifiée par leur petitesse, il viendra
X, 4+ vk
1+ v A2

X?_'—y'krtan t
TR eh

{ —§,= tangi,

[ —g,=

1— X,

———tang{.
1+ v k2 ang

Yo— b=

Or, nous avons vu que la partie principale de la différence des
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racines est k|v|cosZ. On a donc
— 4y =k|v|sini+...
du méme ordre. b=t lsin
A cette approximation, ¢, et ¢, ne difféerent pas moins l'un de
l'autre, comme ordre infinitésimal, qu’ils ne différent de /.
D’autres conséquences physiques, 4 vérifier par l'expérience, résul-
teront de la discussion de la surface des ondes au Chapitre suivant.

CHAPITRE 1V.

SURFACE DES ONDES.

I. — Propriétés générales de la méridienne.

D’aprés I'équation (9) du Chapitre I, la surface des ondes, de
révolution autour de O z, a pour méridienne une courbe dont1'équation
tangentielle en coordonnées (/, n), c’est-a-dire comme enveloppe de
la trace lx + nz=1.du plan d’onde, est

(14) [1—a?(l+ )] [1—c2 it~ dznl] — kvt (1—ct ) =o,

Pour v = o, on retrouve la décomposition de la méridienne en un
cercle et une ellipse, c'est-a-dire de la surface en une sphére et un
ellipsoide de révolution se raccordant & leurs deux péles sur Oz.

Cette méridienne est symétrique par rapport a chacun des deux
axes Ox ct Oz.

Rendue homogéne, c’est-a-dire pour le plan lx + nz=p, cette
équation devient

(15) [pz_az([z+ n’)] [pz__ clt— a2n2]—-k2v2p2(p2-—c’12) =o,

et ses dérivées partielles sont :

=—ct [ pP— @(l+ n?)]— a?[[p*— ¢ & — a?n?] + k*vipicil,

SR EC]

=—an[p?— (P~ n?)]—a?n[ p?— c* *— a*n?],

O f -
TN S B

=p[p*— a2(L+ n*) + pt— 2t — a?nt— 2 k22 p2 + (222 2],

N |
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Alors les tangentes paralléles & Ox, { = o, sont données par

(p!___ 02n2)2__ /(Z\JZP';Z o,
pr—aint===kyp?,
POz hkv)=a*n?,

p? at
n: T o1 kv

Le point de contact, sur O ({ = 0), est donné par

IC)’J,’____ 2 L aaN e a
son 2@ n(p*—a?n?)y =g 2a*nkvp?,
—;— ;(;I—f =pl2(pt—ain?)—2 kv p?=ap(E kup’— 2V ptl=—2 kvpd(E1—AV),

dont le quotient est

tatn _ *an @ Vixhk_ .  a
= — VI L
plEr—Akv) — p(ix kv) a 1= kv e

comme vérification.
Ce sont les quatre sommets de la courbe sur O z.
Les tangentes paralléles 8 Oz, n = o0, sont de méme

(pP—arl)y(p—c2 ) — kv pr(pr—cil?) =o:

1* c'est-a-dire d’abord

dont les points de contact, sur O, sont donnés par

J¢ _
% 7‘;- =—ct{[ p?—a*l?] + k*vip2e2l
= 02 l-':l(ai___ c!+ /‘~2‘)202)’
1d9 2 12 2y2 e o[22 02 2
;%__p[(p —all') — 229 p* + kviet 2]

= p e —ar— ke,

dont le quotient est

comme vérification (ce sont deux sommets de la courbe sur Oz );

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. I, 1914, 3
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20 ¢'est-a-dire ensuile
P a

T 1 — vt

P = atli=fkrip?, PV — k22 = a?l?,

Lies points de contact, sur Oz (n = 0), sont donnés par

ZI; %(g =—c[pP—atDP)—a [ pt— 2] + k*viptetl
=—Ip*(a?—c?) + 2 h*v?],

l(),‘P .2 9 12 2 1 9.2 2 3% 02 /2

5 p =plpt—atlt - prect P — 2 K222 k2 e )
=p (a2— 4 k),

dont le quotient est — 2 comme vérification.
I 7
(Cc serait 17’ avec lx -+ ns + p=ode lathéorie classique descoordon-

nées tangenlicllcs.>

Les deux sommets sur O z positif ont doue pour cotes

P_ @ ( k >
—_— = e = all kv =a li-yml_“.
oo Vi ky (1= hv) 2

et ne peuvent coincider.
Les deux sommets sur Ox positif ont donc pour abscisses

. a L ‘ Ji2y?
L. __ 2 =a(y— kvt) ' = a(x o —, . .>,
L = 2
P
-_— O -
{
Pour comparer ces deux dernicrs, il faut comparer ——a ¢*, ou
-_—R Y-

a*ac*(1 —k*v?), ou ¢ — a* a c* kv,

Cette méme équation (i15) va nous servir 4 chercher si la méri-
diennc a des tangentes doubles réelles. Iin effet, soitf—j la cote du point
ol une telle tangente rencontrerait Os. é sera donné par l'équation
bicarrée
(IGI) atctlt—{(at+~c2) (p* — a*n?) — Ak pr i n?

+ [(p*—a*n?)— 2yp*int=o
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qui devrait avoir deux racines égales, d’ou
(17)  f=(a®*— )2 (p2—a?n?) —a kv (a?+ )2 p( p— a’n?)
+ AV - AV @ etpt= o,

. . . nt— a’ n® C
équation du second degré cn l——~I)T—~, dont le discriminant est

—h kv aer[(at— ety — k*vict].
Or nous avons posé, d’apreés (3),

¢+ vethP= a?,
et le discriminant devient

— 4/“2\,2‘,262(/‘:2\,'2__ v?);

d’olt deux cas extrémes a distinguer, en excluant le cas limite o
k*v* =v*, qui sera étudié plus loin & part (§ II).
(Il faut d’ailleurs remarquer que ces conditions dépendant de la

e . . 1 a . .
période vibratoire -+ un méme corps pourrait réaliser l'une pour

certaines radiations el la condition contraire pour d’autres, se
prétant ainsi a de curieuses vérificalions expérimentales.)

1° Si k|v'| >|v], (17) n’a pas de racines réclles, il n’y a pas de
tangentes doubles réclles a la meéridienne, la surface de révolution
n'admet pas de cone circonscrit 4 deux paralléles de contact.

, , . *_a2p? .
2° Si —|v|<kv' <|v|, (17) a des racines 8——;—« réelles et posi-
tives, ce qui donne, pour les points oit se croiseraient sur Oz les

) v e )
tangentes doubles, des cotes % supérieures en valeur absolue & «.

Mais, pour que ces tangentes doubles soient réelles, il faut encore

an® . - atn® . ‘s .
que 1 — —5 soiL 1, pour que % soit positif ou nul, et par suite

B3

acceptable.

Or
S()y=(a*—ct+c**¥* )2 >o0.

Donc 1 est toujours en dehors des racines. Les deux conviendront
si 1 est au-dessus. Aucunc ne conviendra si 1 est au-dessous.
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((',1 + ¢) et hrv! .

(a? = ¢*)?

[.e dénominateur, qui est de I'ordre de v'*, nous l'avons vu, sera,
dans les cas les plus fréquents, inférieur au numérateur qui est de
I'ordre de v*. Donc cette demi-somme sera > 1, et avec clle les deux
racines, qui ne conviendront pas. 1l n’y aura pas, en général, de

tangentes doubles, résultat capital et nouveau pour une surface
d’ondes.

Le cas ot la demi-somme serait 1 est celui ou

Or, leur demi-somme est

c2 ct \
at—c'= ;—/{*v*i — k4 ack ke,
4

(19 bis) :%i/f?vﬁic’kv\/z +_/,_"4«_,2
Le cas ou f(1) serait nul est celui ot
at— ct=— ctk?v?
et sera traité & part (§'III), V= - v

Le cas ou les racines sont égales est celui ot

al—c*=ctkv,

. . f—atn?, ) '
Mais les racines ’?—T étant supposées réelles, on a

| @t — P P<< A2vichy
la demi-somme ne peut donc pas étre égale & 1 puisque
|at—et| < et klv],
et que a?® — c? aurait alors pour partie principale == ¢*k|v|y2 d’aprés
(17 bis).

Donc f(1) >0, demi-somme > 1, les deux racines <1, aucune
tangente double.

Certains des résultats ci-dessus vont se retrouver dans P'étude des
cas de décomposition. Le principdl, I'absence de tangentes doubles,
aurait pu étre établi directement par les substitutions suivantes 4 la
place de p?: 3 (+) > 0 4 cause de 1 — h?v*>> o vu la petitesse de v;

(2 l2+ a*n?) =— kv (22 + a*n?)atni <o,

olo) =a*(&+ n*)(c* P +a’n?)>o.
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Cette valeur ¢*[* + a*n* sépare les racines p?, lesquelles ne peuvent
dés lors se confondre qu’avec elle, ce qui exige n? = o. Ce serait donc

une tangente double paralléle 4 O3z, pour laquelle Péquation se dé-
compose en
(pr—c)(pP—atlr— ) =o

ct n’aura scs racines ¢gales que si
at== ¢ (1— k¥V?) ou V=13

cas qui sera traité & part (§ I11), comme nous 'avons déja annoncé.
‘n dehors de ce cas, les tangentes & la méridienne sont séparées,
deux & deux et avec la méme direction, par la tangente & I'ellipse

P2: («'2 [2 <+ a'.'ni'

II. — Cas de décomposition.

I.’équation de la méridienne peut encore s’écrire

[pz__az([z -+ ,12)]2 —+ (al_cﬂ)[2[p2__ a?(l‘l +- "2)]____ /{‘lv'.'pﬁ(,)%__, cﬂl'}) =~ 0.
Elle se décomposera donc si
cvi—(c?*—a?)=o ou c—at=xc*ly ou — kv =3,

nous retrouvons les deux cas fournis par la recherche des tangentes
doubles. .

L’expression sous le radical s’écrit alors

) 2\ 2
(Ca__az)z(l_l __f_ ,

2t

et les deux coniques en lesquelles se décompose la méridienne de
quatri¢me classe sont

2__ 42 2
pP—at(l+n®)= ¢ 5 @ [Ft( '—9’%” ’

c’est-a-dire, pour |'une,

(2 — -:_l—;)pz— c*l?—a?n*=o (ellipse), a4 y*nt—1=o,

et, pour l'autre,

pr—c¥(l+n?)y=o (cercle de rayon c).
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Pour Uellipse,

2
17
y/ J—
at=
crt— a?
I G
W2 2
y’ — 1_2'_£_L___ a )
i 2 q?
I -}
C‘Z

(o
1+20%a

L. ROCHE.

(<<t si V<o, c'— a?>0; a?>c¢? si v >0, *—a*<o),

(yr<c?siv<<o,c?—a*>o; y >c? si V>0, c'—a’<0).

Kig. 3.
x
e
c
[5
x
0 o =

On ne pourrait, dans cette hypothése, avoir v = o sans avoir v = o,

Fig. 4.
V==
1_2 aw-c ’
e
0 c £
S
Vi-a=f
c?

et les deux se réduiraient & un méme cercle de rayon a.
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Représentons ces résultats, en exagérant les écarts entre les axes de
? ™ " v, . ! 2 H az . p
Uellipse, et remarquant que < o puisque — < 2 (fig. 3 etq).

I.es tangentes doubles seront alors données par la racine double

2—aln? , . ,
P22 de I'équation, on
CE___aI 2 )'-’ 2 .
vi= (—-—7—)—, (n’ + /L—,> = 0.

Les tangentes doubles sont imaginaires, ce qui constitue la vérifi-

cation annoncée.
Comme autre vérification, dans le cas de décomposition

ct—-at=*c*hv, — kv =,

les sommets sur O ont bien pour abscisses ¢ et

:‘_“y.

a?

Ill. — Variation de forme a partir de ces cas.
Faisons maintenant varier a*— ¢’ ou v’ a partir de la valeur qui a

fourni la décomposition.
Les deux branches de la méridienne se déformeront, & partir du
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cercle et de Iellipsc, en présentant d’abord des formes analogues &
celle de la figure.

Le cas ot a®— ¢* (ouv') croltrait en valeur absolue a moins d’intérét
physique, car déja, pour la décomposition, nous avions kv' ===,
et, comme nous l'avons dit, v’ doit étre le plus souvent considéreé
comme inférieur & v, et méme d’un ordre plus élevé. Suivons donc la
variation du cOt¢ ou v' décrolt en valeur absolue.

Cas v'=o0. — Comme cas limite, pour v'= 0, ¢ = a, nous aurions

a . a
comme sommels, sur Oz, a ct Ny >a el, sur Os, V=T de
I — iy

(=l Y

part et d’autre de a.
Dans ce cas I'équation de la méridienne, ordonnée en p* — a*l¥,

Fig. 5.
A

doune, si I'on développe le radical par rapport aux puissances de v,
D , v .
a*(l+ n?)=pizx hvanp — — P (3¢ ordre).
Si Pon néglige le second ordre, on obtient (fig. 5)

A8+ n?)y= <p Fa i‘32>,



SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 25
c’est-a-dire deux cercles, méridiens des deux sphéres obtenues préci-
Fig. 6.

1
"

[ B

& o
8

-

sément dans ce cas par M. Boussinesq (*).
Fig. 7.

&
Vi<Zv

as

Vit iy

a a
Vi-k&3*

Si l’on ne néglige que le troisiéme ordre, on obtient (fig. 6)

242

at (P + n‘ﬂ:p[p(l-—- —%—) x /:van],

(M T. 1, p. 479, note.
Journ. de Math. (6 série), tome X.— Fasc. I, 1914. 4
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¢'est-i-dire deux cllipses ayant un foyer commun & lorigine, el les
akv
.
| —ht=
2

deux antres foyers réels respectifs aux points =

Il est tres remarquable (que la singularité (points doubles et tan-
gentes doubles) de ces deux méridiennes approchées disparaisse dans
I’équation compléte, oit, comme nous venons de le dire, les deux tan-

gentes paralleles & Oz ont deux points de conlact dislinets « et
[ ) ’ ’
Vi quc nous avons représenlés en  exagérant Deaucoup
I — A* V"’

Pécart kv (fig. 7).

Cas V' 5 o. — Les dcux sommets sur Oz onl pour abscisses ¢ ct

a e+
' Vi v 1=

Done, pour v' négalif, on aura I'hypothése remarquable

a?=c*(1 —v?k?), C— at= ¢ i? (V'=—?),

pour laquelle ces denx sommels coincideront.

Supposons ue v, négatif, diminue en valeur absolue a partir du
cas de décomposition — kv =,

Les deux hranches partent d’unc forme voisine de l'ensemble
(cercle, cllipse).

Fig. 8.
a
Vickv
™~
=’
Vitho |

\

)

. € x

V=4

Au moment ou les deux sommets sur Oz viennent coincider avec
'abscisse ¢, ¢’est-a-dire ot (fig. 9)

at=c*(1 + V' k) = (1 — v A?) (v =—m*),
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les deux autres sommets, sur O z, sont (v > o pour fixer les idées)

a e\ i— it

= eV - A
Vi— kv Vi—/lv

et
a _ei— vt

Vitlo i+ kv

Mais si v/, continuant a dé¢croiire en valeur absolue, descend au-

Fig. 9.~
N
—
s Y
ceViche m\\\ \
..
N
N,
\\\
— j
I —

'

dessous de v?, le sommet sur O dépasse ¢ ot la forme générale rede-
vient la méme,
Faisons
@rzz ¢t (1 - APV,

dans Péquation aux tangentes doubles

Aetvi(pr— a®nt)?

— 2l Y (pr— @t n?) et - G R e p = o

doit avoir pour racine double

L =g, "n—uo.
!

En d’autres termes, ¢est I'équation précédente qui doit avoir racine

Y4

C = ¢.

{

Or clle est alors

double 2 = o,

(pPP—ar ) (p*— ) — k22 p2ip— et ) == 0.

et (p* — ¢**)* (1 — k*»*) = o ou a bien une racine double p*== ¢*{*.
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Mais alors aussi I'équation suivante (17) donne, en eflet,
_2/c’c’v2+ 2(a*—c®)=o.
C’est le cas ou f(1) = o donne la solution 7 = o, d’olt
- (pr—cti)=o.

Mais c’est un cas limite, affleuré, aprés lequel il y a retrait en sens
contraire.
Comme vérification de ce résultat capital, je vais prendre 'hypo-
thése
V=091, o<,

C—al=— V= 0cvi2, at=:ct— fcrvik?,
La demi-somme est

2—0viAt 2
e T gRvERT

1>, si v est petit,
Donc les deux racines sont > 1 et ne conviennent pas.

Ecart des deux nappes de la surface, ou des deux arcs de la
meéridienne. — 1l est intéressant, au point de vue oplique, de se
rendre compte de Pordre de grandeur de cet écart. 1l suffit, dans
lz + nz = p, de considérer [ et n comme cos o ct sin a; p est alors la
distance de la tangente & l'origine, et 'écart dépend de la différence
des valeurs absolues des racines p de I’équation

(p*— @) (p — c*cos?a — asin?a) — k2v2p2(p?— c? cos?a) = o,

A cette évaluation nous substituerons la recherche équivalente
de I'ordre de grandeur de p* — a?, qui mesure I’¢écart de la nappe et
de la sphére de rayon a, d'oui Iécart des deux nappes entre elles.

La somme desracines p? — a* cst de'ordre de v’ et de v?, le produit
de 'ordre de v*.

Sous le radical, il vient

(@t~ 2+ APV costa + fat AR sinta,

Ceci est une vérification de plus de I'absence de tangentes doubles
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dans tous les cas possibles, avec le seul cas d’exception que nous avons

rencontré.
Fig. 10,

—

Les racines sont donc de l'ordre de v’ ct de v*.

La discussion ue nous venons de faire de la méridienne de noltre
surface d'ondes, de vévolution dans cette premiére Partie, fournit une
réponse négative a la question suivante, qu'il scrait naturel de se poser
dans celte Partie el dans les deux autres :

La surface de Fresnel se déduisant de Uellipsoide par la trans-
Sormation apsidale, d’ailleurs réciproque, quelle serait Uapsidale
de notre surface par rapport a son centre?

.On voit facilement, en effet, que, pour une surface de révolution, et
par rapport & un point de son axe, I'apsidale de révolution s’obtient en
b . RS T 3 :
faisant lourner la méridienne d’un angle -~ autour du point dans son
plan.

Nous obticndrons donc ici une surface de révolution assez compli-
quée, au lieu de I'ellipsoide de IFresnel, et, par induction, dans les cas
plus compliqués encore des deuxieme ct Lroisiéme Parties, on ne peut
espérer obtenir une surface apsidale simple correspondant a la
nétre.
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DEUXIEME PARTIE.

CHAPLITRE 1.

EQUATIONS DU PROBLEME.

' . B LX) . I
Reprevons les ¢quations de la premicre Partic, en y remplagant —

1 I LR .
par 7 dans la seconde ct par = dans la roisi¢me, ce qui donne
Lol el ) D
— 4 A, Ay — —
«* dt? ag =t BT 0
v d ; V]
18 g — - Ay g = Ay — =
(18) A Tt T A T gy
: ’
-L; -(—t~-—'c- o A_,(; —— ’—/—j— D
V¢t s

Une premiére approximation, basée sar la petitesse de f, de b — @
et de ¢ — a, donne ) = o el, par suite,

1 d2E , 1 oelty 1 2
— =AE — —— 1z AL, .
«® di? & O et 21 ¢t di® 7
avee
¢ d* k4
_.'é:—/i"-’f', -—T‘:—-/."‘"n, — = 2,
dt? di? ez
d’ou
) kz . k? 2
A =— —F A= — — A l=— —¢.
26 ag‘a? 24 [)2 N, -C C;'C

Cette hypothése approchée, § = o, implique qu’on négligera plus

loin les produits de v et des différences telles que bi - L.

¢?
Les ¢quations (18) deviennent alors, en posant f = v,
1o k2 da A 7Y
ar et - b dt oo ;E:,
v olPBa k2 dE dl
o tEm ATy
vod?t db
G ar R
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Mais on n’altérera les résaltats que d’erreurs du second ordre, éga-
lement négligeables, comme celles du calcul précédent, et Pon

Ve . v
donnera aux formules toute la symétrie possible, en remplacant —

I .
- &) e

v v
L par - —, ce qui revient & négliger les produits v(

V(bl — ;) [Les équations prendront alors la forme

A2tk dn . df
el 7 ikl Sy ot
1 d?n I dE A d0
Far T Em T Ty
v N (/0
aur =80 — o

Nous cherchons encore des solutions de la forme

n : ; .
(5) _lg: — __M. — _l%_ — el.(l—/.r-my-—u.)‘/——l,

.

dont les partics réelles fourniront la solution physique.
Leur substitution dans nos ¢quations donne

Ici la symétric autour de P'axe Oz a disparu avec b =£ a, nous ne
pouvons donc plus supposer m = o, ct le probléme ne se réduit plus

?

a deux dimensions.

La condition de compatibilit¢ de ces trois équations homogenes

sera icl

(20)

1

—~—+r
pe
Im — &Y=
c-
nl

’ o .
s —~~-—+l>h+<lm+fz_—;\/—-’|)M+n1N = o,
/

..—,> L+ (# -

I
prcs —i-/n?)M 4+ mnN = o,

nll+~ mnM + (L, — L; +n2)N:-:o.
¢t W

{m + /'C—j:\/:

b o? ot

1
“+-m?

mn

nl

mn

=o,
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a laquelle nous donnerons encore les deux formes (21) et (22) :

L_g+y B kW 1=
at w? w? ct w?
(21) af _ kvy—r 1yt By =o,
w? c? 2 0?2 0
Yad By 1 e+
wz 2 02 0)2

4 cause de
—=F=-== et a4 324 yi==1,

(C’est I’équation aux vitesses w de propagation des deux systémes
d’ondes planes normales & la direction de cosinus o, {3, y.)

1 kvy—
-&;—(m2+n’) I+ -v?—-l- nl
wW—1
(22) lm—k o -[;_;-—-(n’+lg) mn =0,
nl mn ﬁ — (m2+ n?)
a cause de

I
D4+mi4nt= -3
w

(C’est ’équation tangentielle de la surface des ondes, qui n’est plus
ici de révolution, ct & laquelle doivent &tre tangents les plans

lx+my+nz=1
de ces ondes. )

CHAPITRE II.
EQUATION AUX VITESSES @ DE PROPAGATION.
Cette équation (21) peut s’écrire, le coefficient de — étant identi-
()

quement nul,

(23) (Z—f+91+§)%

b2 W
62 -+ },2 72 + a2
- b c? cta?

ot’-{—-ﬁz /fxvz(az+@2) 1 1 I k2y? _
atbt & wrE\gr ~ = )T°
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La condition de réalité, ot l'on fera jouer & c un réle a part comme
dans tout ce qui précede, sera alors

LNANEEAS 2_‘_—1-.(—Lii_'_+ﬁ_l__l-
c\a 7)) e\t )| v\ T @ a\0t )
. x (! ! +§.2. 1 i
tE 5‘—7) e
4 of 1 1 { [ o
—_a’b'%'?[a-(;’_’(ﬁ)+@2<F'—E§>]+k’v"[.,,];o'

. . S 1 T 1
Clle ne contient donc plus que v ct les différences 33 — —» 5 — —»

| B—
©

i I
a b

Ces différences ne peuvent done pas étre quelconques par rapport
au coefficicnt v de dissymétrie.

CHAPITRE 111

CONSEQUENCES PHYSIQUES.

La condition de compatibilité¢ (20) étant supposée remplie, les
équations homogtnes (19) fournissent pour L, M, N un systéme

de valeurs proportionnelles. Ecrivons ces équations (19) avec
¢

=r_*r_1
«a " BTy
(_:___(_._,,: L (28 hoy=1 M + L N=o
. a? 2 m? c? 0? -7
(24) Q;E_.,Vj‘)ur (L,—'“f‘jz) M+ 2L N,
c* > 0)* [O%
2 L+ Py M+<_'—_-l_yz>N::o
w? 2 ¢t - w? )
. 1. 1 . . .
Multiplions-les par o, {3, v. = disparait, ct il reste
«L  BM  yN _ hvy—1
que }'on peut écrire
oL+ BM~+yN 1o 1 1 kv —
"—-'-—Z‘r-‘L:@M(a;—F)Jr«/N(E;~;>+—c?\/—r((3L-—aM).

Journ. de Math. (6° série), tome X. — ¥asc, 1, 1gt}. 5
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Clest la généralisation exacte de la premiére Partie, ct, ce-qui est

\ C vy 1 .
trés remarquable, les différences — — - et — — —, restant petites
a b? c?

a?
dans les cas de expérience, il y aura encore quasi-transversalité des
vibrations, qui se feront & trés peu prés dans le plan de 'onde.

Les valeurs proportionnelles a L., M, N, prises pour la symétrie

dans les deux premiéres équations, et divisées par

y /1 1 I 1
“Sl=s—=ll=5—53 )
wi\nt  at) \u? b

scront
L% kvBy—1 = L'+ L'y,
LI Iy L LI ¥ L
w* al (oﬁ a2> (w’ /)’)
kvay/ — —_— -
-— l @ l __ I f/ld II — :M’+M”¢~l,
— e 2 —_———
0)2 b? 4 <0)'l a2> <w2 2)
N = n? . ! :

ot p* ktvig?
-+ — ’
1 I 1 1 ot 1 . L I 1
»?  a  w? 2) /<o>‘-’ a*) (mz b‘-’)
ot L” et M” sont de I'ordre de petitesse de v.

" Alors, en posant
0= /.»<¢_ &*L@Y_t/_w:“.

®
et désignant par &u la partie réelle de I'imaginaire «,

E=q (L + 1 \/:)(COSO—i—\/:TsinG):L’ cosf— L7 sinf,
=R (M +M"Y=71) (cosb + =1 sinf) = M’ cos§ — M" sin6,
(=& N (cos +y—1sin0) = N cos¥.

Ici les ellipses trajectoires sont 'intersection du plan de P'onde avec
le cylindre plus compliqué obtenu par 1’élimination de 0 entre les deux
¥ P piq P
premicres
(25) (Mll&é - L/r.n)2+_ \MI;’: —_ L"Y))zz (L/M//___ MIL//)z'

Dans ces diverses expressions, o doit, bien entendu, recevoir les
deux valeurs racines de I'équation en w des vitesses.

D’autres conséquences physiques résulteront de la discussion de la
surface des ondes au Chapitre suivant.
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CHAPITRE 1V,

SURFACE DES ONDES.

I. — Propriétés générales.

L’équation tangenticlle (22) de la surface des ondes, développée et
rendue homogeéne comme celle du plan de 'onde lz + my + n3 = p,
devient

(26) p*—prla*(m®+ n?) + b (nt+ 1) + 2 ({24 m?)]
(24 m? - n2) (B2 12+ cPatm+ atbin?)

2 B2
— ———-acf) kvipr[pr—ct(it+m®)]=o

ou

27,3

F— ﬁ&b— k2viptC=o.

F = o ¢tant 'équation tangentielle de la surface des ondes de
Fresnel (), et C = o 'équation tangentielle d’un cercle de centre O
et de rayon ¢ dans le plan Oxy.

La surface est inscrite, quel cue soit v, dans la développable cir-
conscrile commune & ce cercle et 4 la surface F de Fresnel.

Une vérification intéressante consiste en ce que, pour a = b= c,
clle donne, comme celle de la deuxiéme Partie,

(P4 m2+ n?) = p*— __5”_ Pz;ta/cunp\/y + fael,,e

k2v? prhv
— 2 2 fm
=p P __arkvnp(l—i———&lm2 +)

akvn\? Poatn? :
=(1)i 3 >+/'.2*J2<—£-—~——-—+-1—)—+...),

ou, en négligeant le second ordre k*v*, ’équation angentielle des
s kv
deux sphéres de rayon a et de centres = a ~ sur Oz, obtenues dans

ceite hypothése par M. Boussinesq (*).

(') Ricraro, Thése, p. g, forme (A').
() 11, p. 479, note.
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A partir de ce cas limite, a® — c? et 6% — ¢? cessant d’¢tre nuls pour
devenir trés petits, la surface se déforme, ses deux nappes s’¢loignant
progressivement de ces deux sphéres.

Les distances 4 'origine p de leurs plans tangents, si Z, m, n sont
réduits 4 étre les cosinus directeurs des normales (12 + m? + n*=1),
sont les racines de ’équation hicarrée

ath?
(l - /n"‘f’)p" — [ag(m’-i— nty 4+ b*(nt+ 2)

272
+cz<|_ acf) /.'2v2>(li+m2)][i2

+ (D224 ctatm?+ atbin?) =o.

Nous poserons
a’— c?=v' A¢?
(27) ‘ C] " v’
| et =22,

. . M \ M ’ " o
en introduisant les coefficients trés petits v’ et v*, analogues au coeffi-
cient v’ de la premiére Partie.

L’écart des deux plans tangents dépend de I'expression sous le
radical, laquelle, avec ces notations, devient, au facteur c*/2 prés,

a*d?

2,2 25,0 o/ /fz i ’ 9 9 n 2 ) 2/ 2 a‘lb'! z
—cTnv-—-/r n*v'v +—4- V(m2o n?) v (24 ) V(B mP) pe

2agb 2 (] 2.4 qa‘_)bs 2,214 " [NUEE
A ke V(Y - mBY) - A — = (VY - VY AR
C 4

Tous les termes sont au moins de 1'ordre de v? ou de v'v".

Supposons que, pour unc valeur donnée de v, les autres coefficients
v' et V" partent de zéro par valeurs d’ordre infinitésimal décroissant
jusqu’a celui de v2.

Le premier des termes sous le radical sera prépondérant, et celui-ci
ne pourra s'annuler : il n’y aura pas de plans tangents doubles.

Supposons ensuite que, la grandeur de v’ et v" croissant, ils atteignent
I'ordre de v2. Tous les termes sont positifs si v et v sont positifs, et 7/
'y a pas encore de plans tangents doubles réels.

Il y en aura dans le seul cas ot I'un au moins des coefficients v’ et v*
serait négatif et ils formeront alors, au quatriéme ordre prés, une déve-
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loppable circonscrite a4 la surface et a la conique

az? a*b? a*h?
[ vi— Y K2RV + ") | n? 4+ po vV E+vm)=o
¢

ct 13

du plan de I'infini.

“tudions au conlraire cette surface en y supposant a, b, c fixes et v
variable. Nous pourrons méme, vu l'intérét géométricue dela question,
ne pas supposer lrés petits @ — c?, b* — c?, v.

Nous remarquons d’abord que I'¢change de a et b (v' et v”) revient
4 échanger [ ct m, c’est-a-dire O« et Oy. Nous pourrons donc tou-
jours supposer ¢ > b par exemple.

C’est cc que nous ferons dans les paragraphes suivants.

1I. — Développables circonscrites simples.
L’équation tangentielle (26) de la surface peut s’écrire
[ p2— (2 + m?)) [/)2 (l — C—l%f}—, /;%2) — (@m0 )]
+ 2D+ a?) B+ @t (VP ey nP+at b2 m? — (a*+ b)) p*] =o.

La surface est donc inscrite dans les quatre développables

{2+ m?)y— pt=o,
o | o
(Dy) \ A (P+m?)—p*=o,
? ) D+ a?) B4 a* (D2 + c?Yym? + a?bn? — (a? + b?)pr=o;

972 2 3 a!bi 3
(D,) 02+ a-rnl—pz({—?/;-v?)::o,
n=o0;

(Dy) b2+ aanﬁ—-pﬂ(;_ g—;gi/c"v’):o,

b (c?+ a?) B4 @ (b% 4 c*)ym? + @2 brn? — (@t + b*)p=o,

dont les deux premiéres (D,) et (D,) sont indépendantes de v.

(D,) est un cylindre de révolution ayant pour trace sur Oxy le
cercle de centre O et de rayon c.

(D,) est un cylindre elliptique de méme direction ayant pour trace
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sur Oy Pellipse de demi-axes A sur O et — o
— @ —
1 — ki 1= A2 e
c (4
sur Oy.

Ces deux cylindres, I'un fixe et I'autre dépendant de v, constituent le
contour apparent de la surface sur ce plan, el par suite leurs traces en
constituent les sections, sous réserve de singularités d’ordre supérieur.

Il est intéressant d’examiner dans quelles conditions ils se coupent
réellement, la naturc de cettc intersection élant visiblement lide,
quoique de fagon plus ou moins complexe, & celle des singularités de
la surface. Or, la réalité de cette intersection cxige que le rayon du
cercle soit compris entre les demi-axes de Dellipse, c’est-a-dire,
d’aprés 'hypothése reconnue suffisante a® > b?,

b? : at

azb?
I — 9 !
v <L _———c‘ PAE N

On voit, comme conséquence trés remarquable, gue Pun aumoins
des deux coefficients, v', celur qui correspond au plus petit axe b,
doit étre négatif, et que le second peut I'étre aussi.

Ceci concorde avec le résultat obtenu ci-dessus par I’étude du radical
et peut, soit inspirer un choix de vérifications expérimentales, soit,
du sens de ces vérifications, faire conclure au signe de v’ et v" pour
la précision des résultats des Chapitres précédents.

(D,) peut étre représentée par

(B4 m?)y—pi=o
avec
a (P2 — )+ b (at—c?)m?*+ a*bin*=o,

conique du plan de l'infini resserrée autour de Oz quand @’ — ¢* et
b* — ¢* tendent vers zéro.

(D,) peut de méme étre représentée par

2 )2
ANAES azm‘-’—;ﬂ(x———k?v’ac‘b ): o
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avec

b (¢ — b2) P+ a*(c*— a?)ym? + a b nt — (a®+ b’)ig—?;/c'-’vzpz::o.

(D,)et(D,) peuvent étre représentées, sous forme paramétrique, par

(D) l:%coso, m::-?sin@;
(D,) b[:[)COS@\/I—/‘”Q‘)zg;—?:) am=p sinO\/x——k%’g—;g;

d’ou la seconde équation déduil.if en 0.

Achevons le calcul pour (D,), la plus simple, et indépendante de v :
n__ (11 2 L N\
ik <[)2 c") cos? 0 + <a2 c2> sin?0,

Nous savons qu’on peut supposer a > 0.

Alors: si ¢*>a?> b2, 1%2 est réel quel que soit 0 si a*>¢*> 0%, 1l

y a pour 0 des limites données par

I 1
B a2 7 B2
tangf = 3= —-b ¢ :iﬁ c__b_
1 i b a®—c? 3
a? c?

ctannulantn;sia®>b*>c?, ladéveloppable est tout entiére imaginaire.
On peut rapprocher ces résultats de'ceux que nous a donnés le
rapprochement de (D) et (D,) pour la forme de la surface.
L’aréte de rebroussement de la développable s’obtient sans peine
sous forme paramétrique. Le plan tangent est en effet

(a) ab(zcosd + ysinb) + ckzy/— v a? cos?6 — v b2 sinh —abe = o,
¢quation & laquelleil suffitd’adjoindre ses deux dérivées parrapportaf:

(v'a*—v'b*)sinf cosh

’
V— v"a* cos?f — v b?sin* 6

(b) ab(— zsinf + ycosb) + chs

(¢) ab(— x cosf — y sinf)

=0,

+c/x’z(v”a’-—v’b2)d-—de<\/ sinf cosf >

— v"a? cos20 — v/ b2 sin?f
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d’ou

- d sin0 cos0
ckz\/—v"a?cos2 — v b sin?l + (V'al—v' 1) — - = abe,
d0\ \/—V a? cos?0 — ' b*sin*0

(v'a*—v'b?) sin?0 cosf -
’
V—v"a® cost — v/ 4% sin?0
(V" a?—v' b*) sin0 cos*0

V— v a? costf — v b* sin%0

abx = abc cosf — cks coshy/— v a? cos*0 — v b2 sin?0 + chs

aby = abc sinf — ckzsinby/—v'a? cos?§ — V' b sin?0 — cks

Les équations tangenticlles des traces de la développable sur Oxs
et Oys s’obtiennent par I'élimination respective de m et de { entre les
équations (D,) :

(Do) (2= a)c P+ a?bPer i + b* (@ — ¢*)p*= o,
et de méme, par échange de ¢ et D,
(D,), (a2 — ) ctm? 4 a2 b+ a* (bP—c*) p=o.

On voit que le genre et P'espéce de ces coniques dépendent encore
des signes des mémes différences. '

Il faut toutefois remarquer que par une lelle conique réelle peut
passer une développable imaginaire, comme par une courbe imagi-
naire, dualistique de la développable, peut passer un céne réel.

Cela dit, les trois cas auxquels nous venons d’étre conduits donne-

ront :
c*>a*> b, (D.), -+ - hyperbole,
(Dy). + 4+ — ellipse réelle;
a*> ¢t > b, (D,), - 4+ hyperbole,
(D,), + 4 — ellipse réelle;
a?> b* > c, (D) -+ + hyperbole,
(Dy), + + + ellipse imaginaire,

Le contour apparent de la surface sur le plan y = o est de méme
nature que pour la surface de notre premiére Partie, dont il n’y
aurait qu’a reprendre les résultats.

IiI. — Ellipsoide de référence.

L’équation (26) de notre surface, résolue par rapport a p*, donne

(28) ap? (1—“cf’ /c2~ﬂ>

=a*(mt+n?)+ (0?4 )+ (Cz“"

a? b?

- /c‘-’v‘3> (B+m2y =y,
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c'est-a-dire I'équation d'un ellipsoide
, a b
(29) 2pl<l — 7—/{%’)
2 52 27,2 .
== (/)" 4 ¢t —a—c‘é' /.‘sz) i+ (c’—{— a®— (izg)»/.‘?v?> m? 4 (a®+ b*)nd,

a partir duquel (comme plans tangents) les plans tangents & notre
surface sont déterminés par == le radical portant sur

. 272 2
at(m®+ n?) + 0 (a2 B) + (P + m?) — %/{’v’(l'—i- m”)]

2[2
—4 (l — a—(}%/ﬂv") (L= 4= n?) (D2t P+ c*a?m? + a* b nt).

Mais les termes indépendants de v, transformés par Uidentité de
Lagrange
(04 m?+ n?) (D2 + cta*m® + a2 b n?)

= (bel? + cam? 4- abn?)t - X(c — b)*a*m? n?,

conticnnent tous (b — ¢)*, ou (¢ — a)?, ou (@ — b)*.
Le radical est donc de Pordre de la plus grande des v, b — ¢, ¢ — a,
@ — b, ctles plans Llangents a notre surface s’écartent des plans tangents
a Pellipsoide de quantités de cet ordre.
lin faisant v = o, on trouve pour la surface de Fresnel Pellipsoide
plus simple
2= (0 + )+ (c*+ a?)n? + (a + b*) nt,

La méme idée pourrait &tre appliquée a la surface plus géncérale de
la troisieme Partie ; nous n’y reviendrons pas.

Le résultat précédent suggére des hypothéses qui pourraient con-
duire a des vérifications expérimentales.

Cet ellipsoide pourrait en effet étre de révolution, non sculement
dans le cas b = a de la premiére Partie, c'est-a-dire autour de O3z,
mais dans deux cas nouveaux :

1° Autour de Oz, si

i rl,__”,l)zv“_;
ot
2° Autour de Oy, si
f o l? N
VI v,
CQ

Journ. de Math. (6 série), tome X. — VFase. I, 1g1f. 6
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Ce sont, pour les deux coefficients de biréfringence v’ et v’ de cette
deuxiéme Partie, les hypothéses qu’on a rencontrées pour v' dans la

premiére.
Ce sont aussi les cas limites de la discussion du paragraphe précé-

dent sur (D,) et (D,).

1V. — Quelques plans tangents particuliers.

Le réle joué dans 'équation de la surface par les trois constantes
a, b, ¢ suggére I'idée d’étudier les plans tangents de la forme

(I ax+4 by +cs—p*=o,

e* étant positif ou négatif, mais g étant une inconnuc du degré 1
d’homogénéité, et '
I z

(1) ~ +

¢ étant une inconnue du degré o d’homogénéité.
1° Portons les coordonnées du plan (1) dans I’équation tangenticlle,
qui devient

202 -
(30) <|_ /."%"%—)p"-—-p" [3(0202+cza2+a202)_

+ 3abic?(a® + b* + ¢*) —o,

ath(a*+ 0 ,, )
——— 7Y
¢

et formons la partie principale du radical pour
y =1+ AY),
(27) | br=c*(1 + v k).
Nous obtenons, comme facteur de ¢*, en dehors des termes en v,
[(V 4+ V") 23V VT A+ (V V")V VA - V2012 k8,
Ces termes, quand v' et v* partent de zéro, commencent par étre
négligeables devant le terme en k*v?, qui s’écrit
Kvratbict |3 4., .0
De plus, la somme et le produit des racines p* sont positifs. Les

quatre valeurs de p?, et par suite les plans tangents de direction (1),
commencent par étre réels. Ces plans resteront réels et distincts dans
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tous les cas répondant & des phénoménes physiques ol v et v" n’attein-
dront pas de valeurs comparables a v,

Il n’y aura donc pas dec plans tangents doubles paraliéles & cette
direction, ce (qui est d’accord avec nos résultats généraux.

2¢ Passons aux plans langents (11) donnés par

o I _ _2\2(.43/;"'>
(31) a_,'(l Iy

ct
VA , - A
— = VA Y A ——
a1 +V'k? R R -+ v A2

1 1 kv a? b? 1 1 i

T TR TR T TS <1+v’/."-’+ l+v”k’>_
VA VA

L +VAE VA

3 atbrkr /v v\
ol R zrw)|=>

Si on considére v/ et v/ comme au moins du premier ordre, on voit

+(l+v’/€2)(l+v”/c'-‘ﬂ .

- 1 . . , .
que, dans le coefficient de — les parties du premier ordre se détruisent
et que ce cocflicient se rédnit & — 6 au second ordre prés.

e terme indépendant de —a'— se réduit de méme a + g, et I'équation

1 6 _
FoATe=0

admet comme racines doubles =+ /3, ce qui est préva, car, pour

b = ¢ = a, I'on doit bien avoir

LHY~+35 __ 5
— o FVi=o

pour vérilier Péquation tangentielle de la sphére
a’(+ m?+ n*) = p? avec l=m=n.
Clest done de

I :
z=V3

que les solutions de I’équation compléte différent peu.
On peut évaluer, par un calcul assez laborieux, I’ordre de cette
différence.
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Siv et v’ sont d’ordre supérieur & v, on peut réduire les racines a

13— k0 kvy/3

¢’ 1— A%v?

Siv' et v” sontde l'ordre de v, ces coefficients modifieront simple-
ment le terme en v au numérateur sans en changer 'ordre.

V. — Plans tangents singuliers.

Recherchons les singularités tangentielles réelles de la surface en
essayant d’annuler les dérivées particlles du premier membre de
¢ =0 (206):

-;— g(—ﬁ =U[— (D*+ ) p*+ b (124 mP+ n?)
atlh?

+ D2l ctatm?+ a2 bin? 4 = k202 p?l,
1 99 =m[— (e a?) 2+ c2a? (124 m2+ n?)
5 om = ml=(e+a)y @ ( +

2,279 2 9,0 9 7.2 ,.2 a‘zbz.agz
+ 0t lP+cta’m?+ a?bint + po kv p?], ‘

é % = n[— (a+ )P+ @ b (L + m2+4 n?) 4 b c* 2+ c2a’m? + atb?nt),
! d¢ — 3 __ 2 2 2 2 2 2 2( ]2 2
3 9p =2p*—pla*(m2+ n?) + b2(n2+ ) 4 c* (L + m?)]

2b2 2bi
— 2ac—‘/f2v2p3+ %-/f*‘ﬂp’(lz—i— m?),

Les plans tangents par I'origine (p = 0) sont imaginaires, comme le
montre ¢ = 0. Ils donnent d’ailleurs

9 _

L[O2e2(L4+ mi+ n?) + b*c? 24 cta’m?+ a?b*n®] = o pour 9 =0
2,2/ ]2 P 2 2 2 /2 2 42?2 2022 ()q)
micta®(P+m2+n2)+ 2P+ c’atmi+ atb?n®] =o pour I =

do

n[a? b2 (124 mn*+ n?) + Ve P+ c2a?m? + a*b*n?] =o pour I =9
(4 m?+ n2) (P2l cta’m?+ab? n®)=o pour p=o.

1° Si I+ m®+ n*=o, ce sont des plans tangenls isotropes par
Porigine :
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a. S'ils vérifient en méme temps b*c*l? + cta*m?®+ a’b*n*=o,
ils sont bien plans tangents doubles, et déterminés par les valeurs

12 nt nt

at(b*— c?) = br(c?—at) T c*(at— l)”);

b. 8'ils ne vérifientpas b* c** + c*a*m? + a*b*n* = o, ils devraient
vérifier [=m=n =o.

2° Si h2c* P+ c*a*m* + a* b*n? = o, ils doivent de méme vérifier
£* +~m?* +n*= o, cc sont les précédents. '

Cherchons donc des plans tangents p = o.

. . : .o do s 0¢
Si nous supposons aussi 7.5 o, la condition 5= = o donne & 5% =o
J
et == = o la forme
om

o= (c'—a’) [ [—pt+ B} (L+ m2+ n?)],
0= (ct— 0Ym[—pt+ a? (2 + m®+ n?)).

[l n’yapas & essayer d’annuler les deux crochets, ce qui, & cause
de as£b, cxige I*+ m* + n*=o0 (plans tangents isotropes déja
éLudics). '

. . )
ssayons d’abord / = m = o, ce qui, dans ? =0, donne

‘
Jon
29 e 1o ) pt —

s dﬂ..zabn —(a*+ D )pr*=o,

__p@ -
0= 1ok | (- 0y

at bbv?
c'o

et ne s’annulerait que pour une surface particuliére, d’ailleurs imagi-

naire, -
; a v
at—b*=12k V—1.

ct

Annuler / dans l'un et le crochet dans ’autre, ou annuler le crochet
dans I'un et m dans l'autre, cela constitue deux cas symétriques, dont
il suffit d’examiner le premier.

Alors

a’b?
c?

<
-6

A-? y!l)ﬂ

1

2n

|

=—(a’+ b*)p?+ a?D*(mr+ n?) + @t mt 4 @bt +

Q..

n

azbh? atb?
= a®m? (c‘*‘—-az-}- -—é‘_—,-/{'ivz) -+ ain® (1)2 -— a2+ —E;—/(’v’)
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et
¢ =p*—p*[(a*+ c*)m* + (a®+ b*) n?]
arh?
+ a*(ctm+ bPn?) (m? + n?) — - R pr(pr—cim?)=o
a*lh? - ;
= a?(m?+ n?) — (¢ — a®)ym*— a*n?].
n*= —m* donne dans la premitre ¢* — a*—/*+ a*=£ 0 a cause
de ¢ — b* = o.
a*n* = (c* — a*)m* donne dans la premiére la condition
; : k?v?a? b?
(32) (‘+v”/{2)vlk2:——;——-’
& m* n*  mi4nt_ p?
o @ T d—a T T & adt’
ay *x s\/ct—a* = ac,
62
y=xsz —_ —1=c,
a at
-E‘y.iz l'—'?}——-ﬂ,

yVi+ VR Esk/—V =a.

A cette solution doit se joindre la solution symétrique, par échange
de a, [ avec b, m, exigeant une surface ot

(33) (l+v’/(2)v”/;'2=/{z”2a”’2'

ct

Enfin, une surface réunissant les deux conditions (32), (33) exigerait

. arl?
(1 + VAV = (1 + V' A)Y =® pras
arb?
kWi v — vt — =0,

¢

atbh? a’b? fy?

—-l:*:\/l+[;/c’v2-7 _'t<'+2_7—+"'
V=v"= c + - <3
2k? 2 k*

La seule solution physiquement admissible est celle qui, correspondant
au signe +, est infiniment petite avec v, savoir :

(34) V—=v'= a——i—b—z-v’—

Mais ce cas a déja été exclu (a* 5 b*).
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et d, A [ ] .
La condition -()—Z = o peut &tre vérifiée par n = o, mais alors

o= [p” (1 — ‘ﬁ%@)._ (b4~ a’m’)] [ p?— (L2 + m?)].

Il faut donc annuler I'un ou P’autre de ces deux facteurs.
Le second sera étudié tout & I'heure. L’annulation du premier
donne

=0 [— p*+ (O + mP)],

DN | -

s 8

s =

=ma[— pt+ 2 (P + m?)].

L

1
E m
Si donc nous supposons ce second facteur =£ 0, nous ne trouvons
comme solulion que le plan / = m = rn = o de l'infini qui est, en ellet,
un plan singulier de la surface, sans intérét au point de vue
physique.
Etudions en détail les solutions

n=o0, p*—c}(l+ m?)=o,

communes & notre surface, & celle de Fresnel, et au cylindrede révolu-
tion d’axe Oz et de rayon c. Dans quelles conditions ces plans peuvent-
ils étre singulices pour notre surface?

Posons, pour le voir,

l:BCOSO, m::f-sinO,
c c
shere 2 vapifiop 99 — 99 _
et cherchons a vérifier T =gm =0

- 3 2 52
é— %‘; :%cose [b" c0s?0 -+ a?sin?f— c? <1-—k‘1v2 ac"b )] =o,

5 3 :¥,X
92 _ P Ging[ 52089 + arsin— e (1 — a2t 22 ] = o

2 dm” ¢ o

Nous obtenons d’abord

T
== ou [=o0 avec Y=y,
9 o
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déja rencontré dans une étude antéricure, puis

a? b?

=0 ou m=o avec V= v —
¢

v

également rencontreé.

Les facteurs cos0sinf) étant supposés == o, il reste &

annuler le
second facteur commun aux deux dérivées, qui donne

bt — b4 kiat byt et - ath?y?
tang?f= TRy Ty Ry e am
ct— atbikivi— aic? a?b*vi+- ¢ty
Le cas b = a(v'=V") donne tang®() = — 1, nous nc devions donc pas

trouver de solution dans la premiere Partic.
A . atl? . .
La réalité de 0 exige que — V¥ soil compris entre — v el — v
On peut supposer @ > b, nous 'avons dit.
Alors, la double condition sera

(35) —v< %{:;vf<-—v”.

Ce sont les conditions trouvées au paragraphe I par la discussion
de (D,)et (D,).

i £ St =
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TROISIEME PARTIE,

CHAPITRE T.

EQUATIONS DU PROBLEME.

Il nous reste & généraliser ct a compléter les théories précédentes.
Nous le ferons en introduisant le systéme d’ondes le plus général
indiqué par M. Boussinesq dans son Mémoire déja cité (*) (Contri-
bution & l’optique cristalline). Ce systéme est le suivant :

al’+fn"+el"+ 20’8+ ("0 + e+ (" —1"n')=A4,¢ — —icg’
(36) | FE'+ba+df+ [Z4abin’ &+ (FE —dT)=Adyn— %9
ef’+dn"+ct'+ e+ d'n'+ 20+ (d"0'—e"E) = 8,0 — %?-

£, n, ¢ désignent toujours les composantes, suivant Oz, Oy, Oz,
du déplacement de la molécule vibrante.

a, b, ¢ sont trois paramétres spécifiques ou propres au milieu,
a—l?’ Z;L'Z’ 5 des Chapitres précédents.

A, désigne le parameétre différentiel du second ordre de Lamé, 0 la
dilatation cubique.

a, b, ¢, d,e, f sont six coefficients de résistance caractérisant
Pabsorption dont ’étude faisait I'objet de ce Mémoire, consacré aux
milieux translucides (et non complétement transparents). Ils seront
nuls pour nous.

De plus, la nécessité de les réduire & trois (a’, b’, ¢) obligeait &4 un
choix d’axes coordonnés laissant les six coefficients a, b, ¢, d, e, f.

Au contraire, leur annulation, dans notre étude de milieus tous
transparents, nous permet un autre choix d’axes annulant d, e, f.

Enfin les coefficients d”, e”, f*, réduits & zéro dans ce Mémoire

respectivement égaux a

(') 6°série, t. VLI, 1911, p. 317,
Journ. de Math. (6 séric), tome X. — Fasc. I, rgt4. 7
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(p. 326) comme étrangers a 'ahsorption, vont étre au contraire essen-
tiels pour nous et concourir, avee a, b, ¢, & constituer le systéme le
plus général de notre étude.

Ce sysléme va nous fournir, comme ceux des précédents, quatre
Chapitres de mémes titres.

Le complément annoncé, formant un cinquiéme Chapitre nouveau
par rapport aux deux parties précédentes, aura pour objet d'étendre
les résultats de cette analyse, ou les ondes planes ¢taient supposées
latéralement indéfinies, au cas de la réalité, qui est celui des ondes
planes latéralement limitées, en montrant que les conséquences
physiques subsistent. :

Nous partons donc des équalions

e " 1 " r ot lo

at’ + (e {—f‘n):qu—:(?—;)

" ne " do

(37) ba"+ (("8'—d"¢) :Ae"]—a;’
0

| el +(d"n'—e"f’) = A0 — Tk
que nous cherchons 4 vérifier par des solutions symboliques de forme
pendulaire
: .

I-N

== Ielr(t—/x—my—nz)‘/:-l____ [E’

2

ou, pour abréger, I'exponentielle sera représentée par E.

Les coefficients L, M, N de M. Boussinesq deviennent ici les
constantes réelles [, m, n, coefficients de I’équation du plan de I'onde.
L, M, N, T sont des constantes imaginaires & déterminer. Toute
solution du systéme sera accompagnce de la solution conjuguée et la
somme des deux nous donnera la solution réelle et pendulaire du
probléme.

Je porte ces expressions dans les équations du mouvement, dont la
premiére devient, aprés suppression des facteurs IE,

" kL e kTN — T

== (P+m+ )L+ k(L 4+ mM' 4 nN')
ou

o=[—(l+nm’+ n®)+ L+a]ll+ <1m ~+ 5—\/~—l> M’ + <nl~—- 9/«¢:T> N'.
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Ces trois équations peuvent donc s’écrire
‘ OL+X M4 T N:=o,

(39) O L - XM+ N = o,
\ (l'z L4 XM+ l]fg N = o,

si les symboles @, ..., W, ont les signilications

O =— (Lt m+n)-Pta | X =Im+ v, \/—:-_1 W =nl—v,y—r,
O, =Iim—v,\/—1 X, = —(Z4+m24n?)+ m2+b | W =mn +vy/—1,
B, =nl+v,y—1 Xo=mn —vy/—1 Wy=—(l+m2+n*)+nt+c
avec
(]II "‘.” ['//
T:’), /—(:‘)], 7\‘::\’2.

Les'v détruisent la symétrie du déterminant de ces neuf polynomes
@, ..., W, laquelle existait avec 9, ..., ¢, du Mémoire de M. Boussi-
nesq, et vont, d’unc part, compliquer beaucoup les résultats, notam-
ment donner a I'équation de la surface des ondes sa forme la plus
générale (Chapitre III), principal objet du présent travail, et renfer-
mant les précédentes ; d’autre part nécessiter, pour le cas des ondes
planes latéralement limitées, une analysc un peu différente de celle de
M. Boussinesq (Chapitre V). -

Les lignes du déterminant, au lieu d’étre identiques aux colonnes,
en sont respectivement les conjuguées.

La condition de compatibilité des équations linéaires et homogénes
L
s ecrit

9 LEnV=1 b= y—=1
(41) =y —1 % by +vy=1 [=o,
Y4+ —1 Y — /=1 2
en posant ’
0=y X=y+ny=7 W=y —uyTT,
Q=9 —wny—1, X =y, W= +v =1,
(42) =y —nV—1,

¢2:CP2+\)1V—1’ X‘Z:Xﬂ_v\/:y ‘F2:q’2)

=4 +uy—1, =h—vy/—1,
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Cr

et introduisant les polynomes mémes g, ..., §, de M. Boussinesq, et
les v, v, v, qui distinguent notre ¢tude.
En développant, il vient

0= 0 Ya— (Y -= V) — o (§*+91) — o (1P + 1)
+ e V=) (V=) (g + 3 V=1)
+ (‘4’1 “V\/:'_i)(q’ —Y \/:_'>(7 —vy/—1).

Les deux dernitres lignes conticnnent deux expressions imaginaires
conjuguées et I'équation se réduit a

0 = ({*+ m?4- n?) (al*4- bm?*4- cn?)
—[a(b4+c)l+Db(c+a)ym*+c(a~+b)n*] +abe
— (vl vim4 v n)?— (v v} - u2) (L4 m2 4 n?) 4-avi- byl 4 cvl].

Pour la simplicité ct I'homogénéilé des calculs ultéricurs, qui
devront d’ailleurs redonner comme cas particulier les résullats des
premiére ct deuxiéme Parties de ce travail, nous allons :

1° Revenir des notations du Mémoire de M. Boussinesq & celles de
sa Théorie analytique de la chaleur, c’esl-i-dire remplacer a, b, ¢

1 1 .
par ;7 Z—;’ E;,

2° Poser

_ 9oy

v == ]
abce

0B, 0y
N — 2 2 —
ity 74 V7 Gbe (af +Bi+7i=1)

ce qui revient a considérer les Lrois cocflicients de dissymétric v, vy, v,

1 I 1 . . |4 [ 4 i
comme ¢étant, au facteur —— prés (introduit pour 'homogénéité), les
abce
. . . ' [} N A

projections sur les trois axes coordonnés d’un segment 6, de méme
ordre de petitesse que v, v,, v,, et faisant avec ces axes des angles dont
les cosinus sont a,, 3,, v,. L'angle de cet axe de dissyméirie avec la
normale au plan de I'onde, dont nous représenterons les cosinus par
a, B, v, avec

sera donc donné par
cosf = aay + B3, + yy1.
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Alors la condition de compatibilité des équations linéaires devient

& m*  n?
(43) o= (4 m?2+ n?) (;2- + T -57>

‘.L 1\ {2 I 1 _rri a 1 ﬁ 1
“\\nta)at\lata 62+(a”+ﬁ i sy

2 2 o2
(lay+mBi+ ny)— (B4 md+ n?) + % + %;_ + ./c_;]

T atbiel

CHAPITRE 1I.

EQUATION AUX VITESSES DE PROPAGATION.

Pour avoir I'équation aux vitesses, je remplace /, m, n par leurs
valeurs :

B

o
(==, m =25, n::z,
5 o

)

[(b*+ c?)a?+ (c*+ a?) B2+ (a® + b2)y*— d2sin2f]

et il vient

©w
>

1 [a £
W o= (G+ g+

~

>

2
2

1

I o2 g2 y?
—_— | — 02 2L - 2L JAR
+a2(,202[' (a" +b2 +cz)]’

homogene ct de degré — 6 puisque @, b, ¢, 3, w sont de degré 1 et
% By ¥, %y By, vy de degré o.

[Faisons successivement dans cette équation w? = a?, b2, ¢?.

Pour cela écrivons-la ainsi

_ oc_2 g £ _ 1 1\ o? I 1 2 t AVA
‘f(m)—m‘(aﬂ_*-b?—*_c?) w?[<5—’+;>a—2+<2—2+?>27+<2?’*‘ﬁ>55]
2
)

+a2+ﬁ2+}’2+52[ sinf 1 <gz'+9?+ﬁ>]

a*b*c?

Alors
ot/ ] 1 1 02 sin%8 a? B2 2
fla)= cT(:r“b—)(:; “23) +m[—ar—<a%+z%+c—é)J
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et, par permutations circulaires,

1o =G (5= )G —5) +ma e - (E+ B+ 1))
NOES ~é>+m%ﬁF%ﬁ”( H

Si I'on suppose a*> 4* > c?, c'est-a-dire ; < = b’ < - el O assez
petit pour que les premicrs lermes donnent leurs slgncs, on aura
Sf(a)>o, S(b) <o, J(¢) >o,

et les deux racines w*® de 'équalion sont séparces par a*, 0*, ¢*,
comme dans le cas de Fresnel.
Sans avoir un résullat aussi complet, on aura encorc f(0)<<o,

\ . . } ' o o 1 ]
c’est-a-dire les racines w® séparées par b* ( ct, par suile, — — = de
w* -

2
|

-
-~
—te

>
»
-t
\’
~, .4

IR :34 Q
-|-® @4@
(oY

2
i
2

~
33

(2

0‘."]‘\:@
N
(‘iel =
|
-
N——
S
el =

signe contraire pour les deux, ce qui cntrainait la description des
ellipses en sens contraire), tant que les ¢léments du phénoméne véri-

fieront la relation

6? “sin20 {3 @ 1 I 1
wrw | (e ) <EG ) ()

c’est-a-dire en particulier dans le cas ou

sin2f 2
7?"( G )<m

et, dans le cas ol cette expression est > o, si

ﬁ’ 1 1
b 07 I\ T @

sin0 N T )
e (Ezl T Fﬁ‘)

< atdh?c?

Enfin, d’'une maniére générale, la condition de réalilé s’écrit
5‘sm‘6—2 (024 ) + (2 4+ a®) B2+ (a2 + b?) 2] sin?f
2 2
~2< ﬁz —->< B c>a b*c -go

+ [(B2+ c?)a?+ (2 + a?) P2+ (a2 + b2)~/?]2-—4a2b2c2< -+ % + )

v

0.

Ny . y e . . .
Il faut donc que c* soit extérieur aux racines de ce trinome, qui



SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 55

pcuvent étre réelles, car pour

1 I
02-= — [ (D2 c?) -+ (c?+ a?) (32 2 2142 -
= g L0t et (P a2+ (@ + W] <m0
a’ b‘l o
_ (circonstances effectivement réalisables), I’expression sera bien néga-
tive.
Le seul cas de la pratique est celui ot il est assez voisin de zéro pour

ne pas dépasser la plus pelite racine supposée positive.

CHAPITRE III.

CONSEQUENCES PHYSIQUES.

I. — Résolution symsétrique du systéme d’équations
par le déterminant adjoint.

Le phénomeéne physique est, ici encore, analytiquement traduit par
la forme des trajecloires, c’est-a-dire par la résolution des éqguations
linéaires et homogénes (39), (ue nous venons de rendre compatibles
et qui fournissent des valeurs proportionnelles a L', M’, N'.

Obtenons d’abord ces valeurs sous une forme symétrique utilisant
les trois équations (39), dont aucune a priori ne joue un rodle & part.

A cet effet, adoptant un moment, pour leur déterminant, les nota-
tions classiques du déterminant symétrique

a b/l bl
b" a' b |,
¢ b A

nous remarquerons que, dans leur déterminant A, les éléments symé-
triques par rapport 4 la diagonale sont, non plus égaux, mais imagi-
naires conjugués : nous désignerons, suivant l'usage, par b, la
conjuguée de b, et nous aurons alors

a b b a =g, b =¢;+v V—1,
(3gbis) A=|b, a b | a’ .Xn b=¢ +v, \/:’
b’ l)0 a” ar/::Lp?’ b”:x + v, /—_-I,
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On sait alors que les solutions du systeme (39) écrit,

al/BM' + b, N'= o,
b'L'+a' M+b N=o,
b L/ bgM' 4 o’ N'= o,

sont les mineurs du troisiéme degré déduits de la matrice

a b b 2
b a bh W

o

bl 1)0 al/ )‘Il

.
avec les signes +, —, -+, les paramétres A, A, A” étant des indéter-
minées surabondantes. Si nous les prenons égales & [, m, nr, nous

aurons
L'=(A +mB;+ nB/,

M'=I(B" + mA' + nB,,
N'= (B, + mB 4+ nA’,

les grandes lettres désignant, suivant l'usage, les mineurs de A, pris
avec les signes convenables dans le développement de A ou les él¢é-
ments du déterminant adjoint. Mais ici, en remplacant les éléments
de A par les notations du présent travail, ¢’est-a-dire (39 bis) par (40)
et (42), il vient

(=) oo )= -3)

(39 ter) { BZ:—.Im(—-L—- c> ——wl-—-[ nlv +-mnv-+ <— -l.——ﬁ— n*—i—c) v,l y—r,

w? w?

| B'= nl<£§——-b> —V Y+ [mnv,—i- Imv + <-———l—z —+—m7+l)> v,] V—r1.

€

En formant alors L.", remarquons que

1
Pt m+nt=—,
(4]

et que

av + By 4+ v, G

A ude UMY A PUSLI
A

v+ my 4+ ny,=
2

g, étant la projection de l'axe de dissymétrie (de composantes v,
Y., ¥) sur la normale au plan de 'onde (de cosinus «, 8, v), toujours

au facteur alb-c- prés (Chap. I).
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Introduisons en outre les trois coefficients

a— —— =V
? ’
1

b— ==
(1)2 1
l ’

€ — =5 =V,

qui ont des sens analogues & v' et v/ de la deuxiéme Partie. Nous
aurons alors

0

L'=1y,v,— VZ;- + (nv Yy — mvyvy )/ —1
80

= vV, — oc-(:)—'— +3(nPY,—mp) Y —1

et, par permutations circulaires, M’ et N’, que j’appelle

L= I'+ I JV=,
M = m'+ m' /=T,
. N'= n'+ n \/:
Qt, pal‘ SUILC,
E= (l/ + [ \/-:'.') eht—tr—my—nz) =T — 11 L,’),/;_!3

dont on doit prendre la partie reclle

- E= lcost— [ sind,
7 == ' cosf — m') sind.
L= n'cosl — n' sinb.

Clest la forme la plus générale d’une vibration elliptique. Nous
n’en poursaivrons pas I'étude : on la particalarisera dans les hypo-
theses fournies par Pexpérience. Nous nous bornerons aux remarques
suivantes :

L. D’abord, les propriétés du déterminant adjoint (') se traduisent

par les formules ci-aprés, qui, pour le cas de b, = b, b, =b’, b, =b",
réels, donnent celles qu’on utilise dans 'étude de I’équation en S des

() Sauvon, Algébre, p. 45. Gauthier-Villars, 18go.
Journ. de Math. (6¢ série), tome X. — Fasc. I, 1914, 3
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quadriques
A'A" —BBy=a A=,
B'B"—AB,=b A=o,
BB, —AB = b,A =o
et deux autres groupes par pcrmutations.
Alors, en introduisant les modules, puisque A, A’, A”sont réels,
AA"=|B |2
| B | B") = A |B]

et les autres qui constiluent, entre les modules, les relalions mémes
du déterminant symétrique. Alors, les valeurs proportionnelles

Lo M _ N

AT B B,
et leurs conjuguées

LM N

ATOB, B

donnent, en multipliant inembre 4 membre,

L2 S . s A
Y U
ou
L/ M N/
[B'B7] — [B"B] BB’

II. Les expressions I/, M’, N’ contiennent les deux syst¢mes de
coefficients & (et sa projection &,) et (¥, v), v;).

Mais [, m’, n’ sont composés de deux termes du sccond ordre, I'un
par rapporl a (v, v,, v, ), I'autre par rapport & 0.

Au contraire, I, n?,, r,, sont composés d’un scul terme produit
de & par un facteur du premier ordre en (¥, |, v,). D’ot Dinter-
prétation dc ces résultats dans deux cas opposcs.

Le premier cst celui des expériences étudiées dans la premiére et la
deuxi¢me Partie, qu’il contient comme cas particulier. C’est celui o

a, b, ¢ sont peu différents et o, par suite, les racines 0—:— de I'équa-
tion (44) aux vilesses en différent peu. Clest le cas ou v, v}, v, sont
trés pelils, et méme, dans la réalité, d’ordre supéricur a g. Alors, [/,
m’, n' sont d’ordre 2 et /,, m,, ', d’ordre supérieur & 2.
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L second, tout & fait nouveau, est celui ot les différences de a, b, ¢
. 1 . . .
entre eux <et par suite avee ;—)—) seraient [inies par rapport & l'axe de
dissymétrie 8, supposé du premier ordre, c'est-a-dire o v/, V), v,
seraient finies,
Alovs, ', ', 1’ sont finies, et £,, m', #, du premier ordre.
Pour pousser plus loin I'¢tude de ces deux cas, nous allons renoncer
a la symétrie observée dans ce paragraphe, et prendre par exemple
les deux premiéres équations, isolant ainsi 'axe Oz, ce (ui donnera
les projections des trajectoires plus facilement sur O.xy, et obtenant

L' M N

BB, A

les termes du premicr ordre ne disparaitront plus ici comme dans la
résolulion symétrique.

II. — Résolution dissymétrique et interprétation physique.

Premier cas. — Clest, comme nous l'avons dil, celui ou V', v, v,
sont du sccond ordre par rapport & ¢ supposé du premier. Mais alors
les formules (39 Zer) donnent par permutation

AT= LY -+ m2 V'V — v,
’ 6 ’ —
B = —nlv|, —vyv + <m-{—)l A~ u,_,) V—r,
2
! 6| - —
By=—mnv —vyv,— ( { =+ v,) V—r,
qui ont leurs parties réelles du second ordre. On peut donc prendre,

en négligeant le second ordre dans les deux derniéres ct le quatricme
dans la premiére,

L’ M’ ' N’
méJ—1 — oy—1 (&v\+ miy 3w’
d’ou
£ =-—md, cosb,
(45) n= 10, Sin@,
[ = (&Y, +m2 —v2)pcosl,
d’ol

£+ mn=o,
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ou
ls+mn+nf=o
au second ordre pres.
Nous retrouvons la quasi-transversalité des vibrations, qui au
second ordre prés s'effectuent dans le plan de Uonde et rectiligne-
ment.

Second cas. — Supposons au contraire les différences des a, b, ¢

. 1 . . . '

entre eux (et par suite avec —2) finies par rapport & I'axe de dissymé-
(]

trie ¢ supposé du premier ordre, ¢'est-a-dire v/, v, v, finies.
Ici nous poserons, avec M. Boussinesq [p. 334 du Mémoire, for-

mules (43)],
(46) L’:l'(l-l—l” V—1), M= m'(|+m”\/:), N = Il'(l-l—-n”\/_——l),

ce qui, comme premiére approximation, se réduira &

(47) L'=Uel"V=1, M’ = m' em" V=1, N'= n'e'v=1

(car nous avons montré que [, 72", »” sont du premier ordre par rap-
port 4 &), les parenthéses contenant les deux premiers termes du
développement des exponentielles.

I, m/, n’ sont donc les modules de I/, M/, N', et I’'on a, comme nous
I'avons montré, '

U m' n'

VA A VR
. . LI ! NI
D’autre part les valeurs proportionnelles & = %4: = 1 ou

lel'=1 omlemY=l plen'V- !
B T B A

0
peuvent s’écrire
Il et —n" =1 ml el —n"W=T1 n'

B~ B, —A

Mais on peut prendre pour ces rapports la valeur 1, puisque les
b

termes du dernier sont réels, et supposer n”=o, ce qui ne fera

qu’'un changement de phase pour les mouvements vibratoires. On
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prendra donc
Vot =T =B,
! (14 " =1) = By,

n' =z A, n" = o.
Alors
1 .
= nl (——, — b) =—nlv,
e
! L !
m'=mnr(— —a|=—mnv
1 1 1 I
N=0b——)+mla——|+(a——)(b——)—9}
w? w? w* w?
= V| -+ mY 'Y, (en négligeant v}),

a
P =mL 4+,
©

)
m’m.”:—[-ml — v/,

n"=o.

Les équations du mouvement, obtenues, comme nous I'avons déja
dit, en prenant pour les composantes du déplacement les demi-sommes

des deux solutions imaginaires conjuguées
E == U el"V=T ehtt—tm—my—na)/=1 — [ gI"N=T gly=1 == [ o(6+1")V=T

c’est-d-dire
= I cos(O+ '),
(48) n=m'cos(f+ m"),

¢ = n' cosb,
Cest la forme classique de la vibration elliptique dans le plan
§ Ucosl Usinl’
n m'cosm” m'sinm” [ —=o,

e n' 0

que, & notre approximation, nous pouvons et devons réduire

E ll l/ l/l
n m' mm|=o,
t n o

et sur le cylindre elliptique projetant I'ellipse trajectoire sur le plan

2
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de xy auquel nous avons fait jouer un réle & part. On peut I'éerire

Lol " \? ; n\?
(5 LA -,,7”_,> + (;_5, ._7’7> — (= m" ),

Ces formules tomberaient en défaut dans £’ hypothése trés particu-

£

liere ot U’ =", c’est-a-dire ot la vibration, dans le plan %,

|
|

serait donnée par
= ! cos{0+ "),

£=
n=m'cos(0+1"),
= n' cos?.

(49)

Tout d'abord cette hypothése est celle o 1'on aurait, entre les

constantes, la relation
ll ll! _ ml ”1”
U T oom

nt 9,
o= —,+—/+l — = NVYy; == 0,
v, v

(s)

ou

Elle serait, en particulier, réalisée si l'axe de dissymétrie élait
situé dans le plan Oy (v, = 0) el dans le plan de Uonde (8, = o),
c’est-a-dire sur leur intersection.

En second licu, le rayon vecteur 7 de cette ellipse est donné par

P2 B 4?4 2= ({2~ m'?) cos?(0 + ") + n'? cos? 0,

et les maxima et minima correspondant aux axes de I'cllipse vérifient
la relation

0= r% =— ("4 m*)cos (0 + I")sin(§ + ") — n'%cosOsin0,

ou, a4 notre approximation, en remplacant cos 2/’ par 1 et sin 2’
par 27,
o= ({*+ m"?)(sin20+2/" cos20) + n'?sinaf,

2" (U +m'?)

tang20 == — ———o-w— .
8 {24~ m'2 - n"

= tang(m — 2¢),

€ étant, & notre approximalion, donné par

(2 m')

(30) T

k3
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d’ou, pour les directions des axes,

20 =1 — 2¢ el 20=9m — 2¢,
T
0::;——6 et 0= m—e,

et, pour les sommets des axes,

E:l’cos<g—s—+—l”> et E="1!cos(m—ec—+1),

=/ sin(e—1{") =—1 cos(e—1"),
n=m'sin(e—{") et n=—m'cos(e —I"),
{=n' sine et L= — n' cose,

(51) rt=("24 m'?)sin*(e — ")+ n'?sin%c et r*=({'+m'?) cos?(e—I')+nr'2cos’e.

Le second de ces deux axes est fini, mais le premier est du premier
ordre. La vibration elliptique est trés voisine d’une vibration recti-

ligne de direction (I'y m'y ') et d'amplitude JU*+ m™ + n'*,
‘n précisant ces valcurs, a notre approximalion, on aura

. 4 —nl
E— " == s>
U2 4?2 4 12

et, pour le carré du demi-pelit axe,

. Y A TAES m’?)'
— Tz B [P
24 m24n

Ayant ainsi examiné [’leypothése trés particulicre I’ = m”, revenons
av cas géndral I"==m’, qui d’ailleurs va se trailer par la méme

analyse.
Ici, la vibration étant .
E =10 cos(8+ 1),
(48) 0= m' cos(f -+ m"),
£ =n' cosb,

le rayon vectcur de lellipse sera donné par
rr= 2 cost (0 ") 4 m'2cost (0 4 m" ) 4+ n'2 cost

3

ct les maxima et minima correspondant aux axes de I'ellipsc véri-
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fieront la relation

dr .
O=r 5= I cos(0 + ") sin(0 + (")
— m'tcos(0 + m") sin (0 -+ m") — n'? cosGsinf,
2(20" + m'2m")
tangi).@ —_ — m = lang(ﬂ’ —_ 23),

¢ étant, a notre approximation, donné par

(52) 020 4+ "2’
2 e,
U2 m'24-n'2

d’ou, pour les directions des axes,
20 =m —2¢ et 20 =2m— 2¢,

™
=~ —¢ et 0= m—c¢
2

et, pour les sommets des axes,

E= ' sin(e—1{) et §E=—1! cos (e—1{"),
n=m sin (¢ —m") et p=—an cos (¢ —m"),
= n sing et { =—n' cose,
r2== I? sin?(e-~{") r== {"? cos*(e—1{")
+ m'?sin®(e — m") + n'?sin%c ot + m'* cos® (e — m") + n'* coste,

Le second de cesaxes esl [ini, mais le premier est du premier ordre.
La vibration elliptique est trés voisine d’unc vibration rectiligne de

direction (l’, m'yn') et d’amphtude VI* 4?4+ n”*

On aura ici, & notre apprommdlmn,

m2(m"— 1"y — 2l
U2 -2 4 2

. , AP —m"y — 't
E—m = 3 Ta m
U4 m'™ 4 '

c— U =

et, pour le carré du demi-petit axe,
(53) r2::l’ﬁ(s——l”)2+nz'z(s—m”)2+ n'%g?,

s [ (2 - 2 ") A 22 (L —
l”+m’2+ l“[ ) ) ]

D’autres conséquences physiques résulteront de la discussion de la
surface des ondes au Chapitre suivant.
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CHAPITRE 1V.

SURFACE DES ONDES,

1. — Propriétés générales.

L’équation tangentielle de la surface des ondes n'est autre que la
condition de compatibilité mise sous sa derniére forme (43) en {, m, n.
Si nous la rendons homogéne, en écrivant le plan de 'onde sous la
forme lx + my -+~ n3 = p, elle devient
(534) o=p*—p (0P + )P+ (2 + a®) m2+ (a*+ b)) n?]

+ (2l + craPm? + @ b*n?) ({2 + m? + n?)

2 .
—52/32[1)( +i+ )~(lz+m2+n’)+(a.l+ﬁmz+y1n)‘],

homogéne de degré 43 a, b, c, p, ¢ de degré 15 a,, By, 14, {, m, 1 de
degré o.

Pour «,=3,=0, y,=1, ¢ = ckv, on retrouve bien ’équation de
la seconde Partie (Chap. IV).

Cette équation trés générale peut encore s’écrire, comme dans cette
seconde Partie,

o=F—4d?p:C =o,
I = o étant ’équation tangentielle de la surface des ondesde Fresnel,
et C = o I’équation tangentielle d'un cercle, dont nous allons fixer les
¢léments un peu plus loin.

La surface est d’ailleurs circonscrite 4 la surface de Fresnel le long
de sa courbe de contact avec le cone imaginaire de sommet O.

Elle admet encore l'origine pour centre, étant vérifiée par (— /,
— m, — n, — p), mais elle n’admet plus les plans coordonnés pour
plans de symétrie.

Si I'on considére un plan [z + my + ns + p = o tangent a la surface
de Fresnel et au cercle, on a, pour son point de contact avec notre
surface ' — 82p*C = o, les coordonnées

OF _ 00
ol ar . _
’ .. e
T G dC

ap

Journ. de Math. (6* série), tome X. — Fasc. 1, 1914,

O
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Quand notre surface varie avec &, son point de contact avec ce plan
décrit donc la droite qui joint les deux points

JF JF OF oC ¢ aC
ol om on P57 Pom Pon
oF o oF | ¢ 6. 9C T 0T o daC
dp dp Ip PG PP TP,

Revenons au cercle dont I'équation tangentielle est C = o.
1l a pour centre I'origine, son rayon R est donné par"

1 2 2 w2

L N - W 4 Y
l{*_a2+bﬁ+cﬁ’

c’est-a-dire est le demi-diameétre de direction (e, 8,, v,) dans Vellip-
soide

2 :
(E) S AR

ce qui en fournit une construction géométrique simple. Enfin son
plan est
0z +By +yi5=o.

Ces résultats, d’ailleurs classiques d’apres I'équation

92

C:_—_%—(124-1)124-112)+(a,l+ﬁ,m+~/,n)2:o,

se vérifient sans peine de la maniére suivante :

1° Les plans tangents de direction

| = ay, m=_03, n=y,

sont donnés par la solution double p*= 0. C'est le plan du cercle.
2° Les plans
dx+py+yz—R=o
avec

a4+ B+ Y= et a0+ BB +y1y =0,

c’est-a-dire a la distance R de I'origine et perpendiculaires au plan du
- cercle, vérifient I’équation.
3° Tout plan

Mz +Biy+yps)+ax+py+yzs—R=o
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mené par une tangente au cercle vérifie 'équation quel que soit A,
car

1= [(ay+ o) + (ABy+ B') + Ay + )]
+ [oty(Aay+ &) + B (ABy+ B + 71 (A + Y )P =1 — R—1+ M=o,

La surface est donc, quel que soit le coefticient de 'dissymétrie 9,
inscrite dans la développable circonscrite commune & ce cercle C et &
la surface I de Fresnel.

Dans les phénoménes physiques, & étant trés petit, elle est voisine
de la surface de Fresnel. Si ¢ varie d’une fagon quelconque, elle
engendre le faisceau tangentiel défini par F et C.

Une question naturelle a se poser est celle de savoir si le cercle peut
étre sur la surface de Fresnel, pour vérifier si notre surface peut &tre
circonscrite a celle de Fresnel suivant ce cercle, la développable
circonscrite commune ayant alors ce cercle pour courbe de contact.

Or on connait sur la surface de Fresnel les trois cercles qui font
partie de son intersection par les trois plans coordonnés, et qui ont
respectivement pour rayons a, b, c. Le plan de I'onde est alors I'un
des plans coordonnés, et le rayon (a’f’y’) varie dans ce plan, par

exemple
o =fB=y=o, a=1, B4 y2=1,

(La surface de Fresnel n’admet pas d’autres cercles de centre O,
comme il est facile de s’en assurer sur son équation ponctuelle, en la
coupant par une sphére 2* + y* + z* = p%. On est ramené a des sec-
tions cycliques de quadriques, lesquelles ne sont réelles que dans les
cas précédents. )

Pour que le rayon du cercle soit égal a4 l'une des trois longueurs
a, b, c, par exemple, il faut qu'on ait

ou
Be .},2 | — o

CP(at—ch) A —d) @ (b—ch)

ce qui exige b > a* > ¢,
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Et de méme pour les autres. Le rayon correspondant ne peut donc
étre égal qu'a celui des trois a, b, ¢ qut est compris entre les deux
aulres, et la direction du plan de I'onde est alors donnée par les for-
mules précédentes.

C'est ce que nous avons obtenu dans la deuxiéme Partic avec c.

Quel que soit &, notre surface admet comme plans tangents ceux
qui vérifient & la fois (a), (B), (y):

(a) oc,l+ﬁ,m+y,n=—-€--
®) pEr G 7')—(lﬁ+m=+n2>=o¢

a2y Bi2, Yip sont les coordonnées du point S ot ils coupent I'axe de
dissymétrie, ce qui permet d’éliminer {*+ m* + n* de I'équation de
la surface, d’oti, en supprimant encore le facteur p?,

(y) p—(a®+ b’—&-c?)P’(P '+— % >+ a*lt+ b*m?+ 2 n?
1 oc ooyl
+ (b2t l24- cta?m? 4 a2 b? n’)( = +—,f+—2’->;
ot : g

ou
! d% l 71 2,22 2 42 2 22,2 2 /2 2 132 2?2
() F + L L2ttt mi - at Pty @ P+ 0P mP -

b2
+p’[n—(a2+ b2+cﬂ)<é;+ i: )]:o.

Ce sont donc les plans tangents communs 4 deux cones du second
degré, de sommet commun S(«), circonscrits & la sphére () et a
Iellipsoide (v) qui admet comme plans principaux les plans coor-
donnés. Comme ces cones dépendent de ¢, ces plans tangents com-
muns définissent une développable fixe, indépendante de ¢, & laquelle
sont inscrites toutes nos surfaces quand ¢ varie.

On simplifie un peu ces équations en y introduisant le rayon R de
la sphére () donné par

1
R?

o

1 o}
==+ =5t
P a

=
+
A
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Elles deviennent alors

, S A Sy - Gy i}
(") ol +Bym+yn=—p RE— o7 5 g
(8" R2(2 4+ m?+ n?) —p*=o,

2 2 2 42
") (%A—a’) 12—+—-<?—l€2—+ (ﬂ)m2
2 2 2 2
+ (____aﬁiﬂ -+ c*)nz—i-p’(l Lol +fl;+ ¢ >: o
L’ellipsoide (y") est réel pour
a*+ b 4-c?
R '

ou

2 2 2
@i LB '

1
—_ 4 ——
2 >a*-i-b2—i-c2

P a? T

1I. — Quatre modes de génération
et deux représentations paramétriques de la surface.

Sur I’équation tangentielle se lisent plusieurs modes de génération
de notre surface comme enveloppe de diverses séries de développables,
de méme qu’au point de vue ponctuel une surface peut étre considérée
comme le lieu de diverses séries de courbes.

Premier mode de génération. — Ecrivons I'équation tangentielle
ainsi
0= (LP+m+n) [ D22+ cta?m?+ a2 b2 n*— (a® + 0 + ¢?) p* + &2 p)

+p2la2p+bz'n2+cznz+p2“‘6z(“1l+ Bim+ yin)?

epr (%1 B @.
—&p (E? Tete
La surface est alors I'enveloppe de la développable (au paramétre r)
circonscrite & la sphére

(53) r*(l+m?+n?*)—pi=o,
et a la quadrique
(56) b*ctlr+4ctarmi~+ albin®~— (a -+ b+ o) p?+ O*p?

+r2[a2l2+ b2m‘2+ c?ﬂ2+1)2

. 2 2 2
— & (o L+ Bym 4y, ’1)2'—52[72(% -+ ?'l -+ Xy‘)] =o.
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Quand ¢ varie de zéro & I'infini, cette quadrique varie de ’ellipsoide

(D24 @) B+ (c*a+ B2 r)mP+ (@ b+ c* 1t nt— (@t + b2+ 2 —r?) pt=o,
au couple de points

(oc,l—i—ﬁ,m—l—ym)’-i—p”[r( ‘32 C:)——x]zo.

Ce mode de génération est une extension du mode analogue pour
la surface de Fresnel (¢ = 0), qui ne parait pas avoir été remarqué,
au moyen de la sphére et de I'ellipsoide que nous venons de former.
Cet ellipsoide est réel si r* << a* + b* + ¢*, c'est-a-dire si le rayon de
la sphére est inférieur 4 la diagonale du parallélépipéde rectangle
circonscrit a Iellipsoide

9
»

+ 2
T

N,J&2

(E)

o
le 1Y)

qui donne la surface de Fresnel par la transformation apsidale. Ces
deux ellipsoides ont les mémes directions d’axes.

On remarquera que, dans tous ces modes de génération, si
{* + m?*+ n?=1, r représente la distance de I'origine au plan tangent
a la surface.

Deuxiéme mode de génération de la surface, comme enveloppe
des cones circonscrits, de quatriéme classe, ayant pour sommets les
points de I'axe (&, B, v,) de dissymétrie :

Un tel sommet (,¢, B,p, ¥,¢) a pour équation tangentielle

(57) apl+Biom—+ypn+p=o,

ce qui, enremplacant &,/ + B, m + v, n par — f, donne pour deuxiéme
surface, définissant le cone variable avec p,

(58) f=(L+ mi+ n®)[ D2 P+ cta* m® + a?b2n?— (a* + b2+ c*) p* + 02 p?]
2

+p2|:a812+b2m2+czn2+p2_a2_§é_ .p ( ﬁl+c2)—] o.

Cette deuxiéme surface admet comme plans de symétrie les trois

plans coordonnés, ce qui n’arrivait pas pour la surface des ondes, par
suite de la disparition des termes (o, [+ @3, 1 + vy, n)*. Clest1a I'intérét
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de ce deuxiéme mode de génération, qui condense en quelque sorte la
dissymétrie dans le sommet de ces cones.

Pour ¢ = o, elle devient la surface de Fresnel indépendante de g,
qui définit ses propres cones circonscrits de sommets alignés sur la
direction quelconque («,, 8,, v,) issue de son centre.

Pour ¢ = o fixe, quand cette surface varie avec p, les points de
contact M, M’, ... des plans tangents paralléles & une méme direction
(I, m, n), p variant seul, sont donnés par

E Y 8 ¢
/A TR T )
dafL  om on Op

c’est-a-dire sont alignés sur un méme rayon issu de l'origine, p n'en-
d
trant que dans ar,
dp
.df 5, . oM .

Mais, 7/’: dépendant aussi de [, m, n, le rapport O varie avec la
direction du plan tangent et la surface ne reste pas homothétique a
elle-méme.

Elle varie, a partir de la surface de Fresnel, avec ¢ et o, comme
notre surface des ondes, mais plus simplement, puisqu’elle conserve
les trois symétries par rapport aux trois plans coordonnés.

Elle est inscrite dans les deux développables circonscrites d’une
part & la surface de Fresnel, et d’autre part a la sphére

= 2 2 I o Bl . 71\ ..

(99) l-+m2+n—<?+a_’+7ﬁ+c—2 p =o,

et a4 'origine, ce dernier cone étant compté deux fois, c'est-a-dire sa
courbe de contact étant celle de la surface elle-méme de Fresnel.

Troisiéme mode de géneration, résultant du rapprochement des
deux premiers, et fournissant une représentation paramétrique de
la surface.

D’aprés les deux modes de génération précédents, notre surface
admet comme plans tangents tous ceux qui, dépendant des deux para-
metres 7 et p, vérifient les relations

2
(60) (P mir )= 5
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et
(61) al+Bimtyn=— g;
(62) b?c‘llﬁ_{__ c?a2m2+ a2b‘ln2_ (a2+ b2+02__62)p2

2 2 2 ‘ 2
-+ 1'23a212—+— b’m*—l—c’n’—i—p“’[l ——82<g—,’- + % + Z—,’) ——5’-):—.2-‘2= 0.

Si I'on résolvait ces trois équations par rapport a i %, % en fonc-

tions des deux paramétres r et p, on aurait une représentation para-
métrique, non pas du point, mais du plan tangent de la surface, les
deux paramétres ayant la signification géométrique définie & propos
des deux premiers modes de génération : r est la distance du plan
tangent a l'origine, p est la distance de ['origineau point otiil rencontre
I'axe de dissymétrie optique. )

Pour la surface de Fresnel, M. Darboux a donné une représentation
paramétrique (') ot I'un des paramétres « est notre 7%, I'autre § étant
le carré du rayon qui va de I’origine au point de contact du plan
tangent considéré. Pour la résolution de ses équations par rapport
aux coordonnees ponctuelles et tangentielles, il introduit deux nou-
velles variables o, {'. ,

Nous allons effectuer ici la résolution par rapport & nos coordonnées

. I m n . . . e
tangentielles 5 5 en introduisant une variable auxiliaire &, de

degré 1 d’homogénéité comme les autres, définie par

2

5

2 /2 2 2 2 —_—
a*ll+ ?m*+c*n= pelat
qui raméne la troisiéme équation a
(63) BRI+ ctaim?+4- a2bin?
. . al 2 "2 1
=p*{a*+ b‘-’+c’—62+02+r2[1——62(a—2’+% —f—%.} + 5;)];

:p'e(c’ P "):

en désignant par 9 la fonction des variables o, p, 7 représentée par
'accolade et qui est du deuxiéme degré d’homogénéité.

(*) Legons sur la théorie ge'ne’ralé des surfaces, 4¢ Parlie, 2° fascicule,
p- 469-470.
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r . L ) 0 )2 M ’ "
Ces deux équations, jointes a [* 4 m?*+ n*= f—; et lin¢aires en 22,
m?, n*, se résolvent par les formules

1 1 1
A= | a b ¢ | =(b—c?) (P — a?) (at— I?)
brct c*a® add?
(de degré 6 d’homogénéité),

1 1

,-2
2 (Dt — c*) — ato? (02— c?) ,
AT e |T 7 + (et —0%)
p
0 cra? a?h?
2( h2 2___ 2 -
(e [a(b+c ),

r?

- .

Les deux membres sont bien du degré 4 d’homogénéité. On a ainsi
les formules de résolution

) ! a*(b*+ ¢*— o)
- == ~ — 8(e,0, 1)
P V(ct—a?) (a? b*)\/ r (@p. )
(64) D ,
P
no_
B T ,

qui, portées dans la premiére relation linéaire

l ﬁ n__ I
- 4B, — + —_
Mp TR T p

donnent la condition
(65) a,\/mwﬁz—(ﬁ_},—fﬂ —6
+p.m\/b‘_cfji’:ﬂ 6
ﬁ;———\/c’(a’+ b — g?) Gz—ﬂ,

entre les paramétres o, p, 7, dont deux restent bien par suite indépen-

dants pour la représentation de - ’7, %, 5 Cette condmon remplace,

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. I, 1914, 10



74 I.. ROCHE.

~dans une certaine mesure, les relations surabondantes de M. Darboux
ct sa fonction auxiliaire f.

La signification géométrique de ces trois parameétres surabondants
est la suivante:

Les développables p = const. sont les cones circonscrits & nolre
surface des divers points de I'axe de dissymdétrie optique.

Les développables r = const. sont circonscrites & notre surface et &
des sphéres variables de centre O.

Les développables ¢ = const. sont circonscrites 4 notre surface et 4

des ellipsoides homothétiques
x2 2 3
(E) -+ v

Quand ¢ se réduit & zéro et notre surface a celle de Fresnel,
o disparait de la fonction 8, qui se réduit a

0 =a*+ 0*+ ¢+ o* + 12
et ne figure plus que dans la premiére relation linéaire, déslorsinutile

comme la condition qu’elle a fournic. On a ainsi la représentation
paramétrique tangentielle de la surface de Fresnel

: 2
Lax l \/a*(b i Gl)-a”—b’—c"—c‘z—r’z»
P Ve —a) (a— bY) rk

d’ou!’on pourrait déduire celle de M. Darboux [p. 470, (25), et p. 469].

Quatriéme mode de génération et deuxiéme représentation
paramétrique de la surface :
Au lieu du paramétre g, introduisons un paramétre variable 7,
encore de degré 1, défini cette fois par
(66) betlB+4-c2a’m? + a? b n? =1 p?,
qui rameéne alors la troisiéme équation &
(67) r(al2+ b*m*+ c*n?) s
a? 2 2 2
=— P2+ (a®+ D*+ ¢*— %) pi— P21 [1 — 02 (?J‘ + —6—; -+ -}l—f) — —.—]
ou

2 2 2 2 72 1 x? z )
a212+b2m2+02n2:p2[a +¢ +:'1 ——r+o?<?+—‘+—'+zf-

=p*w(r,p, ),
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en désignant par & la fonction des variables 1, g, 7 représentée par
P'accolade, et qui est cette fois du degré zéro d’homogénéité.

2 o g e
Ces deux équations, jointes & (6o) ! +m*+ n* = %: et lincaires

en !, m*, n® sc résolvent par les formules suivantes, ou A est le
méme (u’au troisiéme mode,

A 2 r? —a_b5_cb (b — )+ T — B
P le 0 et | r

:(b‘-’—cﬂ(az—————b;;:ﬁ ——a‘lm——rz).

Les deux membres sont bien du degré 4 d’homogénéité. On a ainsi
les formules de résolution

‘ N \ ]
\; ‘if(cuaﬁ)(az—b‘-’)\/a g T T atw(ne, )
(68) /™m .

qui, portées dans la premiére relation linéaire

a,l_*_ﬁ mo !
-— —_ —_=— =y
p Y T p
donnent la condition
(69) oz‘\/bg—c?\/a2 b-:;c- — ' —a’w
2 2
+ﬁ,\/02—~a2\/b20 —,:a — P —b'w

ST [ WA
+ Ve b\/c = T?—Cw = ~

entre les paramétres 1, p, v, dont deux restent bien par suite indépen-

, . {
dants pour la représentation de -, .
- . . . 1) P p 0
La signification géométrique de ces trois parameétres surabondants

est la suivante.
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Les développables T = const. sout circonscrites & notre surface et a
des ellipsoides homothétiques a

2 2 ~
7;;? - by : 2
(abe)s
ayant pour plans principaux les plans coordonnés.

Les développables p = const. ct 7 = const. sont les mémes que dans
le troisitme mode.

Quand ¢ se réduit & zéro et notre surface & celle de Fresnel,
¢ disparait de la fonclion @, qui se réduit &

at+ b4t — 12
B = ————

,.‘) ! ?

ct ne figure plus que dans la premicre relation linéaire, dés lors inutile
comme la condilion qu’elle a fournie.
On a ainsi la représentation paramétrique tangenticlle de la surface

de Fresnel
{ a 1 1 Y
P == \/(c2——a2)(a"—b2)\/<7"T N E) (T~ a%),
m__
7)"—-—— ----------------------------------------- E)
n_
}) ........................................ .

qui ne differe pas essentiellement de celle de la Thése de M. Richar;l
(p- 89).

111. — Contours apparents de la surface.

1° Sur les plans coordonnés : il suffit d’en prendre un, sur le plan
des zy, les autres s'en déduisant par permutation; c’est la trace du
cylindre circonscrit paralléle 4 Oz ;

2° Sur le plan perpendiculaire a4 l'axe de dissymétrie optique

(an Bn'fc)-

1° Cylindre circonscrit paralléle ¢ Oz, — 1l suffit de faire n=o0
dans I'équation tangentielle : on aura celle de la trace du cylindre sur
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le plan des zy. 1l vient ainsi
o=p'—p( B4 (c*+ a?)m2] + (D L+ a*m?) ({1 + m?)
'—321)2[/72( 3 {3' ) (l‘+m)+(a,l+6.m)J
(ui, pour ¢ = o, donne bicn
o=[pr—c(l+mH)] [ p*— (e m?+ 02 1),

c’est-a-dire le cercle et Pellipse de section de la surface de I'resnel par
ce plan qui est pour elle un plan de symétrie.

Cette courbe de quatri¢me classe admet I'origine pour centre, mais
n’admet pas les axes Owx ct Oy pour axes de symétrie.

Elle admet comme langentes, quel que soit ¢, les quatre systémes
de quatre langentes communes aux quatre couples de coniques

| e*(2+ m?) —p*=o,

(69 bis)
| p=o;
(i +m*)—pi=o,
( 0) 9 H i i 2 2 3
7 ,)-(%—f_,+%+%>——(l-—i—m-)—i—(all+{3,/n y¥=o;
b2+ gtm?— t=o,
(71) d

! p=o;
b2l - a?m? — pt= o,
’ f

(72) ( p? < i:z c>__(lz+m-z).;.(a[[-y-f},m)z:o.

Les équations (70) peuvent d’ailleurs étre remplacées par
(4 mt)y—pl=o,

(70 bis) R (3,
(%

1 )
b2+;~g>+(¢ll+ﬁ‘m)l:0,
dont la seconde représente le systéme de deux points

gil_’_ﬁl]n-i‘p\/____i, | l—‘)}f;.

c?

Ces quatre tangentes communes sont issues de ces deux points au
cercle représenté pav la premiére de ces deux équations.

La seconde des équations (72) représente Uellipse projection du
cercle C sur le plan des zy.
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2" Cylindre circonscrit paralléle a Uaxe de dissymétric optique
(o, By v,) donnant le contour apparent sur le plan perpendiculaire.
Ses équations tangentielles sont

ol +Bym—+yn=o,
o=p— (L + )2+ (¢t + @)+ (a2 + by n?)|
+ (04 ratm? 4 at b n?) (124 mE4- nd),

(73) "‘62/’2[1’2 (%%+%§+%%> —(£+ ln2+u2)],

dont la seconde est celle d’une surface (2), inscrite dans ce cylindre
(et, par suite, le définissant), qui présente sur notre surface des ondes
I'avantage d’admettre les trois plans coordonnés comme plans de
symétrie, par disparition du carvé (e, { -+ ,m —+ v, n)* qui détruisail
la symétrie.

Cette surface est trés remarquable et se préte i une étude plus facile
que notre surface des ondes, dont clle constilue une sorte d’approxi-
mation et dont elle indique la forme générale, au moins dans la
direction (a,, B,, ¥,).

Etude de la surface (£). — On’ peut d’abord en donner les deux
représentations paramétriques (ue nous avons indiquées, p disparais-
sant, et avec p la condition surabondante.

On a, pour la premiére,

9 9 23 2 22 i N3 d2 52 i
(74) 6:a~+b-+cﬂ——o-+a-+ﬂll—-o- <Z&+7’+%>]

- 1 (b2 + ¢2— a?)
- ==k —0(a, 1),
p V(Cﬂ_a2)(a2_bi)\/ r (e, 1)

‘75) L y
P
n .
B Trrerreneeeseienii i y

aux parametres 7 et o et, pour la seconde,

2 2 2 32 a2 2 2 o2
(76) m:a+b+:ﬁ ¢ T—l+62<%§+@—,’2+%>,
2 1 2
(77) i———i : a? T 2 am(r, r)
P Vict—a?) (2 —17) 4
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aux parameéires 7 et 1.
La seconde revét une forme assez intéressante

. a
F8 —
KA R e Y Ty

SR e R O )]

qui, pour la surface de Fresnel (£ = o), redonne celle que nous avons
obtenue et rapprochée d'un résultat de M. Richard.

On peutensuite en chercher les plans tangents singuliers en annulant
les quatre dérivées partielles

af

-:z—&;; =pilep —[(0*+ )24 (2 + a®Yym?+ (a?+ b*)n?]

2 2 2
+ (L4 m*+ n?) — 292 p? <%+ %+ %’—) (,

% %: [— (D24 c®) p2+ b*c* (L2 + m? 4 n?)
+ (B2 B+ c2a? m® + a?b?n?) + 6*p*]!
et
1 ()f 1 df
2 0m’ 2 dn

par permutalions circulaires de a, b, ¢ et /, m, n.

1° Cherchons d’abord des plans tangents singuliers par l'origine

af

= o annulant ==}, ce qui empéche qu’on ait alors & la fois
P dp q P q

l=m=n=o, el exige I*+m®+ n*=£o s'il s'agit de solutions
réelles.

a. Alors supposons d’abord [mn = o. —— = g—’% = g,!-: = o donnent

brer (P4 mP 4 n?) + bt 2+ cta*m*+ atbint=o,
(L +mi4-n?)+ DB+ ctatm?+ a*bini=o,
0L+ mr+ n?)+ DPet P+ ctatm?+- a*bin*=o,
systéme impossible si a?, b*, c* sont différents, ce qui est notre cas
général.
b. Essayons ensuite m = n = p = 0, {5 0, ce qui donne

o _ of
om ()/z =0
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d—{ = 0 se réduit a {}20%*¢*{*| = o; donc impossibilité encore, et de
méme pourn=I/=p=octi=m=p=o.

c. Essayons enfin lm =£ 0, n = p = o, ce qui donne

U,
dn T dp
Alors
()f t2( /2 2 22 |2 2 73 12
51 =0 donne (L + m?) + PP+ cradm? = o,
of .
T = donne cat(P+mdy+ bt - ctatm?=o,

impossible en solutions réelles, et de méme avec I = 0 ou m = o.

2° Cherchons en second lieu des plans tangents doubles ne passant
pas par l'origine (p 5 o).

a. Supposons d’abord lmn 5= o. Alors les quatre équations

of o _of _f _

ol T 0m T on " dp
s'écrivent
Dt (14 mi+ n®) + (D2t P+ c*a?mP + at bin?) + p[— (b2~ c?) + 0] = o,
¢t @t (It m? + n?) + (b ct 24 2@ m+ at DPn?) + p*[— (c*+ a*) + 0] = o,
b (4 m+ n?) + (bt P+ cP@® mP+ at bin?) + p*[— (a4 b*) + 0] = o,
at B+ b*mP+ c*n?— (@t + b+ c*— 0%) (2 + m*+ n?)
) 2 2 52\

+ 2 p? [1—26’(% —|~%‘2 -+ %)J =o
et leur déterminant, par rapport aux quatre combinaisons des in-
connues

(a212+ b2m2+c2n2), (12+ m2+ll2), (b2021'2+ C2a2’n2+ a‘lb?m?)’ p2’

se réduit a
— (b= c?) (c*—a?) (a*— b%), Fo,

dans notre cas général; il est donc indépendant de &, ce qui est assez
remarquable. On aurait donc p = o, ce qui exclut ce cas.

of _ o,

b. Essayons ensuite m = n= o (lp # o), qui rend 5= = —*
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Alors
of d 2 A2 /2 2 7 2 > p—
= onne + 20 — p* (b + c*— &= o,
2 2 2
3{; donne —(b‘3+.c’—62)l2—1—2p2 [1—62 (%4—?—3}4—%})}:0,

ce qui exige qu’on ait

2 2 o2
!eb?c?[l—a!(a—f +B—;+ ﬁi)] — (B +cr—d) =0

2 .2
— (D2 — )+ 28 [I) + 62—-—-2l)°02< ﬁ{, f.g)]_

ou

[« 9
rey

= 0.
c?

Ceci n'a rien d’absolument impossible @ priori, méme dans les
hypothéses physiques, car 8, comme nous 'avons vu, peut étre de
Pordre de petitesse de §* — ¢*. Cela revient, avec les notations de la
deuxiéme Partie, & supposer v del'ordre de v".

Nous avons dit toutefois que les phénoménes connus conduisaient
i supposer plutot v* d’ordre supérieur 4 v, c’est-d-dire b* — ¢* d’ordre
supérieur & ¢, auquel cas le terme principal de la condition ci-dessus
deviendrait le second et entrainerait la conséquence

al 1 1
Gei(m-a)E-m=e
C'est un cone de directions & donner & ’axe de dissymétrie pour
réaliser cette singularite.
En revenant i Uhypothése la plus générale sur a, b, ¢, 8, on voit
que la présence des trois couples de plans tangents singuliers paral-
leles & Oy =, Osa, Oxy exigerait qu'on elit

— (=) 424" [l)'z-{-cf-—ob’c—<“' + @—‘ -+ Lﬁ)]—é”: o,
a* 0
- 2 2 2\~
— (=@ +20 |+ a?—ac? a-(\(;’, +%—_‘2+%>J——6"=o,
- 2 2 2
—(@— b+ 20? ta2+ 02—-2a‘21)2(%—;+%—;+1—f>]—3’:0.
\

Cect exige I’égalité du quotient
—_— (c’.'___ a2)2+ (a'!__, b2)‘l
2
e e )

ct des deux qu’on cn déduit par permutations circulaires.

Journ. de Math.(6° séric), tome X. — Fasc. I, 191§, I
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On devrait donc avoir

b?+ c? 4 a? . a’+ b*
2 a® 20

K AN I A N N S
7“( ittt sp\etETE) seo\wteta

ga— b2 - ¢? - 20)?— ¢c?— a?
Y N I R I
/s ¢? a? 0?2 c?
_ 3(at— b?) _ 3
D — Py ﬁg 72 - 2 @.! },f
-y (B4 B) (BT 0

relation qui, étant symétrique, fournit la valeur commune des trois
rapports.
I1 vient donc

o=s(a+ v o) (G4 Bl ) —s(ar 01 0)

ce qui est un cone symétrique et, par suite, donne une condition
unique.

Une autre est fournie par le résultant de deux des ¢cuations cn o
qui suffit, comme il est facile de s’en assurer, et qui donne un autre
cone assez compliqué dont je ne m’arréle pas a écrire Péquation.

I faudra donc prendre pour Paxe de dissymétrie une génératrice
commune & ces deux cones, et pour valeur du coefficient ¢ de dissy-
métrie la racine commune aux lrois équations bicarrées.

4 £} i (] 1 M CU
Essayons cnﬁn n=o (avec linp % o) quirend 2 =o.

af __ df
Alorsm = p = o donnent

e+ m?) 4 et P4 admr— p? (b4 ¢t — ¢*) =o,

2

(P + m?) + bt 2+ c'!azmz——p‘l(cg—k at— ¢?) =o,

— (P4 ) B— (A + a?)m*+ & (P + m?) — 2[62< + b’+ /‘> ~1]1ﬂ:0,

qui admettent, comme déterminant & annuler par rapporta 2, m?, p*,

2 0% ¢? ct(a*-+ b*) O+ ¢t — @?

c(a*+ 0?) 207 @ c? - a*— 0?

P . R S S ¢ 2[!—61< 1 f3:_|_ _)J

at c”
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On vérifie que les termes indépendants de & s’annulent ainsi que
les termes en * et il reste, au facteur 2¢*8? prés,
ol B'.’. y2
o=(a2—=02|1—c (=2 +2 +L )| =o.
( ) [ <a2 + b'l + C2 ]
Ces plans tangents doubles existeront donc, paralléles & Oz, et
donnés par les solutions /, m, p des ¢quations linéaires dés lors compa-
tibles, si 'axe de dissymétric optique vérifie la relation

_aBien (5 B\,
¢ at b 2 ’

c’est-a-dire est dans I'un des deux plans

1 1 o <i ] -
g @) aTg)h=e

qui sont deux plans cycliques de I’ellipsoide

2 2 =2
‘7/‘ 7
S )

«? [

(E)

En faisant les deux permutations circulaires conséculives, on voit
que, pour l'existence de cette catégorie de plans tangents doubles, i/
suffit que Uaxe de perturbation optigue soit dans Uun des plans
cycliques de U ellipsoide.

d. Le plan {=m =n=o0, p=o0, c'est-i-dire le plan de l'infini,

A _ A _ A s

donne = —~ = 0, mais
dp

di — dm dn = o devient
2 2 2
o (E G L) =o.

a? H? c?

1l faudrait, pour qu’il fat singulier (ce qui n’a d’ailleurs pas d'intérét
au point de vue physique), que 'axe de dissymétrie ¢ fit égal i la
longueur du diamétre de Dellipsoide Z—z -+ f— -+ -z-f— = I, qui a sa propre
direction, c’est-a-dire que Uextrémilé de cet axe fit un point de
Uellipsoide.

Mais ce cas est impossible physiquement, comme donnant une
racine »* infinie de 'équation aux vitesses.

’
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1V. — Equation différentielle des lignes de courbure.

Appliquons I'équation (16) (p. 240 de M. Darboux) (') au cas
ot u=Il, p=m, w=n, p=1, /z:a:%- Elle devien{ (B étant o

ou = suivant le mode de représentation choisi, ou1 « et B sont les para-
métres des courbes coordonnées)

al Il Jd{ Jal
! g OB d-d—“ d-(m
dm  Jdm om ,dm
m e 7)-5 d% dd_ﬁ-
n i)ﬁ -(lﬁ d.-d—,i ([(_).’i =
doe  Jf doe 0P
1 o 0 0 o
o 1 ) 0 o
ou
-d—l di)i /lil
af da dp
(79) %g d%% d%% —o
_d_n_ df)—’—l d—(-)—’i
d8 da dab

Par exemple, pour le premier mode,

I

2= = (@ =0 [az(b?—i— c2-(32)a2-—6<a,p,é>]a

— 2 2 2 __ 32 2 _l_ —_ f_"l 92‘_ ﬁ_..l__
0=a*+ b+ ¢ 3"'5‘*‘“2[‘ 62<ag—f—b,!—1—c2 7))

avec la condition

a2 —cVa (B2 +c?— ) al— 0 + B, Vet — a? /b (P + a?— %) a*— 0
+ypVai— et (@ + b — B — O = —-——;/A:

A= (b—c*)(c*—a?)(a*— b?).

Ces résultats se simplifient pour la surface de contour apparent
paralléle a I'axe de dissymétrie.

('Y Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 1.
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L - ' . I k)
Je prends le deuxiéme mode de représentation (4: =0, = oc) a

causc de sa forme plus symétrique

2 2 2
12— a az@z_%_{_]_‘_az[op_(a_?_‘_

(c*— «?) (a®— b?) a?

l-.l--re
+
2=
N—"
| —
~——

qu’on peut éerire
C=Aj+ Ao+ A B0+ Aya B2,

d’oi1
L =Mt hah  Lge = A+ A,
J! Jt [ adt ()l \
da " O = d
ldda+do(< o ﬁdﬁ> (A1+Aqﬁ)da+2AJaﬁ ﬁ

Iit, par échange de a et B, A, et A,

zsd;’_,f = (As+ A (g A @3)dB + of dac(Aohg— Ay A+ Ay ).
Alors I'équation différentielle des lignes de courbure, écrite lignes en
colonnes, sera

{2 i)—l nd ‘)m nt — or
op B 0B
Jdl am an
3 I mq%l | =
Z[dot n d()z dd =0
admn ()/L
3 - 3
I d ()0 d g 05

ou
PR(AL + Aya?)
(80) | (A1+ AsB®) (Ag+ AyB)do + aPdB[AgAy— AjAy+ A2l ... |=o,
(As+ Aza?) (Ag+Aya?)dB + aBda[AgA; — A A+ A, 2]

les autres colonnes se déduisant de la premiére par permutation de {,
m,n, A, B, C,

Lc facteur commun 3 == o donne une solution © = o imaginaire &
écarter.

V. — Plans tangents singuliers.

Reprenons I'équation tangentielle de la surface f=F — 8*p*C=o0
et cherchons les plans tangents singuliers par les équations telles que

Jf —50 J

5 =°= ( C)=o.
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Les dérivées & 7 ont ét¢ calculées pourla méme ¢tude faite sur la sur-
face (¥) de contour apparent paralléle a 'axe de dissymétrie optique

‘%(pm):%p (3)(;: = Lo (on L+ Bym i n)]

d . . .
et — et — par pcrmuLauons urculalres
am on

2 I)[)

2 (rey=pCapr (4 B 1.

I. Cherchons d’abord des plans tangents doubles par lorigine
(p = 0). Les équations se réduisent alors & celles (ue nous avons
obtenues pour la surface de contour apparent paralléle a l'axe de
dissymetrie optique, et les conclusions sont les mémes.

II. Cherchons en sccond licu des plans tangenls doubles ne passant
pas par l'origine (p 5 o).

1° Essayons d’abord m = n=o0, lp £ 0 (ou lesautres analogues par
permulations),

‘ oy Jr JoF .
Ici nous n’avons plus - Vo = 03 mais comme ~-— = —- =0, il
dm ~ dn om on
reste
a1 31=0;
oy y] = 0.

Si p,=v,=o, 'axe de dissymdétrie coinciderait avec 'un des
axes Ozysz, c’est '¢tude de la deuxiéme Partie. Si o, =o, c’est
I'hypothése (8) plus loin.

2° Essayons ensuite n = o, Imp = o.
of ; SN ,
Alors == =0 cxige qu'on aity, (o, [+ f,m) = o.

«. Lasolution

L m _n_p

ﬁg - [ T o ’
annulant la parenthése, raméne & la sarface de contour apparent, en
faisant disparaitre a,{ + (3, m + v, n, dans le cas (¢). 1l faudrait donc
d’abord, comme on I’a obtenu I3, que 'axe de dissymétrie optique fut
dans 'un des plans cycliques de I'ellipsoide, et ensuite que les équa-
tions linéaires, alors compatibles, fussent yérifiées par les valeurs
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ci-dessus de /, m, n, p, ce qui entraine cntre les données a, b, ¢ et 'axe
de dissymétrie (e, f,y,) des conditions que je ne m’arréte pas a
écrire.

B. L’hypothése v, = o, oit Paxe de dissyméirie serait dans I'un des
plans coordonnés O« y z, ne simplifie pas consid¢rablement les calculs;
je ne la traite pas, on la déduirait comme cas particulier de ce que
nous allons dire sous un numéro suivant (4°).

3* Le plan l=m == n =0, p o0, cest-i-dire le plan de l'inlini,
donne

oo,
JE T dm T dn T

>:O,

Pextrémité de I'axe de dissymétrie doit étre sur Pellipsoide.

Nous avons remarqué que ¢’¢lait physiquement impossible.

4° Linfin le cas général Imnp % o redonne les équations du cas 2° ()
du contour apparent, mais embarrasséesde termes en (&, L+ B m~+, n)
quiencompliquent considérablementla discussion. Elless’¢eriventainsi

. 0 .
Mais 07/) = o devienl encore

o /2“[2
I —0°{ — -

|~
-

|

@1}3

IS

-t

I

a?

[

0= l:-—(l;'h}— e Pt DR (8 md - 1) = (e B+ cGaPm - at b2 n?)
— @p— L+ a(a L+ Pm +y, n)]g =o,

deux autres obtenues par permalation circulaire de (£,m, 1) (a,B,v,)
el enfin la quatri¢éme

0= ; 2p? — (0 4~ ) P+ (¢ + a*Yym? + (@ + 02 n?|
— 302 _c_‘j_ ﬁ‘lz 7;1 - 0%( 2 2 2 2 ! ; H
20pH S+ g+ D)+ (& m*+n2) — (ol + Bym 4+ yn ) .
Celle discussion pourra étre utileinent faite le jouroi lcxpérience
aura montré, entre les constanles, des relations qui la simplifient.

Je vais seulement montrer comment elle pourrait étre abordée
dans le cas o1, ¢ étant considéré comme infiniment petit, on étudierait
les singularités de cette surface comme voisine de celle de Fresnel.

Ecrivons pour un moment ces é([uations

Ji—08%20;=o0 (i=1,2,3,4).
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Appelons (/,m, n, 1) unc solution des f;= o, c'est-a-dire un plan
tangent singulier de la surface de I'resnel. Appelons

L0, m—+0%my, n+0%n, 1
1 3 1s

une solution des f; — 829, = 0, c’est-a-dire un plan tangent singulier
de notre surface.

Alors le développement de Taylor, limit¢ au premier terme, de
I’équation

fi—'az(Pi:O’
donne
Ji (L, my n, l)+82<lldf’ -+ m, ()f +n,3f>—63 9;({, m,n)= o,

ou, puisque /, m, n sont des solutions de f; = o,

0f1 9/ of:

+”'d +1,() o (l{ymyn)=o0 (i=1,2,3,4).

S'il y a des plans tangents doubles, les termes correctifs /, m, n, {,,
m,, n, devront étre racines de ces guatre ¢quations, ce qui donne une
condition de compatibilit¢

ol om on T

. dl om on ?
= 0.

(81 AT

al om on

ol om dn P

Par exemple, en prenant le plan tangent singulier qui, avee les
notatlonsactuellesapphqueesauxformulcsdelapave 20de M. Richard, -
est

m (ﬂ:O,[):l).

\/ a~——c‘ " — V—1 \/02—— b
T ¢

fi=[— (2 + b2 (P + md -+ n?) 4 DB+ cCa’mP+ a? 0P n?] L =gy,
fo=[—(c2+a?)+2a®(P+m2+n?) + 0P+ c2a*m? + 2 0P R* fm =mg,,

y== [— (@24 02) +a’ DA ( L2+ m?+ n?) 4+ D22 2+ cta?mP+ &2 U2 ] n,
Sim=2—[(0*+ )P+ (S +a?)m* + (a*+ 0*)n?].
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La troisiéme colonue du déterminant (81) sc réduit & son Lroisiéme
terme == o, et le déterminant 4 son mineur

o
) #
dfy 9fy _
(82) —W m C?:_)_ = o,
o o
Jdl. om 7
ol
AU _ ” 047 afy __ 94
a=sTig am = 'am’
dfy . dg Jdfy . 95,
T)T—.—-f-m—ﬁv (—)'”—l—bg+lndm,
()./'L —_— 2 2 ()./4 . 2 o
()l__-2(b “+c?) ¢, = 2(c*+ a*) m.
Mais ic2
s=—(0*+ )+ 0?4 c?=o,
Fo=i~— (c‘-’ +a2) +a4-cl= o,
) I
St lom @
I 0& —
I)L—()_/)—L I)lm Oy | =0,
onh O,
Jl om T
%;’%::[;lﬂc?l, g%:zc’(az-i- 6*\m,
%"{’% = a2c?(a’ -+ b%)/, %:40%":71.
La condition s’écrit donc ainsi :
ab2c?! cat+ b))l — (B +y}) +mayf3y
a2+ b*)m acta*m —m{a}+y})+ Loy By
2 2 2 2 2 2
— (B +c*)  —(c*+a?) 2<%% + ?171 + %>— — E; TE (ol + By,

On divisera la premiére ligne par /, la deuxiéme par .
Les coefficients des éléments de la derniére colonne sont respective-
ment, en divisant par ¢*(a* — &%),
cl—q? b2 — ¢
¢

s —(at— bY).

c?

Journ. de Math. (6 série), tome X. — Fasc. I, 1g14. 2
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Le coefficient de vy} disparaissant, on voit que le céne, sur lequel
doit se trouver 'axe de dissymétrie pour ue le plan tangent singulier
existe, se réduil a deux plans passant par O z.

CHAPITRE V.

CAS DES ONDES PLANES LATERALEMENT LIMITEES.

“n nous reportant au paragraphe IV (n° 19) du Mémoire de
M. Boussinesq (p. 335) ('), nous voyons que le rayon lumineux,
suppos¢ latéralement limité pour rentrer dans le cas de la réalité, mais
assez large pour ne pas présenter de diffraction sensible, se prélera i
[’étude précedente, pourvu que L/f, M'I, N'I subissent trois correc-

. . .. L . di  dl
tions imaginaires ¢, ¢, &,, de 'ordre des dérivées particlles ——> ——
5 2 dx” dy

b
dl . . . .

s I ¢tant maintenant une fonction lentement variable de , y, =z, dont
les dérivées secondes seraient encore heaucoup plus petites que ces
dérivées premicres. Ce sont donc les expressions

& N . 4
L'T4+e M-z, 7 Nl-g,

o= ph(P—lx— Y-~ naW—1 — E,

que nous substituons dans les mémes équations du mouvement. Dans
ces expressions, L', M’, N’ conservent leurs valeurs constantes du cas
des ondes plancs latéralement indéfinies.

Les termes ¢ E, ¢, I£, ¢, £ donneront, d’aprés le calcul du Chapitre I,
les produits de E par

O¢ -+ Xey+ Wey, D+ Xye,+ Wiey,  Doe + Xoe, + Wye,.

En cffet, ¢, ¢,, ¢, ¢tant déja de Pordre de petitesse des dérivées pre-
miéres de I, les dérivations de ¢, ,, ¢, par rapport a x, y, 5 n’intro-
duiraient que des termes de I'ordre supérieur de petitesse des dérivées
secondes de I.

Dans les autres termes, la dérivation par rapport &  du produit
L'IE le multipliera par

YV S S Y sl (SO
KV= 14 1 = ‘(”md;c‘/ 1)

£

(V) Journal de Mathématigues, 6° série, 1. VI, 1g11.
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Cette dérivation reviendra donc & donner & ! un accroissement
qu’on peut représenter par
1 di

()l:mz—l(—v‘/'-—l.

. L e - dl  dY dl , . :
Mais, les dérivées particlies Al étant petites, et chacune

d’elles n’éprouvant des changements comparables & sa valeur qu’aprés
an grand nombre de longucurs d’onde, lcurs propres dérivées seront
d’ordre supéricur de petilesse, et elles-mémes pourront étre traitées
comme des constantes dans notre calcul. On pourra d’ailleurs traiter

1 dl — iodl — 1 dl
()l—m-%\/-—vl, ()m_mzl—}\/—l, ()/z_-mz\/—-l,

, . dl  dl dl . P
en raison de la petitesse de 2, L, comme de véritables différen-
dx” dy” ds

tielles, ct, dans les résultats de la substitution que nous effectuons, les
neuf polynomes @, ..., W, scront accrus de leurs différentielles totales
oD, ..., 0W,. Ces résultats fourniront donc les trois équations
® et X e+ W gyt LM -+ 00) 4+ WI(X + 0X) + NI(W¥ 4+ JW¥) =o,
De+ X6+ Wi+ LT(® 4 00+ M I(X,+ 0X,) +NI(W, 4+ o¥,) =o,
D6+ Xpey+ Waey -+ L'T(D,+ 0,) = M'L(X, + 9X,) +~ N I(Wy4- 0W,) =o.
Appelons ', v/, v les trois multiplicateurs, définis 4 un factear prés
ct fonctions de {, m, n, qui vérifient le systéme homogeéne
WD - p VP, =,
MX 4 p'X, + X, = o,
N 4 g Wy v Wy = o,

compatible & cause de la condition

¢ <& b, !
X Xl X, {=o0
Wy,

ou f(a,b,c,l,m,n)=o0, que nous supposons vériliée, et qui n’est
autre que la condition (41) du Chapitre T (troisiéme Partie), les
lignes ¢tant ¢changdes avec les colonnes. 1l en résulte aussi que pour A,
w', v on peut prendre les expressions imaginaires conjuguées de L/,
M’, N, d’aprés une remarque faite & la fin du Chapitre 1.

Alors, en multipliant par X', p’, v’ les équations et les ajoutant, on
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obtient, aprés suppression du facteur I,

(N 0@ + ! 00, + v 9B,) L + (N 9X + p' 0X,

+ 90X, )M

+ (MW —+ ' oW, + v oW, )N'=o.

Dans cette équation, on a

I =

Elle devient done

( 5 a2 d(l) d(l ,
qar
d(l’ d(l’
!
+ (l rl/n s c/m
,d ‘( d‘(,
~| (T
dx d‘(l
!
+ ()\ am T dam
()\, a"If dllf'
dl
+ d‘[" (l'lf
a’m s dm
avec
=1 dl
=T T’

dl dm

dd’,)
“+ v a!
(l(l'
?dm )() ( dn +
d‘(,> ol
(l‘?) 0 ( d;l + )’
d‘IJ >
dl
dl
t(‘] L, drr
dm ) <A d7+
0”2—-V-':Qw

KI dy

de — 0l 4 ﬂdm + Z—Z;[;

.....

' d]lf1
T dn

[Zdh "

Sy dn

ax,

" dn

,dib,\ ,
v E?) ()Il:I L

~+ v %) ()/z] M’

]
v LA >0/2]N’:0
dn i

_\/—_dl

Kl ds

ou, en ordonnant par rapport & ces dérivées, c’est-a-dire en colonnes,

d (l)

[ &
+<>"’X
(

[ » a2

(lm
. (lX

(v
(

+

d‘l’
[ <)\l dn

dX

1
Mo dn

4+

d(l dd,
dl
,d \,
.—'—
l
d/n
Id ]
a’m
dll),
+
dn
a’ X,

y , d, )L’

di

SAX A
T)M <x

\li_g !
“+v o )L
d‘*) <)\'ﬂ+p

d

, dd, ]
dn )

‘f\ >M' <7'ﬂf+,

,a lIr1

@t

. ,d‘lf2>N] dl
dm dy

, AW,

dm

dlp"

“dn

g

| dx

dW2)N]([I o

dn ds
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ou enfin

El—l- ~|—0£l—l - R-C-tL:o,
de = “dy ds

P

P, Q, R représentant les trois crochets.
Mais entre les neuf polynomes ®, ..., W, nous avons établi la

relation
SJla. by e, &y m, n)=o,

qui n’est autre que 'équation tangenticlle de la surface des ondes, et
dont la différenticlle Lotale serait

df o df o dp
;ﬁ()l—*—a-,;()ln—*-a—/:()/l—o.

Or, je dis qu’on a précisément,

s
_r_ll__c—l/—)?_dn
P~ Q TR

En effet, pour effectuer cette différentiation, il est inutile de former
explicitement F : il suffit de différenticr totalement les trois équations
linéaires et homogénes dont I = o exprime la compatibilité. Il s’agit
ici de différentielles effectives ct non plus symboliques, ct il vient

O JdL' - XdM + W d‘N’—i— Ldd +~MdX +Nd¥V =o,
@, dL. 4+ X, AN + W, dN' - L did, + M dX, + N dW¥, = o,
O, dL! 4+ X,dM' + Wy dN - L d®, + M dX,+ N dTy=o.

Ces ¢quations, multipli¢es par 2, w’', v, définies plus haut etajoutées,
donnent, par évanouissement des trois premicres colonnes,
e

(N d® + p! db, + ¥ dW,) L
(N dX + ' dX,+ v dX) M+ (VAW + p! dW, — v dW,)N' = o,

avec

.............................
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Cette équation devient done

-

- F(

+

2 —

<~,(1X
-+ 4

<)‘, dd o

(/(l’

dm

dm

, dq»
[-l— ()\ o+

G

I '

l

dd, ,dd, ) L
"dT TV )
4 , (zx ( AW
f/d) dtl» ,
S Y am L
Xy
A ';l—’;; "*-

]‘I

v\ y
d

LANGN o, d 'P’
din )M . < ' /n
n’d%)

, W
dl

A

1
dim

/ ,[I[I‘,
Sl dn

,dW,
v 7 >N-](ll

(l L ) N'] dm
dm i

(l] ;
an >‘I]dn~o,

ou enfin
Pdl-+Qdm+Rdn=o

comme nous |'avions annoncé, ¢ est-a-dirce

di  Af A

dl ddm dn

TGRS

Or le point de contact(z, y, z) du plan de 'onde avec son enveloppe
est précisément donné, sur I’équation tangentielle, par

@y 3
7= T
dl dm dn
ou
€ __y 5
PTQ TR

Si nous considérons par suite un élément de chemin (dz, dy, ds) a

partir de 'origine le long du rayon vecteur de ce point de contact,
nous aurons

et, sur cet élément, '¢quation

)ﬂ dl )il_I_
]d.r+Q(/y l(/-wo
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deviendra
dl ] dl

deﬁ-(—l;()_y—&-%()z:o (d1=o).

C’est I'équation (57) de la page 339 du Mémoire de M. Bous-
sines(. :

Done, uelle que soit la mani¢re graduelle dont varie la fonction 1
d’un point & 'autre d’une méme onde plane, cette fonction ne variera
pas le long du rayon vecteur joignant le centre de la surface des ondes
au point de contact de cette surface avec 'onde plane, et ¢’est suivant
ce rayon vecteur cue sc transmettra U amplitude du mouvement : c’est
la propriété caractéristique du rayon correspondant de lumiére
paralléle.

Nous avons donc ¢tendu, au cas général qui nous occupe, malgré la
présence des trois coefficients v, v,, v, (représentant un ordre de phé-
noménes analogue & la polarisation rotatoire magndtique), la conclu-
sion de ce Mémoire :

Les équations du mouvement r’astreignent le coefficient 1 d’am-
plitude qu’a rester invariable le long de chague rayon lumineux
(rayon vecteur du point de contact du plan de l'onde avec son
enveloppe, la surface des ondes).



