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Le probléme général de U Llectrodynamique

pour un systeme de corps immobiles;

Par Pizrre DUHEM.

Ily a quelque temps, nous avons donné un Mémoire destiné a
examiner et & éclaircir certains paradoxes qui s’¢taient rencontrés
dans ’étude des corps diamagnétiques (*). Dans ce Mémoire, nous
avons ¢té conduits & établir la stabilité ou l'instabilité de certains
états d’équilibre électrique ou magnétique.

Les méthodes qui nous ont permis d'obtenir ces résultats offraient
un assez grave inconvénient; développées pour le cas oti le systéme
étudié contient un seul corps homogéne, elles ne paraissaient pas
susceptibles de s’étendre aux systémes composés de plusieurs corps de
nature différente.

Pour remédier & cet inconvénient, nous avons tenté d’aborder d'un
autre biais des uestions analogues a celles qui se trouvaient traitées
dans notre précédent Mémoire. La méthode suivie dans le présent
travail consiste a tracer, en quelque sorte, la voie qu'il conviendrait
de suivre si ’on voulait résoudre d’une maniére effective le probléme
général de |'Electrodynamique, tel que la théorie de H. von Helmholtz
le pose pour un systéme de corps immobiles.

Nous montrons comment la solution de ce probléme sc raméne & la
détermination de quatre fonctions, la fonclion potentielle électrosta-
tique et les trois fonctions de Helmholtz. La détermination de la fonc-
tion potentielle électrostatique dépend de l'intégration d’une équation

(") Sur le diamagnétisme (Journal de Mathématiques, 6° série, t. 1X,
1913, p. 8g).
Journ. de Math. (6¢ série), tome X. — Fasc. IV, 1414, 45
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aux dérivées partielles qui, selon les circonstances, peut étre du
second ordre ou du troisiéme ordre. La fonction potentielle électro-
statique une fois déterminée, la détermination de chacune des fonc-
tions de Helmholtz résulte de 'intégration d’une équationaux dérivées
partielles du second ordre.

Pour chacun de ces problémes, et dans chacun des cas qu’il peut
présenler, nous examinons les (uestions de délermination et de
stabilite.

CHAPITRE PREMIER.

PRELIMINAIRES.

1. Grandeurs qui définissent Uétat du systéme étucdié. — Le
systéme ¢tudié se compose de corps homogtnes qui sout conligus les
uns aux autres le long de surfaces de discontinuité.

Ces corps sont électrisés. L'¢lectrisation du systéme est definie
lorsque ['on connait, en chaque point intérieur & un corps homogéne,
la densité électrique solide e, et, en chaque point des surfaces de
discontinuité, la densité électrique superficielle E.

Ces corps sont parcourus par des courants de conduction; ces
courants sont déterminés lorsque 'on connait, en chaque point inté-
rieur 4 un corps homogeéne, les composantes u, v, w de la densité du
courant de conduction.

En tout point intérieur & un corps homogene, on a

ou o0 dw e
(1) %+0)'+():+()t

Soient :

S, la surface le long de laquelle se touchent deux corps homo-
génes 1 et 23

M, un point de la surface S;

M,, un point du corps 1, infiniment voisin du point M ;

M,, un point du corps 2, infiniment voisin du point M;

n,, la demi-normalc en M, & la surface S, dirigéc vers 'intérieur du
corps I;
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n,, la demi-normale en M, a la surface S, dirigée vers 'intérieur du
corps 2;

I, la densité électrique superficielle au point M;

(uyy 04, w,), la densité du courant de conduction au point M, ;

(uyy vs, w,), la densité de courantde conduction au point M,.

On a, en tout point M de la surface S et a tout instant,

(2) ugcos(ny, x)+ 9, cos(ny, y) -+ wycos(ng, 3)
oL
4wy €05 ( Ry, L) 4 9y CO5( Ny, ¥) + Wy €OS(Ny, 5) + 57 =°
Les corps du systeme sont des diélectriques polarisés; les compo-
santes de l'intensité de polarisation sont, en un point d’un corps
homogéne, représentées par A’, B’, (. Au méme point, la densité du
courant de déplacement a pour composantes
Al ;OB oC!

(3) = ——, == e W=

ot ot Jat

Au méme point, la densité du courant total a pour composantes
(4) P=wu—+u, b=v+¢, w4,

Enfin, les divers corps du systéme sont aimantés; en un point d'un
corps homogeéne, les composantes de lintensité d’aimantation
sont A, B, C.

2. Fonctions employées. — Au moyen des grandeurs que nous
venons d’énumérer, on compose certaines fonctions dont nous allons
rappeler les définitions.

Nous considérerons, en premier lieu, la fonction potentielle des
charges électriques répandues sur le systéme. Au point (§,7, ), cette
fonction a pour valeur

(5) F(E,n,C):f;dw—f—f%dS.

da est un élément de volume d’un corps homogeéne;
dS, un élément d’'une surface de discontinuité;
ry la distance, soit de I'élément dw, soit de I'élément dS, au

point (&, ,0);
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enfin la premiére intégrale s’étend & tous les volumes homogeénes, la
seconde & toutes les surfaces de discontinuite.

La fonction potentielle de la polarisation didlectriqgue a pour
valeur

( ol oL oL
' — T T T .
(6) V(&»W,C)———f Ad;Z'+B(’}’+C ds)dm,
(2, y, 3) est un point de 1'élément dw.

Nous aurons également & considérer les trois fonctions :
ogny=[| =252

2 r

t—k x—t/x—¢ Y= s—& N
2 r < PR Sy v+ r X‘)de’

O(Esﬂ,t)zf[ L+ Ay

-+

2 r

(7) .
+ t— k ,V—n<.z-—-£(?+ -”""¢+‘:Cx)]dm,

2 r r r

@(E,‘ﬂ,C)Zf[ 1+k?&

2 r

+1_/{ Z—C<x-£¢+y:-n¢+zrtx)]dm;

2 r r

k est une constante numérique, la consiante de Helmholtz.
La fonction potentielle magnétique a pour valeur,au point (&, 1, {),

<o; o% d%)
(8) V(a,n,c)zf Mgz +Bot+C 5L | o

Nous lui adjoindrons les trois fonctions

.
(9) . _ rooar
qr(‘.a n, §) -—V{(A’a::"' (“&Tx‘) dw,
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3. Propriétés analytiques, en tout point d’un milieu continu,
des diverses fonctions employées. — En vertu de leur définition
méme, ces fonctions possédent diverses propriétés; nous allons rap-
peler celles dont nous aurons & faire usage, en commencant par celles
qui sont vérifiées en tout point d’'un milieu continu.

En tout point d’un tel milicu, on a :

(10) AY = —4ne;
(1) AV’:&%(%%+‘())—“;—/+%-,);
‘A’(‘):—41r<p+(t—/()-(-}—2—(;‘—.—x.%t—‘£—)a
(12) - AQ :—énQ-F(n—Ic)%,
\AIW:—4nx+(|'—-k)£-(—§5%tX-’);
(13) %g+z—;‘)+1;§-)=—/c"—————~(y(;';vl);
(14) w=bn(G+ 5+ 5)s
SA@:m(%—%g),
(15) uw:m(%—g—g),
(16) g%_*-%}r_i_%:o;
,'%lg_%:_g+4n}\’
(17) =5y == g+ mB,
%;~%‘§=—g + 47C.

4. Propriétés analytiques, en tout point d’une surface de dis-
continuité, des diverses fonctions employées. — Au passage de la
surface de contact de deux milieux continus, 1 et 2, la fonction Y
demeure continue; ses dérivées partielles du premier ordre sont dis-
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continucs et vérifient la relation

(18) -gl oY

— =—47E.
dny  dny !

Au passage d'une surface de discontinuité, la fonction V’ est con-

tinue; ses dérivées partielles du premier ordre sont discontinues et
vérifient la relation

! !
(19) %/VT + %}- =4=n[ A}cos(n,, )+ B cos(ny, y) -+ C|cos(ny,z)
1 2
+ A} cos(n,, ) + B, cos(ny, y) + G} cos(ny 2)].

Au passage d’une surface de discontinuité, les fonctions ©, @,
® sont continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre.

En tout point d’une telle surface, la fonction V est continue; ses
dérivées partielles du premier ordre sont discontinues et vérifient la
relation

av oV
o, + o =4xn[ A,cos(ny, z)+ B,cos(ny, y)+ C,cos(ny,s)

+ A, cos(ng, z) 4+ By cos(n,, y) + G, cos(ny, 3)].

(20)

En tout point d’une surface de discontinuité, les trois fonctions @,
¥, X demeurent continues; leurs dérivées partielles du premier ordre
sont discontinues et vérifient la relation

o Jdd
(219 M-{--&-;l;._[m[ Cy cos(ny, y) ~ B, cos(ny, 3)
+ Gy cos(n,, y) — By cos(n,, 5)]
et deux relations analogues.

8. Equations des moucements électrique et magnétique. — En
vertu des lois, données par H. von Helmholtz, de I'induction électro-
dynamique et électromagnétique, les composantes de la densité de
courant de conduction vérifient, en chaque point, les équations

”3“‘5"'732‘“"2‘9"07*1@‘;7)7'
0= GO +V) a9V a oV
(22) =T T oy 2p oL oya Ol
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Dans ces équations,
¢’ est la constante des actions électrostatiques,
‘—;f la constante des actions électrod ynamigques,
e la résistance spécifique du milieu.

La théorie de Helmholtz nous apprend également que les compo-
santes A’, B', C' de l'intensité de polarisation diélectrique vérifient
les équations

7/

A=k V) @y, 00 a g, 0d,

dx 2 Ja¢ vz ¢

! dY+ vy a9 a ., Jd¥

Y ee K . L _KI—
(23) ¢ Ble=— K= PPy \/;K 9’
C’:~e’li'()(‘r+ V' ____]\,c)xw a K,()X

ped 2 ()t ‘/2

Dans ces équations, K est le coefficient de polarisation diélectrique
du milieu.

Enfin les composantes A, B, C de 'aimantation vérifient les trois
équations

g / «
N R . 3)

oV  eaK /90 Jw

(24) B=— ek T — 205 <_0; __ﬁw),
_ oV cak /v oV

€= Ko \/E(Ow_dy)

Dans ces ¢quations, « est la constante des actions magnétiques et K
le coefficient d’aimantation.

6. Position du probléme général del’ Electrodynamique pour un
systéme immobile. — Posons
(25) Y4+ V=W

et donnons a cette fonction W le nom de fonction potentielle électro-
statigue totale.
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Posons également

a
*-':O—I—(I)Zj
Va ’
29 y—
(26) 7;.\—1— =G,
2o X =1,

NG

et donnons aux fonctions §, G, % le nom de fonctions totales de
Helmholts.

Si l’on connait la fonction potenticlle électrostatique totale W et
les trois fonctions totales de Helmholts 3, (;, 3¢, on peut déterminer
toutes les grandeurs qui définissent I'état du systéme et qui ont été
énumérées aun® 1.

En effet, en vertu des égalités (25) et (26), les égalités (22) ct (23)
peuvent s’écrire :

[ & OV a 03
T P 0z .\ oc’
(29) \0 ¢ IW a J¢
2 =— = == ——= 5
7 , R R
v & IW _ @ oK
VETT S s T s oL
OW  aK' 0F
I__~ ' ,,_.___..____,.___,,
\ V=—tR Vo ot
o OW  aK' 9G
"/
C=_ oK IW _ k! 9%
\ s 2 o

Il résulte de ces équations que la connaissance des quatre fonc-
tions W, 4, G, 3¢ entraine la connaissance des composantcs u,
¢, w de la densité du courant de conduction et des trois compo-
santes A’, B’, (" de la polarisation diélectrique.

La connaissance de ces Lrois derniéres détermine, par les éga-
lités (3), les composantes de la densité du courant de déplacement.

D’autre part, les égalités (11), (12) ¢t (25) donnent, en chaque
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point d’un corps homogéne appartenant au systéme,

JA" 9B oC!
AW—'[Iﬂ'(‘E; +-d—y- +-§5‘> =—/me.

De méme, les égalités (18), (19) et (25) donnent, en chaque point
d’une surface de discontinuité,

IW +2\—N- —4n[  Afcos(n, x)+ B cos(ny, y) + Cj cos(ny, 5))]
dn, on,

+ Al cos(ny, &) + B}, cos(ny, y) + C) cos(n,y, 35)] =— 4k,

W étant connu ainsi que A’y B', C', ces égalités font connattre, en tout
point d'un corps homogéne, la densité électrique solide ¢, et, en tout

point d'une surface de discontinuité, la densité électrique superfi-
cielle E.

Les égalités (24) et (26) donnent les égalités

NRNE O T S
=T Ty T s "oy T o)
Bk (Y 05 0% g0 oX
TNy TR T 0 T 0 T ox )
. N oG 95 IT o0

que les égalités (17) transforment en

1+ 4ne K\ dy E

_ ek oF J43e
(29) b-_n-'r-aml&'<7*7a7>’
o o fog_at)

- 1+47rsK\()x_§()y>

Lorsque I'on connait les fonctions totales de Helmholtz, ces éga-
lités font connaitre, en tout p'oint du systéme, les composantes A,
B, C de 'aimantation.

La proposition énoncée est ainsi justifiée.

Le probléeme général de l’E"leclrodynamique pour un systéme
immobile consiste donc & déterminer les valeurs prises, en chaque
point du systéme el & chaque instant, par les quatre fonctions W,
g, G, 5.

Journ. de Math. (6* série), tome X. — Fasc. 1V, 1914. [Ib
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7. Conditions aux limites. — Cette détermination est subordonnée
a certaines conditions qui constituent les données du probléme. Cer-
taines de ces conditions doivent étre vérifiées, quel que soit le temps¢,
en tout point de la surface fermée ¥ qui borne le systéme; certaines
autres doivent éire vérifiées en tout point du systéme, mais seulement
a l'instant initial.

En un point de la surface Z qui limite le systéme, nous désignerons
par N la normale dirigée vers l'intérieur du systéme. Nous suppo-
serons alors que 1’on connaisse, en chaque point de la surface X et &
chaque instant ¢,

La valeur de W ou la valeur de %V%”

La valeur de & oula valeur de g—é,
La valeur de G oula valeur de deEj’

La valeur de 7¢ oula valeur de %?.JS

8. Conditions imitiales. — A Dinstant initial, nous supposons que
I'on connaisse, en chaque point du systéme, les valeurs de W, ¢, G,
W 9F 9G d%k oW
Yot 9t 9’ ot o
entendu, d’accord avec les conditions aux limites.

- Ces déterminations doivent étre, bien

CHAPITRE II.

DETERMINATION DE LA FONCTION POTENTIELLE ELECTROSTATIQUE TOTALE.

9. Différentions la premiére des égalités (27) par rapport & z, la
seconde par rapport & y, la troisiéme par rapport a s, ajoutons-les
membre & membre et observons :

1° Qu’en vertu des égalités (1) et (10),

du dv v 1 oY

?)_x_+5;+dz—'z;_'r-c Et—;

2° Qu’en vertu des égalités (13), (16), (25) et (26), on a, quel
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que soit ¢, .
of oG 0% __ oW
d] 03 at
et, partant,
oG W
(30) (dx+ y+d.,> ==k

Nous trouvons |’¢quation

oY [ anak 0*°W
(31) Adl P AW——-———p—-——*-W.—-O.

Différentions la premiére des égalités (28) par rapport a z, la
seconde par rapport & y, la troisiéme par rapport a s et ajoutons
membre & membre les résultats obtenus, en tenant compte des éga-
lités (11) et (30). Nous trouvons I’égalité
(32) AV + 4rie’ K AW — 2 /3 makK! d‘iv—;o

Prenons un point sur la surface qui sépare deux masses homogénes
quelconques, 1 et 2. En ce point, I'égalité (18) est vérifiée quel que
soit ¢. Différentions-la par rapport a ¢, en tenant compte de I'éga-
lité (2); nous trouvons

d [ oY oY
4-L-n_ 5}(;’—’: -+ m) — U1 €08( Ry, &) — ¢1c05(nq, ¥) — Wy cos(ny, 3)

— Uy COS( Ry, ) — ¥5 €OS (N9, ¥) — Wy €OS (N, 3) == 0.]

Dans cette égalité, remplacons les u, ¢, w par leurs expressions (27)
et observons, comme nous I’avons vu au n° 4, qu’au passage a travers
une surface de discontinuité, les dérivées partielles du premier ordre
par rapport & z, y, s de &, ¢, J¢ varient d'une maniére continue;
nous trouvons qu'on doit avoir, en tout point d'une telle surface de
discontinuite, I'équation

g JY 0 Y  4me' OW  frme' oW

Enfin, dans I'équation (19), remplacons les A’, B’,C’ par leurs
expressions (28), en observant qu’une surface de discontinuité laisse
continues les dérivées partielles du premier ordre de §, g, % par
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rapport a x, ¥, z; nous trouvons l’équation

V' oV’ e OW ,,0W
()n‘+02 41reK~—-+4 K

(34) 2() n,

= 0.

Les quatre égalités (31), (32), (33) et (34) vont nous conduire &
la détermination de la fonction potentielle électrostatique totale W.
Nous allons, en effet, en déduire des équations ol ne figurent plus
que W et ses dérivées partielles.

10. Différentions 1’égalité (32) par rapport 4 £ et, membre a
membre, ajoutons l’égalité obtenue & 1'égalité (31); souvenons-
nous que

(25) Y+ V=W,

et posons, pour abréger,

W 0w,
(35) U=-% + K 55
nous trouverons l’équation

h
(36) A ¢ e AU —a\amak O = o,

Telle est I'équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre que
W doit vérifier en tout point d’un corps homogéne appartenant
au systéme.

Différentions I'égalité (34) par rapport & ¢ et, membre 4 membre,
ajoutons l'égalité obtenue & I’égalité (33), en tenant compte des
égalités (25) et (35); nous trouvons1'égalité

3 O W 9 OW (989U
(37) om; or T an, or T4 o,“"o,)“"

Telle est la condition que doit vérifier la fonction W en tout point
appartenant 4 une des surfaces de discontinuité du systéme.

Le premier des trois problémes qu'il s’agit de résoudre consiste a
déterminer, dans tout le systéme, une fonction W qui satisfasse aux
conditions (36) et (37), lorsque 'on connait, &4 chaque instant, les
valeurs prises par cette fonction W en chacun des points de la sur-
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face X qui limite le systéme, et, 4 I'instant initial, les valeurs prises par
certaines grandeurs convenablement choisies.

11. Supposons d’abord, et jusqu’a nouvel ordre, que la constante &
de Helmholtz soit différente de zéro. 11 est clair que, sans contredire
aux ¢quations (36) et (37), nous pouvons, & Pinstant initial, choisir
arbitrairement, en chaque point du systéme, les valeurs de W,
IW 0*W . .
=5 g sous les seules restrictions suivantes :

1° En chaque point de chacune des surfaces de discontinuité du
systéme, ces valeurs vérifient I’¢quation (37) et celle qu’on en déduit
a I'aide d’une différentiation par rapport & ¢;

2° En chaque point de la surface qui limite le systéme, W,
oW W
ot ot

L’équation (36) détermine alors, en chaque point du systéme et a

Pinstant initial, la valear prise par 230
Instant initial, la valeur prise par —--

prennent les valeurs données.

12. Nous remarquons ensuite qu'on peut, sans contredire aucune-
ment aux équations (31), (32), (33) et (34), choisir arbitrairement,
a un instant donné, en tout point du systéme, les valeurs de W,
oW W
ot o

Ces valeurs une fois choisies, en effet, P’équation (32) nous
apprend que AV’ est déterminé en chaque point du systéme; et
comme AW l'est également, AY = AW — AV’ est déterminé, & I’in-
stant considéré, en chaque point du systéme.

L’équation (34) nous apprend qu’en chaque point d’une surface
. : M 14 dv’ dvl ’ . 1 .
de discontinuité, — + -— a une valeur déterminée; mais
dn, dﬂz
IW'  OW' oV 9V oY = oY

Ony T on, —9m T om, T om, o,

a également, & ce méme instant et en ce méme point, une valeur
. c A aY Y
déterminée; il en est donc de méme de — + L
d’li ()nz

L’équation (31) nous apprend qu’a I'instant considéré et en chaque
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point du systéme, A % a upe valeur déterminée; comme il en est de

!
méme de %‘-;V- et, partant, de A %\tz, il en est aussi de méme de A %Vt— .
Enfin I'équation (33) nous apprend qu’en chaque point d’une sur-
9 9r 0 oY
on, Ot on, ot
valeur déterminée ; comme il en est de méme de

face de discontinuité, & I’instant considéré, a une

J IwW 2 oW’ J IJY Jd oY o IV Jd a9V’

— ——— T et

on, 9t T on, 0t — om0t T om0t Tom, o0 Y om, o’

a 9V Jd v

— e valeu
Y9n, 9t T 9n, 0t a uné eur

on voit qu'a cet instant et en ce point
déterminée.

Si 'on tient compte des égalités (1), (3), (10) et (12), on voit
qu’en chaque point du systéme, & I'instant considéré, les quantités

e,
JA’ 9B dC
9z T oy T
Jdu gi dw

oz "oy T
au' + Qﬂ + aw'
dx dy dz

ont des valeurs déterminées.

Si I'on tient compte des égalités (2),(3), (18) et (1g), on voit qu’a
'instant considéré, en chaque point d’une surface de discontinuité
appartenant au systéme, les quantités

E,
A cos(ny, &) + B/ cos(ny, y) + C| cos(ny, 5)
+ A, cos(n,y, ) + B, cos(n,, y) + C, cos(n,, 5),

Uy cos(ny, x) + ¢, cos(ny, y) -+ wy cos(n,, 3)
+ U, cos(ny, ) + vq cOs(Ny, ¥y ) + W, cOS( N4, 3),

uy cos(ny, &) + ¢, cos(ny, y) + w cos(ny, z)
“+ Uy cos(ny, x) + ¢, cos(ny, ¥) + w, c0s( Ry, 5)

ont des valeurs déterminées.
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Or, il est facile de déterminer d’une infinité de maniéres une pola-
risation diélectrique telle qu’en chaque point du systéme,

N 9B ¢
oz "oy Yoz =S

et qu’en chaque point d’une surface de discontinuité,

A’ cos(n,y, z) + B cos(ny, y) + C| cos(ny, 5)
-+ A, cos(ny, ) + B}, cos(n,, y) + C) cos(n,, 5)=TF,

S et F ayant des valeurs données. Voici, en particulier, une solution
immédiate de ce probléme :

Posons
gmjJ r 4m ) r

la premiére intégrale s’étendant au volume entier du systéme et la
seconde a toutes les surfaces de discontinuité; et prenons ensuite en
chaque point

or

Al —, =

ox

,_ op ,_ OP

Ce que nous venons de dire de la polarisation diélectrique se peut
répéter des courants de conduction (%, ¢, o) et des courants de dépla-
cement (&', ¢', w').

On voit donc qu'on peut, lorsqu’on a choisi arbitrairement, & un
instant donné et en chaque point du systéme, les valeurs de W,
oW  *W
oc’ ot
électrique solide ou superficielle, la polarisation diélectrique, la den-
sit¢ du courant de conduction et la densité du courant de dépla-
cement de telle maniére que les équations (31), (32), (33) et (34)
soient vérifiées.

déterminer, en chaque point de ce systéme, la densité

15. Considérons un des corps homogénes dont le systéme se com-

pose; soit dw un élément du volume de ce corps.

Multiplions le premier membre de ’égalité (31) par gd—‘y des et inté-

grons pour le volume entier du corps considéré. Nous obtenons
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I'é gahte

2\2mak OW *W o fme )ow
P ot dtld I(Adt ) AW )td'

Soient S la surface qui limite le corps homogéne considéré et, en
un point de cette surface, n; la normale dirigée vers l'intérieur du
corps. L’égalité précédente peut se mettre sous la forme que voici :

Va mak a <%%V—)2dm

p dt

o () (0 (32 o
== % @) |\ U= Jy 9z
W *Y W #Y 2W oY d
—f<dx 9t dzdt " Jy dt dy di T Jz 9t 9z dt>

(R e Wy 0
on; dt p dn;/) ot

Pour chacun des corps homogénes qui composent le systéme,
écrivons une égalité analogue, el ajoutons membre 4 membre toutes

ces égalités, en tenant compte des égalités (33). Nous obtiendrons
ainsi I'égalité

d \Vaak (OW\: 26 [(OW\? [IW\* [oW\2l
0w 15 (50) + 5[ (5) - (F) + (%) ]
ﬁ_f<ozw PY EW X W ()‘-’Y>l
= 9z dl 9z 0l ' dy ol dy ot~ 9z dt 9z 0t) “®

_ ({0 9F _ Gne oW\ OW
aN ot T T oN ) e o

Les deux premiéres intégrales s'étendent au volume entier du sys-
téme; la troisiéme s’étend a la surface qui limite ce systéme.
Considérons maintenant I'égalité (32); différentions-la par rapport

. 3 . oW

a ¢, maultiplions le résultat par —- dw et intégrons pour le volume
entier d’'un des corps homogénes du systéme. Nous obtenons ainsi
Pégalité

 [OW EW s IW W
s\amakk [ S8 S f( K A-—)—()T—lw
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Cette égalité peut se transformer en la suivante :

A%
!
Va2makK dt’f(dt ) doe
2w
=2 znaka( )t’)
0*W 0?W\? 2?W\?
al ! PRI
—fime Kf[(dw()t) +(dydt> +<()z()t) ]d“’

f W OV W OV BW VY
T ) \Vzdt 9wt T 9yai dy ot " 9z 0t 9z 0t

3 VI WV
— [ (52 5 +brek o 200 ) Tas
dn; Ot dn; ot ) Tde
Pour chacun des corps homogeénes qui composent le systéme, écri-
vons une ¢galil¢ analogue; ajoutons membre & membre loutes ces
égalités; observons que P’égalité (34), vérifiée & chaque instant en

chaque point d'une surface de discontinuité, nous donne aussi, en ce
point et a chaque instant, 'égalité

_f_)_l_)_y_'+ A oA Jd OV K Jd oW’ o
dny ol on, 0t ane on, dt e tdn, ot =9

et nous obtiendrons ['¢galité
(39) w_—/\/ akk' D 9-“—/) .

= '),73/ 3\/;[(/;K,<0'\.1V 2

gt*

—_— ! l- AR J W z (
2¢’K [(/)xdl) <1)v Jat) ds 0t

f( 12w g2V »2W v/ )2W AR
)dr‘
\

9l Jz i " dydi dvdi " dz i dz ot

A% J ()W)()W 3.

l’
Jd
P / I 1
N 4+ 4me' K —

Jt oON 0t ) ot

Ajoutons maintenant membre 4 membre les deux égalités (38)
et (39), en nous souvenant que

(23) Y+ V=
Journ. de Math. (6¢ série). tome X. — Fasc. 1V, 1914, 47
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et nous trouvons enfin I'égalité que voici :

(4o0) w%f%VEak[é(gg-)z—i—K’g?(%\—iv-y:l
+%[(%¥)2+(9§)2+(%?)2_|2dw
i+ (5T G
+ 2 21zaAfK’( 3z )

4me’ W L0 IWTIOW
-—f[ ’ N +(1+[;7tsK)dN 0[] dtd)..

Cette égalité fondamentale va nous servir a établir deux proposi-
tions importantes.

14. Nous allons examiner, d’abord, si la constante £ de Helmholtz
peut étre négative.

Supposons qu’elle le soit, et voyons quelles conséquences découlent
de cette supposition.

La résistance spécifique p est positive pour tous les corps.

L’expérience nous apprend qu'il existe assurément des corps pour
lesquels le coefficient de polarisation diélectrique K’ est positif.

Prenons un ou plusieurs de ces corps pour en composer le systéme
que nous allons étudier; en tout point de la surface £ qui borne ce
systéme, maintenons a la fonction potentielle électrostatique totale W
une valeur indépendante du temps ¢, la méme en tout point de la
surface X.

oW ,

ot
’égalité (40) la derniére intégrale disparait.

Posons
w5 (%) ]

W smef ()
(5 (30 (2o

étant nul en tout point de la surface ¥, au second membre de
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L’égalité (40) deviendra
0 B i) (Z3)+ (520

2 2
+2 2a/cfl('<dd~—t——\lv> des,

Le second membre de cette égalité (42) est forcément négatif, &
moins qu’on n’ait simultanément, en tous les points du systéme, les
quatre égalités

PW PW rW _ W
gzot > dyai > dsoe i T "

De ces égalités, les trois premiéres exigent que la fonction &30, qui
e ces égalités, les trois premiéres exigent que 5 4
est continue dans tout le systéme, ait méme valeur en tous les points

de ce systéme; et comme %;L—V est nul en tous les points de la surface X

qui enclot le systéme, la valeur en question ne peut étre que zéro. Les
trois premiéres égalités précédentes équivalent donc a I'égalité,
vérifiée dans tout le systéme,

JIW

-= 0,
Jt

Mais au cas ol cette derniére égalité serait vérifiée, J, en vertu de
I'égalité (41), se réduirait &

ore 122+ (20 - (2 ] o

¢ gL\ dz dy dz ) |7
quantité qui ne peut étre que nulle ou positive. Si donc, & un certain
instant, %‘-i s'annulait, c’est qu'a cet instant, J serait nul ou positif.

Soit J, la valeur initiale de J. Nous pouvons évidemment, dans le

2
systéme, disposer des valeurs initiales de W, %th—’ __c)dtVzV

niére que la valeur initiale J, soit négative. Cela se peut faire d’une
infinité de maniéres; la suivante est évidente.

La fonction W est seulement assujettie & prendre une valeur donnée
en tout point de la surface T; donnons-lui cette valeur en tout point
du systéme; nous aurons alors, & I'instant initial, en tout point du

de telle ma-
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systéme,
oW oW oW

—()—a;—--0, -(’.7:0, —(*-)—;—-——0.

La fonction 0‘)—\1! est seulement assujettie 4 prendre la valeur o en

tout point de la surface X; donnons-lui, aux divers points du systéme,

des valeurs différentes de zéro.
. 2.\A’. . . .

La fonction dd—t' est seulement assujettie & prendre la valeur o en
tout point de la surface £; donnons-lui, dans tout le systéme, la
valeur o.

J, sera alors la valeur prise, & I'instant initial, par la quantité

1 /0W)\?
\/_z_akﬂf; (—a-t—> ds,

et cette valeur sera stirement négative.
dJ <
Ce que nous savons de J, et de - nous apprend que la quantité J

sera constamment négative, qu’elle décroitra constamment, et que sa
valeur absolue croitra au deld de toute limite avec ¢.
Pour cela, il faut et il suffit ou bien que

1 /OW\?
fa(*%) dw

croisse au dela de toute limite avec z, ou bien que la quantité

d oW\?

2 (k2L

dtfl ( at ) dw
soit, a partir d'une certaine valeur de f, constamment positive et
qu’'elle croisse au dela de toute limite avec ¢&. Mais alors, on peut

affirmer que la quantité
K (VY 4
at e

croitra au dela de toute limite avec ¢.
Les propositions démontrées ne peuvent étre exactes que si celle-ci

I’est aussi : La valeur absolue de la quantité d—(}t—/ croit au dela de toute

limite avec ¢, au moins en certains points du systéme.
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D’ailleurs, comme %V- demeure constamment nul en tout point de

la surface X qui entoure le systéme, la proposition précédente entraine
celle-ci : Il existe dans le systéme au moins certains points ol les
W 0*W 2w

9708’ 970" 9% i croissent au dela de

valeurs absolues des quantités

toute limite avec ¢.

De cette proposition, tirons une conclusion dont la signification
physique soit plus claire.

Imaginons que l'équilibre électrique et magnétique soit établi sur
notre systéme born¢ par une surface ¥ en tout point de laquelle la
fonction potentielle ¢lectrostatique totale W a la méme valeur. On
sait alors que W a aussi cette méme valeur en tout point inlérieur au
systéme. Il n'y a, & Uintérieur de ce systéme, ni charge électrique ni
polarisation diélectrique.

A ce systéme, imposons une perturbation initiale définie comme
nous venons de le faire, el maintenons invariable la valeur uniforme
du niveau potentiel électrostatique total auquel est portée la surface
qui le termine, Il y aura certainement, daus le systéme, des points ot
la valeur absolue de la vitesse avec laquelle varie la fonction poten-
tielle électrostatique totale croitra au dela de toute limite avec le
temps. Cela peut assurément étre regardé comme marquant 'insta-
bilité de I'équilibre électrique du systéme considéré.

Ainsi, si la constante k élait négative, U'équilibre élecirique serait
instable sur un systéme a la fois conducteur et diélectrique dont on
maintient la surface & un niveau potentiel électrostatique uniforme
et constant.

La supposition que la conslante k de Helmholtz est négative
entraine une impossibilité physique.

15. On ne peut donc attribuer a la constante k de Helmholtz
qu’une valeur nulle ou positive. Réservons pour plus tard le cas ol
cette constante serait nulle, et s Supposons~ -la posmve :

(43) k>o.

Imaginons qu’il existe un ou plusieurs corps dont le coefficient de
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polarisation diélectrique soit négatif :

(44) K'< o,

mais dont le pouvoir inducteur spécifique soit positif :
14- 4ne’ K'> o,

Imaginons que le systéme soit formé d’un tel corps ou de plusieurs
tels corps.

Pour ce systéme, écrivons encore les égalités (41) et (42). Ces éga-
lités nous apprendront :

1° Que —“% est forcément négatif ou nul;

. dl ) . -
2° Que si— est nul, J est nécessairement positif ou nul.

Dés lovs, si I'on peut s’arranger de telle sorte que la valeur ini-
tiale J, de J soit négative, J demeurera négatif quel que soit 7, et sa
valeur absolue croitra au dela de toute limite avec ¢.

Mais on peut évidemment faire en sorte que J, soit négatif. On y
parviendra, par exemple, de la facon suivante :

W est assujetti seulement & prendre une valeur donnée sur la sur-
face £. A l'instant initial, on lui donnera cette méme valeur en tout

point du systéme.

%:7\, est assujetti seulement & prendre ]a valeur o en tout point de la

surface X; on lui donnera, aux divers points du systéme, des valeurs

arbitraires, mais généralement différentes de zéro.
2 .. . .
—a est assujetti seulement & prendre la valeur o en tout point de

la surface X; en chaque point du systéme, donnons-lui une valeur de
A - W f ()W
méme signe que —7- et dont la valeur absolue sur:passe oK or
D’ailleurs, pour que J reste négatif quel que soit Z et croisse au dela
de toute limite avec ¢, il faut que

d (OW\?
! ——
f K 52( i ) dw
demeure sans cesse négatif et que sa valeur absolue croisse au dela de
toute limite avec Z.
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En reproduisant ce qui a été dit au numéro précédent, on voit que
st I’on maintient invariable la valeur uniforme du niveau potentiel
électrostatique total & la surface du systéme consideéré, I’équilibre
électrique sera instable sur ce systéme.

16. La constante k de Helmholtz ne peut étre négative, et nous
sommes convenus de laisser provisoirement de coté le cas ou elle
serait nulle.

Le coefficient de polarisation diélectrique K’ ne peut étre négatif,
et nous renvoyons a un autre Chapitre I'étude des corps non diélec-
triques pour lesquels il serait nul.

Nous allons donc nous borner 4 étudier le cas ol nous avons les
deux inégalités

@) k>o,
(46) K'>o.

Une nouvelle égalité va nous fournir certaines propositions rela-
tives & ce cas.

.. 54 i g 18}
Multiplions les deux membres de l'égalité (36) par de et
intégrons pour tous les éléments de volume de I'un des corps homo-
genes qui forment le systéme. Nous trouvons l'égalité
oU [, aW | ~_ . (Ul
fW<A7}T -+ 4 e AU) do — 2\/2 T{(l/.f—b—t— 7)‘—2dl'0'—-0
Cette égalité peut s’écrire

o~ d JdU\?
\/fucalra (797) dw

ame L (T(2UY 'i‘i)l UV,

- dt dx) (()y ()z> @
/w)ﬂU PW U PW 97U WY
(oxoz Jzdl T dyoi dyoi T dzat o;ot)”"

JU/ 9 oW ,oU
+ W(—O—IZ—;}T-{—[}T‘CG a—[;;)cls
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Mais, en vertu de 'égalité (33),

0t U 02W__I PWN\? K 9 /o 2
(mmoxw—§<mm)*“;ﬁ<%ﬁﬁ’
U #W 1/ 2WNT K d(PW e
dy ot dydt”‘ﬁ(dyd) ?W(W)’

2*U ()’W_~_1_(()2W>2 K' o (W\*
030t d3d¢t ™ p\dsadt

L’égalité précédente devient donc
af il Ge) = | () - (%) (%) ]
=5 | Gree) () + (35) ]
\dadt dy ()t) Jsdt)
2w 0*W \? *W
f pl(oxw) (7o) + (5z38) Jew

9 OW U
ot (()n, o T > as.

Ecrivons une telle égalité pour chacun des corps homogénes qui
constituent le systéme, et ajoutons toutes ces égalités membre &
membre en tenant compte de I'égalité (37). Nous trouverons I'égalite

d (9U\? [oUN 70U N  /9UN?
0 4o 1o (52) e () (52 (52)
%_hg-<ozw (d’“’ﬁ o°w/21 o
2 dxdt) ()ydt <¢)~'()t>. g

w_'i‘NWY AT A
- ./P (Jl'lﬂ - dy d¢ s ®

'ﬂ( Jd oW 0U>d\

9N or TATE OGN

Cette égalité (47) va nous permettre de démontrer deux proposi-
tions importantes si nous supposons, conformément aux inégalités (43)
et (46), que la constante k de Helmholiz est positice ct que, pour tous
les corps du systéme, le coefficient de polarisation diélectrique K’ est

posttif.

17. La premiére de ces propositions sera la suivante :
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Si la valeur de la fonction W est donnée, a chague instant, en
lowt point de la surface qui limite le systéme; si, & {’instant inttial,
JdW  0*'W
o’ ot
ne saurail exister deur iniégrales continues distincles des équa-
tions (36) et (37).

Imaginons, en effet, que deux intégrales W', W7, des ¢quations (36)
et (37), vérifient également la condition aux limites et les conditions
initiales qui viennent d’étre définies; posons

les valeurs de W, sont données dans tout le systéme, il

W= W'— W,

W sera encore une intégrale des ¢quations (36) et (37), en sorte que
cette différence vérifiera I'égalité (47).
Mais, en chaque point de la surface X, W' et W” prennent, a chaque
instant, la méme valeur donuée; sur la surface X donc, leur diffé-
M N A d
rence W est constamment nulle ; il en est, dés lors, de méme de ——

J¢
IwW
ot

)

et de

JU 1 9W LW,
dt T o ot o

Au second membre de I'égalité (47), le second terme disparait; il ne
reste que le premier, qui ne peut étre posilif,
Posons

0 = ira (e (8- (32 ()]

K[/ 0*W 0*W WA\ |
*?KW) +<ayoc> +<os az) Ji"‘“'
L’¢galité (47) nous enseigne maintenant que L ne peut étre une
fonction croissante de ¢ Cette quantité L, d’ailleurs, ne peut étre
négative; si donc elle e¢st nulle & un instant quelconque, elle sera
nulle 4 tout instant postérieur & celui-la.
Mais, a 'instant initial, on a, en tout point du systéme,

OW' . OW" SW W
Jt. o’ diE T o
Journ. de Math. (6*série), tome X. — Kasc. 1V, 1914, 48

V/: \\/Il‘
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et, par consequent,
OW IW

W =o, — — o, o =

La valeur initiale de L étant o, on a, quel que soit ¢,

(49) L:O.

Pour que cette égalité (49) soit vérifiée, il faut et il suffit qu'on ait,
en tout point du systéme et a tout instant,

w_,
de
(—)—g::-'o . f)—('—]-:0 gp—::o
ox ’ dy ! 05 ?
i2W »w »?PW

dzar = d_)fdt:O’ gzt = °

Les égalités de la seconde ligne peuvent, en vertu de la défini-
tion (35)de U, s’écrire

1OW IV
p ox or gt
LW W
p oy dyot —
1OW L PW
PR ZEr P TR

Combinées avec les égalités de la troisiéme ligne, elles donnent les
égalités

oW W oW

9z dy oz

= o,

En vertu de ces égalités, W qui est, dans tout le systéme, une fonc-
tion continue de z,y, 5, aura méme valeur, & chaque instant, dans
tout le systéme; mais sur la surface qui borde ce systéeme, W est
constamment nul; on a donc, & tout instant et en tout point du
systeme,

W=o
ou
W =W,

ce qui démontre la proposition énoncée.
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Au lieu de supposer que la valeur donnée, en tout point de la sur-
face et é tout instant, soit celle de W, on peut supposer qu'elle soit

celle de 2, la démonstration précédente peut se reprendre presque

dN 5
textuellement; elle nous apprend que les deux solutions W’ et W” du
probléme ne peuvent différer I'une de I'autre que par une quantité

indépendante de z, v, z, ¢

18. Avant d’énoncer et de démontrer la seconde proposition, défi-
nissons ce que nous entendrons par stabilité électrostatique inté-
grale.

Imaginons qu'en chaque point de la surface X qui limite le systéme
étudié, la fonction potentielle électrostatique totale W garde une
valeur indépendante de ¢, la méme en tous les points de la surface X.
Sur un tel systéme, I'équilibre électrostatique est possible. S'il est
établi, la fonction W a méme valeur dans toute 1’é¢tendue du systéme;
le champ électrostatique total, dont les composantes sont

] W _ 0w, 0w
{50) X-—-Ev; Y=—¢ ()) L=—c¢ 5z
est nul en tout point du sysiéme; il en est de méme de la vitesse de

variation de ce champ, dont les composantes sont

Gy X goWo N eW o gz oW
o =t ozar ot dy ot’ at — d at’
et de I'accélération de la variation de ce champ, dont les compo-
santes sont
X W FY | PW PL__ OW

(52) e dxdF R TV T N e azatz

Prenons notre systéme a la surface duquel la fonction W garde une
valeur uniforme et constante, puis, en chaque point de ce systémeet &
I'instant initial, donnouns des valeurs généralement différentes de zéro
au champ électrique, a la vitesse et & 'accélération de la variation de
ce champ; a I'instant ¢, le champ aura en général, au sein du systéme,
une valeur différente de zéro. Si, aux valeurs absolues initiales du
champ, de la vitesse et de ’accélération de sa variation, on peut,
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dans tout le systéme, imposer des limites supéricures lelles qu’on
ait, quel que soit t,

(53) f(X2+Y2+Z2)dm<P,

P édtant une quantité positive quelconque donnde d’avance, nous
dirons que le systéme posséde la stabilité électrostatique intégrale.

19. Cette définition posée, nous allons démontrer que le systéme
considéré posséde la stabilité électrostatique intégrale.

En chaque point de la surface X, la fonction W garde une valeur
JW  2W
ot g
%[ZJ- sont des quantités nulles; au second membre de I'égalité (47), le

indépendante du temps; en ce point, donc, et, partant,

second terme disparait; il n’y demeure que le premier terme qui ne
peut étre négatif. Si donc on garde 4 I. le sens que d¢finit I'éga-
lité (47), cette quantité L ne pourra pas étre fonction croissante de ¢;
en désignant par L, sa valeur initiale, nous pourrons écrire

(54) LZL,.

Cette inégalité (54) exige qu’on ail les deux inégalités
()U)ﬂ JUN® . (QUN' T, . Lo
@ &)+ (F) (&) e
! WAAVAY " 9* W\ 0?W\?
/ <
(56) fK [(dwl> +<()_)’0l) +(0wt)]dm,_.o.l,o.
D’autre part, nous avons, par les égalités (50),

f(X2+Y?+ i*) do = s”f[(gg)z—k <%\—;—>2+ (\%\-Z:\)z]dm.

Si R désigne la plus grande valeur que prenne, au sein du systéme, la
résistance spécifique p, cette égalité nous permettra d’écrire

(57) f(X‘+Y2+Zz)dmis’znﬁf{-;qu%\;x)g%- (%)24— (%—)2]415.

L’identite

(a—b)=2(a*+ b*) — (a + b)?
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donne 'inégalité
(58) (@ — b)*Z2(at+ b?).

Or, P'égalité (35) nous permet d’écrire
[a (Y () AR
o* L\ oz + dy 0z
CLT/OU W /oUW U W
’f[(%”‘l{ dz dl +(¢)—y_—K ()ydt) + (do —K dzda) ]dw'
['inégalité (58) nous donne alors
1 [/ OWN? IW\? oW
oo [El(E) (F) (%) ]
aU /oL oU
f(3) (5) () |
LW 7 0tWNE /W
+9fl\2l<().r()t> <l)y()t> + <();dt> ]dw.

Soit %’ la plus grande valeur que prenne, au sein du systéme, le
coefficient de polarisation di¢lectrique K’. Nous aurons

AL A AN A%
2
(60) ,/K [(r)x()l) +<())f()l> + (t)z()t) ]dw
/‘”'fK' '('o'!w)2+ RWN (WA
=7 \ 0z i dy ot RERT '

Les inégalités (55), (56), (57), (59) et (60) nous fournissent I'iné-
galité suivante :

? T 1\ R2
(61) f(xi+ Y2+Z’)c1mg(_'_‘_"_f%i_él§.|,o.

L’inégalité (53) sera donc certainement vérifiée, quel que soit ¢, si
I'on a

!
6 P L —
(62) ]°<(|+[|'n:a’;(")R'3P

Pour que la proposition énoncée soit démontrée, il suffit désormais
d’établir ceci: Aux valeurs absolues initiales du champ électrique
total, de la vitesse et de 'accélération de la variation de ce champ, on
peut assigner des limites supérieures telles que L, soit strement infé-
rieur 4 n’importe quelle quantité positive donnée d’avance.
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Or, il est tout d’abord évident qu’on peut assigner ces limites supé-
rieures de telle fagon que deux des trois termes dont la somme com-
pose L, soient inférieurs & n'importe quelle quantité positive donnée
d’avance; les deux termes dont nous voulons parler sont les valeurs

initiales de
27ts’f gp—>2 d—q>2 (29 Naw
_(dx + oy +\
I ANEAAS *W \? J*W\?
ZfK [(()w ac) + <<)y()t> + (a: ()e> ] @.
Reste & établir qu’il en est de méme pour la valeur initiale de

EZI
\/zna/\f<-d~t> dw.

Pour cela, il suffit de prouver qu'on peut assigner les limites
supérieures en question de telle maniére que la valeur absolue de

et de

U _1W o PW
ot~ p Ot ot
soit inférieure & n'importe quelle quantité positive donnée d’avance.
Prouvons-le.
L’égalité précédente donne

Ul v
oc )= p ()t dt‘
2 3
% et %2—,—7\5 sont nuls en tout point de la surface £ qui borne le sys-

téme. Soient donc :

M un point quelconque du systéme,
M, un point de la surface Z,
M, M un trajet quelconque joignant le point M, au point M.

Nous aurons, au point M,

oW _ PW L OW W
T)T’f,m(dxoz T oya Y )

*W ' <03W dz + W dy + A\ d-)
Iz ,/“M dx ot* dyde2 ™™ ' dzder )"
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Soient A et w les plus grandes valeurs absolues initiales prises, au
sein du systéme, par la vitesse et par 'accélération de la variation du
chamyp; soit D la plus courte distance du point M & la surface Z.

Nous aurons, a l'instant initial,
IW D 1w gD
et ¢

Y

50|

et, par conséquent
" Y bk
gt <:(p # e

Il est évident qu'on peut limiter supérieurement A et w de telle
1 P P (&

maniére que la valeur absolue initiale de %[7) soit, en tout point du

systéme, inférieure 4 une quantité positive quelconque donnée
d’avance.
La proposition énoncée est donc démontrée.

20. Cette proposition est complétéc par celle que nous allons
établir.

Au second membre de I’égalité (47), le second terme est, nous
I’avons vu, égal & zéro. Dés lors, en vertu des égalités (48) et (51),
cette égalité (47) peut s'écrire

dL ! 1] /70X\? IYN® 97\?
o F=—n (&) (F) (7 ]
La quantité L posséde ces deux caracléres :
Elle ne peut jamais étre négative;

Elle n’est jamais fonction croissante de .

Dés lors, elle admet une limite inférieure positive ou nulle; ou bien
elle atteint cette limite & un certain instant et lui demeure ensuite
constamment égale; ou bien elle tend vers cette limite lorsque £ croit
indéfiniment.

Dans le premier cas, a partir d'un certain instant, %]7‘ demeure

. Cy dL .
constamment égal a zéro; dans le second cas, - lend vers zéro
lorsque ¢ croit indéfiniment.

En tous cas, on peut donner & ¢ une valeur assez grande pour que
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IX\? JdY\?2  /0Z\?
JUG)+ (%) (&) ]
relative a chacun des corps homogénes du systéme et, partant, pour
que la méme somme relative a tout le systéme soit désormais plus
petite que n'importe quelle quantité positive donnée d’avance.
Il en résulte que ¢ croissant indéfiniment, lu vitesse de variation

du champ tend vers zéro en tout point du systéme, sauf peut-éire
en ceriains poinis qui ne composent pas un volume fini.

la somme

21. Venons maintenant 4 'examen du cas, délaissé jusqu'ici, ot la
constante de Helmholtz est nulle :

(64) k=o.

Dans ce cas, si l'on tient compte de I'expression (35) de U,
I’égalité (36) devient

oW e

(63) (l+£|7te’K’)A—Jt—+ AW = o,

tandis que I'égalité (37) devient

0 0w
)()n, ot
OW  fre’ OW  Lme' OW

J
hoel Ky Yo O | ATE OW | aTmE dW
(1 ameh, Jdn, Jt + py dn, pr Ony

(66) (1 + 4me K|

Il est immédiatement évident qu'on ne peut plus, a U'instant initial,
choisir arbitrairement dans tout le systéme les valeurs de W, de %}—y,
*W
de T
Si, 4 un instant donné, W a, en tout point du systéme, une valeur

N * A M l)VV
connue; s1, au meme instant, T

point de la surface X qui borne le systéme, on sait qu’il ne peut exister

a une valcur connue en chaque

: I - : W
deux déterminations distinctes pour la valeur prise par %7— en chaque

point du systéme.
En s’appuyant sur ce premier résultat et sur les égalités qu'on
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ohticnt cn différentiant les égalités (65) et (66) par rapport a ¢, on
peut ¢tablir cette autre proposition :
Si I'on connait en outre, & l'instant considéré, la valeur prise

[

W . v -
par —- en chaque point de la sprface %, la valeur de —57 en chaque
point du systéme n’est pas susceptible de deux déterminations dis-
tinctes.

Supposous, en particulier, que W prenne, en tout point de la sur-

A Y. ’ dw
face I, unc méme valeur Cindépendante du temps ¢. —= sera alors

constamment ¢gal a zéro en tout point de la surface E. On vérifiera
celte condition ct leg équations (65) et (66) si I'on pose, en tout point
da systéme,

6 S L —_ -y
(67) J! oy -~ gwe l\’)(w ).
DVapres ce qui vienl d’¢lre dit, ce scra certainement la valeur
de aud
Jt

L’égalité (67), vérifiee dans tout le systéme, nous donnera,
d’ailleurs, les égalités

FO*W fme! oW

\ dzdt ™ p(1+ 4md'K’) oz’

I*W f e’ JWwW

(68) dydt—  p(1+4me'K) dy
' FW Lme’ oW

0:0L ~ p(1+ (neK') 95

dont nous aurons & faire usage.

Si donc la surface terminale du systéme est maintenue & un niveau
potenticl électrostatique tolal uniforme et constant C, si 'on désigne
par W, X, Y,, Z, les valeurs initiales de W et des composantes
X, Y, Z du champ électrostatique total, on aura, en vertu des éga-
lités (67) et (68),

o o

(69) W C = (W,—C) ¢ T ieem
(70) ([ X=X, ¢ 7w,

e ¢
/ ————
— (4w W
Y = Yo e ¢ * by
_ [y

— !
' = Zoe puri+ene'h

Journ., de Math. (6¢ série), tome X.— Fasc. 1V, 1914, 49
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22. Les équations (70) conduisent aux conclusions suivantes :

En chaque point du systéme, le champ électrostatique tolal
garde, au cours du temps, une direction invariable.
St le pouvoir inducteur spécifiqgue d’un des corps du systéme est

négaltif :

1+ 4’ K <o,

en tout point de ce corps oi la valeur initiale du champ électrosta-
ligue total west pas nulle, la valeur absolue de ce champ croit
au dela de loute limite avec le temps. Sur un tel systéme, donc,
léquilibre électrigue est insiable.

Si, pour tous les corps du systéme, le poucoir inducteur spéci-
Jique est positif :

14+ 47’ K'> o,

la valeur absolue, en chague point, du champ électrostatique lotal
décroit sans cesse el tend vers zéro lorsque le temps croit au dela de

toute limite; le systéme posséde donc la stabilité électrostatique
ponctuelle. '

Cette stabilité poncluelle entraine, bien entendu, la stabilité inté-
grale qui se peut d’ailleurs vérifier directement, puisque les éga-
lités (70) donnent I'égalité

8T’

f(xu-Y2+Z2)dw:fe"m‘(xg+m+zg)dm.

23. Supposons que le pouvoir inducteur spécifique ne soit nul
pour aucun corps du systcme. Supposons qu’on donne la valeur

de W :

1° A tout instant, en lout point de la surface T qui borne le
systeme; '

2° A linstant initial, en tout point du systéeme.

1l ne peut exister deux intégrales distinctes des équations (65)
et (66).

Supposons, en effet, qu'il en existe deux, W’ et W”| et soit

W=W'—-W.
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Comme W’ et W”, W vérifie les ¢quations (66) et (67). En chaque
point de la surface X, et & chaquc instant, W’ et W” prennent la
méme valeur; W est donc constamment nul sur la surface £. Dés lors,
W vérifiera I'¢galité (69) apres qu’on y aura donné a C la valeur zéro.

D’autre part, en tout point du systéme, W’ et W” ont méme valeur
initiale; W, est donc nul en tout point du systeme. L'égalité (69)
montre alors que W est nul, en tout temps, dans tout le systéme, ce
qui démontre la proposition énoncée.

Une partie des propositions qui viennent d’étre établies pourraient
étre déduites soit de 'égalité (40), soit de l'égalité (47); mais cette
déduction, moins rapide que la précédente, fournit des résultats
moins complets.

CHAPITRE III.

DETERMINATION DES FONCTIONS TOTALES DE HELMHOLTZ.

24. Supposons désormais qu’'on ait déterminé la fonction poten-
tielle électrostatique totale W, ct voyons comment on déterminerales
fonctions totales de Helmholtz ¢, ¢, a.

Les égalités (3), (4), (27) et (28) nous donnent

o= L{a W +_a_()5
T ox Va2 ot
*W a 0*¥
K[l L0,
(E 9z ot V2 ()l2>

Celte égalité, jointe aux égalités (12) et (25), donne

__hme aW rv ¢PW
=" dx+(4ﬂeK—k+|)~dzdt

(71) 0

22 na 9F 02 F
> —(-}7+2\/§naK—5t—2--

D’aatre part, les égalités (24) donnent

0C  JB _ eaK 210__*_02’0 d (09 Q@
dy dz T\ L9y? d3? _.(7;<7);+7;>]
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ou bien, en vertu des égalités(13) et (24),
0C 0B ek ea kK 9*W
—_———— — —— A0 —————
dy 05 /3 A0 + ya drol
La premiére égalité (15) devient alors

—_ 2
(72) A‘D:2\/21rsaKA’C)+z\/§naakK%-

Multiplions les deux membres de I'égalité (71) par —% (1 + 4meK)

et, membre & membre, ajoutons le résultat obtenu et I’égalité (72),
en observant que

a .
2 -—:_’(')-{—-‘I’:»T,
(27) 7
et nous trouvons la premiére des trois égalités suivantes :
- amatp OF o 1 027
! 2
:'zﬁnasp. IW - _{(#D,_k) ) W,
P dz /2 oz Jt
, _2maip of 2,100 924
; A¢ ] amalpK g
(73) < __2Vamadp ()W+ a (D’ k)()zW
= e————— — — ~———y
R Jy 01
amatp 0JC 5 11 923
AJC — P —D—t— -—2Ta p.K 7)'—[;'
14 2
_2Voradp oW | a o gy OW
P = Vs 9z ot

Les deux derniéres égalités (73) s’établissent par une démonstra-
tion analogue.
Dans ces égalités,

(74) p =1+ 4meK
est la perméabilité magnélique du corps considéré et
(75) D=1 + 4re'’K’

en est le pouvoir inducteur spécifique.



LE PROBLEME GENERAL DE L' ELECTRODYNAMIQUE. 383

Chacune des trois fonctions 4, G, j¢ vérifie une équation aux
dérivées partielles dont le second membre est connu lorsque la fonc-
tion W est déterminée.

Nous savons, par le n° 4, que la traversée d’une des surfaces de
discontinuité du systéme n’introduit aucune discontinuité dans les
- dérivées partielles du premier ordre de chacune des fonctions ©,©, ®.
D’autre part, en vertu des égalités (24), I'égalité (21) devient

ab 9P a0 90
I o = 2y/2meaK (_()—)7 ~ —-)[cos(n,, ¥) =+ cos(na y)]

N 5
- (%l:- o j[cos(n,, 5) 4+ cos(ng, 3)]

ou
db  9®

an, " om, T

Le magnétisme doit donc se distribuer sur le systéme de telle
fagon que les dérivées particlles de la fonction @ ne subissent, elles
non plus, aucune discontinuité a la traversée de I'une des surfaces de
discontinuité du systéme. Il en est de méme des fonctions W et X,

Dés lors, les égalités (26) nous apprennent que, dans tout le sys-
téme, les trois fonctions 7, (;, 3¢ sont continues ainsi que leurs dérivées
partielles du premier ordre.

25. Posons, pour abréger,

| ¢ _2V2madpu dW  a I O*W
F= p dx +\/;(pD A)dxdt’
avamad'p OW  a W
(76) C=——— "HE"* Py
H— 22 mas’p ()W _a_( /c)d w
p \/" dz ot
Les équations (76) deviennent
(o 2matp OF . ,09’_‘
\A-)‘—-————p——--(ﬁv-znay.l( o _.T,
,_ematp 0G24
(77) ‘ A(’ P) It 2Ta IJ'K )t2 _G'
JAJQ—M()JC 2apK’dJ€_H.

Jt
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Remarquons de suite que, si . K’ n’est pas nul, ces équations per-
mettent de choisir arbitrairement, & 'instant initial, les valeurs de
ja (le 569
0F oG 9%

o’ 9’ ot

Elles détermincent alors, en tout point du systéme, les valeurs initiales

de ,
730G e
gz’ 9’ o

Multiplions par §dw les deux membres de la premiére équation (77)
et, pour le volume entier du systéme, intégrons le résultat obtenu;
nous trouvons ainsi I’égalité suivante :

. d F .08
Ta E'Tfy'(g_'_]\ 57)"”[6

-_—_féfAIfdw+ 21ra2f;,¢K’<%;>2 dw ——/'F.wa.

Une intégration par parties, portant sur le premier terme du
second membre, transforme cette égalité en la suivante :

- 2i (.’T_’ :ﬁ‘f ¥
(78) nat o ¢ p+Kdt ¥ dw

F\2 7\ 2 2
=S () (5) = () —moe(5) ]
. 0¥
— Fdo— | §—=d2.
fF ¥ de ff de

Pour les fonctions G et 3¢, on peutécrire deux égalités analogues.

Supposons qu’en tout point de la surface T on garde a la fonc-
tion W une méme valeur C indépendante de ¢, et aux fonctions §, G, 7e
la valeur o. De telles conditions seront compatibles avec un état
d’équilibre électrique sur tout le systéme.

Supposons la constante k de Helmholiz positive ou nulle, et le
coe fficient de polarisation K' positif ou nul pour tous les corps du
systeme. Si la perméabilité magnétique . est négative pour tous
les corps du systéme, Uéquilibre électrique est instable dans les
conditions considérées.
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Les conditions imposées & W et & 7 en tout point de la surface Z
font, au second membre de I'égalité (78), ¢vanouir le troisiéme
terme.

D'autre part, pour démontrer I'instabilité de I'état d’équilibre,
nous pouvons particulariser la perturbation initiale.

Si k est positif, nous pouvons, a I'instant initial, choisir arbitraire-~

ment, cn tout point du systéme, les valeurs de W et de %—[-, a la seule

condition de ne pas contredire & cc qqui a ¢té supposé aux divers points
de la surface . En particulier, nous pouvons prendre, en tout point

du systéme,

. OW
W~—-(_A, '7[——.0

Nous savons, alors, qu'a tout instant et en tout point du systéme,

W sera égal & C et ()()_\:V 4 zéro, cn sorte que la quantité¢ F y sera
constamment nulle.

Si & est nul, nous pouvons, &4 I'instant initial et en tout point du
systtme, prendre arbitrairement la valeur de W, pourvu que cette
valeur se réduise 4 C en tout point de la surface =. En particulier,
nous pouvons, cn tout point du sysltéme et & cet instant, prendre
W = C. Alors, en vertu de l'égalité (69), dans tout le systéme et a
tout instant, nous aurons W =C, en sorte que la quantité F sera
encore nulle.

Si nous posons
(79) M :/‘#(.y; %—K'j—d’—j>//m,

'égalité (78) se réduira a

{ 7\ 2 ,'. 2 _’(’ 2 3\ 2
o 8 [ () (e (8 o

K"¢étant positif et p négatif, le second membre de I'égalité (80) ne
peut étre que nul ou négatif. D’ailleurs, pour que ce second membre
soit nul, il faut qu’on ait, en tout point du systéme,

i)i—'-o ()j—o -()i;*o
de = 77 dy — Js
0F

?)—[':O.
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Comme, dans tout le systéme, F est supposé fonclion continue
de x, y, 5, les trois premiéres égalités exigent que § ait méme valeur
dans tout le systéme; et comme, sur la surface Z, cetle valeur est zéro,
ces égalités exigent qu’on ait, dans tout le systéme, § = o et, par con-
séquent, que la quantité M soit égale & zéro.

Dés lors, si la valeur initiale de M est négative, M demeurera sans
cesse négatif, sa valeur absolue sera fonction croissante de ¢ et croitra
au dela de toute limite avec ¢.

Or, comme nous disposons arbitrairement, sauf sur la surface X,

" oF . .
des valeurs initiales de & et de ;)-‘;, nous pouvons toujours faire en
72 oF\ . cip s o e C
sorte que <—;— + K’ﬁ-{-)-£> soit positif a I'instantinitial; la valeurinitiale
de M est alors négative, ct la valeur absolue de M croit au dela de

toute limite avec 2.
Il faut pour cela que la valeur absoluc de 'une au moins des quan-

tités suivantes '
B 0593
f o 7 dw, ﬁJ. K'3 0z dw,

ou bien encore 'une au moins des deux quantités

<y '/g ()_T;
f,r dw, '/,a T vy

croisse au dela de toute limite avec ¢.

=

. . 0¥
Partant, 'une au moins des deux quantités § et - a une valeur

absolue qui, en certains points du systéme, croit au dela de toute
limite avec ¢. Cette conséquence est incompatible avec la stabilité de
Péquilibre électrique.

26. Supposons maintenant que lu constante k de Helmholts soil
égale & zéro; supposons que, pour tous les corps du systéme, la per-
méabilite magnétique 1. soil positive et le coefficient de polarisation
diélectrique K' négaltif; nous savons que, sur le systéme consideré,
Véquilibre électrique posséde la stabilité électrostalique intégrale ;
mais il est affecté d'instabilité électrodynamique.

Nous pouvons reprendre a peu pres textuellement le raisonnement
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qui précéde. La quantité M, & laquelle nous avons pu donner une
valeur initiale négative, demeurera sans cesse négalive; sa valeur
absolue sera fonction croissante de ¢ et croitra au dela de toute limite
avec ¢.

Pour cela, il faudra que la valeur absolue de la qudntne

f[.}.K’ ———dm

croisse au dela de toute limite avec ¢; partant, qu'au moins en cer-

tains pomts du systéme, la valeur absolue de 'une au moins des quan-
tités Fet — d croisse au dela de toute limite avec ¢; par la se trouve

justifiée la proposition que nous avons énoncée.

27. Revenons & la premiére équation (77); multiplions-en les deux
-2
membres par %’%dar et intégrons, pour tout le volume du systéme, le

résaltat ainsi obtenu; nous trouvons ’égalite

( ,d ,[0F . DARS
/A|—~dm mfjl\( )dm-— n(zf <(”)l~.fl—-d

Une intégration par parties, portant sur le premier Lerme du pre-
mier membre, transforine cette égalité en la suivante

A PT(OF . (95N (RN o

(Sl) -{—/7 [<;}~5) —+ (J;) - <()—::> 2T A }J.l\ (B—[) J dw
e g ¥ ﬂ-’ . JOF 0F \ ‘ﬂ
= 41m‘/p(dc) do )jc)t ()\Z lddm

Nous allons tirer diverses conséquences de celle égalité.
La premiére sera la suivante :

Supposons que, pour tous les corps du systéme, le coefficient de
polarisation diélectrique et la perméabilite magnétique soient
posilifs ou nuls. Si la fonction W a été déterminee au préalable; si
la valeur de la fonction § est connue, a loul instant, en tout point de
la surface ) qui borne le systéme; st, a Uinstant initial, les valeurs

0¥ , s
de § et de =7 sont données dans lout le systéme, on ne peut trouver

~

Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. IV, 1914 J0
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deux intégrales distincles de 'équation (77), continues dans toul
le systéme ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre.

Chacune des deux fonctions ¢ et 3 donne liew a un théoréme
analogue.

Supposons, en effet, qu'il existe deux intégrales, ' et §”, de I'équa-
tion (77) et posons

§ =55

La fonction § vérifiera I'équation en laquelle sc transforme I'équa-
tion (77) lorsqu’on y fait F = o} partant, elle vérifiera ce que devient
I'égalité (81) aprés qu’on y a fait F = o.

En chaque point de la surface X, on a, & chaque instant § = §”,

partant § = o, ce qui entraine % = o. L’égalité (81)se réduit donc i

AN [ [0F\?
(82) ‘7{?——‘-4“61_/; (—()7> dﬁ)‘,

égalité dans laquelle

52 CaF N\ F\? COF 2
(83) N:f[(%) + (-‘3}—’) + <§> +amatuk (5 J(/m.

D’aprés I'égalité (83), la quantité N ne peut jamais étre négative.
D’aprés I'égalité (82), ou la permeéabilité magnétique w est positive
ou nulle pour tous les corps du systéme, la grandeur N ne peut
jamais étre une fonction croissante de £ Si donc elle est nulle &
I'instant initial, elle demeure constamment nulle.

Or, a l'instant initial, on a, en tout point du systéme,

gz, 9_97
at at
ou
F—o,  U_
Jt ’

ce qui entraine I'égalité a zéro de la quantité N.
On a donc, quel que soit ¢,
N=o.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut qu’on ait, & tout instant et én tout
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point du systéme, ’ .
0¥ o5 0F

8 — =0 — =o0 =
(84) oxr ! dy ! Jz

Si w et K' sont positifs et non pas nuls, il faut, a ces égalités,
joindre I'égalité
oF
La fonction ¢ étant continue dans tout le systeme, les égalités (84)
exigent qu’a un méme instant clle ait, dans tout ce systéme, la méme
valeur; or, a tout instant, elle est nulle en tout point de la sur-

face 2; on a donc, dans tout le systéme et & tout instant, § =o ou

<t __
Fl= "

ce qui démontre la proposition énoncée.
Si, au lieu de donner, en chaque point de la surface X et & chaque

. . F
instant, la valeur de ¢, on donne la valeur de gﬁ’ on peut encore,

avec unc trés iégére modification, reprendre la démonstration précé-
dente; on obtient les égalités (84); elles nous apprennent que les
deux solutions § et §” du probléme ne peuvent différer I'une de
I"autre que par une fonction du temps, la méme en tous les points du
systéme. Si, en outre, ni u. ni K’ n’est égal a zéro, on peut écrire
I'égalité (85), ct cette fonction du temps se réduit 2 une constante.

28. Le champ électrodynamique et électromagnétique a pour
composantes

a OF _ a 9§ . a 0%

~Ge PTTnRuw CTTha

Le champ électrique total a pour composantes

T‘t
|
|

(86) o=

X+N, Y+5 Z+ &

Imaginons qu’a partir d’un état d’équilibre on impose au systéme
une perturbation initiale, et qu’on le maintienne ensuite dans des
conditions bien déterminées; si, aux valeurs absolues des grandeurs
qui définissent la perturbation initiale, on peut imposer des limites
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supcérieures telles que
j(~\‘-'2 + 3+ oY) dw

ne surpasse jamais une grandeur positive quelconque, donnée
d’avance, on dit que le systéme jouit, dans les conditions considérées,
de la stabilité électrodynamique intégrale.

Si, d’une fagon semblable, on peut empécher

[[(X+~\i)'~‘+(Y+:\7)?dm+(Z+'1~)3]dzs

de jamais franchir une grandeur positive quelconque, donnée
d’avance, on dit que le systéme jouit, dans les conditions considérées,
de la szalbilité électrique intégrale.

29. Supposons la constante de Helmholts nulle ou positive. Con-
sidérons un sysiéme exclusivement formé de corps dont le coeffi-
cient de polarisation diélectrique et la perméabilité magnétique
soient positifs. Sur toute la surface qui borne ce systéme, main-
lenons a la fonction potentielle électrostatique totale W une méme
valeur C indépendante dutemps. En chaque point de cette surface,
a chacune des fonctions totales de Helmholts, §, g, 3¢, gardons
une valeur indépendante du temps. Ces conditions sont compalibles
avec ’établissement de Uéquilibre électrody namique.

Nous allons démontrer que cet équilibre jouit de la stabilité
électrigue lorsqu’on astreint la perturbation initiale & une condition
particuliére.

Cette condition sera définie de la maniére suivante :

Si la constante &k de Helmholtz est positive, nous prendrons &
I'instant initial, et en tout point du systéme,
oW W _

(87) W=C o9 % ae

Si la constante k de Helholtz est nulle, nous prendrons & l'ins-
tant initial et en tout point du systéme,
W =C.

Les conditions données permettent d’attribuer la valeur C a la
fonction W en tout point du systéme et a tout instant; et ce que nous
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avons dit aux n°* 17 et 22 montre qu’on ne saurait lui attribuer
une autre valeur.

Le champ électrostatique total est donc constammentl nul en
tout point du systéme; le champ électrique total se réduit au champ
électrodynamique et électromagnétique, la stabilité électrique a la
stabilité électrodynamique.

On a, en vertu des égalités (86),

w i [~

o0FC\?
(%) ]
ou bien

i syins 25 f () + () » () ]

m étant la plus petite valeur de la perméabilité magnétique et x' la
plus petite valeur du coefficient de polarisation diélectrique pour les
divers corps du systéme.

Sidonc Q désigne une quantité positive donnée, pour avoir

(89) '/'(.\:2+52+ 2 dw<Q,

il suffira d’avoir
Sff’“Kl (()J‘) < zmsz’

S (5) dwz”;:::‘%
e (s

Mais, d’autre part, I’égalité (82) nous apprend que la quantité N
ne peut jamais étre une fonction croissante de ¢, en sorte que si I'on
désigne par N, la valeur initiale de cette quantité, on a, quel que
soit ¢,

(90)

NENM

ce qui entraine les deux inégalités

o I ()]

[ 0F\?
(92) 2na"’°fy¢K (E) des S N,.



392 P. DUIIEM.

Laissons de coté, pour le moment, I'inégalité (g1), qui nous sera
utile tout & I'heure, et considérons seulement l'inégalité (92). Elle
nous apprend que nous aurons certainement, quel que soit ¢, la pre-
miére des inégalités (go), si, aux valeurs absolues initiales de
0% 0F 9F oF . - .
3z’ Jy’ 95° 9¢’ Mous imposons des limites supérieures telles que nous
ayons

Lrmy

(93) Ny < 3 Q.

On voit ainsi que le systéme posséde, dans les conditions consi-
dérées, la stabilité électrodynamique intégrale.

30. Il serait souhaitable que la proposition précédente fit démon-
trée sans qu’aucune restriction fit imposée & la perturbation initiale;
mais nous n’avons pu, jusqu’ici, obtenir ce résultat; nous ne pourrons
établir la proposition en question, pour une perturbation initiale
quelconque, qu’en lui imposant une restriction d’une autre nature;
nous devrons supposer que le sysiéme soit formé d’un seul corps
homogéne.

Nous supposons positif le coefficient de polarisation di¢lectrique K
et, par conséquent, le pouvoir inducteur D’ = (1 + 4=e'K’).

Si la constante & de Helmholtz est nulle, I'égalité (6g) nous
permet de formuler cette proposition :

Aux valeurs absolues des grandcurs quidéterminent la perturbation
électrostatique initiale, on peut assigner des limites supérieures telles

que les quantités
f(W—C)?dm, f("—;ti)ﬁdm

demeurent, quel que soit ¢, respectivement inférieures & deux quan-
tités positives quelconques données d’avance.

Si la constante de Helmholtz est positive, cetle proposition n’est
plus démontrée; cependant, nous la supposerons vraie, et ¢’est sous le
bénéfice de cette supposition que se poursuivra notre déduction.

Posons

(94) T:M(W——C)-’r—c—lz(pﬂ—k) AR
£ V2 dt
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Dans cette formule, C désigne une constante qui est, pour le
moment, quelconque, mais qui, tout a I'heure, sera prise égale a la
valeur uniforme de W sur la surface Z.

Les égalités (76) pourront s’¢crire

JT JT JT
(95) F= Py G._Iy—, ll___-(_);-

Ajoutons membre & membre, en tenant compte de ces égalités (95),
Pégalité (81) et les égalilés analogues qu'on peut former pour les
fonctions & et ¢. Nous trouvons I’égalité suivante, ol nous avons
supposé que le systéme fat formé d’un corps homogéne unique,

d [[/0F\* 07 \? X , (33
(96) ;TZ/|_<J;> ~+ <—J—;> -+ <~JZ> +anatuK <dt> +...]dw
- *10F 93 5
< .Jdm-—-z./ <m—-d—N+..,>a'a
” ﬂ‘ % () l‘ o JT oK des
de ot T gy o T 05 I :

Dans cette égalité et dans celles qui suivront, le signe ... désigne
des termes qui sont relatifsaux deux fonctions G et J¢ et qui ont méme
forme que les termes, relatifs a la fonction g, écrits avant ce signe.

Dans cette égalité (g6), transformons le dernier terme du second
membre. Le systéme étant homogéne, nous pouvons écrire :

_ f JT 95 L 9T oy It ogey
(()x at gy ot F s ()t)

= ?fTi)- _(l,}_’+££+03€ dw
-7 ()t(()y oy d‘,>

+2fT [%COS(N,$)+0—C005(\',y) -+ (—)'—jgcm(‘l z)] dX.

:—-Ara-

(97)

Si le systéme était formé de corps homogeénes divers, cetle égalité
ne serait plus exacte, car, en vertu de sa définition (94), la fonec-
tion T varie d’une aniére discontinue lorsque le point auquel elle se
rapporte traverse la surface de contact de deux corps diflérents.

D’apreés I'égalité (30), nous avons

0 (979G  0ue ,
15 (55 + 5+ G ) o=k [T G do
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Dans le second membre de cette égalité, remplagons T par son
expression (94), et nous trouvons successivement

d(, ax
fT dt( 0z ) dw

=-4fnaek“f(w o)L a
_ 7__( D’—-/c)dt/(dw) d,

‘ d(, 038
(98) f’l i\ d., ) dw
Aa d IJW \? . A

7= QV_V_>
+[|\/?.1Tas/fpf< o) 4=

Supposons, désormais, queles valeurs de &, (j, sesoient izaintenues
constantes en chaque point de la surface £; nous aurons, & chaque
instant et en chaque point de cette surface,

95 % 93
(99) 7 TR R

Réunissons toutes les ¢galités (96) a (99), et posons

(100) ._f[<32\2 ( r> -+ <g>i+2ﬂ(lglil\"<%\)-—§'...](/m.

Nous trouverons

(101) -——z—[may'f%a[ > ]+\/2/. (0‘)\£V> gdw
ka IW)\?
_;/—2( )d¢f< 0:) dw
- \\Y
_[4\/271'(12':)—{%[(\\’ C)Ld

La quantité k est supposée nulle ou positive; la quantité . est sup-
posée positive; partant, au second membre de I'égalité (101), le
premier terme ne peut étre que nul ou négatif, en sorte qu’on a l'iné-
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galité

(102) l’;l’o—%(pD’—/.')[f(o—d\llydm—f‘(%?:):dw-j

iz P oW — ™ o (W) (2V
~.—4\/zﬂaaplf(\\/ Q) T dw f(Wo b)(dtjdw.

/0

Dans cette inégalité, 'indice o désigne la valeur, a l'instant initial,
de la quantité qu’il affecte.

La quantité K’ est supposée positive; la quantité P ne peut éire que
positive ou nulle; il en est forcément de méme du second membre de
P'inégalité (102), en sorte que ce second membre est égal 4 sa valeur
absolue.

D’ailleurs, si I'on regarde ce second membre comme la somme
algébrique d’un certain nombre de termes, sa valeur absolue sera au
plus égale 4 la sommearithmétique des valeurs absolues de cestermes.

Enfin les deux égalités

[(W~C)+ i’-(;_‘t‘-’r,—_(\v-—c)w (d—‘x>2+z(w—c)"w

ot o’
. oW 12 __ e oW \? JW

dont les premiers membres ne peuvent étre négatifs, nous montrent

que la valeur absolue du produit2 (W—C) %\?— est au plus égale a

L (OWN?
(W — Gyt (07>

En vertu de ces diverses remarques, linégalité (102) entraine
celle-ci :

(103) P‘;Po+2\/:77rae"—r{'f(\\’o-—())‘~’dw
LAWY
) (%) o

+ 2\/5,-.,[15'%] (W=— ()2 dw

a . FOW\?
= k D'— & /18'!— — ) dw.
+\/2( ”L |7 P)f(d‘> ©

Daus cette inégalité, | D’ — k| désigne la valeur absolue de (wD” — k).
Journ. de Math. (6° série), tome X. — Fasc. IV, 1g914. 51

oR

a [ )
e == D=L+ e
+\/2( | |+ 4
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La proposition que nous voulons établir sera évidemment démon-
trée si nous démontrons ceci :

Aux valeurs absolues des données initiales, tant électrostatiques
qu’électrodynamiques, nous pouvons imposer des limites supérieures
telles que P ne surpasse jamais une quantité positive A, quelconque
d’ailleurs, donnée d’avance.

Or nous avons admis qu'aux valeurs absolues des données élec-
trostatiques initiales, on pouvait imposer des limites supérieures telles
que les deux quantités

(W — C)* o, ZALA
il JF)

demeurassent toujours respectivement inférieures & deux quantités
positives quelconques données d’avance. On pourra donc, & ces valeurs
absolues des données électrostatiques initiales, imposer des limites
supérieures telles qu’on ait, quel que soit ¢,

2\/—nae’pf(W C)? dm/'\
, IW A
\/(klpD—/.|+47relJ')f< ) doig

et, en particulier,
2mas /(Wo—aC)" dw S

a r e 0\V> <A
\/_(/f,‘U.D /r|+érsp>f< ot do £

Dés lors, 'inégalité (103) nous permet d’énoncer cette proposition :
Pour étre assuré d’avoir, quel que soit £, 'inégalité
(104) PZA,

12 wl/

il suffit d'imposer aux valéurs absolues des données électrodyna-
miques initiales des limites supéricures telles qu’on ait

A
(105) Poi;"

Ainsi se trouve établic la stabililé que nous voulions justifier.

31. Toutes les fois que, pour un systéme, on a démontré, d'une
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part, la stabilité électrostalique intégrale et, d’autre part, la stabilité
électrodynamique intégrale, la stabilité électrique intégrale se trouve,
par la méme, établie pour ce systéme.
On a, en effet, ‘
(X + )Y =2X2+ 22—~ (X — X0 )2

et, par conséquent,
(X 4+ )22 X2+ a2,

Cette inégalité et deux inégalités analogues permettent d’écrire
f[(x + NP+ (Y + )+ (Z+ 2) ) dw
;f.o,f(xu Yi 4 72) ds + 2j(~\‘-2—+—.’Y2+ ) dw.

Si le systéme jouit de la stabilité électrostatique intégrale, on peut
limiter supéricurement les valeurs absolues des données initiales de
telle maniére que la premiére intégrale du second membre demeure
inférieure a n'importe quelle quantité positive donnée d’avance; si le
systéme jouit de la stabilité électrodynamique intégrale, on peut
limiter supérieurement les valeurs absolues des données initiales de
telle maniére que la seconde intégrale du second membre demeure
constamment inférieure & n’importe quelle quantité positive donnée
d’avance; si donc le systeéme possede, & la fois, ces deux stabilités, on
peut, aux valeurs absolues des données initiales, imposer des limites
supérieures lelles que 'intégrale du premier membre demeure tou-
jours inférieure a n'importe quelle quantité positive donnée d’avance;
¢’est précisément ce qui définit la stabilité électrique intégrale.

Ce théoréme peut étre appliqué au systéme qui a été étudié au n° 30.

32. En un point quelconque du systéme, il résulte des égalités (24)
que le champ magnétique a pour composantes

' (‘—-—-E?_X._Eﬁ f)_q‘g_...‘.)_?.

\ T oz \Z\dy  05)

! _ oV  ea /00 0@
(106) / :)IL———-EJ—}T*V;(?);_—E);)’

( Q‘(,—*-ggx._e_a. 25)__..29
LT s \/5(0.1: 9y /)
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Si l'on applique & ces égalités (106) les calculs qui, des éga-
lités (24), ont tiré les égalités (29), on trouve, en tenant compte de
I'égalité (74),

— (9% _ 94

= H(d}’ ():>

' w e[ 0F 03¢
(107) J]L*——{:(—;_—JI;-),
__e(9g _of

.@’L*,:(az m)

Dans des conditions données, compatibles avec I'¢quilibre magné-
tique, un systéme posséde la stabrlité magnétique intégrale si, aux
valeurs absolues des données initiales, tant électrostatiques qu’élec-
trodynamiques, on peut imposer des limites supérieures telles que
Pintégrale
(108) J:f( £2 4 OIL2 4 2) dis

demeure toujours inférieure a une quantité positive quelconque,
donnée d’avance.
La premiére égalité (107 ) donne

1 & <@ AN
. _ LT eE\gy 95
D’ailleurs I'égalité
BV () 4 (6] (224 28)
(dy 9s) ~ "\ dy . c)s) -Iy-—kd:)
permet d’écrire

o _d6Y:c, (2, (25
dy 0dsz/) =\ dy > dz )~

Sil'on désigne par m la plus petite valeur prise, dans le systéme,

par la perméabilité magnétique w, que nous supposons positive,
I’égalité (108) nous donnera l'inégalité

2¢? d3e\2 9G\* aF\? a3e\? G \* 03«’2]
s [1(5) + (&) (&)~ (%) + (8) + (F) ]+
et a fortiori

<2 (T 4 (S) (2
(109) J=m.‘ [ﬁx + 7 -+ d:) “+... | dw.

A
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On voit, dés lors, que le systéme étudié au n° 29 posséde la stabr-
lité magnétique intégrale.
L’inégalité (g1), en effet, nous apprend qu’on a, quel que soit ¢,

0%\ [IF\? ()j\)'-' <
(91) jT&E)*(ﬁ)*(&,]“EM’
N, étant une quantité positive qu'on peut, en limitant supérieure-
ment les valeurs absolues des données électrodynamiques initiales,
rendre aussi petite qu’on voudra. On peut d’ailleurs, pour chacune
des deux quantités ¥ et G, établir une inégalité analogue & I'iné-
galité (gr1). . _

Le systéme étudié au n® 30 posséde également la stabilité électro-
magnétique intégrale. Nous avons vu, en effet, qu’en limitant supé-
rieurement les valeurs absolues des données initiales, tant électrosta-
tiques qu’électrodynamiques, on pouvait faire qu'on efit, quel que
soit ¢, 'inégalité
(104) PZA,

ol A est une quantité positive quelconque donnée d’avance.
D’aprés P'expression (100) de P, cette inégalité (1o4) entraine

celle-ci : ] ,
9F 12 (9T\r  (0F\: .
JNGE)+ (5) = (5) = Jmsn,

qui assurc la stabilité magunétique intégrale.

CHAPITRE IV.

£TUDE D’UN SYSTEME FORME DE CORPS PUREMENT CONDUCTEURS.

33. Si les corps qui composent le systéme sont des corps purement
conducteurs, incapables de toute polarisation diélectrique, ou bien
encore si ce sont des corps purement diélectriques, privés de toute
conductibilité, les démonstrations exposés aux deux Chapitres précé-
dents requiérent cerlaines modifications que nous nous proposons
d’indiquer d’une fagon rapide dans ce Chapitre et dans le suivant.
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Nous considérerons d’abord le cas ot le systéme est exclusivement
formé de corps purement conducteurs.

La fonction potentielle électrostatique totale W se réduit a la
fonction potentielle Y des charges électriques distribuées sur le
systéme.

En tout point d’un corps homogéne appartenant au systéme, cette
fonction Y vérifie I'équation aux dérivées partielles

’ > -0t Y
dY+[L1£s_AY_2\/uraA 2

(110) A;Z > ————;—~ =0

a laquelle se réduit I’équation (31). En tout point de la surface de
contact entre deux corps homogenes, ccite fonction vérifie la relation
J IY d JY  fGme oY 4me OV

— e e — 4 — —— = 0,

?)—'l—;-()_t_,—dng Jd¢ 01 d/zl+ 01 (7/1—,

(1171)

a laquelle se réduit la relation (33).
Si la constante £ de Helmholtz n’est pas nulle, on peut, & I'instant
initial, choisir arbitrairement, en tout point du systéme, les valeurs

de Y et de %, sous la condition, toutefois, que I’égalité (111) soit

vérifiée en tout point des surfaces de discontinuité.

Quant au cas ou la constante 2 de Helmholtz serait nulle, il est
inutile de I’examiner en particulier; ce qui a été dit au n°® 24 peut
étre répété ici aprés qu’on y aura fait

K'=o, W=T.
. . dY [ . . ’
Multiplions par > dw les deux membres de I'équation (110), inté-

grons pour le volume entier du systéme, et transformons l'intégrale
au moyen d’intégrations par parties ou il sera tenu compte de larela-
tion (111); nous trouverons I’égalité

d ame [ /0Y\? or\? oY \? Varak [0Y\?
e g (15 1(E)  (5)+ (&) ]+ 252 (%) =

\ / \

_ [< A A AL (mf)z -
- f dx()t) dy dt dz J¢
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Supposons qu’en chaque point de la surface X, borne du systéme,
la quantité Y garde une valeur indépendante du temps; alors,

en tout point de la surface X, 0 =; sera nul. Posons

_ 26/ [(OX\T  /OY\* /9 \*| . Vaak [0Y\?
() J=rf 7[(55)*(07)*(75)J+ () |

L’égalité (112) deviendra

(114) %}l‘z*fli<'()+:§!§> <d(;/})t> X, )J

Le second membre de I’égalité (r14) ne peut étre que nul ou

négatif; pour qu’il s'annule d’ailleurs, il faut uef)-—soit nul en tout
bol I q H q ()t

point du sysltéme et, dans ce cas, J est forcément nul ou positif. On
voit donc que, si la valeur initiale de J est négative, J demeurera
constamment négatif, et sa valeur absolue croitra au dela de toute
limite avec ¢.

Or sila constante & de Helmholtz est négative, on peut toujours
faire en sorte que la valeur initiale de J soit négative; il suffit, &
I'instant initial, de prendre, en tout point du systéme,

Y =o, =7 — o0

On voit donc que, si la constante de Helmholiz est négative, le
systéme est affecié d’instabilité électrostatique.

Si la constante de Helmholtz est positive ou nulle, J ne peut jamais
étre négatif; alors, & partir d’une valeur initiale positive, J ne peut
jamais croitre. On en conclut sans peine cette proposition : Lorsque
la constante de Helmholtz est positive ou nulle, le systéme jouit de
la stabilité électrostatique intégrale.

Enfin Pégalité (114 ) permet d’¢tablir cetle autre proposition :

Si la valeur de Y est donnée, a lout instant, en tout point de la
surface qui borne le systéme; si, & Uinstant initial, les valeurs de Y
el de 57 sont donndes en tout point du systéme; si, d'autre part,

la constante de Helmholts est positive, on ne peut trouver deux solu-
tions continues distincles des équations (110) el (111).



4o2 P. DUHEM,

34. Les équations (77), que doivent vérifier les fonctions §, g, 7
se réduisent ici &

AF_ 2Tap ¥

ot
v amat 0
( — — =
(113) < Ag ; 5 G,
2
Age — 25%E Iy
p Ot
Elles permettent de se donner arbitrairement les valeurs initiales de
¥, G, 3; les valeurs initiales de 'Z;f 3(2 d;f sont alors déterminées.

Multiplions la premiére de ces équations par $dw el intégrons
pour le volume entier du systéme; nous obtenons une égalité qui se
transforme aisément en la suivante :

o <o o= [(E) () - ()]

Supposons, en premier lieu, qu’en chaque point de la surface ¥
qui limite le systéme, chacune des fonctions ¢, ¢, Je soit constam-
ment nulle; au second membre de I'égalité (116), le second terme
disparait.

Supposons, en second lieu, que la fonction Y soit maintenue con-
stamment égale & zéro en tout point de la surface £; qu'a I'instant
initial on prenne, dans tout le systéme, Y = o, et en outre, si la con-

, df_ o. Si la constante k& est nulle ou posi-

tive, Y demeurera constamment nul en tout point du sysiéme, il en
sera de méme de I, G, H. D’ou la conclusion suivante : Au second
membre de I'égalité (116), le second terme disparait.

L’égalité (116) devient, dans ces conditions,

od N AN AN A
(117) Ttazf;d‘ dw——f|_<7)—x_>+<;)7>+< >Jdm.

stante k n’est pas nulle

S
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Cette égalité nous permet, en premier lieu, de démontrer la pro-
position suivante :

Si la perméabilité magnétique p. est négative pour tous les corps
du systéme, ce systéme est affecté d'instabilité électrodynamique.

En effet, le second membre de I'égalité (117) est négatif ou nul.
Pour qu'il soit nul 4 un certain instant, il faut qu’on ait, en tout point
du systéme et & ce méme instant,

0¥ 0F oF .
—_— 0 —_— 20 —_— I 0
dr ’ ’

Il faut donc qu’a cet instant la fonction continue ¢ ait, dans tout
le systéme, une méme valeur; celte valeur ne saurait étre que la
valeur o prise par cette fonction en tout point de la surface X. Ainsi

la quantité
[& 5 dw
o P

doit s’annuler a tout instant o le second membre de ’égalité (117)
prend la valeur o.

Si la valeur initiale de § n’est pas identiquement nulle dans tout le
systéme, la valeur initiale de l'intégrale considérée est forcément
négative, puisque la perméabilité u. est négative pour chacun des
corps du systéme; sa valeur absolue va donc croitre au dela de toute
limite avec ¢, ce qu'on peut regarder comme une marque de I'insta-
bilité électrodynamique du systéme.

L’équation (r17) va nous fournir la démonstration d’un autre
théoréme.

Supposons que la fonclion Y ait été déterminée sans ambiguité
pour toul instant et en loul point du systeme;

Supposons que la valeur de § soit donnée, a tout instant, en tout
point de la surface X qui borne le sysiéme, et en lout point du sys-
téme a Uinstant initial.

Si la perméabilité magnétique w. est positive pour chacun des
corps qui composent le systéme, la premiére équation (115) ne peut
admettre deux intégrales continues distinctes.

~

Journ. de Math. (6 série). tome X. — Fasc. IV, 1914, 22
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Imaginons, en effet, qu’elle en admette deux, ¢, §”, et posons
3?___ 5//___ 37'/.

Chacune des deux fonctions §', ¢ est une fonction continue qui
vérifie la premiére équation (115), la valeur de F étant, pour toutes
deux, la méme; ¢ est donc une fonction continue qui vérifie ce que
devient la premiére équation (115) quand on y fait F = o.

# et ¢ prenant la méme valeur en chaque point de la surface Z,
§ est constamment égal a zéro en tout point de cette surface.

¢ vérifie donc I'équation (117).

¢ et ¢" prenant la méme valeur initiale en chaque point du systéme,
la valeurinitiale de ¢ est nulle en tout point du systéme.

La perméabilité magnétique p. étant positive en tout point du
systeme, la quantité

/'E- 5 dw,
P

dont la valeur initiale est nulle, ne peut jamais devenir négative.
D’autre part, d’aprés I'égalité (117), elle ne peut jamais étre une
fonction croissante de ¢. Elle demeure donc constamment nulle.
Pour cela, il faut et il suffit que & soit égal a zéro a tout instant, en
tout point du systéme. Partant, § ne différe jamais de §".
Une derniére proposition nous est fournie par I'inégalité (117).

Sur la surface £ qui borne le systéme, la fonction Y garde
constamment une méme valeur C et les fonctions §, G, 5 sont main-
tenues égales a zéro.

La perturbation électrostatique initiale est nulle, de telle fagon
que, dans tout le sysiéme, Y demeure consiamment égal & C.

St la perméabilité magnétique est positive pour chacun des corps
du systéme, on peut, aux valeurs absolues des grandeurs qui
déterminent la perturbation élecirodynamique initiale, assigner
des limites supérieures telles que

f(:’r’!+ G? + 3¢?) dws

ne surpasse jamais une quaniité positive quelconque donnée
d’avance.
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On peut regarder cette propriété comme la marque d’une certaine

stabilité électrodynamique intégrale, mais non pas de celle qui a été
définie au n° 28.

35. On peut se demandersi la proposition précédente subsiste dans
le cas oit la perturbation électrostatique initiale n’est pas identique-
ment nulle. Nous allons démontrer que cette proposition subsiste
pourvu que les deux conditions suivantes solent vérifides :

1° Le systéme se compose d'un corps homogéne unique;

2° La perméabilité magnétique de ce corps n'est pas inférieure @
la constante k de Helmholts.

Ajoutons membre & membre, en effet, 'égalité (116) et les deux
égalités analogues qu'on peut former pour les deux fonctions G et 7¢;
tenons compte, en outre, des égalités (95); nous obtenons une
égalité que I’homogénéité du corps permet de transformer en la sui-
vante :

(r18) ﬁu’%%f(§’+g2+3€’)dm

() (5~ (8- )

‘0f  0G  9%
+fT -5—‘2;4‘2;-4- ??)dm

+ (1] 2 _peos(N, @ +...1d3.
S o).

Tenons comple maintenant des égalités (13), (16), (25) et (26)
qui nous donnent ici

d:r’+_d_g,' g:f_e_zﬁkdr

dz " dy " 0s I

Invoquons également 1'égalité (94 ), aprés y avoir remplacé W par Y
et D’ par I'unité ; nous trouverons

0fF  d¢ 93¢
(119) fT<5;+@+—()—z—>dw

:-—\/;ﬂkae'% —:{i—tf(Y—CVdm
a aY'\?
— V-;k(p~k)f<-5-t-> ds.
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Si, comme nous le supposons, les fonctions %, ¢, 3¢, sont main-
tenues constamment nulles en tout point de la surface Z, les égalités
(118) et (119) donnent P'égalité

(120) m‘- %f[a(afug,uscn+v’5/:s'<'r~cr-‘l dw

_ J¥ 97\t [0F\? a, NTARS
f[(:)w) <J}7> + ((-)—:-) o ﬁ/'(‘u_h)(;)_[) ]rlus.

Si, comme nous I’avons supposé, la constante k est nulle ou posi-
tive, si elle ne surpasse pasla perméabilité magnétique p., le second
membre de cette égalité (120) ne peut jamais étre négatif. On ¢tablit
aisément alors la proposition énoncée.

En outre, si la constante k est positive, on démontre, 4 I'aide de
cette égalité (120), la proposition que voici :

On peut limiter supérieurcment les valeurs absolues des grandeurs
qui déterminent la perturbation initiale de telle maniére que I'inté-

grale
/( Y —C)ds

ne surpasse jamais une quantité positive quelconque donnée d’avance.

36. Pour un systéme exclusivement formé de corps conducteurs
purs, on peut encore écrire |'équation (81), aprés y avoir remplacé K’
par o. Dans les conditions ou ’équation (81) se réduit 4 I'égalité (82),
nous pourrons écrire ici :

(r21) dgti:—/rrca [‘P<‘d5>

avec

(o2 v=f1() = () (F) ]

L’égalité (121) nous permet de démontrer trois propositions dont
voici la premiére :

En tout point de la surface X qui borne le systéme, on maintient
é la fonction Y une valeur uniforme et constante G. En tout point

de cette méme surface, les trois fonctions §, G, 3& sont mainienues
égales a zero.
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Si la constante k de Helmholtz est positive ou nulle et si la per-
méabililé magnétique est négative pour tous les corps du systéme,
Véquilibre électrigue qui correspond a ces conditions est affecté
d’instabilité électrodynamique.

Supposons nulle la perturbation électrostatique initiale; comme
la constante % est supposée positive ou nulle, on sera assuré que la
fonction Y garde, sans cesse et dans tout le systéme, la valeur C.

L’égalité (120) se réduira a la forme (121).

ILe second membre de I’égalité (121) ne peut étre que nul ou positif.

Pour quele second membres’annule, il faut qu'on ait, en tout point

du systéme, ;
04

9!

= 0.

En vertu de la premiére égalité (115), ol F est, ici, égal a zéro,
cette égalité ne peut avoir lieu 4 un instant donné, en tout point du
systéme, & moins qu’on n'ait en méme temps

AF =o.

Mais comme ¢ est nul en tout point de la surface qui borne le sys-
téme, § ne peut, en tout point de ce systéme, vérifier I'équation de
Laplace, 2 moins d’étre nul en tout point du systéme, cas auquel on a,
en tout pointdu systéme,

i, o, e,
oz~ ' ay — ' az

Si donc, le second membre de I'égalité (121) s’annule & un instant
donné, N s’annule au méme instant. On en conclut sans peine que N
croitra au dela de toute limite avec £ si sa valeur initiale est positive.

Or, pour valeur initiale de §, prenons une quantité qui ne soit pas
identiquement nulle dans tout le systéme. Comme ¢ est nul sur la
surface qui borne le systéme, § n’aura pas, & I'instant initial, méme
valeur dans tout le systéme et I’on n’aura pas, a cet instant, en tout
point du systéme,

-(E 0 -‘E 0 ‘E’_
dz dy — oz
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La valeur initiale de N sera donc positive; N croitra au dela de
toute limite avec ¢, ce que nous pouvons regarder comme une marque
d’instabilité électrodynamique.

Notre second théoréme sera celui-ci :

Supposons la’ perméabilité magnélique positive pour tous les
corps qui composent le systéme.

St la fonction Y est connue, a tout instant, en lout point du sys-
téme; si les fonctions ¢, ¢, 3¢ sont données, a toul instant, en tout
point de la surface qui borne le systéme, et, a Uinstant initial, en
lout point du systéme, aucune des équations (115) ne peut admettre
deuzx intégrales continues distinctes.

Gardons les notations dont, au n® 34, nous avons fait usage pour
démontrer ce méme théoréme.

La fonction ¢ vérifie I'égalité (121) dont le second membre ne peut
étre que nul ou négatif; la quantité N, qui ne peut étre que nulle ou
positive, ne peut surpasser sa valeur initiale. Or, a l'instant initial,
# est nul en tout point du systéme; il en est donc de méme de

97 03 97
dz’ dy’ 0z

La valeur initiale de N est o. Dés lors, N est constamment nul.
Partant, on a, a tout instant, en tout point du systéme,

oF oF _ of

2= T T
en sorte qu'a chaque instant la fonction continue § a méme valeur
en tout point du systéme; mais cette valeur, qui doit étre zéro en tout
point de la surface qui limite le systéme, ne peut étre partout que
zéro. On a donc, en tout pointdu systéme et a tout instant,

F=o
ou

j/ — gll,

ce qui démontre la proposition énoncée.
Voici enfin notre troisiéme proposition :

Supposons positive ou nulle la constante de Helmholtz.
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Supposons positive la perméabilité magnétique de chacun des
corps du systéme.

Imaginons qu’en tout point de la surface qui borne le systéme
la fonction Y garde une valeur uniforme et constante G, et que les
trois fonctions §, G, 3 restent constamment égales a zéro.

Pour toute perturbation initiale qui n’altére ni Y ni (si k est

positif) %—r, Déquilibre compatible avec ces conditions posséde la

stabilité magnétique intégrale.

Dans ce cas, en effet, Y demeure constamment égal 4 C, et F, G
et H & zéro. On peut écrire I'égalité (121). Celle-ci nous apprend
que N ne peut jamais surpasser sa valeur initiale. De ce résultat les
considérations développées au n° 32 permettent de tirer la propo-
sition énoncée.

De l'égalité (121) nous pouvons également conclure que la pre-
miére des trois quantités

fﬁ <-(-)j->2elm. f!f <£)—9:>2dw. g (ﬁydm

p\J¢ p\ ot g\ de

tend vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment ; il en va naturellement de
méme des deux autres. On peut, si I’on veut, regarder cette propriété
comme constituant une certaine espéce de stabilité électrodynamique
intégrale; mais cette stabilité n’esl pas identique a celle qui a été
définie au n° 28.

Les résultats qui ont été établis, en dernier lieu, au sujet de la sta-
bilite magnétique et de la stabilité ¢lectrodynamique, peuvent étre, &
I'aide d’une démonstration semblable 4 celle quia élé donnée au n° 30,
affranchis de toute restriction relative a la perturbation initiale. En
revanche, il faut alors supposer le systéme formé d’un seul corps
homogéne, et admettre les deux postulats qui ont été énoncés au
n° 30. De ces deux postulats il en est un qui peut ici, comme nous
’avons vu au numéro précédent, étre justifié, du moins si la constante
de Helmholtz ne surpasse pas la perméabilité magnétique du corps
qui constitue le systéme.
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CHAPITRE V.

ErupE D’ON SYSTEME FORME DE CORPS PUREMENT DIELECTRIQUES.

37. Nous allons maintenant étudier un systéme formé de corps
dénués de toute conductibilité; pour chacun de ces corps, la résis-
tance spécifique p sera infinie.

Dans un tel systéme, la fonction potentielle électrostatique totale
W se réduit a la fonction potentielle V' de la polarisation diélec-
trique. L’équation (32), vérifiée en tous les points du systéme, se
réduit a

2V/

(123) (.+41:a'K')Av'—-z\/§m/fK"’ v

W:O.

L’équation (34 ), vérifiée en tout point de la surface de contact de
deux corps homogeénes, devient
av’

~— = o.
on,

(126) (14 4K T (14 oK)
1

Ce sont la les équations qui doivent servir a4 déterminer la fonc-
tion V',
A Vinstant initial, on pourra, si la constante k de Helmholtz n’est
pas nulle, choisir arbitrairement, dans tout le systéme, les valeurs
1
de V' et de d—()\-:—,sous la réserve que 'égalité (124), et celle qu'en

déduit une différentiation par rapport a ¢, soient vérifiées; sous la
réserve aussi que soit vérifiée la condition imposée & la fonction V' en
tout point de la surface qui limite le systéme.

38. Multiplions par V'dw les deux membres de I'égalité (123) et,
pour le volume entier du systéme, intégrons le résultat obtenu; nous
parviendrons & une égalité qu’il est aisé de transformer en la suivante :

-— ! — [
f(t+[;1ra’K’)V'AV’dm+z\/2 ﬁaka’(%%—)zdm——2\/2nalrd(—lth’V’%dw.

Cette égalité peut, & son tour, moyennant I'égalité (124), se
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transformer en la suivante :

(123) 2\/51:((/:—‘1]']('\/’2}/—61

NYAAS ovV\2  /oV'\?
== flowimo|(G) + ()~ (%) ]
AR

——2\/;1rach’(\—aT> }das

— [(1—1— fre’ K )V’dv dZ.

D’autre part, multiplions par dw les deux membres de 'éga-
lité (123) et intégrons pour le volume entier du systéme; en vertu de
égalité (124) I'égalité obtenue se transformera en celle-ci :

(126) 9\/z1taA /l\ *({5, —-‘f('—*-lnrs’K’)%%—dZ.

De Pégalité (125) retranchons membre &4 membre ’égalité (126),
aprés avoir multiplié les deux membres de celle-ci par une constante
quelconque C. Nous trouverons I’égalité

(127) 2\/§nakifK’(V’ L)-dldm

== [l (GF) - (F) (5]
—2\/2 nakK' (()V,> sd

. !
-/(n—t—am’l{’)( C)-(-)ldz

Supposons ou bien que la fonction V' garde, en tout point de la
surface qui borne le sysiéme, une valeur uniforme et constante C,
ou bien que le champ électrique soit, en tout point de cette surface,
maintenu constamment nul. Ces hypothéses sont compatibles avec
Pétablissement d'un état d’équilibre électrigue.

Si, pour chacun des corps du systéme, les deux inégalités

(128) 1+ 4ne’K'> o,
(129) kK'<o

sont vérifiées, cel équilibre est insiable.
Journ. de Math. (6 série), tome X. — Fasc. IV, 1914. 53
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En effet, au second membre de I'égalité (127), le second terme
disparait en vertu des hypothéses faites.

Grice aux inégalités (128) et (129), le premier terme ne peut étre
que négatif ou nul. Pour qu’il soit nul, d’ailleurs, il faut qu’on ait, en
tout point du systéme,

v’ V' V' AR
7;:0, -a—;-::o, —(}?::0. W:

cas auquel la quantité
!
/ffK’(V’ C)i’-v-dm

est égal & zéro. Si donc, a I'instant initial, cette quantité est négative,
elle demeurera toujours négative et, avec le temps, sa valeur absolue
croitra au dela de toute limite.

Or, aprés avoir, a I'instant initial, donné 4 V, en chaque point du
systéme, une valeur généralement différente de C, mais qui se réduise
a Cen tout pointdela surface £, et qui vérifie I'égalité (124 ) en chaque
point d’une surface de discontinuité, nous serons libres de prendre,
a ce méme instant initial et en chaque point du systéme,

oL
S =MV'—C),
A étant une constante positive. Alors, en vertu de 1'égalité (129), la

valeur initiale de
t)V’
[I dw

sera slirement négative, et le théoréme énoncé scra démontré.
De ce théoréme nous pouvons tirer deux corollaires :

1° Il existe certainement des corps dont le coefficient de polarisa-
tion K’ est positif. Pour un systéme formé de tels corps, Uéquilibre
électrique serait instable si la constante k de Helmholts était néga-
tive, en sorie que celle hypothése doit étre rejetée.

2° Supposons positive la constante k de Helmholts; on ne peut
admettre Uexistence de corps dont le coefficient de polarisation
diélectrique K’ serait négatif et le pouvoir inducteur spécifique
(1 + 4=’ K') positif; sur un systéme formé de tels corps, en offet,
Céquilibre électrique serait instable.
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39. Laissons de c6té, pour le moment, le cas ou la constante de

Helmholtz serait nulle. Supposons, désormais, que cette constante
soit positive :

(130) ' /‘A>O,

el qu’il en soit de méme, pour toul corps du systéme, du coefficient
de polarisation diélectrique :

(131) K'>o.

Multiplions® p“u - dm les deux membres de I'équation (r23) et

intégrons, pourle volume entier du systéme, le résultat de cette mul-
tiplication; nous obtiendrons une égalité que I'égalité (124 ) permet
aisément de transformer en la suivante :

AN N2 \'d
(132) 7 f (1+4me' KN Rd /) + ((-g—/-) +(%:—>2_l
- - (9V'\]
+2\2makK (—d—c—) sclri!
L OV OV
+2‘f(l—|—[msl() 5 deE

Cette égalité (132) va nous permettre d’établir deux propositions
dont voici la premiére :

Si l'on se donne & chaque instant, en tout point de la surface T
VI
qui borne le systéme, soit la valeur de V', soit la valeur de 5 st,

a Uinstant rmual on se donne, en tout point du systéme, la valeur

de V' et celle de

distinctes des equalzons (123) et (124).

y iU ne peul cxister deux intégrales continues

Supposons, en effet, qu’il en existe deux, V” et V”, et posons
pPp ) | )  €LD
VI — V7 V",

Chacune des deux fonctions continues V”, V” vérifiant les égalités
(123) et (124), on peut en dire autant de leur différence V', en sorte
que V' vérifie I'égalité (132).

Mais, en chaque point de la surface }I, on a ou bien V'=V", ou
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R ()V// . ()V’”. . , \ ovl _ . ,
bien & = Z<; on a donc ou bien V'=o0, ou bien 5= =o; la pre
miére de ces deux égalités, vérifiée quel que soit 7, entraine d’ailleurs

[
d—d‘;—=o. Ainsi, au premier membre de ’égalité (132), le second

terme disparait. Si l'on pose

' OV 7OVINE Ve
) - Ll K/ vy vy vy
vl (5 () + ()
.~ LK/ avV'\?
+2y2 nakK (W> ;z/m,
et si 'on désigne par P, la valeur initiale de P, Pégalité (132) se
reduit a
(134) P=P,

?

Mais, & l'instant initial, on a, dans tout le systéeme,

\[ll: \//I/,
artant

P Vi=o,
ce qui entraine

v oV IV

_d_x_ = 0, W =0, —-E- = 0.
On a aussi

()V// . ()Vll/ dv/

R e

Ici donc P, = o, et ’égalité (134) nous montre que, quel que soit ¢,
P=o.

En vertu des inégalités (130) et (131), cette égalité ne saurait
avoir liea st I'on n’avait, en tout point du systéme et a tout instant,

oV _ V' oV _ A

oz =" % =% w

Cetle derniére égalité nous apprend qu’en tout point du systéme
V’ garde sans cesse la valeur o que cette grandeur avait a l'instant
initial, en sorte que, sans cesse aussi, ony a

Vﬂ — V(I/.
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Voici notre seconde proposition :

En tout point de la surface qui borne le systéme, ou bien la fonc-

tion potentielle V' garde une méme valeur indépendante du temps
! .

(dd—\; = o), ou bien le champ électrostatique est maintenu égal &

!

séro ( 5y = o>‘ Ces conditionssont compatibles avec un état d’équi-

libre électrigque. Cet élat d’équilibrze posséde assurément la stabilité
électrostatique intégrale.

Au premier membre de I'égalité (132), les hypothéses faites font
disparaitre le second terme, en sorte que ’égalité (132) se réduit a
Pégalité (134). Celle-ci, & son tour, en vertu de 'égalité (133) et des
inégalités (130) et (131), donne l'inégalité

(135) f(.+z.m'1<') [(%)Z (%‘})2 + (%‘;)2] do<P.

Les composantes du champ électrostatique sont ici

A AN AN
X=—¢ IZ'—, Y———'-é-o—;-: Z——-*"E‘?&"

L’inégalité (135) entraine donc celle-ci :

Pq

2 2 2 .
(136) Jxes v 2y dus s

' étant la plus petite valeur prise, au sein du systéme, par le coeffi-
cient de polarisation diélectrique K'.

Si I'on veut que le premier membre de cette inégalité demeure
toujours inférieur 4 une quantité positive A donnée d’avance, il

suffit de limiter supérieurement, en tout point du systéme, les valeurs
!

absolues initiales du champ et de %‘;—, de telle maniére qu’on ait
Po<<e*(1+4 4me'#')A,

40. Venons maintenant au cas o la constante de Helmhollz est

nulle :
k=o.

L’¢quation (123) se réduit a I'équation de Laplace

(137) AV'=o.
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Les équations (137) et (124) sont celles qui déterminent la polari-
sation di¢lectrique d’équilibre. Si le pouvoir inducteur spécifique
(1 + 4me’K') est positif pour tous les corps da systéme, on sait que
cette distribution est déterminée sans ambiguité lorsqu’on se donne,

en chaque ointde la surface qui borne le systéme, soit la valeurde V'
) b
]

. av
soit la valeur de 5N

Ainsi, a chaque instant, la polarisation diélectrique sur le sys-
teme est celle qui correspond a Uétat d’équilibre déterminé par les

, )V’ \ . .
valeurs que V' ou (())N prennent, & cel instant, en chague point de la

surface qui borne le systéme.

Enparticulier,st V' garde sans cesse, sur cette surface, une valeur
!

. . . 0V .
uniforme et constante, ou bien st N est maintenu consiamment

égal a zéro, le systéme demeure constamment cxemp! de polari-
sation diélectrigue.

La question de stabilité ne se pose plus pour un tel état d’équilibre.

41. Une fois V' connu, les trois fonctions &, ¢, 3¢ sont déterminées
par les équations (77) qui deviennent ici

*F

{ o 1
\ AF —2ma2pK' 5 = F,
(138) ‘ A(,’—-Zﬂ(zﬂp.K’%%'— =G,
n [dch—‘ "
AF —ama*pK 0 =H.

-

Au sujet de ces ¢galités, nous pouvons répéter textuellement tout
ce qui a été dit du n° 28 au n° 32. Il suffit, dans les démonstrations

et dans les égalités, de biffer tout terme qui contient% en facteur.



