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LE PROBLÈME GENERAL DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE. '6Ί\Η 

Le problème générai de VÉlectrodynamique 
pour un système de corps immobiles ; 

PAR PIERRE DUHEM. 

Il y a quelque temps, nous avons donné un Mémoire destiné à 
examiner et à éclaircir certains paradoxes qui s'étaient rencontrés 
dans l'étude des corps diamagnétiques ('). Dans ce Mémoire, nous 
avons été conduits à établir la stabilité ou l'instabilité de certains 
états d'équilibre électrique ou magnétique. 

Les méthodes qui nous ont permis d'obtenir ces résultats offraient 
un assez grave inconvénient; développées pour le cas où le système 
étudié contient un seul corps homogène, elles ne paraissaient pas 
susceptibles de s'étendre aux systèmes composés de plusieurs corps de 
nature différente. 

Pour remédier à cet inconvénient, nous avons tenté d'aborder d'un 
autre biais des questions analogues à celles qui se trouvaient traitées 
dans notre précédent Mémoire. La méthode suivie dans le présent 
travail consiste à tracer, en quelque sorte, la voie qu'il conviendrait 
de suivre si l'on voulait résoudre d'une manière effective le problème 
général de l'Électrodynamique, tel que la théorie de H. vonHelmholtz 
le pose pour un système de corps immobiles. 

Nous montrons comment la solution de ce problème se ramène à la 
détermination de quatre fonctions, la fonction potentielle électrosta-
tique et les trois fonctions deHelmholtz. La détermination de la fonc-
tion potentielle électrostatique dépend de l'intégration d'une équation 

(' ) Sar le cliamagnétisme ( Journal de Mathématiques, 6e série, t. IX, 
ΐ9·3, p. 89). 

Journ. de Math. (6e série), tome X. — KHSC. IV, I<JI4- 4^ 
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aux dérivées partielles qui, selon les circonstances, peut être du 
second ordre ou du troisième ordre. La fonction potentielle électro-
statique une fois déterminée, la détermination de chacune des fonc-
tions de Helmholtz résulte de l'intégration d'une équation aux dérivées 
partielles du second ordre. 

Pour chacun de ces problèmes, et dans chacun des cas qu'il peut 
présenter, nous examinons les questions de détermination et de 
stabilité. 

CHAPITRE PREMIER. 

PRÉLIMINAIRES. 

i. Grandeurs qui. définissent l'étal du système étudié. — Le 
système étudié se compose de corps homogènes qui sont conligus les 
uns aux autres le long de surfaces de discontinuité. 

Ces corps sont électrisés. L'électrisation du système est définie 
lorsque l'on connaît, en chaque point intérieur à un corps homogène, 
la densité électrique solide e, et, en chaque point des surfaces de 
discontinuité, la densité électrique superficielle E. 

Ces corps sont parcourus par des courants de conduction ; ces 
courants sont déterminés lorsque l'on connaît, en chaque point inté-
rieur à un corps homogène, les composantes u

)
 p, w de la densité du 

courant de conduction. 
En tout point intérieur à un corps homogène, on a 

du ύν àw de 

Soient : 

S, la surface le long de laquelle se touchent deux corps homo-
gènes ι et 

M, un point de la surface S; 
M,, un point du corps i, infiniment voisin du point M; 
M

2
, un point du corps 2, infiniment voisin du point M; 

Λ,, la demi-normale en M, à la surface S, dirigée vers l'intérieur du 
corps 1 ; 
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ni} la demi-normale en M, à la surface S, dirigée vers l'intérieur du 
corps 2 ; 

E, la densité électrique superficielle au point M; 
(M,, w

s
 ), la densité du courant de conduction au point M, ; 

(u
2)

 p
2

, w.
2
), la densité de courantde conduction au point M2

. 

On a, en tout point M de la surface S et à tout instant, 

(2) u{ cos(/i,, x) + e, cos(/ij, y) -+- wt cos (Λ,, ζ) 

-h ιι2 COS(/Î
2

, x) 4- R
2
 cos(n2, y) 4- cos(/I

2
, s) 4- —- = o. 

Les corps du système sont des diélectriques polarisés; les compo-
santes de Y intensité de polarisation sont, en un point d'un corps 
homogène, représentées par Α',Β', C. Au même point, la densité du 
courant de déplacement a pour composantes 

^ ' " àt ' àt ' àt ' 

Au même point, la densité du courant total a pour composantes 

(4) φ — U -+■ u', ψ = P -+- f', χ = w 4- w', 

Enfin, les divers corps du système sont aimantés; en un point d'un 
corps homogène, les composantes de Y intensité d'aimantation 
sont A, B, C. 

2. Fonctions employées. — Au moyen des grandeurs que nous 
venons d'énumérer, on compose certaines fonctions dont nous allons 
rappeler les définitions. 

Nous considérerons, en premier lieu, la fonction potentielle des 
charges électriques répandues sur le système. Au point (ξ, η, ζ), cette 
fonction a pour valeur 

(5) ra,v,S)=J'idin-t-f^dS. 

dxs est un élément de volume d'un corps homogène; 
dS, un élément d'une surface de discontinuité; 
r, la distance, soit de l'élément d&, soit de l'élément dS, au 

point (ξ, η,ζ); 
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enfin la première intégrale s'étend à tous les volumes homogènes, la 
seconde à toutes les surfaces de discontinuité. 

La fonction potentielle de la polarisation diélectrique a pour 
valeur 

(6) ■* s—i n il » i 

(a?,y, ζ) est un point de l'élément dxz. 
Nous aurons également à considérer les trois fonctions : 

(7) 

W,,.o=/ï iiiî 

+ — — (-7-?-+-— ψ+— X)_ Ά* 

%>($,*hï)=f[ ! 4- A’ 

+ — -7- (—? h- —— Ψ + — χ) J <fe, 

*(ξ,*,«=/[ 

ι — k z — ζ (cc — t, y — η s — ζ \Ί , 

* est une constante numérique, la constante de Helmhollz. 
La fonction potentielle magnétique a pour valeur, au point (ξ, η, ζ), 

13 (8) VU,fl,Ç) = à1- 0~ d- + B-^+C ~ i drs 

Nous lui adjoindrons les trois fonctions 

(9) 

ID à- à- OY dz 

I / va,tifc) = dl- d- kT=-C-¿ld°’ 

χ

(ξ·"·?)=/(
Β

^-
Α

^)
Λ

· 
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5. Propriétés analytiques, en tout point d'un milieu continu, 

des diverses fonctions employées, — En vertu de leur définition 
même, ces fonctions possèdent diverses propriétés; nous allons rap-
peler celles dont nous aurons à faire usage, en commençant par celles 
qui sont vérifiées en tout point d'un milieu continu. 

En tout point d'un tel milieu, on a : 

(ίο) Δϊ=: —4π«?; 

/ Λ AM, T I,)K' ÂW DG\ 

(12) 

A«=-4*í+(,-*)üLtn 

4,,=_4πψ
 + (ι

_/0_Ι_
Γ

1, 

Λ«> = - 4πχ + (ι — k)d (
 J.^'· / 

(,3) d? + dy + 1F=-'C—dt> 

(,4) AV=4Hdï+dF+dr); 

(I5) 

α κ / / dC dB \ 

id λ dC \ 

/dB dA\ 

(l6) d^d7+d^ = °; 

(17 ) 

d^ dX dV 

dj - di =-d^ + ̂ B' 

dy doc da π 

4. Propriétés analytiques, /om/ ροι/ιέ d'une surface de dis-
continuité, diverses fondions employées. — Au passage de la 
surface de contact de deux milieux continus, ι et 2, la fonction V 
demeure continue; ses dérivées partielles du premier ordre sont dis-
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continues et vérifient la relation 

(18) 1~ -j—=— 4ττίί. 

Au passage d'une surface de discontinuité, la fonction V est con-
tinue; ses dérivées partielles du premier ordre sont discontinues et 
vérifient la relation 

('9) + -FA = 4*[ A; COS(/I„ x) 4- B'j cos(/ij,y) 4- C', cos(n„s) 

4- A'
2
 COS(/?.

2
, X) ■+■ B'

2
 cos(n

2
, y) 4- C2 cos(/>2, z)]. 

Au passage d'une surface de discontinuité, les fonctions t), <p, 
φ sont continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre. 

En tout point d'une telle surface, la fonction V est continue; ses 
dérivées partielles du premier ordre sont discontinues et vérifient la 
relation 

(20) ^ + A,cos(«„a?)4-B
1
cos(/i

!
,^)-+-C

1
cos(n

1
,s) 

4- A2
 COS(/I

2
, χ) -t- B2

 COS (Λ
2

, y) 4- C
2
 cos(n

2
, S)]. 

En tout point d'une surface de discontinuité, les trois fonctions Φ, 
Ψ, X demeurent continues; leurs dérivées partielles du premier ordre 
sont discontinues et vérifient la relation 

(2il) dn"^"dn~^
 Gi cos("n/) — K|CO»(n„5) 
4- C2 cos(/I

2
, y) — B

2
 COS(«

2
, Î)] 

et deux: relations analogues. 

5. Équations des mouvements électrique et magnétique. — En 
vertu des lois, données par H. von Helmholtz, de l'induction électro-
dynamique et électromagnétique, les composantes de la densité de 
courant de conduction vérifient, en chaque point, les équations 

(22) 

_ ε' â(Y 4- V7 ) al àO a__ όΦ 

~~ Ρ ày ap dt pv/â àt ' 

_ ε/<9(Ϊ4-Υ/) α2 d\g) a_ dX> 
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Dans ces équations, 

ε' est la constante des actions électrostatiques, 

— la constante des actions électrodynamiques, 

ρ la résistance spécifique du milieu. 

La théorie de Helmholtz nous apprend également que les compo-
santes A', IL, C' de l'intensité de polarisation diélectrique vérifient 
les équations 

(23) 

A'=-e'K'd(r ̂  V'> - —Κ'^β - -ÎK'^, 

W = -s'K'û^r V,) - —K'^ 

C/= c,K,d(r-t-V") K, dw g K, dX 

Dans ces équations, K_' est le coefficient de polarisation diélectrique 
du milieu. 

Enfin les composantes A, B, C de l'aimantation vérifient les trois 
équations 

(*4) 

v0V εαΚ/dW àV \ 

u ν dV εαΚ fdO dty\ 

Ρ Κ ~ £Qk /d^ cTO \ 

Dans ces équations, ε est la constante des actions magnétiques et Κ 
le coefficient d'aimantation. 

B. Position du problème général de VÊlectrodynamiquepour un 
système immobile. — Posons 

(25) r+V' = w 

et donnons à cette fonction W le nom de fonction potentielle électro-
statique totale. 
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Posons également 

(26) 

~ ο + Φ = I, 

I +^ = 5 i/2 

-+- Χ = 3e, 

et donnons aux fonctions 3C le nom de fonctions totales de 
Helmholtz. 

Si Von connaît la fonction potentielle électrostatique totale W et 
les trois fonctions totales de Helmholtz §, (/, 3e, on peut déterminer 
toutes les grandeurs qui définissent l'état du système et qui ont été 
énumérées au n° 1. 

En effet, en vertu des égalités (s5) et (26), les égalités (2-2) et (23) 
peuvent s'écrire : 

(27) 

—_ ι yy îl q± 

^ ε' àW ci dÇi* 

~ __ ί yy « dx. 

(28) 

v/ 11/1 éW f?K' 0~* 

B'=—e'K'— -

r'—_ c' κ> yy——d3z 

Il résulte de ces équations que la connaissance des quatre fonc-
tions W, ç, 3C entraîne la connaissance des composantes «, 
P, PP de la densité du courant de conduction et des trois compo-
santes A', B', C' de la polarisation diélectrique. 

La connaissance de ces trois dernières détermine, par les éga-
lités (3), les composantes de la densité du courant de déplacement. 

D'autre part, les égalités (11), (12) et (25) donnent, en chaque 
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point d'un corps homogène appartenant au système, 

AW

-<"(ÎÏ
+■-% + -dir~^a· 

De même, les égalités (18), (19) et (25) donnent, en chaque point 
d'une surface de discontinuité, 

dn~ ~d/T ~~ Α., cos (Λ,, Λ?) + Β', cos (Λ,, γ) 4- C, cos (//,, c)] 

4- Aj cos(n2, x) 4- B2 COS(w2> y) ·+- Lj cos(n
s

, s)J = — fall*. 

W étant connu ainsi que A', Β', C, ces égalités font connaître, en tout 
point d'un corps homogène, la densité électrique solide e, et, en tout 
point d'une surface de discontinuité, la densité électrique superfi-
cielle E. 

Les égalités (24) et (26) donnent les égalités 

'V=-îKlÂ? + -ÔÏ~àï~àï + *r)' 
v(d\ (Il dK άΦ dX\ 

,, ià\> dit ori d'F ί)Φ\ 

que les égalités (1 7) transforment en 

(29) 

A — _ SK /Ô3t d£\ 

~ i-r-4 πε Κ \ dz <λτ ) ' 

c== εΚ / dCj d? \ 

Lorsque l'on connaît les fonctions totales de Helmholtz, ces éga-
lités font connaître, en tout point du système, les composantes A, 
B, C de l'aimantation. 

La proposition énoncée est ainsi justifiée. 

Le problème général de VElectrodynamique pour un système 
immobile consiste donc à déterminer les valeurs prises, en chaque 
point du système et à chaque instant, par les quatre fonctions W, 

Ç, κ. 
Journ. de Math. (6· série), tome X. — Fasc. IV, 1914- 46 
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7. Conditions aux limites. — Cette détermination est subordonnée 
à certaines conditions qui constituent les données du problème. Cer-
taines de ces conditions doivent être vérifiées, quel que soit le temps /, 
en tout point de la surface fermée Σ qui borne le système; certaines 
autres doivent être vérifiées en tout point du système, mais seulement 
à l'instant initial. 

En un point de la surface Σ qui limite le système, nous désignerons 
par Ν la normale dirigée vers l'intérieur du système. Nous suppo-
serons alors que l'on connaisse, en chaque point de la surface Σ et à 
chaque instant t, 

La valeur de W ou la valeur de -rr-, 

La valeur de § ou la valeur de 

La valeur de G ou la valeur de 

La valeur de 3C ou la valeur de ̂ · 

8. Conditions initiales. — A l'instant initial, nous supposons que 
l'on connaisse, en chaque point du système, les valeurs de W, §, g, 

-rr» ττ> -rr> -r-> —rrr· Ces determinations doivent etre, bien 

entendu, d'accord avec les conditions aux limites. 

CHAPITRE II. 

DÉTERMINATION DE LA FONCTION POTENTIELLE ÉLECTROSTATIQUE TOTALE. 

9. Différentions la première des égalités (27) par rapport à χ, la 
seconde par rapport à y, la troisième par rapport à z, ajoutons-les 
membre à membre et observons : 

i° Qu'en vertu des égalités (1) et (10), 

dx~*~ dy dz 4 π dt7 

20 Qu'en vertu des égalités (i3), (16), (25) et (26), on a, quel 
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aue soit l. 

dx dy dz ~~~ dt 
et, partant, 

<3o> λ(3ϊ + ̂  + ·3Γ)=-*·3?" 

Nous trouvons l'équation 

(3ι) Δ -r— ·+■ -—AW 1 τ-?- — °· 

Différentions la première des égalités (28) par rapport à x, la 
seconde par rapport à γ, la troisième par rapport à s et ajoutons 
membre à membre les résultats obtenus, en tenant compte des éga-
lités (11) et (3o). Nous trouvons l'égalité 

(32) AV' 4- 4πε'Κ' AW — 2 yéâπαλ-Κ'^^ = ο. 

Prenons un point sur la surface qui sépare deux masses homogènes 
quelconques, 1 et 2. En ce point, l'égalité (18) est vérifiée quel que 
soit t. DifFérentions-la par rapport à t, en tenant compte de l'éga-
lité (2); nous trouvons 

-h it +wj *u'co5<"'*x) - "·cos(n"cos("" 
— u2 COS(/Î

2
, x) — v2 cos(N2, y) — w2 cos (Λ2, ζ) — ο.] 

Dans cette égalité, remplaçons les u, p, w par leurs expressions (27) 

et observons, comme nous l'avons vu au n° 4, qu'au passage à travers 
une surface de discontinuité, les dérivées partielles du premier ordre 
par rapport à χ, y, ζ de (/, se varient d'une manière continue; 
nous trouvons qu'on doit avoir, en tout point d'une telle surface de 
discontinuité, l'équation 

(33 - — H—-— — -+- -—-t 1-2— _ —o. 

Enfin, dans l'équation (19), remplaçons les A', B', C par leurs 
expressions (28), en observant qu'une surface de discontinuité laisse 
continues les dérivées partielles du premier ordre de β, ç, oe par 
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rapport à x, y, z\ nous trouvons l'équation 

<34> ^+Μ+4πίΚ'^ + 4π£Κ'^=°· 

Les quatre égalités (31), (3a), (33) et (34) vont nous conduire à 
la détermination de la fonction potentielle électrostatique totale W. 
Nous allons, en effet, en déduire des équations où ne figurent plus 
que W et ses dérivées partielles. 

10. Différentione l'égalité (32) par rapport à t et, membre à 
membre, ajoutons l'égalité obtenue à l'égalité (3i); souvenons-
nous que 

(25) r + v=w, 

et posons, pour abréger, 

(35) U = — -4- K'-~: 

nous trouverons l'équation 

(36) Δ ^τ.ε 'AU — 2 ν^παΑ·-^- = ο. 

Telle est l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre que 
W doit vérifier en tout point d'un corps homogène appartenant 
au système. 

Différentions l'égalité (34) par rapporta t et, membre à membre, 
ajoutons l'égalité obtenue à l'égalité (33), en tenant compte des 
égalités ( 25) et ( 35); nous trouvons l'égalité 

^ dnt dt dn2 ùt \d«i àn2) 

Telle est la condition que doit vérifier la fonction W en tout point 
appartenant à une des surfaces de discontinuité du système. 

Le premier des trois problèmes qu'il s'agit de résoudre consiste à 
déterminer, dans tout le système, une fonction W qui satisfasse aux 
conditions (36) et (37), lorsque l'on connaît, à chaque instant, les 
valeurs prises par cette fonction W en chacun des points de la sur-
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face Σ qui limite le système, et, à l'instant initial, les valeurs prises par 
certaines grandeurs convenablement choisies. 

11. Supposons d'abord, et jusqu'à nouvel ordre, que la constante A: 
de Helmholtz soit différente de zéro. Il est clair que, sans contredire 
aux équations (36) et (37), nous pouvons, à l'instant initial, choisir 
arbitrairement, en chaque point du système, les valeurs de W, 

rr> sous les seules restrictions suivantes : 

i° En chaque point de chacune des surfaces de discontinuité du 
système, ces valeurs vérifient l'équation (37) et celle qu'on en déduit 
à l'aide d'une différenliation par rapport à /; 

20 En chaque point de la surface qui limite le système, W, 

prennent les valeurs données. 

L'équation (36) détermine alors, en chaque point du système et à 

l'instant initial, la valeur prise par 

12. Nous remarquons ensuite qu'on peut, sans contredire aucune-
ment aux équations (3i ), (32), (33) et (34)» choisir arbitrairement, 
à un instant donné, en tout point du système, les valeurs de W, 

dW ô*W 

Ces valeurs une fois choisies, en effet, l'équation (32) nous 
apprend que AV' est déterminé en chaque point du système; et 
comme AW l'est également, ΔΥ = AW — AV est déterminé, à l'in-
stant considéré, en chaque point du système. 

L'équation (34) nous apprend qu'en chaque point d'une surface 

de discontinuité, -3 h — a une valeur déterminée; mais 

àW _ άΨ_ d\' ÔY dX 

a également, à ce même instant et en ce même point, une valeur 

déterminée; il en est donc de même de ~ ~-

L'équation (31) nous apprend qu'à l'instant considéré et en chaque 
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point du système, Δ-^· a une valeur déterminée; comme il en est de 

même de et, partant, de Δ il en est aussi de même de Δ ~- · 

Enfin l'équation (33) nous apprend qu'en chaque point d'une sur-

face de discontinuité, à l'instant considéré, ~ ■+■ -J- ~ a une 

valeur déterminée ; comme il en est de même de 

à dW _à_ âW __ à ÔT d dY _à_ άΨ à dW 

on voit qu'à cet instant et en ce point, — 4- a une valeur 

déterminée. 
Si l'on tient compte des égalités (i), (3), (io) et (12), on voit 

qu'en chaque point du système, à l'instant considéré, les quantités 

dx dy **" ds * 

du dv dw 

du' dv' dw' 

ont des valeurs déterminées. 
Si l'on tient compte des égalités (2), (3), ( 18) et ( 19), on voit qu'à 

l'instant considéré, en chaque point d'une surface de discontinuité 
appartenant au système, les quantités 

E, 
A', cos(w,, x) 4- B', cos(«,, y) 4- C', cos^,, s) 

4- A', cos(/*„ x) 4- B, cos(λ
2

, y) 4- C, cos(λ2, ζ), 

Ui cos(ni, x) +■ cos(nu y) 4- cos(«,, z) 
4- ϋ2 cos(n25 &) 4- v

t cos(«2, y) 4- w%
 cos(n2, ζ ), 

u\ cos(/i,, x) 4- v\ cos (λ,, y) 4- w\ cos(wn
 ζ) 

4- m'j cos(«2, x) -+- f'2 cos(n
2

, y) 4- w'
t
 cos(n

2)
 z) 

ont des valeurs déterminées. 



LE PROBLÈME GENÉRA.L DE L'ÉLEGTRODYNA-MIQUE . 361 

Or, il est facile de déterminer d'une infinité de manières une pola-
risation diélectrique telle qu'en chaque point du système, 

"37 + ~W + ^ ~f' 

et qu'en chaque point d'une surface de discontinuité, 

A', cos(nt, x) -h B', cos(nj, y) + C', cos(/in ζ) 
-+· Aj cos(n2, x) -+- B, cos(«2, y) H- C, cos(w2, z) = F, 

/et F ayant des valeurs données. Voici, en particulier, une solution 
immédiate de ce problème : 

Posons 

dm 4- ß dS 

la première intégrale s'étendant au volume entier du système et la 
seconde à toutes les surfaces de discontinuité; et prenons ensuite en 
chaque point 

dx ôy dz 

Ce que nous venons de dire de la polarisation diélectrique se peut 
répéter des courants de conduction ( u, c, w) et des courants de dépla-
cement (M', P', «/). 

On voit donc qu'on peut, lorsqu'on a choisi arbitrairement, à un 
instant donné et en chaque point du système, les valeurs de W, 

déterminer, en chaque point de ce système, la densité 

électrique solide ou superficielle, la polarisation diélectrique, la den-
sité du courant de conduction et la densité du courant de dépla-
cement de telle manière que les équations (3i), (32), (33) et (34) 
soient vérifiées. 

15. Considérons un des corps homogènes dont le système se com-
pose; soit dxs un élément du volume de ce corps. 

Multiplions le premier membre de l'égalité (3i) par dxs et inté-

grons pour le volume entier du corps considéré. Nous obtenons 



362 P. DUIIKM. 

l'égalité 

rw^^r/j^is: 4W\ q< 

Soient S la surface qui limite le corps homogène considéré et, en 
un point de cette surface, /i,· la normale dirigée vers l'intérieur du 
corps. L'égalité précédente peut se mettre sous la forme que voici : 

2 7T ak dA / rr 

2πε' d rr/dwy (dwy /<?wy π , 

J \ d-r dt dx dt dy dt dy dt dz dt dz dt) *** 

J \drii àt ρ drii J dt 

Pour chacun des corps homogènes qui composent le système, 
écrivons une égalité analogue, et ajoutons membre à membre toutes 
ces égalités, en tenant compte des égalités (33). Nous obtiendrons 
ainsi l'égalité 

/38 _ r/à*w d2ï <)2\\ d*r d2w d-r\ 

J \dx àt dx dt dy dt dy àt dz àt dz dt) C 73 

J \dN dt ρ diN ) dt C 

Les deux premières intégrales s'étendent au volume entier du sys-
tème; la troisième s'étend à la surface qui limite ce système. 

Considérons maintenant l'égalité (32); diiïérentions-la par rapport 

à l, multiplions le résultat par — cîûj et intégrons pour le volume 

entier d'un des corps homogènes du système. Nous obtenons ainsi 
l'égalité 

, ̂  τα"Κ J -jj. — *, = j (i — + 4„.< Κ Λ — ) -^dm. 
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Cette égalité peut se transformer en la suivante : 

2sfr TtakK'j*(*£)' dm 

= 2sfr TtakK'j*(*£)' dm 

-4Γ id2W d2X' d2W d2V d2W à2V'\d^ 

J \dœ dt d& dt dy Ot ôy ôt à s dt dz dt) W 

j \dm dt + 4π=Κ ont dt ) dt 

Pour chacun des corps homogènes qui composent le système, écri-
vons une égalité analogue; ajoutons membre à membre toutes ces 
égalités; observons que l'égalité (34), vérifiée à chaque instant en 
chaque point (l'une surface de discontinuité, nous donne aussi, en ce 
point et à chaque instant, l'égalilc 

()nx dt d/i2 dt dti{ dt " un2 dt 

et nous obtiendrons l'égalité 

11 (39) ah K ù_ ( ó W Ot efxn 

··"' Γα"κ {-w) 

f'(()2W 0'ψ d'W d*V' d2W â2X'\ 

J \d.x dt dx dt ày dt dv dt dz dt dz dt)£ W 

~J {ΜΊΓ+^κΊήΊ>Γ)ΊΗΛ' 

Ajoutons maintenant membre à membre les deux égalités (38) 
et (3q), en nous souvenant que 

(a5) r+v = w, 
Journ. de Math. (6

E série), tome X. — Fasc. IV, 1914. 47 
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et nous trouvons enfin l'égalité que voici : 

*40) ~di i r2ak i ÍÜW o\ ât + K' 

+τ[(®ν(£),+(£)']ΐ*· 

OlW' \ r)z ñt \'h 

+ 2\/ÏÏ7iakfK'(~Pj dns 

"i Lt W ^ (I + ^ dN ΊΓΓ J ~dt 

Cette égalité fondamentale va nous servir à établir deux proposi-
tions importantes. 

14. Nous allons examiner, d'abord, si la constante k de Helmholtz 
peut être négative. 

Supposons qu'elle le soit, et voyons quelles conséquences découlent 
de cette supposition. 

La résistance spécifique ρ est positive pour tous les corps. 
L'expérience nous apprend qu'il existe assurément des corps pour 

lesquels le coefficient de polarisation diélectrique K' est positif. 
Prenons un ou plusieurs de ces corps pour en composer le système 

que nous allons étudier; en tout point de la surface Σ qui borne ce 
système, maintenons à la fonction potentielle électrostatique totale W 
une valeur indépendante du temps l, la même en tout point de la 
surface Σ. 
étant nul en tout point de la surface Σ, au second membre de 

l'égalité (4o) la dernière intégrale disparaît. 
Posons 

;4o =«/ u a/c ' ÆV Lp / ■«)’] 

10 2£Mwy /dw\ dr / V dz ) 
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L'égalité (4o) deviendra 

?«„ ^=-r,+4M.K,iï^y+o-+(syi-

4- ι \f>. ak^ j*K^W) fa 

Le second membre de cette égalité (42) est forcément négatif, à 
moins qu'on n'ait simultanément, en tons les points du système, les 
quatre égalités 

d'-W __ t)8W __ _ d'W __ 

De ces égalités, les trois premières exigent que la fonction qui 

est continue dans tout le système, ait même valeur en tous les points 

de ce système; et comme est nul en tous les points de la surface Σ 

qui enclôt le système, la valeur en question ne peut être que zéro. Les 
trois premières égalités précédentes équivalent donc à l'égalité, 
vérifiée dans tout le système, 

dt ~~ °' 

Mais au cas où cette dernière égalité serait vérifiée, J, en vertu de 
l'égalité (40» se réduirait à 

O VY Ox (j \y \ ~àÿ) ( (J Y> \ ÔZ 

quantité qui ne peut être que nulle ou positive. Si donc, à un certain 

instant, ^ s'annulait, c'est qu'à cet instant, J serait nul ou positif. 
Soit J

0 la valeur initiale de J. INous pouvons évidemment, dans le 

système, disposer des valeurs initiales de W, de telle ma-

nière que la valeur initiale J
0 soit négative. Cela se peut faire d'une 

infinité de manières; la suivante est évidente. 
La fonction W est seulement assujettie à prendre une valeur donnée 

en tout point de la surface Σ; donnons-lui cette valeur en tout point 
du système; nous aurons alors, à l'instant initial, en tout point du 



366 P. DUHEM. 

système, 

ύχ ày ~°' Oz ~°' 

La fonction est seulement assujettie à prendre la valeur ο en 

tout point de la surface Σ; donnons-lui, aux divers points du système, 
des valeurs différentes de zéro. 

La fonction est seulement assujettie à prendre la valeur ο en 

tout point de la surface Σ; donnons-lui, dans tout le système, la 
valeur o. 

J
0
 sera alors la valeur prise, à l'instant initial, par la quantité 

\fi chn, 

et cette valeur sera sûrement négative. 

Ce que nous savons de J0
 et de nous apprend que la quantité J 

sera constamment négative, qu'elle décroîtra constamment, et que sa 
valeur absolue croîtra au delà de toute limite avec t. 

Pour cela, il faut et il suffit ou bien que 

u W dt dw 

croisse au delà de toute limite avec t, ou bien que la quantité 

£/*(£)'* 
soit, à partir d'une certaine valeur de t, constamment positive et 
qu'elle croisse au delà de toute limite avec t. Mais alors, on peut 
affirmer que la quantité 

u k' dW dt 

croîtra au delà de toute limite avec t. 
Les propositions démontrées ne peuvent être exactes que si celle-ci 

l'est aussi : La valeur absolue de la quantité —■ croît au delà de toute 

limite avec /, au moins en certains points du système. 
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D'ailleurs, comme demeure constamment nul en tout point de 

la surfaced qui entoure le système, la proposition précédente entraîne 
celle-ci : Il existe dans le système au moins certains points où les 

valeurs absolues des quantités ̂ -yz~yt croissent au delà de 
toute limite avec t. 

De cette proposition, tirons une conclusion dont la signification 
physique soit plus claire. 

Imaginons que l'équilibre électrique et magnétique soit établi sur 
notre système borné par une surface Σ en tout point de laquelle la 
fonction potentielle électrostatique totale W a la même valeur. On 
sait alors que W a aussi cette même valeur en tout point intérieur au 
système. Il n'y a, à l'intérieur de ce système, ni charge électrique ni 
polarisation diélectrique. 

A ce système, imposons une perturbation initiale définie comme 
nous venons de le faire, et maintenons invariable la valeur uniforme 
du niveau potentiel électrostatique total auquel est portée la surface 
qui le termine. Il y aura certainement, dans le système, des points où 
la valeur absolue de la vitesse avec laquelle varie la fonction poten-
tielle électrostatique totale croîtra au delà de toute limite avec le 
temps. Gela peut assurément être regardé comme marquant l'insta-
bilité de l'équilibre électrique du système considéré. 

Ainsi, si la constante k était négative, Véquilibre électrique serait 
instable sur un système à la fois conducteur et diélectrique dont on 
maintient la surface à un niveau potentiel électrostatique uniforme 
et constant. 

La supposition que la constante k de Helmholts est négative 
entraîne une impossibilité physique. 

15. On ne peut donc attribuer à la constante Zrde Helmholtz 
qu'une valeur nulle ou positive. Réservons pour plus tard le cas où 
cette constante serait nulle, et supposons-la positive : 

(43) k>o. 

Imaginons qu'il existe un ou plusieurs corps dont le coefficient de 
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polarisation diélectrique soit négatif : 

(44) K'< o, 

mais dont le pouvoir inducteur spécifique soit positif : 

ι 4πε'Κ'> o. 

Imaginons que le système soit formé d'un tel corps ou de plusieurs 
tels corps. 

Pour ce système, écrivons encore les égalités (40 et (42). Ces éga-
lités nous apprendront : 

ï° Que ̂  est forcément négatif ou nul; 

2
0 Que si ̂  est nul, J est nécessairement positif ou nul. 

Dès lors, si l'on peut s'arranger de telle sorte que la valeur ini-
tiale J

0 de J soit négative, J demeurera négatif quel que soit /, et sa 
valeur absolue croîtra au delà de toute limite avec t. 

Mais on peut évidemment faire en sorte que J
0
 soit négatif. On y 

parviendra, par exemple, de la façon suivante : 
W est assujetti seulement à prendre une valeur donnée sur la sur-

face Σ. A l'instant initial, on lui donnera cette même valeur en tout 
point du système. 

est assujetti seulement à prendre la valeur 0 en tout point de la 

surface Σ; on lui donnera, aux divers points du système, des valeurs 
arbitraires, mais généralement différentes de zéro. 

-jjP est assujetti seulement à prendre la valeur o en tout point de 
la surface Σ; en chaque point du système, donnons-lui une valeur de 
même signe que et dont la valeur absolue surpasse -^-· 

D'ailleurs, pour que J reste négatif quel que soit t et croisse au delà 
de toute limite avec il faut que 

Mm*-
demeure sans cesse négatif et que sa valeur absolue croisse au delà de 
toute limite avec t. 
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En reproduisant ce qui a été dit au numéro précédent, on -voit que 
si l'on maintient invariable la valeur uniforme du niveau potentiel 
électrostatique total à la surface du système considéré, l'équilibre 
électrique sera instable sur ce système. 

16. La constante k de Helmholtz ne peut être négative, et nous 
sommes convenus de laisser provisoirement de côté le cas où elle 
serait nulle. 

Le coefficient de polarisation diélectrique K' ne peut être négatif, 
et nous renvoyons à un autre Chapitre l'étude des corps non diélec-
triques pour lesquels il serait nul. 

Nous allons donc nous borner à étudier le cas où nous avons les 
deux inégalités 

(45) k > o, 

(46) K'>o. 

Une nouvelle égalité va nous fournir certaines propositions rela-
tives à ce cas. 

Multiplions les deux membres de l'égalité (36) par -^dxs et 

intégrons pour tous les éléments de volume de l'un des corps homo-
gènes qui forment le système. Nous trouvons l'égalité 

J ^rriu+ilZ£ Îil])d's,-^2na,iJ-àÎ-àFda=:o· 

Cette égalité peut s'écrire 

^21tak7t f \dtÎ dm 

CijIIL d*w °'u d2w ο3 υ à- w \ 

J \<λ£ Ot dœ dt ày ôt ôv Ot dz Ot Oz dl)CXS 

+J ώΓ,)'15 =°· 
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Mais, en vertu de l'égalité (33), 

(?2u _ î_( j'wy κ/ Û_/^wy 

()2U r?2W _ 1 / rfawy K' d / (J2W y 

6*3 ds p \ 2 6^ \ (te d* / 

L'égalité précédente devient donc 

i/IMS^KSMSMSn 

+ T \dZTi) ^\d7iï) +{ô7m) . rro 

"" ./ Ρ L \^V^\0s0t) cr^ 

-j ΊΪ^ΊΓ + ̂  όΤΓ;)^' 

Écrivons une telle égalité pour chacun des corps homogènes qui 
constituent le système, et ajoutons toutes ces égalités membre à 
membre en tenant compte de l'égalité (37). Nous trouverons l'égalité 

u
7)
 (f)V(^)«] 

K' ~/ 0'- YV V (à- W\> /d4W\*'·). 

"-J f [\Mi) + {ôydij + {;jtjî) _ da 

-J^"U"W+47[£ 5ν)λ· 

Cette égalité (47) va nous permettre de démontrer deux proposi-
tions importantes si nous supposons, conformément aux inégalités (43) 
et (4^), que la constante k de Helmholtz est positive et que, pour tous 
les corps du système, le coefficient de polarisation diélectrique K' est 
positif. 

17. La première de ces propositions sera la suivante : 
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Si la valeur de la fonction W est donnée, à chaque instant, en 
tout point de la surface qui limite le système; si, à l'instant initial, 

les valeurs de W, —jpr
 soni données dans tout le système, il 

ne saurait exister deux intégrales continues distinctes des équa-
tions (36) et (37). 

Imaginons, en effet, que deux intégrales W', W*, des équations (36) 
et (37), vérifient également la condition aux limites et les conditions 
initiales qui viennent d'être définies; posons 

W = W"— W'; 

W sera encore une intégrale des équations (36) et (37), en sorte que 
cette différence vérifiera l'égalité (47)· 

Mais, en chaque point de la surface Σ, W' et W" prennent, à chaque 
instant, la même valeur donnée; sur la surface Σ donc, leur diffé-
rence VV est constamment nulle; il en est, dès lors, de même de 

W et de 

Ot ρ dt 0t-

Au second membre de l'égalité (47), le second terme disparaît; il ne 
reste que le premier, qui ne peut être positif. 

Posons 

(48)
 "4®'-'-(©'. 

+ tLUTÏÏ;J +WÔÏ) +\dTôl) Jr®· 

L'égalité (I7) nous enseigne maintenant que L ne peut être une 
fonction croissante de t. Cette quantité L, d'ailleurs, ne peut être 
négative; si donc elle est nulle à un instant quelconque, elle sera 
nulle à tout instant postérieur à celui-là. 

Mais, à l'instant initial, on a, en tout point du système, 

W'=\v. <)■ W = d°-\v" 

Joum. de Math. (6· série), Lome X. — base. IV, 191'}· 48 
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et, par conséquent, 

W — ο, -ρ- = o, . - — o. 

La valeur initiale de L étant o, on a, quel que soit t, 

(49) ï' = o. 

Pour que cette égalité (49) soit vérifiée, il faut et il suffit qu'on ait, 
en tout point du système et à tout instant, 

dt ~0, 

à υ ου du 

dxdt °' àydl dzdt~°' 

Les égalités de la seconde ligne peuvent, en vertu de la défini-
tion (3 5) de U, s'écrire 

ρ dx V dx dt 

r h Κ = Ο, 

ι dW T/,d2W 

Combinées avec les égalités de la troisième ligne, elles donnent les 
égalités 

(W __ <)W _ (jW _ 

En vertu de ces égalités, W qui est, dans tout le système, une fonc-
tion continue de x^y, 3, aura même valeur, à chaque instant, dans 
tout le système; mais sur la surface qui borde ce système, W est 
constamment nul; on a donc, à tout instant et en tout point du 
système, 

W = o 
ou 

W'r= W", 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
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Au lieu de supposer que la valeur donnée, en tout point de la sur-
face et à tout instant, soit celle de W, on peut supposer qu'elle soit 

celle de la démonstration précédente peut se reprendre presque 
textuellement; elle nous apprend que les deux solutions W' et W" du 
problème ne peuvent différer l'une de l'autre que par une quantité 
indépendante de a?, y, ζ, t. 

18. Avant d'énoncer et de démontrer la seconde proposition, défi-
nissons ce que nous entendrons par stabilité électrostatique inté-
grale. 

Imaginons qu'en chaque point de la surface Σ qui limite le système 
étudié, la fonction potentielle électrostatique totale W garde une 
valeur indépendante de t, la même en tous les points de la surface Σ.' 
Sur un tel système, l'équilibre électrostatique est possible. S'il est 
établi, la fonction W a même valeur dans toute l'étendue du système; 
le champ électrostatique total, dont Les composantes sont 

(DO) X— — e'-r—j Y = — ε — » Z= — Ε ~r-> 

est nul en tout point du système; il en est de même de la vitesse de 
variation de ce champ, dont les composantes sont 

' dt £ dx Ot dt ε ôy dt9 dt £ cfz dt* 

et de \'accélération de la variation de ce champ, dont les compo-
santes sont 

(^s d*X __ d3W d2Y f cPW <PZ_ , d3W 

Prenons notre système à la surface duquel la fonction W garde une 
valeur uniforme et constante, puis, en chaque point de ce système et à 
l'instant initial, donnons des valeurs généralement différentes de zéro 
au champ électrique, à la vitesse et à l'accélération de la variation de 
ce champ ; à l'instant t

y
 le champ aura en général, au sein du système, 

une valeur différente de zéro. *Sz, aux valeurs absolues initiales du 
champ, de la vitesse et de Vaccélération de sa variation, on peut, 
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dans tout le système, imposer des limites supérieures telles qu'on 
ait

9 quel que soit 1, 

(53) J(X'+Y! + ZV5j<P, 

Ρ étant une quantité positive quelconque donnée d'avance, nous 
dirons que le système possède la stabilité électrostatique intégrale. 

19. Cette définition posée, nous allons démontrer que le système 
considéré possède la stabilité électrostatique intégrale. 

En chaque point de la surface Σ, la fonction W garde une valeur 

indépendante du temps; en ce point, donc, et, partant, 

^ sont des quantités nulles; au second membre de l'égalité (/17), le 

second terme disparaît; il n'y demeure que le premier Lerme qui ne 
peut être négatif. Si donc on garde à L le sens que définit l'éga-
lité (47)} cette quantité L ne pourra pas être fonction croissante de /; 
en désignant par L

0
 sa valeur initiale, nous pourrons écrire 

(54) L<L
0

. 

Cette inégalité (54) exige qu'on ail les deux inégalités 

<«> / [ (®· - (f y - (©* }*><■&' 

(56)VV \- /£/-W\= f (T w 

D'autre part, nous avons, par les égalités (5o), 

J X +dxdi) ~*~\dsdtc fciV il 

Si R désigne la plus grande valeur que prenne, au sein du système, la 
résistance spécifique p, cette égalité nous permettra d'écrire 

a w y ÔJC ) / ü\\ y Vïï) + o w y l <fc / 

L'identité 
(a — b)2= 2(az-\- b') — (a + b)-
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donne l'inégalité 

(58) (a-b)*<2{a*+b*). 

Or, l'égalité (35) nous permet d'écrire 

f[fdv „j'wv /ov v,*wy fôû v,#wy]s . 

~J Κλγ dxdt) ~\éj à/dt) + \dz dz àt) J 

L'inégalité (58) nous donne alors 

(59) j? c/W öx 4- 0 W ()y oysi y \ ^ J .. 

n a1 dUV /àU\* /àU\* dm 

rf*wy o* wy /^wy dt) ()y Ot) \ Oz dt) dm. 

Soit χ' la plus grande valeur que prenne, au sein du système, le 
coefficient de polarisation diélectrique K'. Nous aurons 

' - Λ·. lY^Wy /i'WV /d2W\n. 

-*Jk
 Llm

 +
Wôl)

 +
Wàï). 

Les inégalités (55), (56), (5η), (5p) et (6o) nous fournissent l'iné-
galité suivante : 

(6.) J'(X' + Y2-hZJ) dm<
 (ΐ +

 ̂ £

£
/
,χ/)Κ2 

L'inégalité (53) sera donc certainement vérifiée, quel que soit t, si 
l'on a 

2) Lo< ln-4m'y.')R2P* 

Pour que la proposition énoncée soit démontrée, il suffit désormais 
d'établir ceci : Aux valeurs absolues initiales du champ électrique 
total, de la vitesse et de l'accélération de la variation de ce champ, on 
peut assigner des limites supérieures telles que L0

 soit sûrement infé-
rieur à n'importe quelle quantité positive donnée d'avance. 
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Or, il est tout d'abord évident qu'on peut assigner ces limites supé-
rieures de telle façon que deux des trois termes dont la somme com-
pose L

0
 soient inférieurs à n'importe quelle quantité positive donnée 

d'avance ; les deux termes dont nous voulons parler sont les valeurs 
initiales de 

2 7l£' dm 
et de 

3 JK Llsjdi) + y·^)+ (oui).. '/ra· 

Reste à établir qu'il en est de même pour la valeur initiale de 

y/a nak j"(^~Y dxs. 

Pour cela, il suffit de prouver qu'on peut assigner les limites 
supérieures en question de telle manière que la valeur absolue de 

dU __ ι dW d1 W 

soit inférieure à n'importe quelle quantité positive donnée d'avance. 
Prouvons-le. 

L'égalité précédente donne 

dU c ι dW (TW _ 

~df et ~~àtT sont nu^s en 10111 P°int sur^ace 2 qui borne le sys-
tème. Soient donc : 

M un point quelconque du système, 
M0 un point de la surface Σ, 
M„M un trajet quelconque joignant le point M

0
 au point M. 

Nous aurons, au point M, 

"λ =L· V d* + SÏTi dy + àTàt dz)> 

dt2 ~J
!iloM

\à^df1 X dyd<2 * + dsd*2 / 
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Soient λ et μ les plus grandes valeurs absolues initiales prises, au 
sein du système, parla vitesse et par l'accélération de la variation du 
champ; soit D la plus courte distance du point M à la surface Σ. 
Nous aurons, à l'instant initial, 

dt ε' ' ΰι1 ^ s' 

et, par conséquent, 

dU /λ ..AD 

Il est évident qu'on peut limiter supérieurement λ et μ de telle 
manière que la valeur absolue initiale de ~ soit, en tout point du 
système, inférieure à une quantité positive quelconque donnée 
d'avance. 

La proposition énoncée est donc démontrée. 

20. Cette proposition est complétée par celle que nous allons 
établir. 

Au second membre de l'égalité (47), le second terme est, nous 
l'avons vu, égala zéro. Dès lors, en vertu des égalités (48) et (5i), 
cette égalité (47) peut s'écrire 

<«> £=-*/?[( 

La quantité L possède ces deux caractères : 
Elle ne peut jamais être négative; 
Elle n'est jamais fonction croissante de t. 
Dès lors, elle admet une limite inférieure positive ou nulle; ou bien 

elle atteint cette limite à un certain instant et lui demeure ensuite 
constamment égale ; ou bien elle tend vers cette limite lorsque t croît 
indéfiniment. 

Dans le premier cas, à partir d'un certain instant, ~ demeure 

constamment égal à zéro; dans le second cas, —■ tend vers zéro 
lorsque t croît indéfiniment. 

En tous cas, on peut donner à l une valeur assez grande pour que 
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la somme 

FMNS MI» 
relative à chacun des corps homogènes du système et, partant, pour 
que la même somme relative à tout le système soit désormais plus 
petite que n'importe quelle quantité positive donnée d'avance. 

Il en résulte que t croissant indéfiniment, ία vitesse de variation 
du champ lend vers zéro en tout point du système, sauf peut-être 
en certains points qui ne composent pas un volume fini. 

21. Venons maintenant à l'examen du cas, délaissé jusqu'ici, où la 
constante de Helmholtz est nulle : 

(64) * = o. 

Dans ce cas, si l'on tient compte de l'expression (35) de U, 
l'égalité (36) devient 

(65) (
1 + $

πε
'Κ')Δ^ H- ^AW = o, 

tandis que l'égalité (3^) devient 

(66)
 (

,
 + 4πε

κ;)Α^ 

-h(i + 4πε Iv2) — h : 1 — — o. 

Il est immédiatement évident qu'on ne peut plus, à l'instant initial, 

choisir arbitrairement dans tout le système les valeurs de W, de ~ > 

de w 
Si, à un instant donné, W a, en tout point du système, une valeur 

connue; si, au même instant, a une valeur connue en chaque 

point de la surface Σ qui borne le système, on sait qu'il ne peut exister 

deux déterminations distinctes pour la valeur prise par-^y- en chaque 
point du système. 

En s'appuyant sur ce premier résultat et sur les égalités qu'on 
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obtient en différentiant les égalités (60) et (66) par rapport à on 
peut établir cette autre proposition : 

Si l'on connaît en outre, à l'instant considéré, la valeur prise 
par -jjj- en chaque point de la sur/ace Σ, la valeur de en chaque 
point du système n'est pas susceptible de deux déterminations dis-
tinctes. 

Supposons, en particulier, que W prenne, en tout point de la sur-
face Σ, une même valeur G indépendante du temps L sera alors 
constamment égal à zéro en tout point de la surface Σ. On vérifiera 
cette condition et les équations (65) cl (66) si l'on pose, en tout point 
du système, 

W ir~-P(.4W
w
-

C)
· 

D'après ce qui vient d'être dit, ce sera certainement la valeur 
(k ir 

L'égalité (67), vérifiée dans tout le système, nous donnera, 
d'ailleurs, les égalités 

(68) 

<)x dt ρ ( ι 4 τ. ζ' Κ ' ) Οχ ' 

dy dt p(i -+- 4πε'Κ/) Oy ' 

à-W ___ 4ττε' <W 

dont nous aurons à faire usage. 
Si donc la surface terminale du système est maintenue à un niveau 

potentiel électrostatique total uniforme et constant G, si l'on désigne 
par W

0
, X

0
, Y

0
, Z

0
 les valeurs initiales de W et des composantes 

Χ, Y, Ζ du champ électrostatique total, on aura, en vertu des éga-
lités (67) et (68), 

(69) W — C — ( W
0
 — C) e~~ 6 

(7°) X — X0e 

Y ~ Y0 β pi ^ 

Z = Z0e P|l+"îi'k'i . 

Joum. de Math. (6* série), tome X.— Fasc. IV. 1914. 49 
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22. Les équations (70) conduisent aux conclusions suivantes : 

En chaque point du système, le champ électrostatique total 
garde, au cours du temps, w/ie direction invariable. 

Si le pouvoir inducteur spécifique d'un des corps du système est 
négatif : 

1 + ί\ πε' Κ' < ο, 

en tout point de ce corps où la valeur initiale du champ électrosta-
tique total n'est pas nulle, la valeur absolue de ce champ croît 
au delà de toute limite avec le temps. Sur un tel système, donc, 
l'équilibre électrique est instable. 

Si, pour tous les corps du système, le pouvoir inducteur spéci-
fique est positif : 

1 -+- 4πε'Κ'> ο, 

la valeur absolue, en chaque point, du champ électrostatique total 
décroît sans cesse et tend vers zéro lorsque le temps croit au delà de 
toute limite; le système possède donc la stabilité électrostatique 
ponctuelle. 

Cette stabilité ponctuelle entraîne, bien entendu, la stabilité inté-
grale qui se peut d'ailleurs vérifier directement, puisque les éga-
lités (70) donnent l'égalité 

t (Χ2+Y* + z *)drs~ / e Ρ«»+^'κ·. (Xg +γ« + ζ») ofcy. 

23. Supposons que le pouvoir inducteur spécifique ne soit nul 
pour aucun corps du système. Supposons qu'on donne la valeur 
de W: 

i° A tout, instant, en tout point de la surface Σ qui borne le 
système; 

20 A l'instant initial, en tout point du système. 
Il ne peut exister deux intégrales distinctes des équations (65) 

et (66). 
Supposons, en effet, qu'il en existe deux, W' et W", et soit 

\y ~ W"-W'. 
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Comme W et W", W vérifie les équations (66) et (67). En chaque 
point de la surface Σ, et à chaque instant, W' et W" prennent la 
même valeur; W est donc constamment nul sur la surface Σ. Dès lors, 
W vérifiera l'égalité (69) après qu'on y aura donné à C la valeur zéro. 

D'autre part, en tout point du système, W" et W" ont même valeur 
initiale; W

0
 est donc nul en tout point du système. L'égalité (69) 

montre alors que W est nul, en tout temps, dans tout le système, ce 
qui démontre la proposition énoncée. 

Une partie des propositions qui viennent d'être établies pourraient 
être déduites soit de l'égalité (4o), soit de l'égalité (47) ; mais cette 
déduction, moins rapide que la précédente, fournit des résultats 
moins complets. 

CHAPITRE III. 
DÉTERMINATION DES FONCTIONS TOTALES DE IIELMIIOLTZ. 

2i. Supposons désormais qu'on ait déterminé la fonction poten-
tielle électrostatique totale W, et voyons comment on déterminera les 
fonctions totales de Helmholtz §, (j, ÎXI. 

Les égalités (3), (4), (27) et (28) nous donnent 

?
 " Ρ \ Oœ + fi dt ) 

( d'W α d*$\ 

Celte égalité, jointe aux égalités (12) et (25), donne 

(7
.) w

=7-ï
 +

 «»
K
-

i+
"s; 

-i 1 77-1-2 y 2 πα Κ ' 

D'autre part, les égalités (24) donnent 

ày ds ~~ fi l dy2 dz* dx \ dy ^ 1s) J 
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ou bien, en vertu des égalités(i3) et ( 24), 

0/ Oz ~~ + fix. ,hr ()ί 

La première égalité (i5) devient alors 

(72) ΔΦ = 2^/2 πεαΚ ΑΌ-1-2\/2 7ΐε« A'K—^· 

Multiplions les deux membres de l'égalité (71) par ~ (1 ·+· 4π£Κ-) 
et, membre à membre, ajoutons le résultat obtenu et l'égalité (72), 
en observant que 
(27) -£-Ό-4-φ

 =
 ,τ, 

et nous trouvons la première des trois égalités suivantes : 

(73) 

Δ-)' 2 π a2 μ Κ' —— 

ρ eta· 1/2 οχ at 

2 πα-pi d(| v/ 

2\/2παε'μ dW a , d2W 

7.πα'μάΧ , fiX 

= -Y-?~^"^ + 7î(fiD f)^· 

Les deux dernières égalités (73) s'établissent par une démonstra-
tion analogue. 

Dans ces égalités, 

(74) μ = ι + 4πεΚ 

est la perméabilité magnétique du corps considéré et 

(7δ) ϋ'=ι+4πβ'Κ' 

en est le pouvoir inducteur spécifique. 
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Chacune des trois fonctions jf, g, 30 vérifie une équation aux 
dérivées partielles dont le second membre est connu lorsque la fonc-
tion W est déterminée. 

Nous savons, par le n° 4, que la traversée d'une des surfaces de 
discontinuité du système n'introduit aucune discontinuité dans les 
dérivées partielles du premier ordre de chacune des fonctions Ό,Ψ, W. 

D'autre part, en vertu des égalités (24), l'égalité (21) devient 

= (^- £~)[«"«(«,./> +««κ.r)l 

+ - jjr) l>os("«· s) + co»(«„ s)] J 
OU 

0n{ dn2 ~~ °" 

Le magnétisme doit donc se distribuer sur le système de telle 
façon que les dérivées partielles de la fonction Φ ne subissent, elles 
non plus, aucune discontinuité à la traversée de l'une des surfaces de 
discontinuité du système. Il en est de même des fonctions Ψ et X. 

Dès lors, les égalités (26) nous apprennent que, dans tout le sys-
tème, les trois fonctions 30 sont continues ainsi que leurs dérivées 
partielles du premier ordre. 

215. Posons, pour abréger, 

<76) 

„ 2\Zâi:ae'adW a. ,, d2W 

G — — c -r h — (μΒ' — k)~—— > 

H= d-*>3ï7T 

Les équations (76) deviennent 

(77) 

Δί-t - -, 2πα2μΚ' - = F. 

2πα-μ â(J η 

A5C ~ j- 2πα-μΚ'~~Γ — H. 
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Remarquons de suite que, si p.K/ n'est pas nul, ces équations per-

mettent de choisir arbitrairement, à l'instant initial, les valeurs de 

rj, (j, 3C, 

Ùl ' ()t ' Ût 

Elles déterminent alors, en tout point du système, les valeurs initiales 
de 

àt- ' ~dë*' ât2 

Multiplions par §doj les deux membres de la première équation (77) 
et, pour le volume entier du système, intégrons le résultat obtenu; 
nous trouvons ainsi l'égalité suivante : 

. d r (3 Vldg\* . 

—Δ5 clm + nza1 j*pK' {~J^j ^ 

Une intégration par parties, portant sur le premier terme du 
second membre, transforme cette égalité en la suivante : 

10 (78) 7T Ci1 T, M?+ 

=-/[(£HSH£ )'—-^'(5)1* 

_/W F dw ) J f 

Pour les fonctions g et 3C, on peut écrire deux égalités analogues. 
Supposons qu'en tout point de la surface Σ on garde à la fonc-

tion Wune même valeur C indépendante de /,et aux fonctions q.fâ 
la valeur o. De telles conditions seront compatibles avec un état 
d'équilibre électrique sur tout le système. 

Supposons la constante k de Helmhollz positive ou nulle, et le 
coefficient de polarisation K' positif ou nul pour tous les corps du 
système. Si la perméabilité magnétique p. est négative pour tous 
les corps du système, l'équilibre électrique est instable dans les 
conditions considérées. 
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Les conditions imposées à W et à $ en tout point de la surface Σ 
font, au second membre de l'égalité (78), évanouir le troisième 
terme. 

D'autre part, pour démontrer l'instabilité de l'état d'équilibre, 
nous pouvons particulariser la perturbation initiale. 

Si k est positif, nous pouvons, à l'instant initial, choisir arbitraire-
ment, en tout point du système, les valeurs de W et de à la seule 
condition de ne pas contredire à ce qui a été supposé aux divers points 
de la surface Σ. En particulier, nous pouvons prendre, en tout point 
du système, 

Wr=C, -37· = 0. 

Nous savons, alors, qu'à tout instant et en tout point du système, 
W sera égal à C et à zéro, en sorte que la quantité F y sera 
constamment nulle. 

Si k est nul, nous pouvons, à l'instant initial et en tout point du 
système, prendre arbitrairement la valeur de W, pourvu que cette 
valeur se réduise à C en tout point de la surface Σ. En particulier, 
nous pouvons, en tout point du système et à cet instant, prendre 
W = C. Alors, en vertu de l'égalité (5g), dans tout le système et à 
tout instant, nous aurons W = C, en sorte que la quantité F sera 
encore nulle. 

Si nous posons 

(79) M = j*'
/cT

> 
l'égalité (78) se réduira à 

(8°) =-f [(à£)'+ {%)+(%)-

K' étant positif et rjt. négatif, le second membre de l'égalité (80) ne 
peut être que nul ou négatif. D'ailleurs, pour que ce second membre 
soit nul, il faut qu'on ait, en tout point du système, 

°' dj dïï — °' 

d-f 
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Comme, dans tout le système, S est supposé fonction continue 
de x, y, z, les trois premières égalités exigent que § ait même valeur 
dans tout le système ; et comme, sur la surface Σ, cette valeur est zéro, 
ces égalités exigent qu'on ait, dans tout le système, § = ο et, par con-
séquent, que la quantité M soit égale à zéro. 

Dès lors, si la valeur initiale de M est négative, M demeurera sans 
cesse négatif, sa valeur absolue sera fonction croissante de t et croîtra 
au delà de toute limite avec t. 

Or, comme nous disposons arbitrairement, sauf sur la surface Σ, 

des valeurs initiales de § et de nous pouvons toujours faire en 

sorte que f^y H- soit positif à l'instant initial; la valeur initiale 

de M est alors négative, et la valeur absolue de M croît au delà de 
toute limite avec t. 

Il faut pour cela que la valeur absolue de l'une au moins des quan-
tités suivantes 

J ~ RI·
2

 drn, J*μ Κ.' J ̂  cfo, 

ou bien encore l'une au moins des deux quantités 

fpda, 

croisse au delà de toute limite avec t. 

Partant, l'une au moins des deux quantités $ et a une valeur 
absolue qui, en certains points du système, croît au delà de toute 
limite avec t. Cette conséquence est incompatible avec la stabilité de 
l'équilibre électrique. 

26. Supposons maintenant que la constante k de Helmhollz soit 
égale à zéro; supposons que, pour tous les corps du système, la per-
méabilité magnétique μ soit positive et le coefficient de polarisation 
diélectrique K' négatif; nous savons que, sur le système considéré, 
Véquilibre électrique possède la stabilité électrostatique intégrale ; 
mais il est affecté d'instabilité électrodynamique. 

Nous pouvons reprendre à peu près textuellement le raisonnement 
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qui précède. La quantité M, à laquelle nous avons pu donner une 
valeur initiale négative, demeurera sans cesse négalive; sa valeur 
absolue sera fonction croissante de t et croîtra au delà de toute limite 
avec t. 

Pour cela, il faudra que la valeur absolue de la quantité 

i IIt*™ dxs 

croisse au delà de toute limite avec*; partant, qu'au moins en cer-
tains points du système, la valeur absolue de l'une au moins des quan-

tités $ et ~yt croisse au delà de toute limite avec l\ par là se trouve 

justifiée la proposition que nous avons énoncée. 

27. Revenons à la première équation (77); multiplions-en les deux 

membres par -jjdtn et intégrons, pour tout le volume du système, le 

résultat ainsi obtenu; nous trouvons l'égalité 

Ι Δ·* -T~cte — πα2 — Ι μ Κ' — d® — 2 π a- f — — chs—tV-r- άτΰ. 

Une intégration par parties, portant sur le premier terme du pre-
mier membre, transforme cette égalité en la suivante 

<8,) 7,jdf / df(za)+.. Df 

=- W ρ {%)'- 'J 'τι m
d
- ~

 l/F$ ■rfro· 

Nous allons tirer diverses conséquences de celte égalité. 
La première sera la suivante : 

Supposons que, pour tous les corps du système, le coefficient de 
polarisation diélectrique et la perméabilité magnétique soient 
positifs ou nuls. Si la fonction W a été déterminée au préalable; si 
la valeur de la fonction § est connue, à tout instant, en tout point de 
la surface Σ qui borne le système; si, à l'instant initial, les valeurs 
de § et de— sont données dans tout le système, on ne peut trouver 

r 
Journ. de Math. (6E série), tome X. — Kasc. IV, 1914 UU 
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deux intégrales distinctes de l'équation (77), continues dans tout 
le système ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre. 

Chacune des deux fonctions (/ et 3C donne lieu à un théorème 
analogue. 

Supposons, en effet, qu'il existe deux intégrales, f et de l'équa-
tion (77) et posons 

f=f_f 

La fonction § vérifiera l'équation en laquelle se transforme l'équa-
tion (77) lorsqu'on y fait F = o; partant, elle vérifiera ce que devient 
l'égalité (81) après qu'on y a fait F = o. 

En chaque point de la surface Σ, on a, à chaque instant f = , 

partant § = o, ce qui entraîne — = o. L'égalité (81) se réduit donc à 

(82) d\ (U — 4t:a- I £ d£ (it f/CT, 

égalité dans laquelle 

(83) (£)V (£)'-·-*««***'(&/]<*· 

D'après l'égalité (83), la quantité Ν ne peut jamais être négative. 
D'après l'égalité (82), où la perméabilité magnétique μ est positive 
ou nulle pour tous les corps du système, la grandeur Ν ne peut 
jamais être une fonction croissante de t. Si donc elle est nulle à 
l'instant initial, elle demeure constamment nulle. 

Or, à l'instant initial, on a, en tout point du système, 

' àt ~ ôt ' 

ou 
^ = °, Έ = ο, 

ce qui entraîne l'égalité à zéro de la quantité N. 
On a donc, quel que soit /, 

Ν = o. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut qu'on ait, à tout instant et en tout 
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point du système, 

W) ^ = 0· 0? = °· Τζ=η· 

Si α et IC sont positifs et non pas nuls, il faut, à ces égalités, 
joindre l'égalité 

(85) £ = o. 

La fonction ί étant continue dans tout le système, les égalités (84) 
exigent qu'à un même instant elle ait, dans tout ce système, la même 
valeur; or, à tout instant, elle est nulle en tout point de la sur-
face Σ; on a donc, dans tout le système et à tout instant, ^ = oou 

3'=z ,f", 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Si, au lieu de donner, en chaque point de la surface Σ et à chaque 

instant, la valeur de $, on donne la valeur de on peut encore, 

avec une très légère modification, reprendre la démonstration précé-
dente; on obtient les égalités (84); elles nous apprennent que les 
deux solutions §' et §" du problème ne peuvent différer Tune de 
l'autre que par une fonction du temps, la même en tous les points du 
système. Si, en outre, ni a ni K/ n'est égal à zéro, on peut écrire 
l'égalité (85), et cette fonction du temps se réduit à une constante. 

28. Le champ éleclrodynamique et électromagnétique a pour 
composantes 

(86) — J/j Ut' *—^ΊΤ 

Le champ électrique total a pour composantes 

x -H -y, y y, z + ï. 

Imaginons qu'à partir d'un état d'équilibre on impose au système 
une perturbation initiale, et qu'on le maintienne ensuite dans des 
conditions bien déterminées; si, aux valeurs absolues des grandeurs 
qui définissent la perturbation initiale, on peut imposer des limites 
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supérieures telles que 
J(X

3
-h %*-{-&) dus 

ne surpasse jamais une grandeur positive quelconque, donnée 
d'avance, on dit que le système jouit, dans les conditions considérées, 
de la stabilité électrodynamique intégrale. 

Si, d'une façon semblable, on peut empêcher 

j*[(X -4- Λ' )-H- (Y -H -Y)
2
 DUj -f- (/ -H i ) - ] Î/M 

de jamais franchir une grandeur posiLive quelconque, donnée 
d'avance, on dit que le système jouit, dans les conditions considérées, 
de la stabilité électrique intégrale. 

29. Supposons la constante de Helmhollz nulle ou positive. Con-
sidérons un système exclusivement formé de corps dont le coeffi-
cient de polarisation diélectrique et la perméabilité magnétique 
soient positifs. Sur toute la surface qui borne ce système, main-
tenons à la fonction potentielle électrostatique totale W une même 
valeurC, indépendante du temps. En chaque point de cette surface, 
à chacune des fonctions totales de Helmhollz, #, 9'» 3C gardons 
une valeur indépendante du temps. Ces conditions sont compatibles 
avec Γ établissement de l'équilibre éleclrodynamique. 

Nous allons démontrer que cet équilibre jouit de la stabilité 
électrique lorsqu'on astreint la perturbation initiale à une condition 
particulière. 

Cette condition sera définie de la manière suivante : 
Si la constante k de Helmholtz est positive, nous prendrons à 

l'instant initial, et en tout point du système, 

(87) w = o, -^- = 0. -5^ = 0. 

Si la constante k de Helinholtz est nulle, nous prendrons à l'ins-
tant initial et en tout point du système, 

W = C. 

Les conditions données permettent d'attribuer la valeur C à la 
fonction W en tout point du système et à tout instant; et ce que nous 
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avons dit aux nos 17 et 22 montre qu'on ne saurait lui attribuer 
une autre valeur. 

Le champ électrostatique total est donc constamment nul en 
tout point du système; le champ électrique total se réduit au champ 
électrodynamique et électromagnétique, la stabilité électrique à la 
stabilité électrodynamique. 

On a, en vertu des égalités (86), 

<», Î/[(ÎHF)V (?)> 
ou bien 

JiV + S.+ V)*.<£zJl> K' 

m étant la plus petite valeur de la perméabilité magnétique et y.' la 
plus petite valeur du coefficient de polarisation diélectrique pour les 
divers corps du système. 

Si donc Q désigne une quantité positive donnée, pour avoir 

fag) X'-+3*+%*)dw<Q, 

il suffira d'avoir 

(9°) 

>K U) d^-JST' 

Γ VI (Y . < 2rax'Q 

Γ VI (Y . < 2rax'Q 

Mais, d'autre part, l'égalité (82) nous apprend que la quantité Ν 
ne peut jamais être une fonction croissante de en sorte que si l'on 
désigne par N

0
 la valeur initiale de cette quantité, on a, quel que 

soit t, 
N<N0, 

ce qui entraîne les deux inégalités 

(9° J lis)+ («;)+ (s;) jrf5,=N·· 

(92) 2πα' ̂ μΚ'^) <fcr<N„. 
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Laissons de côté, pour le moment, l'inégalité (91), qui nous sera 
utile tout à l'heure, et considérons seulement l'inégalité (92). Elle 
nous apprend que nous aurons certainement, quel que soit /, la pre-
mière des inégalités (90), si, aux valeurs absolues initiales de 

Jx' ày1 <F' ~di* nous imposons des limites supérieures telles que nous 

ayons 

(93) N, < 4Zmx 

On voit ainsi que le système possède, dans les conditions consi-
dérées, la stabilité électrodynamique intégrale. 

50. il serait souhaitable que la proposition précédente fût démon-
trée sans qu'aucune restriction fût imposée à la perturbation initiale; 
mais nous n'avons pu, jusqu'ici, obtenir ce résultat; nous ne pourrons 
établir la proposition en question, pour une perturbation initiale 
quelconque, qu'en lui imposant une restriction d'une autre nature; 
nous devrons supposer que le système soit formé d'un seul corps 
homogène. 

Nous supposons positif le coefficient de polarisation diélectrique K/ 
et, par conséquent, le pouvoir inducteur D' = ( 1 -f- Κ.'). 

Si la constante k de Helmholtz est nulle, l'égalité (69) nous 
permet de formuler cette proposition : 

Aux valeurs absolues des grandeurs qui déterminent la perturbation 
électrostatique initiale, on peut assigner des limites supérieures telles 
que les quantités 

y*(W —c y-dw, f{^~)
 dm 

demeurent, quel que soit t, respectivement inférieures à deux quan-
tités positives quelconques données d'avance. 

Si la constante de Helmholtz est positive, cette proposition n'est 
plus démontrée; cependant, nous la supposerons vraie, et c'est sous le 
bénéfice de cette supposition que se poursuivra notre déduction. 

Posons 

(94) T= 2 v^7ra£^(W-
C

) + ~ (pD'~ k) -
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Dans cette formule, C désigne une constante qui est, pour le 
moment, quelconque, mais qui, tout à l'heure, sera prise égale à la 
valeur uniforme de W sur la surface Σ. 

Les égalités ( 76) pourront s'écrire 

vy ' dx dy dz 

Ajoutons membre à membre, en tenant compte de ces égalités (95), 
l'égalité (81) et les égalités analogues qu'on peut former pour les 
fonctions «f et q. Nous trouvons l'égalité suivante, où nous avons 
supposé que le système fût formé d'un corps homogène unique, 

W lij [©'+ (£)" +
 (£)' ̂

 27!αίμΚ
' (s)"

 +
· ' Ι

 dm 

CM \ Ti ) dm r/2 

-*j{TcTt + à}7i+T
3

-àï)da· 

Dans cette égalité et dans celles qui suivront, le signe -h... désigne 
des termes qui sont relaLifs aux deux fonctions £ et X et qui ont même 
forme que les termes, relatifs à la fonction écrits avant ce signe. 

Dans cette égalité (96), transformons le dernier terme du second 
membre. Le système étant homogène, nous pouvons écrire : 

(97) "J (âï Έ +-Jï ΈΤ; lu ) 

~~ ?'J dt \dy + dy + dz ) ' w 

+ 2/T ̂ cos(N, X) 4- — COS(M,Y) ^COS(N, S)J dl. 

Si le système était formé de corps homogènes divers, cette égalité 
ne serait, plus exacte, car, en vertu de sa définition (94)? la fonc-
tion Τ varie d'une manière discontinue lorsque le point auquel elle se 
rapporte traverse la surface de contact de deux corps différents. 

D'après l'égalité (3o), nous avons 

2 / r — ( — + -^ + -r— r/© = — 2 A- / Τ —— (te. 
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Dans le second membre de cette égalité, remplaçons Τ par son 
expression (94)? et nous trouvons successivement 

C^d i d$ à(; dtt\ _ 

= — 4 sfìTtat'k ^ j (W — C)'-jjjrdrs 

-Ka ~ T> (µ D4-k) 

9 V1 Τι (s + ̂ -""STj ̂  

=~T.diJ +8π£ ρ(Λν-('>1Γ. rfn 

-f-4 fixai'* drx. 

Supposons, désormais, que les valeurs de q, oc soient maintenues 
constantes en chaque point de la surface Σ; nous aurons, à chaque 
instant et en chaque point de cette surface, 

<"> Λ ~ °' Λ" = °· 

Réunissons toutes les égalités (9O) à (99), et posons 

(,00) p=
/[(^)'

+{%)'+™α"'μΚ' (%)'+■■ ■]
<to

· 

Nous trouverons 

(.01) § = - [(£)' + ...]+ v/i /·.' (^)'|λ. 

if (%)'*■(µ D'-k) d dw 

6 , ¡X ci rr ow -Hfiitat -Jïji* -L)~clw. 

La quantité A: est supposée nulle ou positive; la quantité p. est sup-
posée positive; partant, au second membre de l'égalité (101), le 
premier terme ne peut être que nul ou négatif, en sorte qu'on a l'iné-
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galité 

(I02)
 ρ<,y-,, [ f(™)> Λ,-y(^); Λ,] 

4 sfiTtai'ty J (Vf - C) —dm -J (Wo — C) [~ )# <fe 

Dans cette inégalité, l'indice ο désigne la valeur, à l'instant initial, 
de la quantité qu'il affecte. 

La quantité K' est supposée positive; la quantité Ρ ne peut être que 
positive ou nulle; il en est forcément de même du second membre de 
l'inégalité (102), en sorte que ce second membre est égal à sa valeur 
absolue. 

D'ailleurs, si l'on regarde ce second membre comme la somme 
algébrique d'un certain nombre de termes, sa valeur absolue sera au 
plus égale à la soinmearithmétique des valeurs absolues de ces termes. 

Enfin les deux égalités 

[
(W

-C)+ ̂  j* = (\V —C)!+ (î^y
 + i

(w_
C
)^, 

[(W-O- ^]' = (W-C).
+
 (f)!-

2
(W_C)^ 

dont les/ premiers membres ne peuvent être négatifs, nous montrent 

que la valeur absolue du produit 2 (W—C) est au plus égale à 

(W —C)* + ~¡H ) ' 

En vertu de ces diverses remarques, l'inégalité (102) entraîne 
celle-ci : 

(IO3) l} ί P
0
 -H 1 y/2 τταζ' - f( \V

0
—C)-«FAÎ 

+. ι μ Iy _ /, I + tjj 

+ / (\Y—Cj2Î/ot 

k I |x \)'— /«' I + 4 

Dans cette inégalité, | D' — k | désigne la valeur absolue de ( p.D' — k). 
Journ. de Math. (6e série), tome X. — Kasc. IV, 19.4- 31 
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La proposition que nous voulons établir sera évidemment démon-
trée si nous démontrons ceci : 

Aux valeurs absolues des données initiales, tant électrostatiques 
qu'électrodynarniques, nous pouvons imposer des limites supérieures 
telles que Ρ ne surpasse jamais une quantité positive A, quelconque 
d'ailleurs, donnée d'avance. 

Or nous avons admis qu'aux valeurs absolues des données élec-
trostatiques initiales, on pouvait imposer des limites supérieures telles 
que les deux quantités 

/(W-C r-rfm, 

demeurassent toujours respectivement inférieures à deux quantités 
positives quelconques données d'avance. On pourra donc, à ces valeurs 
absolues des données électrostatiques initiales, imposer des limites 
supérieures telles qu'on ait, quel que soit l, 

ispinaε'^ J(W — C)2 

)f {$)'** < |ao VII 

et, en particulier, 

2 \β π αε' j J ( W0— C )2 άτΰ S 

<AV \2 àt Joqw V p 

Dès lors, l'inégalité (io3)nous permet d'énoncer cette proposition : 
Pour être assuré d'avoir, quel que soit /, l'inégalité 

(io4) P<A, 
il suffit d'imposer aux valeurs absolues des données électrodyna-
miques initiales des limites supérieures telles qu'on ait 

(,o5) P.S^· 
Ainsi se trouve établie la stabilité que nous voulions justifier. 

51. Toutes les fois que, pour un système, on a démontré, d'une 
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part, la stabilité électrostatique intégrale et, d'autre part, la stabilité 
électrodynamique intégrale, la stabilité électrique intégrale se trouve, 
par là même, établie pour ce système. 

On a, en effet, 
(Χ -+--\:)s=2Xsh- 2-X2- (Χ — ,Χ)2 

et, par conséquent, 
(X +- X)^

2
X2-H 2X2. 

Cette inégalité et deux inégalités analogues permettent d'écrire 

F [( Λ + Λ- )
2
 ( Y -F- ^T)

2
 -F- ( Ζ -F~ %)

2
] DUS 

<2 j (X2 + Y--f
 2

 J(X2-f-:T2+i5)^. 

Si le système jouit de la stabilité électrostatique intégrale, on peut 
limiter supérieurement les valeurs absolues des données initiales de 
telle manière que la première intégrale du second membre demeure 
inférieure à n'importe quelle quantité positive donnée d'avance; si le 
système jouit de la stabilité électrodynamique intégrale, on peut 
limiter supérieurement les valeurs absolues des données initiales de 
telle manière que la seconde intégrale du second membre demeure 
constamment inférieure à n'importe quelle quantité positive donnée 
d'avance; si donc le système possède, à la fois, ces deux stabilités, on 
peut, aux valeurs absolues des données initiales, imposer des limites 
supérieures telles que l'intégrale du premier membre demeure tou-
jours inférieure à n'importe quelle quantité positive donnée d'avance; 
c'est précisément ce qui définit la stabilité électrique intégrale. 

Ce théorème peut être appliqué au système qui a été étudié au n° 30. 

52. En un point quelconque du système, il résulte des égalités (24) 
que le champ magnétique a pour composantes 

(106) 

Ρ ___ ^àV ία /dW di?\ 

™ _ âV εα ίάΌ dl®\ 

>b~ *dz fi\d.χ dy)' 
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Si l'on applique à ces égalités (106) les calculs qui, des éga-
lités (2/j), ont tiré les égalités (29), on trouve, en tenant compte de 
l'égalité (74), 

(107) 

μ\άχ dz)' 

k=-í(íí-fs l¿\oz dar 

—-KS-©· 
Dans des conditions données, compatibles avec l'équilibre magné-

tique, un système possède la stabilité magnétique intégrale si, aux 
valeurs absolues des données initiales, tant électrostatiques qu'élec-
trodynamiques, on peut imposer des limites supérieures telles que 
l'intégrale 

(108) S = j*+ VU* + 3&) dis 

demeure toujours inférieure à une quantité positive quelconque, 
donnée d'avance. 

La première égalité (107) donne 

•C μ2 \ dy dz ) 
D ailleurs 1 égalité 

(£-»* 

permet d'écrire 

(M_àçy< (àxy (d£)\ 

Si l'on désigne par m la plus petite valeur prise, dans le système, 
par la perméabilité magnétique μ, que nous supposons positive, 
l'égalité ( 108) nous donnera l'inégalité 

«υ/κ?)·- (awsnsy* («MS» 
et a fortiori 

(,η?) J = l(.5î) + \àj') + (iïj +···_ dm-
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On voit, dès lors, que le système étudié au n° 29 possède la stabi-
lité magnétique intégrale. 

L'inégalité (91), en effet, nous apprend qu'on a, que] que soit t, 

90 r ( ôrf y / ()* J A 'W \ à,r drs VII 

N0
 étant une quantité positive qu'on peut, en limitant supérieure-

ment les valeurs absolues des données électrodynamiques initiales, 
rendre aussi petite qu'on voudra. On peut d'ailleurs, pour chacune 
des deux quantités $ et (j, établir une inégalité analogue à l'iné-
galité (91 ). 

Le système étudié au n° 50 possède également la stabilité électro-
magnétique intégrale. Nous avons vu, en effet, qu'en limitant supé-
rieurement les valeurs absolues des données initiales, tant électrosta-
tiques qu'électrodynamiques, on pouvait faire qu'on eût, quel que 
soit t, l'inégalité 

(io4) = V 

où A est une quantité positive quelconque donnée d'avance. 
D'après l'expression (100) de P, cette inégalité (io4) entraîne 

celle-ci : 

ISr) Ou: (Sr dus VI» 

qui assure la stabilité magnétique intégrale. 

CHAPITRE IV. 

ETUDE D'UN SYSTÈME FORMÉ DE COUPS PUREMENT CONDUCTEURS. 

35. Si les corps qui composent le système sont des corps purement 
conducteurs, incapables de toute polarisation diélectrique, ou bien 
encore si ce sont des corps purement diélectriques, privés de toute 
conductibilité, les démonstrations exposés aux deux Chapitres précé-
dents requièrent certaines modifications que nous nous proposons 
d'indiquer d'une façon rapide dans ce Chapitre et dans le suivant. 
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Nous considérerons d'abord le cas où le système est exclusivement 
formé de corps purement conducteurs. 

La fonction potentielle électrostatique totale W se réduit à la 
fonction potentielle Y des charges électriques distribuées sur le 
système. 

En tout point d'un corps homogène appartenant au système, cette 
fonction Y vérifie l'équation aux dérivées partielles 

(no) Δ -τ- H ΔΤ ï7T=°> 

à laquelle se réduit l'équation (3i ). En tout point de la surface de 
contact entre deux corps homogènes, cette fonction vérifie la relation 

0nt Ot 0n2 Ot pi O/ii p., 0n2 ' 

à laquelle se réduit la relation (33). 
Si la constante k de Helmholtz n'est pas nulle, on peut, à l'instant 

initial, choisir arbitrairement, en tout point du système, les valeurs 

de Y et de sous la condition, toutefois, que l'égalité ( 111 ) soit 

vérifiée en tout point des surfaces de discontinuité. 
Quant au cas où la constante k de Helmholtz serait nulle, il est 

inutile de l'examiner en particulier; ce qui a été dit au n° 21 peut 
être répété ici après qu'on y aura fait 

K'=o, W — Y. 

Multiplions par"^j άτΰ les deux membres de l'équation (uo), inté-

grons pour le volume entier du système, et transformons l'intégrale 
au moyen d'intégrations par parties où il sera tenu compte de la rela-
tion ( ι n); nous trouverons l'égalité 

jcJ j— .U)+ UO+ U). + U 

= - J<r- r VI dxD 

_f(±*L + !&LE.\*L Λ. 
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Supposons qu'en chaque point de la surface Σ, borne du système, 
la quantité Y garde une valeur indépendante du temps; alors, 
en tout point de la surface Σ, sera nul. Posons 

"""=·/Ιτ[©
ν

©'-(£)Ί-
!
τ

ί
©1'*'· 

L'égalité (112) deviendra 

("4) 7Û=-J \ΈΓάϊ) +\à77t)
 +{àïài)_ Λ· 

Le second membre de l'égalité (II4) ne peut être que nul ou 
négatif; pour qu'il s'annule d'ailleurs, il faut que -jj- soit nul en tout 
point du système et, dans ce cas, J est forcément nul ou positif. On 
voit donc que, si la valeur initiale de J est négative, J demeurera 
constamment négatif, et sa valeur absolue croîtra au delà de toute 
limite avec t. 

Or si la constante k de Helmholtz est négative, on peut toujours 
faire en sorte que la valeur initiale de J soit négative; il suffît, à 
l'instant initial, de prendre, en tout point du système, 

1=0, -7- rzf O. 

On voit donc que, si la constante de Helmholtz est négative, le 
système est affecté d'instabilité électrostatique. 

Si la constante de Helmholtz est positive ou nulle, J ne peut jamais 
être négatif; alors, à partir d'une valeur initiale positive, J ne peut 
jamais croître. On en conclut sans peine cette proposition : Lorsque 
la constante de Helmholtz est positive ou nulle, le système jouit de 
la stabilité électrostatique intégrale. 

Enfin l'égalité (n4) permet d'établir cette autre proposition : 

Si la valeur de Y est donnée, à tout instant, en tout point de la 
surface qui borne le système; si, à l'instant initial, les valeurs de Y 
et de ~ sont données en tout point du système; si, d autre part, 
la constante de Helmholtz est positive, on ne peut trouver deux solu-
tions continues distinctes des équations ( 110) et ( 111 ). 
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54. Les équations (77), que doivent vérifier les fonctions ç, 3e, 
se réduisent ici à 

(n5) 

Af _2πα^ _ F 

Ag^ =G, 2TT au 

A3e_î"taVg-l| 

Elles permettent de se donner arbitrairement les valeurs initiales de 

G, 3e: les valeurs initiales de ~ sont alors déterminées. 

Multiplions la première de ces équations par et intégrons 
pour le volume entier du système; nous obtenons une égalité qui se 
transforme aisément en la suivante : 

(
„6)

 πβ
.^ί.Λ,=-/[(^)'+(^y+g)']*. 

—J'F ~t dxs 

fi <Λ 

Supposons, en premier lieu, qu'en chaque point de la surface Σ 
qui limite le système, chacune des fonctions Ç, 3C soit constam-
ment nulle; au second membre de l'égalité (nb), le second terme 
disparaît. 

Supposons, en second lieu, que la fonction Τ soit maintenue con-
stamment égale à zéro en tout point de la surface Σ; qu'à l'instant 
initial on prenne, dans tout le système, Y = o, et en outre, si la con-

stante k n'est pas nulle, — = o. Si la constante k est nulle ou posi-

tive, Y demeurera constamment nul en tout point du système, il en 
sera de même de F, G, H. D'où la conclusion suivante : Au second 
membre de l'égalité (116), le second terme disparaît. 

L'égalité (116) devient, dans ces conditions, 

("7) va'dcJ yd*=-J L(s) + Uv + \Tz).dm-
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Cette égalité nous permet, en premier lieu, de démontrer la pro-
position suivante : 

Si la perméabilité magnétique p. est négative pour tous les corps 
du système, ce système est affecté d'instabilité électrodynamique. 

En effet, le second membre de l'égalité (117) est négatif ou nul. 
Pour qu'il soit nul à un certain instant, il faut qu'on ait, en tout point 
du système et à ce même instant, 

<)i 03 03 

Il faut donc qu'à cet instant la fonction continue § ait, clans tout 
le système, une même valeur; celte valeur ne saurait être que la 
valeur o prise par cette fonction en tout point de la surface Σ. Ainsi 
la quantité 

ftp 

doit s'annuler à tout instant où le second membre de l'égalité (117) 
prend la valeur o. 

Si la valeur initiale de § n'est pas identiquement nulle dans tout le 
système, la valeur initiale de l'intégrale considérée est forcément 
négative, puisque la perméabilité p. est négative pour chacun des 
corps du système; sa valeur absolue va donc croître au delà de toute 
limite avec l

)
 ce cpi'on peut regarder comme une inarque de l'insta-

bilité électrodynamique du système. 
L'équation (117) va nous fournir la démonstration d'un autre 

théorème. 

Supposons que la fonction Τ ail été déterminée sans ambiguïté 
pour tout instant et en tout point du système; 

Supposons que la valeur de § soit donnée, à tout instant, en tout 
point de la surface Σ qui borne le système, et en tout point du sys-
tème à l'instant initial. 

Si la perméabilité magnétique p. est positive pour chacun des 
corps qui composent le système, la première équation {115) ne peut 
admettre deux intégrales continues distinctes. 

Journ. de Math. (6· série), tome X. — Ease. IV, iyi4· ^ 
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Imaginons, en effet, qu'elle en admette deux, et posons 

f=f"_f" 

Chacune des deux fonctions §" est une fonction continue qui 
vérifie la première équation ( 115), la valeur de F étant, pour toutes 
deux, la même; ê est donc une fonction continue qui vérifie ce que 
devient la première équation ( 115) quand on y fait F = o. 

§' et §" prenant la même valeur en chaque point de la surface Σ, 
§ est constamment égal à zéro en tout point de cette surface. 

§ vérifie donc l'équation (117). 
f et i" prenant la même valeur initiale en chaque point du système, 

la valeur initiale de § est nulle en tout point du système. 
La perméabilité magnétique μ étant positive en tout point du 

système, la quantité 

J d&i 

dont la valeur initiale est nulle, ne peut jamais devenir négative. 
D'autre part, d'après l'égalité (117), elle ne peut jamais être une 
fonction croissante de t. Elle demeure donc constamment nulle. 

Pour cela, il faut et il suffit que § soit égal à zéro à tout instant, en 
tout point du système. Partant, §' ne diffère jamais de 

Une dernière proposition nous est fournie par l'inégalité (117). 

Sur la surface Σ qui borne le système, la fonction Y garde 
constamment une même valeur C et les fonctions §, g, 3C sont main-
tenues égales à zéro. 

La perturbation électrostatique initiale est nulle, de telle façon 
que, dans tout le système, Y demeure constamment égal à C. 

Si la perméabilité magnétique est positive pour chacun des corps 
du système, on peut, aux valeurs absolues des grandeurs qui 
déterminent la perturbation électrodynamique initiale, assigner 
des limites supérieures telles que 

+ 3e*)öte 

ne surpasse jamais une quantité positive quelconque donnée 
d'avance. 
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On peut regarder cette propriété comme la marque d'une certaine 
stabilité électrodynamique intégrale, mais non pas de celle qui a été 
définie au n° 28. 

On peut se demander si la proposition précédente subsiste dans 
le cas où la perturbation électrostatique initiale n'est pas identique-
ment nulle. Nous allons démontrer que cette proposition subsiste 
pourvu que les deux conditions suivantes soient vérifiées : 

\° Le système se compose d'un corps homogène unique; 
2° La perméabilité magnétique de ce corps n'est pas inférieure à 

la constante k de Helmholtz. 

Ajoutons membre à membre, en effet, l'égalité (116) et les deux 
égalités analogues qu'on peut former pour les deux fonctions ç et 5e; 
tenons compte, en outre, des égalités (90); nous obtenons une 
égalité que l'homogénéité du corps permet de transformer en la sui-
vante : 
(n8) πα2^ ^yV

s
-+-g

2
+3e

2
)ifo 

íí(£)'+ d#y 

+ Τ r + . ^ 

+
f\

s [M ~T cos(N· -)]+-|d1 

Tenons compte maintenant des égalités (i3), (16), (25) et (26) 
qui nous donnent ici 

dx dy dz àt 

Invoquons également l'égalité (94)? après y avoir remplacé W par Y 
et D' par l'unité ; nous trouverons 

/ \ Λγ (à$ dCj dX\ , 

=— sjntkae'^ ~ J'(Τ — C)
2

IFE 

12 a dry - -skip — k) I -37 M dt ) 
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Si, comme nous le supposons, les fondions (|, 3e, sont main-
tenues constamment nulles en tout point de la surface Σ, les égalités 
(i 18) et ( 119) donnent l'égalité 

( 1 20) πα ^ ^ J'[a(ci
2
 -+- {/

2
-t- 3C2

) -+- y/'a /rs' ( Ï — C)'
:
 ) cfe 

à*v <)xj an -s(ùX\ (k 

Si, comme nous l'avons supposé, la constante k est nulle ou posi-
tive, si elle ne surpasse pas la perméabilité magnétique p., le second 
membre de cette égalité (120) ne peut jamais être négatif. On établit 
aisément alors la proposition énoncée. 

En outre, si la constante k est positive, on démontre, à l'aide de 
cette égalité ( 120), la proposition que voici : 

On peut limiter supérieurement les valeurs absolues des grandeurs 
qui déterminent la perturbation initiale de telle manière que l'inté-
grale 

j\x-cydw 

ne surpasse jamais une quantité positive quelconque donnée d'avance. 

36. Pour un système exclusivement formé de corps conducteurs 
purs, on peut encore écrire l'équation (81), après y avoir remplacé K' 
par 0. Dans les conditions où l'équation (81) se réduit à l'égalité (82), 
nous pourrons écrire ici : 

(121) —- — — 4πα- / - — «σ 

avec 
(122) lN=J Os) +[τν) + {*).*"■ 

L'égalité ( 121) nous permet de démontrer trois propositions dont 
voici la première : 

En tout point de ta surface Σ qui borne le système, on maintient 
à la fonction Y une valeur uniforme et constante G. En tout point 
de cette même surface, les trois fondions cf, 3e sont maintenues 
égales à zéro. 
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Si la constante k de Helmholtz est positive ou nulle et si la per-
méabilité magnétique est négative pour tous les corps du système

 y 

Véquilibre électrique qui correspond à ces conditions est affecté 
d'instabilité èleclrodynarnique. 

Supposons nulle la perturbation électrostatique initiale; comme 
la constante h est supposée positive ou nulle, on sera assuré que la 
fonction Y garde, sans cesse et dans tout le système, la valeur C. 

L'égalité (t2o) se réduira à la forme (121). 
Le second membre de l'égalité (121) ne peut être que nul ou positif. 
Pour que le second membre s'annule, il faut qu'on ait, en tout point 

du système, 
ùt ~° 

En vertu de la première égalité ( 115), où F est, ici, égal à zéro, 
cette égalité ne peut avoir lieu à un instant donné, en tout point du 
système, à moins qu'on n'ait en même temps 

ûJ = o. 

Mais comme § est nul en tout point de la surface qui borne le sys-
tème, § ne peut, en tout point de ce système, vérifier l'équation de 
Laplace, à moins d'être nul en tout point du système, cas auquel on a, 
en tout pointdu système, 

Orf â§ Ôi 

Si donc, le second membre de l'égalité (121) s'annule à un instant 
donné, Ν s'annule au même instant. On en conclut sans peine que Ν 
croîtra au delà de toute limite avec t si sa valeur initiale est positive. 

Or, pour valeur initiale de §
y prenons une quantité qui ne soit pas 

identiquement nulle dans tout le système. Comme $ est nul sur la 
surface qui borne le système, § n'aura pas, à l'instant initial, même 
valeur dans tout le système et l'on n'aura pas, à cet instant, en tout 
point du système, 

dff d$ di 
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La valeur initiale de Ν sera donc positive; Ν croîtra au delà de 
toute limite avec /, ce que nous pouvons regarder comme une marque 
d'instabilité électrodynamique. 

Notre second théorème sera celui-ci : 

Supposons la' perméabilité magnétique positive pour tous les 
corps qui composent le système. 

Si la fonction Y est connue, à tout instant, en tout point du sys-
tème; si les fonctions i, (j, 3<t sont données, à tout instant, en tout 
point de la surface qui borne le système, et, à l'instant initial, en 
tout point du système, aucune des équations ( 115) ne peut admettre 
deux intégrales continues distinctes. 

Gardons les notations dont, au n° 34, nous avons fait usage pour 
démontrer ce même théorème. 

La fonction § vérifie l'égalité (121) dont le second membre ne peut 
être que nul ou négatif; la quantité N, qui ne peut être que nulle ou 
positive, ne peut surpasser sa valeur initiale. Or, à l'instant initial, 
§ est nul en tout point du système ; il en est donc de même de 

ôx ' ôy ' ôz 

La valeur initiale de Ν est o. Dès lors, Ν est constamment nul. 
Partant, on a, à tout instant, en tout point du système, 

d§ di di 

en sorte qu'à chaque instant la fonction continue § a même valeur 
en tout point du système; mais cette valeur, qui doit être zéro en tout 
point de la surface qui limite le système, ne peut être partout que 
zéro. On a donc, en tout point du système et à tout instant, 

f=0 
ou 

P-i", 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Voici enfin notre troisième proposition : 

Supposons positive ou nulle la constante de Helmhollz. 
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Supposons positive la perméabilité magnétique de chacun des 
corps du système. 

Imaginons qu'en tout point de la surface qui borne le système 
la fonction Y garde une valeur uniforme ei constante C, et que les 
trois fonctions §, (J, 3d restent constamment égales à zéro. 

Pour toute perturbation initiale qui n'altère ni Y ni (si k est 

positif) Véquilibre compatible avec ces conditions possède la 

stabilité magnétique intégrale. 

Dans ce cas, en effet, Y demeure constamment égal à C, et F, G 
et H à zéro. On peut écrire l'égalité (121). Celle-ci nous apprend 
que Ν ne peut jamais surpasser sa valeur initiale. De ce résultat les 
considérations développées au n° 52 permettent de tirer la propo-
sition énoncée. 

De l'égalité (121) nous pouvons également conclure que la pre-
mière des trois quantités 

J 0 \0t J J p\dl ) J fj \ ôt J 

tend vers zéro lorsque t croît indéfiniment; il en va naturellement de 
même des deux autres. On peut, si l'on veut, regarder cette propriété 
comme constituant une certaine espèce de stabilité électrodynamique 
intégrale; mais cette stabilité n'est pas identique à celle qui a été 
définie au n° 28. 

Les résultats qui ont été établis, en dernier lieu, au sujet de la sta-
bilité magnétique et de la stabilité électrodynamique, peuvent être, à 
l'aide d'une démonstration semblable à celle qui a été donnée au n° 50, 
affranchis de toute restriction relative à la perturbation initiale. En 
revanche, il faut alors supposer le système formé d'un seul corps 
homogène, et admettre les deux postulats qui ont été énoncés au 
n° 50. De ces deux postulats il en est un qui peut ici, comme nous 
l'avons vu au numéro précédent, être justifié, du moins si la constante 
de Helmholtz ne surpasse pas la perméabilité magnétique du corps 
qui constitue le système. 
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CHAPITRE Y. 

ÉTUDE D'UN SYSTÈME FORMÉ DE CORPS PUREMENT DIÉLECTRIQUES. 

57. LYOUS allons maintenant étudier un système formé de corps 
dénués de toute conductibilité; pour chacun de ces corps, la résis-
tance spécifique ρ sera infinie. 

Dans un tel système, la fonction potentielle électrostatique totale 
W se réduit à la fonction potentielle Y' de la polarisation diélec-
trique. L'équation (32), vérifiée en tous les points du système, se 
réduit à 

(123) (i ·+· 4^ε'Κ')ΔΥ/ — 2 y2 nakVJ ~ °* 

L'équation (34), vérifiée en tout point de la surface de contact de 
deux corps homogènes, devient 

(124) (i ^ice'K'i ) ~~ -h (i-i- 4πε'Κ'
2
)~ί- —

 0
. 

Ce sont là les équations qui doivent servir à déterminer la fonc-
tion V'. 

A l'instant initial, on pourra, si la constante k de Helmholtz n'est 
pas nulle, choisir arbitrairement, dans tout le système, les valeurs 

de Y' et de sous la réserve que l'égalité (124), et celle qu'en 

déduit une differentiation par rapport à i, soient vérifiées; sous la 
réserve aussi que soit vérifiée la condition imposée à la fonction Y' en 
tout point de la surface qui limite le système. 

58. Multiplions par Y 'dm les deux membres de l'égalité (i23) et, 
pour le volume entier du système, intégrons le résultat obtenu ; nous 
parviendrons à une égalité qu'il est aisé de transformer en la suivante : 

( ι-4-4 tts'Κ.') V'AV'cfcj-l· 2^27: α/: I K'i dis—i\Jn:ak— ÎK'V'-j^dxs. 

Cette égalité peut, à son tour, moyennant l'égalité (124), se 
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transformer en la suivante : 

(i25) 2 uak ~rf~
t
 J Κ'V d& 

=-/VWŒï /wy \ <)z J 

— i\fi tiakK' (~Jfj j 

-|(l+47T£'K')Y'^rf2. 

D'autre part, multiplions par dm les deux membres de l'éga-
lité ( 123) et intégrons pour le volume entier du système; en vertu de 
l'égalité (124) l'égalité obtenue se transformera en celle-ci : 

(126) ïsjntak— f{i + Î\Ks'Kr)i~-dl. 

De l'égalité (i25) retranchons membre à membre l'égalité (126), 
après avoir multiplié les deux membres de celle-ci par une constante 
quelconque C. Nous trouverons l'égalité 

(137) ty/**akj-JW(\'-C)%Ldv 

=- j{MfHSI 

— 2\f2T:akK'jife 

-j(, + 4*s'K')(V'-C)^d2. 

Supposons ou bien que la fonction V' garde, en tout point de la 
surface qui borne le système, une valeur uniforme et constante C, 
ou bien que le champ électrique soit, en tout point de celte surface, 
maintenu constamment nul. Ces hypothèses sont compatibles avec 
rétablissement d'un état d'équilibre électrique. 

Si, pour chacun des corps du système, les deux inégalités 

(128) 1 4πε'Κ'> ο, 
(129) A"Κ'< ο 

sont vérifiées, cet équilibre est instable. 
Journ. de Math. (6e série), tome X. — Fasc. IV, 1914. 53. 
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En effet, au second membre de l'égalité (127), le second terme 
disparaît en vertu des hypothèses faites. 

Grâce aux inégalités ( 128) et ( 129), le premier terme ne peut être 
que négatif ou nul. Pour qu'il soit nul, d'ailleurs, il faut qu'on ait, en 
tout point du système, 

d\' _ W__ W___ <)V _ 

cas auquel la quantité 

I fK'(V'-C 

est égal à zéro. Si donc, à l'instant initial, cette quantité est négative, 
elle demeurera toujours négative et, avec le temps, sa valeur absolue 
croîtra au delà de toute limite. 

Or, après avoir, à l'instant initial, donné à V', en chaque point du 
système, une valeur généralement différente de C, mais qui se réduise 
à C en tout point de la surface Σ, et qui vérifie l'éga lité (124) en chaque 
point d'une surface de discontinuité, nous serons libres de prendre, 
à ce même instant initial et en chaque point du système, 

I£=X(V'-C), 

λ étant une constante positive. Alors, en vertu de l'égalité ( 129), la 
valeur initiale de 

kf K'(V'-C')^rfo 

sera sûrement négative, et le théorème énoncé sera démontré. 
De ce théorème nous pouvons tirer deux corollaires : 

10 II existe certainement des corps dont le coefficient de polarisa-
lion K/ est positif. Pour un système formé de tels corps, l'équilibre 
électrique serait instable si la constante k de Helmhollz était néga-
tive, en sorte que cette hypothèse doit être rejetëe. 

20 Supposons positive la constante k de Helmhollz ; on ne peut 
admettre l'existence de corps dont le coefficient de polarisation 
diélectrique K' serait négatif et le pouvoir inducteur spécifique 
(14- positif ; sur un système formé de tels corps, en effet, 
l'équilibre électrique serait instable. 
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59. Laissons de côté, pour le moment, le cas où la constante de 
Helmholtz serait nulle. Supposons, désormais, que cette constante 
soit positive : 

(i3o) /.·> o, 

et qu'il en soit de même, pour tout corps du système, du coefficient 
de polarisation diélectrique : 
( 131 ) K'> o. 

Multiplions'par des les deux membres de l'équation (î23) et 

intégrons, pour le volume entier du système, le résultat de cette mul-
tiplication; nous obtiendrons une égalité que l'égalité (124) permet 
aisément de transformer en la suivante : 

'dV'\* fdV'Y /dV + ( dv ) ( <)= 

■+■ 1 \J2 TiafiK' 

+
 β
/

(
.Η-4π.'Κ')ί^Λ = ο. 

Cette égalité ( i32) va nous permettre d'établir deux propositions 
dont voici la première : 

Si l'on se donne à chaque instant, en tout point de la surface Σ 

qui borne le système, soit la valeur de V, soit la valeur de si, 

à l'instant initial, on se donne, en tout point du système, la valeur 

de V' et celle de il ne peut exister deux intégrales continues 

distinctes des équations (i23) et ( 124). 

Supposons, en effet, qu'il en existe deux, V" et V"', et posons 

y — V"' — V". 

Chacune des deux fonctions continues V", Vw vérifiant les égalités 
( 123) et ( 124), on peut en dire autant de leur différence V', en sorte 
que V' vérifie l'égalité ( i32). 

Mais, en chaque point de la surface Σ, on a ou bien V" = V", ou 
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bien ; on a donc ou bien V' = ο, ou bien ̂  == ο ; la pre-

mière de ces deux égalités, vérifiée quel que soit t, entraîne d'ailleurs 

~ = o. Ainsi, au premier membre de l'égalité (i32), le second 

terme disparaît. Si l'on pose 

(.33) Pr- j' j(n-/,7t£'K') 

+ ?<s
/2 7ra/. K/^y JÎ/©, 

et si l'on désigne par P
0
 la valeur initiale de P, l'égalité (i32) se 

réduit à 

(>34) P = P«. 

Mais, à l'instant initial, on a, dans tout le système, 

V"=V", 
partant 

V'= o, 
ce qui entraîne 

dX' dX' dX' 
On a aussi 

dX" dX" dX1 

Ici donc P
0
 = o, et l'égalité ( 134) nous montre que, quel que soit t, 

P = o. 

En vertu des inégalités (i3o) et ( 131), cette égalité ne saurait 
avoir lieu si l'on n'avait, en tout point du système et à tout instant, 

dX' dX' dX' dX' 

Cette dernière égalité nous apprend qu'en tout point du système 
V' garde sans cesse la valeur o que cette grandeur avait à l'instant 
initial, en sorte que, sans cesse aussi, on y a 

X" = X1". 
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Voici notre seconde proposition : 

En lout point de la surface qui borne le système, ou bien la fonc-
tion potentielle V' garde une même valeur indépendante du temps 
( =oj, ou bien le champ électrostatique est maintenu égal à 

zéro i = ο y Ces conditions sont compatibles avec un état d'équi-
libre électrique. Cet état d'équilibre possède assurément la stabilité 
électrostatique intégrale. 

Au premier membre de l'égalité (i32), les hypothèses faites font 
disparaître le second terme, en sorte que l'égalité (i32) se réduit à 
l'égalité ( 134). Celle-ci, à son tour, en vertu de l'égalité ( i33) et des 
inégalités (i3o) et(i3i), donne l'inégalité 

\M) f(1+w K,[(0+(fv+(-y P0. 

Les composantes du champ électrostatique sont ici 

X — — ε' -r—j Y-_
£

'£J_, Ζ = —- ε' · 

L'inégalité ( i35) entraîne donc celle-ci : 

<i36> /<x!+Y!+zs>rf*=?WW 
κ'étant la plus petite valeur prise, au sein du système, parle coeffi-
cient de polarisation diélectrique K'. 

Si l'on veut que le premier membre de cette inégalité demeure 
toujours inférieur à une quantité positive A donnée d'avance, il 
suffît de limiter supérieurement, en tout point du système, les valeurs 
absolues initiales du champ et de de telle manière qu'on ait 

Po< ε'*(ι -+- 4πε'κ')Α. 

40. Venons maintenant au cas où la constante de Helmholtz est 
nulle : 

k ~ o. 

L'équation (i23) se réduit à l'équation de Laplace 

(137) W = o. 
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Les équations ( 137) et (124) sont celles qui déterminent la polari-
sation diélectrique d'équilibre. Si le pouvoir inducteur spécifique 
( ι 4πε'Κ') est positif pour tous les corps du système, on sait que 
cette distribution est déterminée sans ambiguïté lorsqu'on se donne, 
en chaque point de la surface qui borne le système, soit la valeur de Y', 

soit la valeur de 

Ainsi, à chaque instant, la polarisation diélectrique sur le sys-
tème est celle qui correspond à Vêlât d'équilibre déterminé par les 

valeurs que V' ou prennent, à cet instant, en chaque point de la 

surface qui borne le système. 
En particulier, si Y' garde sans cesse, sur cette surf ace, une valeur 

uniforme et constante, ou bien si est maintenu constamment 

égal à zéro', le système demeure constamment exempt de polari-
sation diélectrique. 

La question de stabilité ne se pose plus pour un tel état d'équilibre. 

41. Une fois Y' connu, les trois fonctions $, (J, 3e sont déterminées 
par les équations (77) qui deviennent ici 

( 138 ) 

— 2πα*-μΚ' — F, 

Δί/ — 2πα-μΚ' — G, 

ΑΚ-9.παη-μ. K'^ = H. 
* 

Au sujet de ces égalités, nous pouvons répéter textuellement tout 
ce qui a été dit du n° 25 au n° 52. Il suffit, dans les démonstrations 

et dans les égalités, de biffer tout terme qui contient - en facteur. 


