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Des polynômes invariants par une substitution linéaire; 

PAR CAMILLE JORDAN. 

T. Une substitution linéaire S peut être mise sous la forme canonique 

S = 

X>n & m—\ ' · · ^ //ι ~Ί~ 1) &{Xm—1 ~H Xm—i) · · · Q&o 

fn }'n-1 ··· y0> b(y
n

-hy
a
-,) b{y

a
.

x + /„-«) · ·· by* 
Ζ ρ Ζ ρ—Ι ... ζ ο, c(zp +-"ρ—ΐ) c(zp—l "+"

 ζ 

Ρ—Ζ ) ··· CZq 
................. 

les constantes α, b
y
 c, ... étant égales ou inégales. 

Elle est le produit des deux substitutions suivantes : 

S,= 

S2= 

Xm . . . Λ*0, (Λ Xm . . . <ZXq 
y η .. · /o, by

n
 ... by

0 

...................... 

X m · · · Xqi & m ~t~ m—1 · · · X0 
· · · y<>i y η ~ι~ y n—i · · « yo 
.............................. 

Soit, d'autre part, F un polynome où figurent les variables de S. 
Désignons par l'ensemble de ceux de ses termes qui sont de 
degré λ par rapport aux variables χ, de degré μ par rapport aux va-
riables y, de degré ν par rapport aux variables z, etc. 

La substitution S étant linéaire par rapport à chacune des séries de 
variables, transformera Ρλμν... en une autre forme G^v... également 
homogène et de degré λ par rapport aux a;, homogène et de degré μ 
par rapport aux/, etc. 

Pour que le polynome F = SF>.^
V

... soit identique à son transformé 
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G = ZGxp..., il faut qu'on ait pour chaque système des valeurs de λ, 
ΙΑ, V, . . . 

Ι^λμν... — ί*Χμ,ν,..) 

car aucune réduction n'est possible entre des termes pour lesquels λ, 
IA, ν, ... ont des valeurs différentes. 

La construction des polynômes invariants est ainsi ramenée au cas 
des formes homogènes séparément par rapport à chacune des séries 
de variables χ, χ, ζ, 

Si nous désignons par D l'opér ation 

dû d d à 

+ zp () à 

nous aurons pour G^p... le développement symbolique 

G)^v...= .||+D + γ-^ — J
(
 + . · . J F>^v 

Convenons d'assigner à chacune des variables a?, y, s, ... un poids 
égal à son indice. L'opération D, effectuée sur un monorne Τ de 
poids p, donne pour résultat une somme de termes de poids ρ — ι. 

Soit donc Ρχμν>.. = Φ -+- Ψ, Φ désignant l'ensemble des termes de 
poids maximum p. L'ensemble des termes de poids ρ dans G>p... sera 

.. .Φ; mais on doit avoir 

(1 ) βχμν.,. F/.μν... — ° y 

d'où cette première condition 

cî><bV·?'.. . = 1, 

laquelle exprime que la substitution S, laisse F et Φ invariants. 
En la supposant remplie, la relation (1) se réduira à 

(D + +· · ·+ +· ··) (φ + ψ) = °· 
Les termes de poids maximum ρ — ι dans le premier membre 

devant s'annuler séparément, on aura 

Ο Φ — ο. 
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Si cette seconde condition est remplie, on en déduira 

D2® — D(o) — ο, ϋ3Φ = ο, 

Donc Φ sera une forme invariante et Ψ devra l'être également. 
On voit de même que l'ensemble Φ, des termes de poids maximum 

dans Ψ doit être invariant, et ainsi de suite. 
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Tout polynome F invariant par la substitution S est une somme 
de formes invariantes Φ, homogènes par rapport à chacune des 
séries de variables x, y, z, ... et isobares. 

Les degrés λ, ρ, ν, ... de chacune de ces formes Φ par rapport 
aux χ, aux y, aux s, ... satisfont à la relation 

(2) a^bV-c"' ... = 1, 

laquelle exprime son invariance par la substitution S,. 
On a, en outre, la condition 

(3) D Φ = o, 

qui exprime son invariance par la substitution S
2

. 

Discutons successivement les conditions (2) et (3). 

II. Soient 
λ„ Pu ""17 · · · » 
^2» /^·21 ^2» · ' * > 
' ' 1 ' · 9 ·· 9 ' * · 

les solutions linéairement indépendantes de l'équation (2) en nombres 
entiers (positifs, nuls ou négatifs). 

La solution générale en nombres entiers sera 

(4) 

λ — λ, mx -+- λ5 m% -+-..., 

µ = µ, m, + µ2 m 
ν — v, m 1 v2 m ̂  , 
.................... 

m,, m
2

, ... étant des entiers (positifs, nuls ou négatifs). 
Si quelqu'un des entiers m, tel que mn est négatif, on mettra son 
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signe en évidence, et l'on aura ce nouveau système 

λ — — λ, τϊΐ\ 
μ—— p., m, -t- λ

2
/η

2
 +. 

.................. 

où mi est positif. 
On pourra donc supposer qu'aucun des entiers m n'est négatif, à la 

condition de considérer, après le système (4), ceux qui s'en déduisent 
par le changement de signe des coefficients de quelques colonnes. 

Remarquons d'ailleurs que, Φ étant un polynome entier, on doit 
rejeter tous les systèmes de valeurs de m

n
 m

2
, ... qui rendraient 

négatifs quelqu'un des entiers λ, p., ν, 
Pour déterminer les systèmes admissibles, considérons tout d'abord 

la première équation du système (4) 

(5) λ = λ,/η1 + λ2^ι!! + .. 

jointe à l'inégalité 

(6) λ = ο. 

Si m'
2J
 ... ; λ' et τη\, m"

2
, ... ; λ" sont deux solutions de ces rela-

tions autres que la solution banale ο, ο, ...; ο qui correspond à 
Φ = const., leur addition donnera une nouvelle solution 

m\ -H m'j, m'2 +· m"2, ... ; λ' -h λ". 

Nous dirons qu'une solution est primitive si elle ne peut s'obtenir 
ainsi par l'addition de deux solutions plus simples. 

Ces solutions primitives sont en nombre limité. 

En effet, si λ,, λ2
, ... sont tous positifs, les solutions 

I, o, o, · · · j λ,, 
Ο, I , Ο, ··''■) ^2? 

• î · > · > · « · ? · · · 

seront seules primitives ; car toute solution 

m, m, ...y 

dans laquelle mt -+- m2-{-... surpasse l'unité (m
t
 par exemple n'étant 
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pas nul) résulte de l'addition des deux solutions 

I, O, O, . . . | )ij, 
— r, m2, ra3, λ — λ,. 

Supposons, au contraire, que quelques-uns des X soient négatifs; 
mettant le fait en évidence, nous aurons une égalité de la forme 

λ — λ, m j H-... H- r?i/
c

... ι — X/
c
 ni h— λ;.

+1
 mk+, — 

Pour que la solution 

m,, m2, ... ; λ 

soit primitive, il faudra qu'aucun des entiers mk, mh+i1 ... ne sur-
passe X

t
 -f- ... -H* ι · 

Car si mkf par exemple, était plus grand que cette somme, l'ensemble 
des termes négatifs qui entrent dans l'expression de X serait plus grand 
en valeur absolue que ΑΛ(Χ, -H.. .-H- X>t-<)· L'ensemble des termes 
positifs 

h ifii -Ι- λ2 /Wj -Η. · . ~t— ι mk—\ 

le serait a fortiori puisque X n'est pas négatif. Donc l'un au moins des 
entiers m

n
 ..., mk_n

 par exemple mn serait > \k. 
Cela posé, la solution donnée résulterait de l'addition des deux 

suivantes : 
Λkι Ο) · · · ? Xi* Oi ·'·'■> 

m, —λ*, ο, mk—l t, ο, ... λ; 

elle ne serait donc pas primitive. 
La valeur absolue ζ de la somme s des termes négatifs, dans l'ex-

pression de X, ne peut donc surpasser la quautité fixe 

(λ. -f- . .. -H λ/,_ι ) Q,k -t- λ*+1 

Celle des termes positifs sera au moins égale à s; mais chacun des 
entiers m

(
,..mk_{

 sera limité. En effet, considérons m
t
 par exemple. 

Si X, n'est pas nul, m
{
 ne pourra surpasser -h 1. Autrement on 

aurait 
X > X1 ni\ > s —t— X j » 
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et la solution considérée serait la somme des deux suivantes : 

'ι Ο» · · ■ i λ„ 

m,— i, /ttt, ... ; λ— λ1( 

Si λ, est nul, m
t ne peut surpasser l'unité; autrement la solution 

considérée serait la somme des deux suivantes : 

ι, o, o, ... ; o, 

m,— i, ms, ... ; λ 

Les solutions primitives 

m\, λ', 

m'i, m"t, ...; λ", 

..., ..., · · · ; 

des relations (5) et (6) étant en nombre limité comme nous venons 
de l'établir, la solution la plus générale résultant de leur addition 
sera 

ni ι — //îj t j -t- m 1l2 H- · · · ? 
m2 — lït'i —(- m2 -t-. .., 

λ — λ' £, -H λ" ίj -J- . . ., 

les i étant des entiers positifs ou nuls. 
Substituions ces valeurs de mn /wa, ... dans la seconde des rela-

tions (4) 
μ = μι ηΐχ -t- fa -f-

Elle prendra la forme 

(5') μ = <Mi -h «2^2 + 

A cette équation nous devrons joindre l'inégalité 

(6') μ = ο. 

Nous pouvons raisonner sur ces relations comme nous l'avons fait 
sur les relations analogues (5) et (6), et ainsi de suite, jusqu'à ce que 
nous arrivions à obtenir les valeurs définitives de λ, μ, ν, — Elles 
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seront de la forme 
λ — (3, ti\ -H (3„ Wj j 

p — y\ Mi4-ySM2 + . · 
V — U\ -H O2 u% -j- . . ., 
......................... 

les β, γ, S, ... étant des entiers déterminés et les u des entiers arbi-
traires, les uns et les autres étant positifs ou nuls. 

111. Il reste enfin à construire les polynômes F invariants par la 
substitution S2. Nous avons vu qu'ils ont pour caractère distinctif 
de satisfaire à l'équation aux dérivées partielles 

(7) DF = o. 

Cette équation admet comme solutions particulières les polynômes 
suivants : 

(8) 

&k Ό Zk - 0 ~k-\*\-r-e "A-2 · ' ' + \—l) "i ζ ^. j) J 

(Λ = a, 

Yi — -0/1 y<szii 
YA = /S ' y k JVq

 (/l |)t 

(k = 2, . «); 
x,=°d^7 ~z°y°~-

Xa=^o ^A-S -

(A = 2, ..m). 

On a, en effet, par exemple, 

DZt- ·*-' + **-* dïr, + '· · · ■+ *· sr. 

= y 0"11 y k- γ— y r' y a- »y 1 + y 5~3 y *-» 

+ (—y{~ ' y*-» ■+· yirsy*-»yi—...) = o, 

et, d'autre part, 

nv _ dY, dY, __ __ 

Tout polynome formé avec ceux-ci et avec les variables x01 z% 
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sera encore invariant; et si, après substitution des valeurs des X, Y, Z, 
il contient en facteur commun quelques puissances de #0,y0j so> 
pourra supprimer ce facteur commun; le quotient sera encore inva-
riant. 

Réciproquement tout polynome invariant s'obtiendra par ce 
procédé. 

Soit, en effet, F un polynome formé avec les variables a?, y, z. Résol-
vons les équations (8) par rapport à z.

2
, ..., zp\yK

, ...,y
rt

; ..., x
m

. 
Les valeurs trouvées seront rationnelles et auront pour dénominateur 
commun le déterminant 

£02q...3{) 1 • • • y'i 'y*'xoxl""X //«—i 0 

de ces équations. 
Substituant ces valeurs dans F et chassant les dénominateurs, nous 

obtiendrons un résultat de la forme 

x& νβ zt F — Ρ 

Ρ étant un polynome en Z
a

, ..., Z/, Y,, ..., Y„; X,, ^
0
,7

0
, 

zo, z, . 
Si l'on veut que F soit invariant, il faut que DP soit nul. Mais 

les Ζ, Y, X étant invariants, DP se réduit à s0-jr· Donc Ρ "est indé-

pendant de s,, ce qui démontre notre proposition. 


