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Sur le monuvement d’un point matériel,

soumis @ une force donnée, sur une surfuce five et dépolie;

Par P. WORONETZ,

Professenr 4 I'Université de Saint-Wladimir. Karawaiewskaia, .
a Kieff (Russic).

La Note présente sc divisc en deux Parties :

Dans la premiére (n” 1i n° 8), nous nous proposons, en employant
les coordonnées curvilignes « et ¢ de (auss, d’obtenir I'équation diff¢é-
rentielle de la trajectoire d’un point matériel M, soumis & unc force
active donnée @ el contraint & s¢ mouvoir sur une surface donnée N,
fixe et dépolic. Dans la seconde Partie (n* 9 et 10), en supposant (ue
le mouvement du point M, sous 'action de la méme force @ et sur la
méme surface S, mais dépourvue de frottement (mouvement non
troublé), soit donné, nous considérons les constantes d’intégration du
probléme non troubl¢ comme variables dans le probléeme troubleé
(mouvement de M sur S avec frottement) et nous développons les

¢quations différentielles qui définissent ces nouvelles variables en fonc-
tion du temps /.

I.
1. Soient les équations de la surface donnée S
e=fi(u.e),  y=Lolu ) 3= filu, )

x, ¥, 5 désignant les coordonnées rectangulaires d'un point de S;
soient K, F, G; D, D', D" les coefficients des deux formes quadratiques
fondamentales de la surface S, de sorte que I'arc ds d’une courbe C
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’ AJ l “ .
tracée sur S5, les composantes de la courbure - de C suivant la nor-
¥
male n de S et suivant la direction p orthogonale i et i ds, s’expriment
par les formules
ds?=(E 4 2F ¢ 4+ G?) du?,
cos(p.n) 1 D—+aD'v4 D"

P R EaFv+Gev’
()’ AT LIRS LS g
cos(o,p) v | 4 F+Gv¢ A av dJdv
¢ U I\ JExaFi+G# 2R+t abey G

H =+ VEG — I,

L) ° ’ - ’ ) l 3
ol v est la dérivée de ¢ par rapport & «, —la courbure de la section
P 'R

normale de S tangente & la courbe C, i’— lacourbure géodésique de cette

courbe C. La normale nest dirigée par rapport aux courhes «(v=const.)
et v {u = const.), comme ['axe O s I'est par rapport aux axes Ow ct Oy
la perpendiculaive p par rapport dds et i n estdirigée comme laxe Oy
par rapport aux axes Q. et Oz, de sorte qqu’on a, comme il est facile
de '¢lablir,

(2) Hdscos(p, 2)= lli% —F :% -+ (F %‘l— —G%)\’] du,

Nous supposerons, en outre, que la direction de la normale 7 coin-
cide avec celle dans laquelle le point matériel M peut quitter la
surface, ce qu'on peul obtenir toujours en choisissant convenablement
les désignations u et ¢ pour les courbes coordonndes de la surface S.
Ainsi la réaction normale N de la surface sera toujours dirigée suivant
la direction de n.

La direction positive de I'arc s coincidera avec celle de la vitesse w
du point M & D’instant considéré. La projection de la force @ sur une
direction quelconque  sera désignée par @,,.

Quant & la force de frottement, nous acceptons I'’hypothése habi-
tuelle : cette force a la direction opposée a la vitesse &w de M et sa
grandeur est proportionnelle & la réaction normale N de la surface ; le
coefficient de frottement sera désigné par f.

Le probléme du mouvement d’un point M sur une surface donnée S
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se résout, comme on sait, par I'intégration de deux équations du
second ordre qui définissent les coordonnées curvilignes u et ¢ en
fonction du temps ¢. Quand la force ®, comme nous supposerons, ne
dépend que de la position de M sur S, on peut encore ¢liminer d¢ entre
ces ¢quations, et 'on obtient alors ’équation de la trajectoire de M
sous la forme

(3) ':J(”! "y “‘s “» ") -0,

olt le nombre des points sur ¢ indique I'ordre de la dérivée corres-
pondante.

Nous allons déduire maintenant cette équation.

2. Laprojection de I'accélération du point M sur la direction de ¢

est évidemment égale a

w 26

=
P Illp
¢ et m désignant la demi-force vive et la masse du point M ; par con-
séquent, en projetant 'accélération du point M surles directions » et p,

ct en considérant les ¢quations (1), on obtient, selon la deuxiéme loi
de Newton, les deux équations suivantes (équations intrinséques) :

, 2¢ 26
(4) Z=0,4N  T=e,
Si P'on tire de ces équations les valeurs de & et de N,

(9) ¢ = %l‘d),,. N == i[‘;dnp._ o,
on peut donner au théoréme des forces vives

(6) d6 = (,— fN)ds

la forme suivante :

(7) %(érq’p): (Qs_le'{q)”'{—fd’n)\/E‘*"ZF\.‘+G("-'.

Le radical prend le signe +, quand « croit avec le temps, et le
signe — dans le cas opposé.
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‘n y substituant les valeurs de R et T tirc¢es des équations (1), nous
parvenons & I'équation cherchée (3) de la trajectoire du point M.

Lorsqu’il existe une fonction de forces U(u,¢), ontrouve, au moyen
des équations (2),

au LoU aU
ds=dV,  Npds= |EGT—F 5 (FOT

oU\ .
Gm) "l dll,
et I'équation (7) peut étrc remplacée par la snivante :

U U S oU  _gU\ -
dl-l‘ S F)u+(\PW—G7)7)‘J

()du

21 \/l‘;+2l’é+(§‘ﬁ
- ()lJ ()U ST
- o TR
oU aU JU JU —
lL—;_qu <F dv G()l )‘}]_‘-fd)"\/l Falia G

Apreés avoir intégre I'équation (7) ou (8), c’est-a-dire apreés avoir
déterminé ¢ en fonctlion de « et de trois constantes arhitraires, on
trouve le temps { par une quadmturc

\ (N1 »

du,

(9) L--ty=\/m /

1, désignant la quatriéme et dernicre constante.
Cette formule est déduite de la premiére équation (5) par la substi-
tution
QZ
(10) 26 — —mog
1l faut encore remarquer que le mouvement du point M sur la
surface S n’est possible que quand on a [formule ()]

(11) N:%d’,,—-(l),,f__o.

11.

3. Avant de faive quelques applications des formules obtenues.
nous allons discuter un cas spécial qui doil étre traité particuliérement.
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C’est, d’aprés M. P. Painlevé ('), le cas des trajectoires remarquables
pour le probléme en question.

Supposons que la surface S et la force ® soient données d'une telle
maniére que les équations

(12) %:o, d,=o0

puissent étre satisfaites simultanément. La deuxiéme des équations (4)
sera alors satisfaite, mais évidlemment on ne peut pas obtenir la
solution indiquée, en employant I'équation (7) de la trajectoire.

[l résulte de la premiére des formules (12) que le point M décrit sur

la surface S une ligne géodésique. Cette courbe ¢tant donnée par les
équations
“=?1(S)1 "2?2(3)5

il reste encore & exprimer le temps ¢ en fonction de s. Pour obtenir cela
nous éliminons N entre les équations (4) et (6) :
- ds
de + sz{' = (P, + f®,) ds;
par conséquent, on a

'ds 'ds
= [f(d),+f¢,,)e2ff“ ds + consl.]e_"r= R — G (s).
‘n employant maintenant la formule (10), on obtient définitivement
\/;z'f ds
t= — | =7 + const.
2 J &(s)
Le mouvement, en vertu de I'équation (4), n'est possible que si

I'on a

(13) N:%%—d),,;o.

4. Soit, par exemple, S la surface d’'Enneper :

z=3u+3uvt—ud, y=3v+3utv— s=3ut— 3%
E=G=9(1+ u*+ ¢*)? F=o; D=6, D'—o, D'"—=—6;
1 2 1— ¢! 1 (w4 0?) ¢+ 2(uo — o) (14 92)
RT30+ui+oy 1+ T ’

(14 ut+ v’)’(l-&-(r’)%

(') P. PawNieve, Sur les mouvements et les trajectoires réels des systémes
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXII, 1894).

Journ. de Math. (7* série), tome I. — Fasc. III, 1915, 34
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Soit @ la résultante de deux forces : I'une, répulsive de I'origine O
des coordonnées rectangulaires, proportionnelle & la distance; I'autre,
répulsive du plan Oy, aussi proportionnelle a la distance :

) P,=c'z, P,=c'y, O .—=¢s+¢ls,
Soit
1
e: = §E’,
on trouve alors

22 ot —ud
D, —— 22 (u— v?), o,—= O +‘\/%)‘£‘ u().
‘,

Les conditions (12) sont donc remplies, si l'on a
v =cu,

¢ désignant une constante arbitraire.

Cette équation détermine un systéme de lignes géodésiques qui
passent par 'origine O et qui coupent toules les lignes de courbure u
sous un angle constant ¢, égal a arc tangc.

La formule (13) donne

N:z(l——c")(3m(—:§; <+ g? u’).

Le mouvement sur la surface S n’est donc possible que lorsqu’on a
ci,

c’est-a-dire lorsque la trajectoire se trouve au-dessus du plan Ozy.

5. Le probléme précédent pourrait étre généralisé. La force
active @ étant donnée, nous nous proposons de lrouver I’équation
la plus générale d’une surface sur laquelle un point matériel, sollicité
par la force donnée, peut se mouvoir suivant les formules (12). Soit @
la force de la pesanteur.

Cherchons I'équation de la surface sous la forme

3 = fonct. (x, y),

en prenant I'axe O s dirigé verticalement.

On peut alors formuler ainsi le probléme posé : Il faut trouver une
surface sur laquelle existe une ligne géodésique telle que la direction p,
pour tous les points de cette ligne, soit perpendiculaire 4 Oz.
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La direction p étant normale 4 ds et a n, on a, pour chaque point
de la courbe cherchée,

Or, pour pouvoir nous servir de la condition qui exige que la courbe
cherchée doit étre une ligne géodésique, différentions I'équation préce-
dente :

d*xdz d'y ds dr/ 0*z dr OJ*zdy dy (05 dx 'z dy o
) d—.z‘735+dxdy ds) '

gy ds' gz ds\dydz ds T oyids) " ds

remarquons qu’on a pour une ligne géodésique

et éliminons les dérivées de x et y par rapport & s.
Nous parvenons de cetle maniére a I’équation

J9s Js (0% 0%s) "_)’_<"_*)’]_"’;
dz dy <¢).z" d_y") | \dr dy dz dy
qui définit la surface cherchée.

L’intégration de cette équation ne présente pas de difficultés, et nous
obtenons |'intégrale générale sous la forme

zsinw + ¥ cosw + o(w) + Y(3) = o,

ol ¢ et ¢ désignent des fonctions arbitraires et ou le paramétre o doit
étre éliminé & 'aide de I'équation
de

ZCosw— ¥ sinw + —- = o.

dw

I11.

6. Dans le probléme du mouvement d’un point matériel sur une
surface donnée, fixe et polie, 'intégration des équations du mouvement
se rameéne, comme on sait, & des quadratures, quand une des coor-
données curvilignes, par exemple ¢, est cyclique, c’est-a-dire quand la
fonction de forces U et les coefficients k£, F, ..., D” de la surface ne
renferment pas explicitement cette coordonnce ¢.
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Appliquons a ce cas ’équation (8) de la trajectoire sur une surface
dépolie. Cette équation, quand ¢ est cyclique, devient I'équation diffe-

rentielle du second ordre par rapport 4 ¢ :

(14) d /I F+Gv U
du(aum )

+ U+fﬁR(F+G(r)U + f®,VExaFsr+ G =o.

En posant

(15) e F+Gvo

—__—
VE+aF¢ - G2

nous obtenons, a ’aide des formules (1), I'équation

(16) ;z;;=%na+s.;,=+nf_“_(_,, +:'L,,)

VG—n? \ R U

ol R désigne la valeur de R, exprimée en fonction de u et 7 :

—FD' D’ F
(17)%:—1)%;;]—)-((} ‘I))+—Y)+D%.H? (2lln—FV/G—7*)y/G—x".

7. Par exemple, pour I'hélicoide gauche & plan directeur nous

avons
X = ucosy, y =using, 3= ho;
h
E=1, F =o, G = w4+ h%; D=o, D= ——» D"=o.
Vu+ At

Soit le point M repoussé par l'axe de I’hélicoide avec une force
inversement proportionnelle au cube de la distance :

&2

—_—— ®,—o.
20! »

L’équation (16) donne, en vertu de la formule (17),

Lhf .

- 3 . . .
7m=—;fm+3n— nin.
(u?+ h?)

Contentons-nous de considérer une solution particuliére. L’équation
précédente admet, comme on le voit immédiatement, I'intégrale parti-
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culiére
h yur+ ht
n=— 5 ———-
S u

Ecrivons cette équation, suivant la formule (15), sous la forme

yu+ ht¢ _h

U — — —
Vi (1t + hY)o? S’
il en résulte
. )
using — — — == const.,
S

@ désignant 'angle sous lequel la trajectoire coupe les génératrices
rectilignes de la surface.
La solution analytique s’exprime en fonctions elliptiques.
L’équation de la trajectoire est

Yy — ¢ h
ucosam = \V1— A2,
(Vl——k’) k

ou le module k est défini par la formule

2 S
SRREY

et ol ¢, désigne une constante qui est égale a la valeur de ¢
pour u=h:f.
La formule (9) devient

€ " wdu
le—w=/ —,
g‘ Vut+ lz" / u’—}-;

¢, désignant la valeur de ¢ pour u=1/4: f.

En posant
- h
" fcosg’
on a
k € ¢ do
—_— (=) = e —1I(g,—1, k).
1+ A2 ’lz( v ./O‘(I—Sin’q)\/n-—k’sini(p (¢ b

Le mouvement sur la surface est admissible, parce que, d’aprés la
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formule (11), nous avons
ht

2e? \/u’ - f-'-’

N= T -—u‘—'— >o.

8. On peutaussi se servir de 'équation (16) de la trajectoire pour

le probléme inverse de la Dynamique. Cherchons, par exemple, une
surface de révolution :

x = ucosvy, y = usiny, s=1z(u);
. z us
E=143, F=o0, G=u} D= — D'=o0, D'=-—mr——=
Vi+ 32 1+ 352
telle qu’un point pesant
ml'
U= mgs, e, = ===,
1+ 3t

en glissant sur elle, puisse décrire une courbe loxodromique
N = wusini,

c’est-a-dire une courbe qui coupe les méridiens sous un angle cons-
tant i.

En remplagant, dans la formule (16), n par sa valeur usini, on
obtient ’équation

. . . . us -\ .
(uz+3z)cos¢+af 1+52+ { ——— —35 |5cos*i| =0
1+ 3t
qui définit z en fonction de « ct, par conséquent, qui détermine la
surface cherchée.

Evidemment I'intégration de cette équation se raméne a des qua-
dratures.

IV.

9. Procédons maintenantau développement de la seconde méthode
indiquée dans la Préface.
En désignant par «' ct ¢ les dérivées de u et v par rapport au temps ¢
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et par & la demi-force vive du point M :

m? m, . .
6= 2 —._:;-(I‘,u”+al‘u'v'-i—Gv"),

écrivons les ¢quations de Lagrange pour le mouvement du point M sur
la surface S :
d ( U ) 95
= Qm

de\dd’) ~ du

Pour obtenir QQ, on imprimera au point M un déplacement vir-
tuel de ds, obtenu en laissant ¢ et ¢ constants ct faisant varier seule-
ment u de du; le travail virtuel des forces qui agissent sur M sera Q,cu.
S'il existe une fonction des forces U(u,¢), ce travail virtuel de la

force®sera égalé(())—gau; quant & la force de frottement, on calcule son

travail virtuel de la maniére suivante :

- F
Eu + —¢
\/ E

— fNcos(w,u)ds,=— fN

VEuW*+aFu' v+ G",,\/Eéu.

On a donc
ou FEu +F¢

w— T = N .
Q du 4 VEW?+aFu' v+ Go'?

En remplacant N par sa valeur tirée de la formule (4) et en tenant
compte des formules (1), on obtient les équations de Lagrange qui
définissent « et ¢ en fonction de ¢ sous la forme

(%) &
de\ ou' du

. , 1 Eu' + F¢'
=—-——m/ (Du”-&- 2D ¢+ Do — -m—d),,)

)
VEW? +aFu' v + G}

.................................................................

Introduisons alors les variables p et ¢ par les formules

JG d&

P=%a 1= 397

Au moyen d’une transformation bien connue, nous aurons les équations
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d’Hamilton

Frink rA Al misal A S

do_dT  dg__ oT U
t =3 a— ot /50

sda T  dp_ 9T 4U
(18) '

ou il est posé

T= -;-(Gp‘—- aFpg + Eq),

amH?
s=VYm [y ﬁ)’.mo'ﬂﬂ-n)’ ITN' _'e,].
vaT op op dq dq m "

Ces équations définissent les variables u, ¢, p, ¢ en fonclion de ¢ et de
quatre constantes arbitraires.

Or, d’aprés Jacobi, prenons I'équation différentielle particlle d’Ha-
milton et de Jacobi pour le mouvement non troublé, c’est-a-dire pour
le mouvement du point M, sous 1’action de la méme force @ et sur la
méme surface S, mais sans frottement (f = o). Cetle équation est

; GW\E W 9W L (aWNT) _ o
T_W[G(W> —2FW W-&-E(—‘)T)]_U(u,c)—i—a,

a désignant une constante arbitraire.
Soit I'intégrale compléte de cette équation

W(u, v, a, b) + const.,

b désignant une autre constante arbitraire. Remplagons dans les
équations du mouvement (18) les variables «, ¢, p, ¢ par les variables a,
b, a, B déterminées par les équations

oW A% oW IW
(9)  p=Tp  a=Tp  att=Tm, B=T

Poury parvenir, différentions les formules précédentes, en ayant égard
aux équations (18) :

dp__ T U _ g OWIT oW IT 0'Wda OW db
dt =~ Ju ' ou P=9u 9p " Gudv 9g ~ Ouoa dt ' dudb dt’

.......................................................................
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et remarquons, par la définition de la fonction W, que l'on a

()T_*__(_)Id'w_*_d_'l: W _ Ju
9u" Op 9ut T 9q duodv — ou’

Donc nous parvenons aux équations

W da #*W db oW *VW da W db _ da
du da de ()u ob dt — —/f5S ou’ dat dt + dadb dt — dt’
PW da  PW b OW W da  0W db _dB
wdadtt o a="""0 Gadba@ T &=

Or, lorsqu’on tire des équations (19) les variables w et ¢ :
u :;(a. b, a+t, B), v=;(a, b, a+¢t, B),

de sorte qu'on a

W (); 2w 0(-, _ N*W _di;_’- BEANY ():—
duda 9z v da 9x Judb dx  dvdlb gz

les formules obtenues nous donnent

dn _ o IW du _ gW o?)
d_t—_f oc da T ov 0=

ou définitivement

da = 0W da oW
=% @™ S(’o‘a‘ —“—‘)’

(20) gl
db = 0W d3 oW
FrA A _fb<db —@>

S et W désignant les fonctions S et W exprimées, a l'aide des for-
mules (19), en fonction de @, b, « + ¢, 8.

Les ¢quations précédenles définissent les variables @, b, a, § en
fonction de ¢ et de quatre constantes arbitraires.

10. Soit, par excmple, S un cone de révolution :

& == U Cos v, ¥ = using, 53— wucoti;
- ] - .
h=siu’¢" F—o, G = u®; D=o, D'=o, D" = u cosi.

Soit le poiut M repousseé par I'axe du cone avec une force inversement
Journ. de Math. (7 série), tome [. — Fasc. III, 1913, 35
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proportionnelle au cube de la distance :

gt g
U—-—-—, n=— —5 COS L.
R w

Supposons la masse du point M égale a Nunité. L'équation diffé
I 4

renticlle partielle d'Hamilton et de Jacobi, pour le mouvement non
troublé dn point M, sera

d\\l)? e i ’)\\ L) ., E!
W Sin<y <+ F(T)}T) 2@ — —

u?
Pintéers .
et U'intégrale compléte

s
Wb b /\/)a— du.

Les formules (19) nous donnent done

I)"_'—— 2

— A e
u-

du
\illt /\/ 544_[,’

(l—

R du
(I:‘.b rj-_- ¢ — —-

Sllll g _+_[, u

a__—
o«

Nous calculons ensuile les fonctions W et S et nous trouvons

.2

W= 6B +2a(a 4+ ) — ———————arc lang
g ( ) Ve b sind °

2a(o+ t) sini
\/52+ bt

wy

. ~ 2 on(/r—t— )co:l
- [|a(a+l) sin?f - g - b ]\/m (oz -+ l) Fsing? z-{-[)z

On remarque que W ¢l S ne contiennent la variable a que dans la
marq

combinaison a@(« + ¢). Introduisons done, au lieu de «, une nouvelle
variable

7 a(x-t)

et remplacons les équations (20) par les suivantes
da ()W| dl
da s, M, s
dt /S Jdy “ dt Sl
4

. ag RA\AEE
gz-— /‘-l("*‘n' (/l_/s(()b —ij>y



MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE. '..'75

ot S, et W, désignent les fonctions S et W exprimées en fonction
dea, b,y,B:

&* 2y sind
W, b8+ 2y — ———— arc tang —L—o,
g / Vert+ bising " Vet 0t
. 2a( b+ g*) cost
S, .

o (Gy?sin?i-+ g2+ b%) \/_4_/‘ Sinti 4 b*

lividemment l'intégration de ces équations sc raméne a des quadra-

tures, sil'on a obtenu y en fonction de 6, cest-a-dire si I’'on a intégre
I'équation

dy 7y dytsinti4-er4- 02

b~ b 2 fO(b* +¢t)cosi

\/k’p/‘-' sin®d 4= h*;

€N posan t

aysing = —ﬁL, [/ L
\/l —
on aura
dn _ tangi I--gin?
(_{: - 2 f :K -—-s’_)’

c'est une ¢quation de Riceati. Pour la remplacer par une ¢qualion
lincaire du sccond ordre changeons les variables
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d’oti 'on conclut que la solution générale du probléme posé s’exprime
en fonctions hypergéométriques de Gauss.



