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GROUPES A INVARIANT BILINEAIRE OU QUADRATIQUE. 28l 

Sur Les groupes à invariant bilinéairc ou quadratique 

dans un champ de Galois ; 

PAR J.-A. DE SÉGUIER. 

La théorie des groupes linéaires à invariant quadratique dans un 
champ galoisien est notablement simplifiée quanti on prend cet inva-
riant sous la forme d'une somme de rectangles augmentée d'une 
forme quadratique à une ou deux variables. Il eu est de même de la 
théorie du groupe linéaire à invariant hermitien quand on prend cet 
invariant sous une forme analytique qui sera précisée plus loin. De 
plus, les deux théories et celle du groupe linéaire à invariant bili-
néaire gauche se présentent alors avec un parallélisme qui est un 
nouvel élément de simplification et qui facilite l'étude des relations 
entre les trois groupes. 

C'est l'exposition de cette triple théorie ainsi simplifiée que je 
reprends ici, en y ajoutant des résultats nouveaux. Une partie de ces 
résultats a été indiquée dans trois Notes présentées à l'Académie des 
Sciences (1 ). Je me borne ici au développement de la première. 

L'idée de prendre l'invariant quadratique sons la forme indiquée, 
quel que soit le module, appartient à M. Jordan, qui a déjà employé 
cette forme dans ses dernières recherches sur les groupes résolubles (2), 
en particulier pour déterminer l'ordre du groupe et ses générateurs 
dans le cas d'un champ d'ordre premier. Je n'aurai donc, sur ces deux 

(M Comptes rendus, I. 157, iur septembre 1913, p. 43ο; t. 161, 8 novembre 
ιριδ, p. 553; t. 161, 29 novembre 1915, p. 670. 

(2) Memo rie délia Pontificia Accademia Romanadti Nuovi Lincei, t. XXVI 
('908) et Cours professé au Collège de France en 1903. 
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points, qu'à suivre son exposé. Je prendrai toutefois l'invariant sous 
une forme un peu plus générale, afin d'avoir toujours les mêmes géné-
rateurs quelle que soit la parité du module et du nombre des variables. 

11 est à peine utile de rappeler que le sujet qui m'occupe a été 
étudié d'abord par M. Jordan, dans son Traité des substitutions, 
puis par M. Dickson, dans ses Linear groups (1901). Pour des ren-
vois plus précis, je me suis borné à certains points particuliers que le 
lecteur aurait eu quelque peine à retrouver. 

I. — Généralités. 

I. Soient © un champ fini d'ordre π = ρ* (ρ premier); 8'= 8 (υ) 
le champ d'ordre π2 défini par la racine υ d'une équation quadratique 
irréductible dans © ('); a = (ai);) une matrice invertible d'ordre η 
de © ou de a'. Je désignerai en général par χ la matrice (d'ordre 1 1) 
conjuguée de χ relativement à 8, υ, υπ(= υ), et j'appellerai réelles 
les matrices dont les éléments sont dans a. 

Considérons le groupe des matrices α = (α
/Α
.) de 8 d'ordre η telles 

que α<2α == fa, /désignant un facteur indéterminé (a est la transposée 
de a), et celui des matrices α de 8' telles que ααα=/«. On peut 
assimiler a à une forme linéaire Σaikx,yk (i, /1=1, ..., n) [qui sera 
dite forme des deux points {x,, ..., xf), (yn ...,yn

)\ et α à une 
substitution. La condition ααα=/α donne, en regardant les y 
comme cogrèdients aux œ, 

(') ^ijktUik&ij&klXj y t — f—'jlUjlXjy I OU i///,· Ct/j Otfc/ ~ fttj/, 

et la condition otaot = fa, en regardant les y comme subissant la 
substitution α quand les χ subissent la substitution α (on peut alors 

(J) Voir, par exemple, mes Éléments de la Théorie des groupes abstraits 
(Gauthier-Villars, 1904), n° 27. Je me servirai, dans ce qui suil, des termes et 
notations adoptés dans ces Eléments et dans mes Eléments de ta Théorie des 
groupes de substitutions (Gauthier-Villars, 1912), où l'on trouve une Table de 
ces termes et notations. Je renverrai au premier Ouvrage par la lettre Ε et au 
second par la lettre -S. 
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identifier yk à xk), 
(2) 1αα.α

ιΊ
α/(/— faJh 

En assimilant chaque colonne de α à un point, on peut dire que la 
forme a de deux colonnes quelconques (distinctes ou non) de α doit 
être égale à ce qu'elle devient quand on remplace α par une similitude 
arbitraire. 

Je me bornerai, si ocaa = fa, au cas ou a = ± α, a étant dans 3, 
et si αaa. =fa, au cas où a = =fc a\ alors /est réel, car en compa-
rant les transposées et les conjuguées des deux membres de ααα = /α, 
on obtient fa = fa. a est dite symétrique si a = «, alternée ou 
gauche si a = — a, les au

 étant nuls ('), hermitienne si a = a. 
Si a = — a, ('j — υ)α est évidemment hermitienne. 

Si oca a = a et a = a, on peut encore assimiler a à une forme qua-
dratique pour ρ φ 2. Pour ρ = 2, on ne le peut pas; mais il existe 
toujours un groupe de substitutions multipliant par f une forme 
quadratique ΣαίΛχ(χΛ (i<k) que j'appellerai encore a. 

Considérons, pour ρ > 2, la forme quadratique a = E
ik

a
ik

X;Xk(i<k). 
Les conditions imposées aux coefficients ctik de la substitution α qui 
multiplie a par f prennent la forme, un peu différente, 

(3) 
~lk<lik {<ZijUk/-h *it*kj) — fajli = l ; j 3 l 

-/A- ai A A,Y xkj = fdjj (i^k). 

En disant que a est la forme a = a(xn du point (a?,, ...,x
n
) 

et a — λ (x'j, ..., χ 
a

, χ j, ... ; χ 
n
 ) — *L

ik
a

ik
{x,x

k
 H— χ 

k
 χ 

t
 ) (a _ A) la po-

laire de a relativement aux deux points (x
n
 ..., x

n
), (x\, ..., x

n
) 

et en assimilant toujours chaque colonne de α à un point, (3) exprime 
que la forme a d'une colonne quelconque de α et la polaire de a rela-
tive à deux colonnes de α sont égales à ce qu'elles deviennent quand 
α est remplacée par une similitude. 

Les groupes considérés peuvent se réunir sous la notion de groupe 
total de a, en réservant le nom de groupe de a au groupe des α pour 
lesquelles/= i. Le groupe de a sera désigné par A(/*, π, ά) — A (Λ, π), 

Ο Celte seconde condition ne résalle pas de la première %\ p — i. 

Journ. de Math. (7' série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 37 



284 J.-λ. DE SÉGUIER. 

le groupe total de α par A'(n, ic, a) = A'(Λ, π) (*), et le diviseur de A 
formé des substitutions de déterminant Î par 

A®(n, π, a) = A° (η, π) (ί A), 

sauf, à partir du n° 54, pour ρ — ι. A et A° SO/ÎÎ évidemment nor-
maux dans A'. 

Les groupesdéduits de A°, A et A' en y regardant les variables comme 
homogènes seront désignés respectivement par 44 (/?, π, a) = π), 
Λ(λ, π, α) = Λ-(η,π) et Α'(η, -, α) = Χ (η, π). 4,° el Λ sont encore 
normaux, dans 4Λ 4, sera dit groupe homogène de a, et X groupe 
homogène total de a. Les conditions que vérifient les coefficients de 
la matrice générale de 4> ou 4/ se déduisent des conditions analogues 
pour A et A' en multipliant les seconds membres par φ2, φ étant indé-
terminé dans S (mais φ ο) siaaa = fa, et par φ si α a α — fa : mais 
on ne considérera pas comme distinctes les matrices dont les coeffi-
cients sont proportionnels. Lorsque aucune confusion ne sera à 
craindre, je me servirai des mêmes lettres pour désigner les substitu-
tions de A' et leurs actions sur les mêmes variables regardées comme 
homogènes. 

Je désignerai par [p]
rt
 = [p.], ou simplement par ρ quand aucune con-

fusion ne sera à craindre, la similitude de multiplicateur ρ opérant sur 
les variables#,,de a, par t et Τdes éléments primitifs de Ζ et Z' 
respectivement, et je poserai [~— ι ]

a
 = d{n) = d, j d(n)\ — D (n) = D, 

|[/ΐ«! = I» ![ι']β{ = ΙΜΙ>,π"Ί«! = Jjd'où IJ = ί[ι%ί;Ι° sera le divi-
seur de 1 dont l'ordre est le p. g. c. d. π

0
 de η,, τ. — ι ; J° celui de J 

dont Tordre est le p. g. c. d. π, de η, - -h ι (2). 
Il sera commode de conserver les notations générales précédentes 

(1 ) Si l'on a à considérer d'autres variables que celles de a, il peut y avoir 
d'autres substitutions que celles de A' conservant a à un facteur près, par 
exemple celles qui agissent sur les seules variables étrangères à a. Mais il res-
tera entendu que, par définition, A et A' laissent inaltérées les variables qui ne 
figurent pas dans a. 

(*) Soient in' et τΧ les plus hautes puissances de 2 divisant η et π2— ι res-
pectivement. Le p. g. c. d. de η, π2— ι est égal à α ττ, si ο < η' < π', à dans 
tous les autres cas. 
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concurremment avec les notations particulières qui vont être intro-
duites pour des variables spéciales de a. 

II. — Groupe hermitien. 

2. Soit d'abord « = ±α et ααα = fa\ alors |αα| = |α|πΗ·' = /", 
et A et A' contiennent la conjuguée de chacune de leurs substitutions. 
Supposons a ou (υ — υ)α réduite à l'une des deux formes cano-
niques (') 

h = Σ\ (γ ι — ytXi) -+- ω·/) x0x0 ( ω = υ — υ ; *) = ο ou ι ). ε = 2" S/3/. 

En posant Xj = ξ,· -+- υ*), χ,· = η,· - υη) (/= ο, ..ν), ξ,·, ξ), η,·, η) 
étant réels, et υ υ = — b, υυ = c, on a 

Λ = 2'{ (ξ/Ό/ £/*)/) -H ωτθ(ξο — + °£'o)' 

Donc le type de a considérée comme forme quadratique des parties 
réelles et imaginaires de ses variables est complètement déterminé 
par η (Ε., 44, 45) (2). 

(') On opère cette réduction comme celle des matrices symétriques ou alter-
nées (f?,, 192, 195, 201, 202; S., p. 7 et 225), au moyen d'additions, de multi-
plications, d'échanges de colonnes dans α (ou ωα), chaque opération étant suivie 
de l'opération conjuguée (ou conjuguée avec changement de signe) sur les lignes. 

Pour qu'un changement de variables x = oex' + βχ', y— et! χ' -f- β'y' ramène 
ω{χy—yx) à ax'x' -h by'y' (a, b, réels), il faut et suffit que l'on ait 

a' — aq, β'=β£, coccoc = — a(q — q)'\ ωββ = b (q — q)~l, 

q étant dans 3' hors de 3 [le déterminant du changement de variables est 
«β(<7 — <7)]. Le choix, de 7 peut se faire de %- — π manières, et chacun des 
coefficients α, β a alors π -+- ) déterminations (p 5 2) (Ε., 44, 45). 

(2) On peut aussi le voir en partant de ε. Soit z
t
 — ζ,·-4- οζ(, ζ, et ζ(· étant réels. 

Si yo>2, le discriminant de ε = .2(Cf — ^ζ/ζ,'-t-c£(·2) est (4c — b2)Λ dont le 
caractère quadratique est déterminé par η (b1—4c est non carré). Si p— 2, 

en remplaçant ζ, par et ζ* par ζ'*-+-£(, on fait disparaître les termes ζ| 
et οζ(2 ; en prenant alors ζ,— pour ζ,· et —b ζ* ■+■ cCjtpour ζ*, on fait dispa-
raître £? et De là, pour p= 2, le même résultat qu'au texte (£\, 44, 45). 
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Pour a = Λ ou α -- ε, A sera dit groupe hermilien n — airc de 0, 
et Λ, groupe hermilien homogène ou fractionnaire n—aire de 0. Je 
préciserai les formes correspondantes de A, 4-, A0, 4°, A', 4/ en rem-
plaçant partout les lettres A, cl par H, 3e si a — Λ, par Ε, £ si a — ε. 

Il est clair que, »si β est primitif dans ©' donc βπ_Μ dans 0, 
A' = Σ£"~2ΑβΑ = AI'; le complexe A β* est formé des substitutions qui 
multiplient α par βΑ^+,»

<

 De même, si γ est la substitution de H' qui 
multiplie chaque x

t
 où i φ ο par β*+< et x

0
 = χ par β sans altérer 

lesyi9 H' = ΣΓ5ΗγΑ. 
Posons 

m,.— . (ίρέ ο), ηιογ= \x,%xl ηιΊ— | sn, y> |, 
η Ρ yi 

les variables non écrites étant inaltérées. Si y ou pp~1 est d* ordre r. H- ι 
(alors ρ est de la formera étant premier à π ■+■ ι)('),οη aura encore, 
mu+1étant évidemment dans H°, 

H = Σ* lio ηι>;9 = Σ* II» = E«mk 

et, en désignant par s une des substitutions m
/p

, m
u

./t my
 suivant le 

cas, chaque complexe A°sA = skA0 est formé des substitutions de 
A = \ s\ A0 dont Le déterminant est (pp-<)A ou χΑ. 

Il est clair que, pour η = ι, Ii° = P]° = i. 
Par définition 4' = A'|r,et4 = Ar|r==AT.Donc4'==4=A|J.De 

même 4° = A01'| l' ΞΞ A0 j J° == A0 J [ J. Donc e.i,|e/L°=A'| ΑϋΓ = A| A0 J, 
et (4, 4°) = π,. 

Soit ζ une substitution de A hors de A0 et ζ
0
 une substitution de A0. 

Si X/ est dans Α°Γ, (ζζ
o
y y sera aussi, et réciproquement. Prenons 

donc ζ = s, et soit sy = αι'3, a étant dans A0. Il faut évidemment pour 
cela que l'on ait, en supposant a — ε, a ~ m.p 

α„ = .. «iic's = ι, α«»ι'= = χ·ν, donc α
Λ/ί

= a„y/. 

D'ailleurs, α conservant ε et étant dans A0, on a aussi 

a// #/'/' — I ( f· — 11 ···!")> 11 Ot/in — ' ι 

(') W/,p-r. 
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et ces conditions suffisent. Ainsi a
H

 est de la forme l'A*-", α
ΛΛ

 de la 
forme et («~i)p + ï = omod(t + i). D'ailleurs y a la 
forme (τ premier à π + ι), et σ~ρ — τ/~omod(ir + i). 
Donc, en éliminant σ, 

ρ/ι + τ/ = ο mod π -f- ι. 

Mais τ est premier à π -4- 1. Donc y doit être divisible par π,, et cela 
suffit. Donc A' = Σ*ι~ιΑ°ΐν, et, en regardant les variables comme 
homogènes, jt,' = jt· ==E0 u-1 A0 sk 

5. Soit 
a = Xi lk(0Ci,cxk+ <x'iky/c) = Xt· 

V/ 2/.· (β/* xk + β/Α-y/c ) — 

une substitution de Η', en convenant de supprimer ou de remplacer 
par ο toutes les quantités relatives à y

0
 et de même, si η = o, celles 

relatives à x
0
 [ainsi (1 — η)α

ί0
 = (ι — η)β/β = ο, ai9 = β·

0
 = ο(ί>ο)]. 

La considération des coefficients de &'ya?A, yjyA, Xjyk dans la trans-
formée de a par α donne, pour le développement de la condition 
âaâ=/a(c/. I), 

(4) 2Li Kv ρ** — vu*ik) ·+■ ωγι *oj «o* = j - . '. , (y, k 10), sauf j = k sin j=k=0 

(5) , (a-y(3'
iA

.— β
ί7

 â'
/A

) + ωηa'
0

y à'0 * = ο (y, /c ο), 

( 6 ) 2?
=

, ( a/y β;
7
, — β/y a'

t7c

 ) + ω η a
0
y «'

0 * ~ [ y * j y ί ^ <·/ =
 0

 '
 k

 ̂  ° ) 

[le coefficient de Xjyk conduit à la conjuguée de (6)]. 
L'équation ααα = fa donne /α-1 = aaa*1. Or 

arl=.1\{yiXt— χ,-yi) 4- ~a?
0
ir

0
 ('). 

C1 ) On voit que si YJ = ο ou si ω2 — — ι, a~x — — a. Alors l'équation précé-
dente donne ααα —fa, et H et H' contiennent la transposée de chacune de 
leurs substitutions. Si l'on prend a = ε, la condition cx.aot.~fa s'écrit αα = /ε ; 
Ε el Ε' contiennent donc toujours la transposée de chacune de leurs substitu-
tions. 
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Donc, en posant 

^ S*(A/t®,+ A'rt^)_X:· (,·>Α = Ι »,o),^ S*(A/t®,+ A'rt^)_X:· (,·>Α = Ι »,o), 

(ι — in)A/0=r(i — tj)B/0 = A/o=Bio=o pour i— ι,.,.,ν,ο, 

on a 

7) 

fb-ik—β^η f^ik——01 kit f^ik— — βλΛ f^ilc — αΛ< ( '·> & 9^ υ ) > 

f h.(
9
 r=r ωΥ3αβί·, /B/0=—ω7)α0/ί f h-ok— — β/.οι f^-ok — α*ο Οι^τ2-0)' 

/A„o= ηα0ο· 

L'équation (4) écrite pour a-1 donne donc (a-"' multiplie a par /_1) 

(8) 

ω-/=ι((3/,/(3}/ — (3,·,· β'
Λ
.,·) +■ Υΐβ

Αββ/β = 0 (.A * ̂  0)> 
ωη 2;L, ( α'0,· βΑ·

(
· — «0/ β',,,· ) H- ηαοο β*ο = ο ( A: ο ) (1 ), 

ωη 2/=, ( α0/ « ο ί — «ι, / «o/ ) -Η το α0 ο «ο» = /c ■ 

L'équation (5) donne de même (2) 

(9) w2L, (XhiV-ji— *ii*'
kÎ

) H- ·ηα
Η

(Χ]ο = ο (,/, /« ̂  ο), 

et l'équation (6) 

(io) 
ωΣ?

=

ι( «//β;/ — β/,«a-/) H- -ΐα/,η β/ο = | ° J!
 J

. ̂  ^ Ot *?*<>), 

ΩΗ2?
=)

 («TIA'O/— «0/«Η) Η- Υ)«Α
0

«ΟΟ~ Ο (kyào). 

Les conditions (8), (9), (10) sont « priori équivalentes à (4)» 
(5),(6)(3). 

Si l'on prend a = ε — (ziJc), la condition α α =/ε donne Σ,-«/*«#=/εΑ, 
qui remplace (4), (5), (6). En formant ce système d'équations 

(f ) En faisant dans (4) /f=o,on obtient la conjuguée de cette seconde formule (8). 
(2) On suppose dans cette réduction j et /c non nuls. Aussi, bien que (5) 

subsiste pour y ou k nul, il n'en est pas de même de (9). 
(3) On remarquera que (8), (9), (10) sont formées avec les lignes de α 

comme (4), (5), (6) avec ses colonnes. 
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pour α-1 — a, on obtient le système équivalent Σ/αhiv.
ti

 — ftkl qui 
remplace (8), (9), (10). 

4. Désignons maintenant par (4)„ (5)^, (6)„ (8)/, (9)/, (10)/ ce 
que deviennent (4), (5), (6), (8), (9), (10) pour j = k — l. 

H contient une substitution α dont les colonnes répondant à xh yt 

(en négligeant yt si l — o) forment une solution de( 4)/, (5)/, (6), 
pour f = 1. Car soit τ une substitution η — aire ayant pour colonnes 
répondant à xh yt les colonnes données, et ταη = a'. En désignant 
par F(^, yt) une forme égale à xtyi — ytXi si Ιφ ο (on peut alors 
faire 1= 1) et à o>'qxx si 1= o, on peut écrire a' = F (xt u,yt -f- v) -f- at> 

u
y
 v, at ne contenant plus xt niyt ('). Si donc T, est la substitution 

qui remplace xt par x{ — u elyt par Y, — 0, donc a' par F (AV, yî) ■+■ ah 
et τ2 une substitution des xi) yt où / φ l réduisant at à a — F(xh y,), 
τ,τ,τ répond à la question. On voit directement [en cherchant une 
substitution σ de H telle que σα ait les mêmes colonnes répondant 
à Xt, yt (ou la même colonne répondant à xa si l — o)] que les substi-
tutions de cette sorte forment le complexe Η^α

0
, a

0
 étant Vune 

d^elles, et H/ le diviseur de H formé des substitutions qui rem-
placent les Xty y ι où i φ l par des fonctions de ces seules variables 
el Xty yt par χέ +X, y; + Y, Xei Y ne dépendant pas de xh yt (en 
négligeant toujours y( sil = o). Or les conditions (4), (5), (6) où 
Ton fait un des seconds indices égal à l montrent que X = Y = o, et 
que H, est le groupe des substitutions de a — F(xt,yj). H, est donc 
semblable à H (η — 2, π) si Ιφ o, et à H(n — 1, t) si l— o. 

De même les substitutions de H dont les lignes répondant à x( 

(*) D'après la construction de τ, a' a, pour l ?z£ o, la forme 

F(x1J/) -+■ 37/X· — Y Jf-l·· Ζ 

et, pour l = o, la forme 

(ùxx + w(.rX + X«) + Z, 

X, Y et Ζ = (— Ζ) ne dépendant pas de xi, yt. D'où, par des changements de 
notation, la forme du texte. 
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et y ι (en négligeant y ι si l = o) constituent une solution donnée 
de (8)/, (9)/, (10)/ pour f — 1 forment le complexe α0Η„ a0 étant 
l'une d'elles qui existe toujours. 

Or pour η >i et / = 1, l'équation (4), (que l'on peut considérer 
comme liant les parties réelles et imaginaires des coefficients) a, 
d'après le type de Λ, [πη — (— ι)η] [π"™' — (— solutions autres 
que ο, ο, ..., ο (Ε., 44, 45). Il s'agit de calculer le nombre des 
solutions de (5),, (6)

4
 répondant à une solution autre que 0,0, ..ο 

de (4), |à la solution ο, ο, ..., ο de (4)(
 ne répond aucune solution 

de (5),, (6),]. /»s ne change évidemment pas quand on transforme 
linéairement les coordonnées des points Σ, Σ'. Or si l'on fait subir à 
ces coordonnées une même substitution s de H, (4)·, (5,), (6), restent 
inaltérées (elles deviennent les mêmes conditions relatives à la substi-
tution ces de H). D'ailleurs H contient une substitution transfor-
mant Σ0=(ι, ο, ο, ..., ο) en Σ (par exemple α). Donc, pour cal-
culer /ras, on peut remplacer Σ par Σ,> (*). Alors β'

41
 = ι, et (5), 

permet de prendre arbitrairement les α),, β^ où i φ ι; la partie ima-
ginaire de a',, est alors déterminée. Donc mv = 7t-rt~3. L'ordre de H 
pour n = 1 est d'ailleurs π -+- ι, et pour n = 2, d'après ce qu'on vient 
vient de voir, 11(7: -h 1)(π2 — ι). Donc l'ordre de H(/a, t.) est 

n{n— 1) 

π ! Π;'[π'-(-ι)']. 
On voit de même que les substitutions cl de Ε dont la nième colonne 

(1ligne) est une solution donnée autre que 0,0, ..., ο de Σ/α//α^= ι 
(2/0^/01// = 1) forment le complexe Ε/κ

0
(α

0
Ε^), Ε,ξΕ(λ — ι, 1:) 

étant le groupe de ε — ΧιΧ() et a0 étant l'une d'elles qui existe tou-
jours. On en déduit plus simplement l'ordre de E; mais la démons-
tration précédente est utile pour la suite. 

La même méthode fournirait des résultats généraux analogues pour 

(') On peut donner au raisonnement précédent une forme un peu différente. 
Les diverses déterminations s, s2, ... de a0 formant un système de restes de H 
(mod H,, 1), il en sera de même de «,σ, αζσ, σ étant quelconque dans 
Η(= Ησ). De plus, si s, et ont une même première colonne,il en sera de même 
de 5,σ, S/c<t, et réciproquement. En faisant σ — n~il, on voit que le nombre des Si 
ayant une même première colonne est égal à celui des s,· dont la première 
colonne est 1, ο, ο, ..., o, c'est-à-dire que /nE est indépendant deJE. 
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le complexe (>i) des substitutions de H dont les colonnes (lignes) 
répondant à .r

/i?
 y

lt
\ jc

/a
, yh, ... sont données, vérifiant (4), (5), (6), 

et pour le complexe(^1) des substitutions de Ε dont plusieurs colonnes 
(lignes) sont données, vérifiant les conditions correspondantes. 

5. Soit/2 = 2. Posons |α|= δ. L'équation α
η

 β',, — β,,α',, = δ jointe 
à (4) donne, d'après (6),/α

η
 = α

Η
δ, /β

Η
 = β,,δ; jointe à (5), elle 

donne de même fa.\, = α'
η

 δ, f$\, = β,, δ. Or δπ+ι = ι (2). Donc on 
peut trouver ρ tel que ρπ-' = δ. Donc, pour f = 1, les coefficients de α 
multipliés par ρ deviennent réels. Donc le groupe des matrices 
de 3e(2,Ti) divise celui des matrices de <,(2, ττ) (S., 77) [les deux 
groupes n'ont pas le même champ {cf. 15)]. Donc, d'après leurs 
ordres, 3e(2, tc) = ρ (2, π), et 3e°(2, π) ε=ό(2, π) {cf. S., 79). Pour 
δ = 1, les coefficients eux-mêmes sontréels. Donc H°(2, π) = ϋ(2,π), 
les matrices des deux groupes étantles mêmes [mais non leurs champs 
{cf. 12)]. Il est clair que H(2, π)== | U(2ir), mw J. 

(>. H° (//, iz) contient évidemment les substitutions 

}'i , Xi Xi + pxk}'i , Xi Xi + pxk 

V
0
/.p —— . . si Π = Ι (*); V

oA
.p=r si τη = ο 

y A yjr+upX-hpp'JXk 
(i, kyé. ο; λ réel; les variables non écrites sont inaltérées) 

et leurs combinaisons 

vu—1 Μ,-,-χτ, — τ/ΐΐ/,-χτ;1 = | yc yt -t- |, 

ΜΛ=«'Λ"Λ-λ-<,ΛΤ/=Γ71αΛί;/)_λ-.ΜΛ= ' (!), 

Uî*p = UA/p= Tî1 V/A;,_pTA. — τΑ V^pT7l = 
xk xk-+-pyt 

(*) Pour qu'une substitution remplaçant χ par x-\-pxk et conservant xk 
laisse xkya — ykXk + <axx inalLérée, il faut et suffit, on le vérifie directement, 
qu'elle remplace yk par y/c-h ωρ# -h (λ 4- ppv)xk, λ étant indéterminé clans 0. 
Je prends ici λ = ο. 

(2) Comme m
/V

_, — 77, cette équation donne 7,· = ('/,-1 «/1 —· unv,·^ Un. 
Donc les m et les τ s'expriment par les u et les ν (cf. S., 83, 3; E., 192, 202). 

Journ. de Math. (7· série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 38 
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UoAp = Ufr
0
p= Zj

(

l V
0

A·,—pth = ^A-Vo^pt^1 = . . , 
xk xk— ωρχ — PP'JJA 

ikp— **A/p—T/ '/'/,·,—ρT/—Γ{Λ j/cpTj — . > 
.ya· /A + P^-

xip#A 

tXjJcp *f£p V£^_p-i Vj'fcp 

VA —ΡΧί 
χ ι — p yk 

Sf'Ap — fA·' tt/Ap^A— ^A ̂ /"/,· ρ ' — · > Xk — pfi 
.VA P_L «/■ 

T/A= »2(,-λ'»λ)Ϊ H,AL = R/AÎ.'WÏ)
1 "<*,-).= 7JZ

K
MARNA>.S

/7
,>. 

λ?α· ./-ν, 

= tXjJcp *f£p V£^_p-i Vj'fcp 
•r Axi 
y/, y. 

li sera souvent commode de négliger le dernier indice dans les 
uî\i v

iX
, m

0
 , V,,.

p
, U

//!pr
 W

Mp
 et dans la substitution //*

;p
 du n° 2. 

7. Il est utile de réunir ici certaines relations entre ces substitutions 
et les substitutions m,p (p dans a'; cf. 2), m

0
r, (0ΛΜ = i)de H (4) : 

1<f = <λ = Vftp = ι, τ? = m,·,., (si = 2, τf ~ ι), 
T

F
-« Vitpr; = V<A,—P, tz'\yi.PTi= V/k,-p (Y=

O
); 

^OAp —- ^οΑ,/ηΟ V ο 6 — *J υ. 

(11)d'où 

v„-,'
P
=v

0
,.,_

P
,,

Vw
. v&P=j ' ν™ ι» '· 

UoAp— UoA.-ρΜΑ,-ηί,ρρ, *-J 0/. ρ — j pour p > 2, poour p =2 

(!) Les formules (i3), (16), 18), (20), se tirenl des formules (12), (ιδ), (17), 

(19) respectivement en transformant ces dernières par des r. 
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I ΆΑ·λ Vikç ΜΑ"λ~- Y/Ap U/Aii_Xp ί/,^—Χρρ, 1>/λ Υ/Αρ^Λ — y ikp"VViA,Xp^A,7pp» 

(2) I ΆΑ·λ Vikç ΜΑ"λ~- Y/Ap U/Aii_Xp ί/,^—Χρρ, 1>/λ Υ/Αρ^Λ — y ikp"VViA,Xp^A,7pp» 

(13) | ^yAp"Αλ —- ^axU^/j-p (y ^ο), ρΑχ D/ApCAx — U//p V/^^—Xpw/,—χρρ, 
I W

;7
,p ·»0ι= P/xW/Ap, WÂXlW

<A
p«AX= W^pV/^Xp P/,Xpp, 

\ ^οΑρ^οΑσ^ ΥοΑ,ρ-πσ ^A·,—ηίρσΰ+ραυ) ~ ^οΑσ YoAp''Α,ωηίρσ—ip)» 
I UoAp ΐ-^οΑσ — UoA,p-(-ff U&,r>(pà'j-hpiyv) — ^oka^okp {ίΑ·,ω·η(ρσ—σρ) ( 1 )j 

I ν,Αρ ν
ί7σ

 = ν,7σ V
t
/,p (Â p= I ou k= I) \ 

f,K\ ! W^Vy^p (izzzlou £ = /)/ /; k l-z£0\ 
j y Ala V/Ap ν

Α
/
σ

— V/
A

pV,7,_p<7 t 
1 V/x-o-U/Ap ν

/Ασ
 = U

/4
p M/.pâ+po· y 

U/Ap v
/to

= ν
//σ

 U
/A

p (kp£l) 
D/A-p Uy/(j ~ U//(j U/'A-p {kyé.1 OU A'— I) 
W

(
/,p W//e = Wi/eWiJkp ( k 5= / ou A— Ο 

(.6)1 w»p V».= V,„W», («5*0. ( (ί·, * /?ί0) · 
V ' J Ui.v vrtp ϋ»„= ν,Λρυ,ν,,ρ, 

I 'VV
A
/® f/Arp ^YA/u — Uy

A
p V//,—ρσ I 

V^W/A.p VA/a=WrtpW,/,_pv 
W,Vff V

A
.,p W/

At
~ V

A
-ip pa—pi I 

ί ^oA-p Υ/Α<τ— V
/A(X

 V
0A

.p \ 

(17) . .1 ^ο/σ UoAp V0iT~ ϋ0Α.ρ V*/τ,ωρσ 
1 '-'ο/σ υοΑ·ρ ν0ια— ^oAp *^Α/,ηο>ρσ I 
' υ

<Α
!7 VnA

pU
/A

(j~ Υ/Α,ηρρα^Le/',—pi^oAρ / 

| U
oA

.
p
 Uy

A
(j— U/

A
(7 U

0/
,p 1 

I UoA-p V Aie — ν
/Γ1

·
σ
υ

0Αρ
 I 

(.8) v.*PW'«=Wi«V.ip ! (ι·ιί?£ο)! 
j V,-A-ôUoAp V/A<J υ,'Λ.-γ,ρρ^ U0y,pi T^oAp ί 

ι Wj
A
*f U

oA
-
p
W/

A
-<j~ ykt\— τ,ρρσύ V^-piUoArp 1 

\ VA/'o YoAp ^ Α-/'σ — WΑτί,ηρραύ ^o«,—pa ^oAp ' 

ίτ, 1 m/pT/= /»/,ρ-ι, '«Γρ' «Α««/ρ= f/.Xpp» 
/W|(j· Υ/'Α·ρ"ί/σ— Υ/'Α,ρσ> wlA<7 Vy

A
p W

A(y
—Y/A,pc~l 0=®)1 

(19)W V
oAp

#n
0
ft= V

oA
,o?

 (θπΜ = ι), 
(ζ, k ρ, σ dans 3'), 

(*) D'après (ii) et (i4) on peut omettre les générateurs u si η est impair. 
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ί M,ρ Vfrm
ip

= Ρ/,λ(ρρ)-«, 
( 2θ) l mil* ^'·/ΓΡΛ^<Τ ~ Ρτ (/=0)' ^Λσ VV ikpfflfiV — Wj^prj, 

j W U0/l(5/»oO = U„/.0p (0«+1=l), 
l (î, A- ο; ρ, σ dans 8'), 

[ «/ ρσ// 

I R/ApS/Au — S/XqrR/^.p" ^ ^ ^ ~ T;T£ 1 tfl
t
· ̂ Mkjip-'ι 

(m) ** -ffp~l " 
j 7/, ρσ-1 a?* 
I ^Ο/,ρ,ρ-'ί' Οί

-

,—ι
 Μ

/,-ρ
0
ρ"Γ

ι
 V

0<

·,—ρ,ρ-t =: τ,· 1

 W/,p
0
p

1
(pp)—l/W/p ̂ ο,Ρρ-'

 m

i,ρ,Popitppi" ' · 

I (ρ = ρ04-υρ,). 

La première formule (21) donne, pour σ — ρ, l'expression de w/A 
(λ réel) par les Yet les τ, et, pour ρ = ι, celle de m

i?
7nj* par les géné-

rateurs de H
0

; la seconde donne l'expression de m
lf>

7w
0

pp_, par les 
mêmes générateurs. 

8. H"(λ, π) dérive des c, des u et des V [H
0

1, 1:) = 1, 

Γϊ
0
(2,π) (2,5,4)], et, si η est impair, on peut [d'après (14)] 

omettre les u. 

Il suffit de montrer que, α étant dans H°, on peut, en la multipliant 
à droite par des τ, u, V, la réduire à une substitution de H, (5), et l'on 
peut supposer λ>2(4). Les α,·,, β,·, où i φ ο n'étant pas tous nuls 
[si η= 1, cela résulte de (4)], on peut, en multipliant au besoin k 
droite par une V ou une U, rendre non nul a

21
 si 11 > 3, ou a

ol
 si η = 3. 

Si η est > 3, en multipliant encore à droite par une V
12

, on rendra a,, 
égal à 1. Si ri = 3 et β„ = ο ou α

η
 réel φ ο, on arrive au même résultat 

en multipliant à droiteparuneU^ouunemjx.Sirc—3 avec a,, = r
0
-\-ur

{
, 

β„ = .s
0

-H w.s,(les r, « étant réels, et ι\φ ο), on peut réduire s, à ο en 
multipliant à droite par une p, puis, si β

η
 est alors φ ο, rendre α„ 

réel φ ο en multipliant à droite par τ, : on est ainsi ramené au cas pré-
cédent. Soit donc α„ = 1. En multipliant à droite par des V ou des W, 
on pourra maintenant annuler les α,·,, β„ où ιφ ι (y compris a

01
). 

Alors, d'après (4), βα est réel, et l'on peut l'annuler par une p, ce qui 
entraine, d'après (6), β'

η
= ι. On pourra donc, par les V et les U, 
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annuler les βί,, α 
4
·, où i φ ι. Alors, d'après (5), est réel, et l'on pourra 

l'annuler par une u. Or, d'après (4), (5), (6) où l'on fait un des 
seconds indices égal à 1, la substitution obtenue est alors dans H^c/.S). 

9. Il est utile pour la suite d'indiquer ici les modifications produites 
par le changement de variables qui consiste à remplacer par —£ o>y, 
pour ι = 1, ..., v, et χ par v.x (je supposerai κκ = c), en conservant 
α?ι, ar

v
. Je considérerai ce changement de variables comme une 

substitution, et je désignerai par les mêmes lettres surmontées d'un 
trait ce que deviennent les objets précédemment considérés (' ). On a 
alors 

h = ω f h η cxx J . 

Les équations (4)? (5), (6) qui remplacent respectivement (4), (5), 
(6) s'en déduisent en y remplaçant partout : i° le signe — par -f- ; 
20 ω par 2c. On a 

m,·ρ = mi?, m
a

0 = mo0, \ik? = Vikp ( /, Xr ο ; ; 

ri = xi - w/2 yi yi 2/w xi = ti mi, - w/2, ti = xi xi yi xi 

— λω — 2 λ 
"Λ = -2?/· — 7* 1 Ι'Λ= 7» 7/— —Λ?/ · 

Je poserai aussi 
Vιλ·ρ — V/fcp (i, k ^6 ο), 

_ χ χ Λ- — Xk 
V.*,2= . ' 

2 yk yk— axpo; —ppa?A. 

Ui*p=-f*VV*=α:,· a?,· H- ρ VA= '"Λ U/Apm ω, 

Wî*p= ti V'itpti = . . = r'o.W/Ap/n f)>, y i y i ~Ί"~ ρ ^ k 

(*) On ne confondra pas les /«,·, T/, «,·,... avec les transposées de /??,, T,, «,·, .... 
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xiρ yk 

Γ^/Άρ —- f^/'Arp — Γ^/'/'ρι S/^p~ l/,· R//-plf( — t— 'uS/jtpW <■>· 

yk — p-'^ï 

10. Désignons par HJ
A
(/t, π) — H"<. = H"., ce que devient H°(4, T.) 

quand on y remplace ar„ χ·
2

, y» Par xh )'n xk> yk respectivement, 
et par Η«,·(«, π) = H®

0
 = Η#, ce que devient H°(3, it) quand on rem-

place .x
M
 y

x
 par x

n
 y

{
. D'après le n° 6, H°(«, ix) est le p. p. c. m. des 

H® où 1, j = τ, ..., ν si η = ι ν et 1, j = ο, ..., ν si η — ι ν -h 1. On 
peut simplifier ce résultat en remarquant que j H·,, contient tou-
jours /»*, / distincts ^o). En effet j Η.°

λ
., HJ

Z
 J contient τ,·, τΑ, les w

( 

et' les ma, et, d'après (i5), (18) et (17), on sait exprimer V/A > o) 
par des éléments de H°„ H

A/
 et V*,

 (0
£
σ
 par des éléments de H°

0
, H®

0
. 

Donc 

H o(av, π) = | H»
2

, U«
3

, ..., Il j = j H?„ H®,, .... H?
v
 {, 

H° ( 2 ν + ι. π) = j tlj,, 1I°
2

, ..H<L
1)V

 i = j Η·
η

 H®,, .... Il„°
v

 j 
= |H®

n
H®(av, π)!. 

11. Les cas η = 3, 4 s'imposent donc à l'attention. 
Soit d'abord η = 4 ('), et Ν le p. p. c. m. des V

12
, V

an
 w = Τ,' CT, 

celui des U,
2
,W,

2
. D'après le n° (> H" = j v, w j. Désignons, en général, 

par h
xy

= Zs
xy

, les groupes semblables à L(2, π2), U(2, z2) opé-
rant sur les variables .r, y (S., 74), et considérons les substitutions 

.ç; . ν est formé des s où .9,.
)Vs

 parcourt U
r(jrj

 (S., 83). Donc ν est 
isomorphe à de ν correspondant à χ,-h ρxk\ de ϋ,.

ιΧ2
. 

D'ailleurs m,p est permutable à ν et transforme les substitutions de ν 
comme\x

t
, ρχ, | transforme les substitutions correspondantes de U.,. ^. 

Donc j v, m
tl

' j = V est isomorphe à L
rlj

 et formé de toutes les s 
de H. Le p. g. c. d. de V, Ii°, formé des vnik

H
, de déterminant 1, est 

j P, mv \ — Ve, isomorphe au diviseur de formé des substitutions 
de déterminant réel. 

Comme U(2, π2) est, dans L(2, π2), le seul diviseur normal de son 

(') Cf. DICKSON, Linear groups, 134-136. 
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ordre contenant le central de L(2, π4) (S., 83), le normalisant V 
de V dans H et celui V° de V° dans H° divisent respectivement les 
normalisants Ρ et P° de Ρ dans H et H°. 

Déterminons d'abord p°. On a (avec les notations du n° 5) 

Vj2p« — 

xx X, — pa'.j /,-f- p«iiir, 
y\ Υι —ρβι«/ι + ρβιι^·« 
Χ·1 X.j ·— pOCj j „U| P«2l«*2 
y2 Y2— ρβί,2/ι-ΐ- ρβ«#« 

et or-'V
la

pa se réduit de Y,
2p

a en remplaçant, dans les fonctions sub-
stituées aux variables, X

(
, Y, par ;v

n
 y

n
 et y

t
 par X,', Y,·. Iden-

tifions maintenant <χ—' Y,
2p

a avec une s de P. J'appellerai dans ce qui 
suit coefficients significatifs les 8 coefficients qui jouent le rôle 
des αΛ, β·Α dans une substitution quelconque de H. Les coefficients 
non significatifs d'une s étant toujours nuls, les 8 équations d'identi-
fication relatives à ces derniers sont linéaires homogènes en ρ et p. 
Comme ρ est arbitraire, ces 8 équations en fournissent 16 qui se 
réduisent à 

(22) 
( <xllcclt= αηα22~ oc2t<xlt = azl<x22 = ο, 

' βΐΐβ'ΐ2— βΐΐ βΐ2 — βΐ! β 12 — βΐΐ β
2

2 = °· 

Les 8 équations relatives aux coefficients significatifs donnent, en 
éliminant ces coefficients (conjugués deux à deux au signe près lors-
qu'il s'agit d'une s de P), 4 équations linéaires homogènes en ρ et p, 
d'où, comme tout à l'heure, 8 équations qui se réduisent à 

(23) «1ΐβ'ΐΐ + «2ΐβ'22 = °, α',ϋβΐΐ +- <Zj2 β·21 = °· 

En remplaçant Y,2p
 par V2,p, on obtient, au lieu de (22), (23), les 

équations suivantes, qui s'en déduisent par permutation des indices 1 
et 2, 

(24) 

(25) 

( 0^22^1 1 OC22 OC, 1 «12 «2 1 — «12 «il —0, 
( βϊίβί 1 — ββ2 β l l — βΐ2 βι> 1 — βίΐβΐΐ — °· 

«22 β'21 -1- «12 β'ι 1 = Ο, α', t β„ -+■ α,
 t
 β

12
 — ο. 
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Je dis que, si un seul des coefficients significatifs de α est φ ο, 
α est dans V®. En effet, soil d'abord α,, φο. Alors, d'après (22), 
a'i2 — aia == °· P^us Pn = Psi==0> sans quoi, d'après (22), β'

12 et β
22

 seraient nuls et la quatrième colonne de α serait nulle. Donc 
β

)2
=β

22
 = ο, sans quoi, d'après (24), β21

 et β'
η
 seraient nuls, et la 

forme h des deux premières colonnes de α (1) serait nulle. Enfin 
α'

Μ
 = a'

al
 — o, sans quoi, d'après (24), a,

a
 et a

aa
 seraient nuls, et la 

forme h des deux dernières colonnes serait nulle. De plus, les rela-
tions (6) [dont (23) et (21) font partie] donnent, en posant 

α1ΐα22 αΙ2α21— βΐΐβ22 βΐΐβ'Ι rj ■> 
α,,θ'=β'„, au'd' — — β'

21
, <x

si
è'= — (3'

la
, α

Μ
ό'=β'

η
, 

d'où οδ' = ι. Or δδ', determinant de α, est égal à 1. Donc 0 et δ' sont 
réels, et les relations précédentes montrent que α est une ^ de 11° donc 
deV®. 

Si a,
2 est φ ο, on voit de même que R,2, a (R,2, fait partie de p) 

est dans V°, donc α dans R,"!, V° = V®. 
Si β'

η
 ou β'

)2
 est φ ο, on voit de même que (τ, τ

2
)~'ατ,τ

2
 (T,T

2
,qui 

transforme V,op en et Y
2
,p en V"1^ est permutable à c) est dans V®, 

donc α dans τ,τ2 Υ"(τ,τ2)~' = V° (τ,τ2 est permutable à \ m,
t

· ί donc 
à j i ). 

Si donc α
22

, α
2n

 β
22

 ou β
2Ι

 est φ o, oc est aussi dans V®, puisque 
les équations (22)-(25) ne changent pas quand on y échange les 
indices 1 et 2. 

Supposons donc nuls tous les coefficients significatifs de a. Alors 
τ,τ

2
α, dont les coefficients significatifs ne sont pas tous nuls, est 

dans V®, donc α dans (τ,Ta)""1 V0. Donc p° = j Υ0,":,':2 J, et, τ,pétant 
permutable à j m

n
, j, p° = V®. 

Comme m
n

, est permutable à P, à V° et à V, et que H = J H°, m
n

. j, 
il est clair que P = j V, τ, τ

2
 J = V. Donc (H, V) = (H®, V®), et p 

ou V" a les mêmes conjugués dans H et H°. 
Toute similitude a de V étant dans un complexe vmh

v
,, zmj est 

dans ν et est par suite une substitution s où s
rtJrt

 est dans U, , d'où 
p2= 1, i'*=i. Donc σ est dans ρ et dans D, et, comme Ρ contient 
d — R;

21
, le p. g. c. d. de p, J est D. D'ailleurs (τ,τ2)2= d. Donc, 
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en remplaçant partout les lettres p, V par *, i? pour indiquer qu'on 
regarde les variables comme homogènes, les normalisants respectifs 
de v< ou dans je et JC

0
 sont Ψ et *c°, et ( Je, -ψ) — (se0, Ψ°) = (H, Y). 

12. Soit η — 3 et le p. p. c. m. des V
0M

 u = τ^ρτ, celui des Uol. 
ρ est un g„« sylowien de H° dont le central est le gvp.p. c. m. des m, ( 7). 
Cherchons ici le normalisant u de u dans H. u est permutable à mo i u-
(on verra dans un Mémoire ultérieur, que j M, { est le diviseur 
fixant le point ιοο dans H) et à m

[t
,. Donc u contient j w, m

0
mu. j. 

Pour que a-1 U
01p

a soit de la forme U
0I(7

M,
a
, on trouve, comme 

pour η = 4 (l'élimination des coefficients non nuls de U,
|(T

«,-
A
 est ici 

inutile), α„, = β
Μ
 = α

Μ
 β,

0
 = ο, et comme (6) donne α

η
β'

η
 = ι, il 

faut que β
π

, = ο. Les autres conditions (4)-(6) deviennent alors 

α,,β'ι,— βίι «ίι ·+■ θ)«οια0ι—&οοαοο='ι ^ιοβ'ιΐ"^-ωαοοαόι—°· 

Comme α
00

α
(10
 = α

η
 β'

η
 = ι, on peut, en multipliant α par des puis-

sances de et de m
u
', réduire αη, β',, et α

ϋ0
 à i. Les conditions 

précédentes expriment alors que α est dans u. Donc u = } w, mm,,» j, 
et (H, «) = π3-ι-ι. Le p. g. c. d. de w, H° est évidemment 
| M, m

u
[ = u", et (HH, M") = -3 -t- Γ (d'ailleurs, c étant un g

w
« 

sylowien, on savait α priori qu'il avait les mêmes conjugués dans H 
et H„). 

Remplaçons les lettres p, U par »·, u pour indiquer qu'on regarde les 
variables comme homogènes. Le g^M, toujours ici premier au g„

+
, J, 

est isomorphe à u. Mais u contient J (a priori), et u° contient J°. 
Donc (je, u ) = (je0, u°) = π3 -ι- ι = (H, V). 

15. Supposons ri<L(\, et soit Γ un diviseur normal de H non con-
tenu dans J. Si α est dans Γ, Γ contient aussi (les notations étant celles 
du n° 5) 

Xi Xi -h λΥ,·— laufi— l'fiuyt 
. , _ yt Yi — Wuyi 

uya ti,\ Xj—lajrft (y^O 
yj Yj-lÇ>jiyi 

Journ. de Math, <7· série), tome II. — Fasc. IV, 191G. >^9 
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Xi X, 4-pX*— potaXk-{- poc'ik yi—pitXhiXh-hppa'kic TV 

y ί Y< - ρ β// **4- ρβ',/τ yi 

ν-, *k Xt— ρα/Λ-Η p«A/rJ/ν-, *k Xt— ρα/Λ-Η p«A/rJ/ 

«y X/ — ?*jiVk+-9*'jkyt {!,{ /Λ 

7/ Y/ - ρβ/'^ +" ρβ/*7< 

ΛΓ/ X/ ~+~ ρ Υ Λ: P&ityk P&ik J i Ρ* β/ί/'7ζ· ΡΡβλ·Α·7'' 
J ι Υ/ —ρβ//ν/, — ρβ,7.·^/ 

U-1 a Uikp = π-1 ττ Χι·-*-ρΥί—?<Χ/,·ΐ.η· — ρ<χ>Ό'*-ΡΡβα.)''< — Ρ*?>;><?'· (i.A^o) Y'-PlW*-PlW' 

a?y X/ — pay/ y* — pay/, /,· (/ ̂  i, /c) 
yy Υ/-ρβ/7//,·-ρβ;/ί^ 

λ?/ Χ / + pa',·/ jrA.-h pet!ikχ, 

yi Y/ + pX/,4-ρβ// J7/, 4- ρβ',ζ Χ, 4- Ρ2 a'/c/Λ·Α 4-ppa'/u·*/ 
W4«W,,,= ** χ»+Κλ+*<.·, 

(i /f^o) Y*+- Ρχ<· Η-ρβ'/,^Λ· + ρβΛ·/,^·-Ηρρ«;·/ ·**-^Ρ2 «/* ̂  
Xj Χ J 4- pûtjiX/i-h pCt'ji

c
Xi 

(;F'I «■) 
7/ Yj + ρβ/ί^/,4- pfi'jAXi 

ainsi que les substitutions α-'ίί,/ακ,), α-' V'
t
ttpaVrt.p, a-1 U^aU,·^, 

a-1 W-1 a W ikpqui se déduisent dss précédentes en y remplaçant, 
dans les fonctions substituées aux variables, X,·, Y, par &·,, y, et x\, y 
par Χ), Υ]· (5). 

Tout d'abord Γ contient des a qui ne sont pas des multiplications, 
car les conditions que a, u~i a«

f)
 , V,y,paV

l/p
 (i>o) soient des multipli-

cations donnent respectivement αΛ·β'„ = i, aw= j^7, αkls— α,·,·, a00
 = olu 

(si η = ι), donc a = ι ou d. 
Soil donc a une substitution de Γ autre qu'une multiplication. 

Si η = ι et si tous les coefficients non diagonaux autres que les α,
0
, βΛ 

sont nuls, les équations (4) et (6) (pour j = o, k = ι, v) montrent 
que ces derniers sont aussi nuls. Donc un des autres coefficients non 
diagonaux est φ o. Donc, en transformant au besoin α par une T^rJ 
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(r, s = ο, i), on peut supposer qu'un des αyn β7·, autres que a
H 

<?,?£ =^: ο. 
Je dis maintenant que Γ contient, hors de J, une α où les a

y
,, β

7
·, 

autres que Α
Η

, β
η
 so/ΐί IO«S /ÎWIÎ, β

Η
 φ ο. Prenons en effet 

dans Γ, hors de J, une α où ces α/(, β, , (y ̂  i) ne soient pas tous nuls. 
Si a

0
, est le seul d'entre eux φο, α

η
 et β

Μ
 sont, d'après (4), tous 

deux φ ο; une transformée (' ) de α par U
0lp

 [où β
η

, α
jn

 β
7
·, (ι > ι) 

sont conservés tandis que a0, est remplacé par α
0

, + ρβΗ] aura donc 
la forme voulue (elle ne sera pas dans J puisque β,,^ο). Si un 
des α y,, β7·, où y φ ο est φ ο, on peut, en transformant au besoin par 
une τ y, supposer que c'est un β

7Ι
. Soit donc (en transformant au 

besoin par une T2y) β2, φ ο. Si maintenant β
Μ
 = ο, on le rendra φ ο 

en transformant par une V
2lp

 telle que ρρβ
22

 soit φ ρβ
)2 ρβ2η °u 

bien par les trois opérations suivantes: i° une transformation par U,
2p 

qui rendra α
M
 arbitraire; 2° le remplacement de α para—' u^otua qui 

substitue λ(ι — a
n
 a,,) à «'

 t
 ; 3° une transformation par τ,. En trans-

formant alors par des V,y, U
(y

 où y=£i, on annulera les β,·,, a
yl 

où y φ ι sans altérer β
η

. 
Dès lors Y', se réduit à — βη χ, -+- a>

n
y

t
 et a-"' u\{ αι/,χ à 

Χι (i -f- λα1,β1|-+-λ'2β,,βΜ)Λ7, Η-λ(ι — «h άΜ—λα,,β,,)/, 
Ρ — . . y 

h λ βϋβ,, Λ?,4-λ(ι — λαι,β,,)/! 

les variables non écrites étant inaltérées, et β
η

=£ο. D'après (4), 
α,, β,, = β,, a,,, en sorte que les coefficients de β sont réels comme il 
le faut (S). Donc, en prenant au besoin β pour a, on peut supposer a,, 
et $

ti
 réels φ o. 

Soit alors U'= U(2,u) (S) le groupe des substitutions deH°(/i, π) 
qui laissent inaltérées les variables autres que χ

t
·, yt( ι φ ο), D' = j , j 

son g
2
 normal et J'le p. g. c. d. de Γ, J. Comme β est dans U', hors 

de D'J' (en supposant ~Κφ ο), le p. g. c. d. de Γ, U'J', normal 
dans U'J', est >D'J'. Donc le p. g. c. d. de Γ|«Γ, U'J'|J', normal 

(') Cette transformation de oc et celles qui vont suivre produisent sur 
les ayl, β;, où j?£i les mêmes changements que la simple multiplication à 
droite de α par la transformante. 
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dans LJ1 J'|J', est ^D'J'IJ'. Or, si π est >3, U'J'IJ' est simple. 
Donc, si π > 3, Γ contient U* et de même U2, ..., Uv. 

Soil d'abord π >3. Γ, contenant les m{ et les ^ (qui sont dans 
les U'), contient Yik? mlk

Yfp — Υ^9α-ι< [>/· (19)] et 

^ιλν0,ρVo,J = νβι,ρλνβ,ιρ = Voi.pO._D [
c
/· ('9)t (

Γ1
)ι (*4)]» 

et par suite tous les Yjk (j> o). Etant normal, il contient encore les^. 
Il contient donc tous les générateurs de H° (6, 8). Donc, pour π >3, 
tout diviseur normal de H non contenu dans J est >H(I. On voit de 
même, en remplaçant dans ce qui précède H par H° et J par J°, que, 
pour π > 3, tout diviseur normal de H° non contenu dans J° coïncide 
avec H°. 

Soil π j3. On sait seulement alors que F, diviseur normal de H 
non 5; J (ou diviseur normal de H° non frJ0), contient β où l'on peut 
supposer a

H
 et β,, réels φ ο. Donc α,

 n
 β,, et λ (supposé aussi φο) 

sont égaux à dt 1, et, en posant α
η
 β

η
 =·. δ, 

B =(λ<5— ι ).r, — <5r, .β— 1 ' 1 ^ _ (λ = ±ι, è=±:i). 

Soii π = 3. En prenant λ = δ et λ = — δ on a deux substitutions 
qui engendrent le g8Q' normal dans U1 (£., 83). Donc Γ contient 
Q, et de même le g8Q' normal dans U1'. Donc Γ contient lesui 
les mi7

 et par suite, comme pour π>3 (en supposant, ce qui est 
permis, b = o),tous les VyA(y>o). Etant normal, il contient encore 
les U/A, Wjk et, d'après (12), les v

r
 II contient donc tous les géné-

rateurs de H
0
(6, 8). 

Soit π = 2. Alors β = Χχ —
 τ u et Γ contient 

y 1 *1 
τ, ui{

 = donc, si /i>4, 

(r,· un)-1 V4rtutl Vikp = W
f
-Ap ν ki = <'/,·/ W/*p, 

donc 
W,*p ('Al. ^ k 1 Y? ikrj —-- "W/A.p-wT ( ' ) h 7*- Ο ) ι 

dans toutes les W,
4
, Yik, U,·*, donc aussi les V

oX
.p Ykia V~/p, donc, 

d'après (18), les V
0<
 et aussi, d'après (i3), les u

n
 ν

έ
, donc les τ,·. Donc, 

pour ti>4
5
 F = H°. 
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Ainsi
y
 en exceptant le cas où π = 2 avec n<3, tout diviseur nor-

mal de H(n., -rt) ou de Η°(/ι, it) non contenu dans J est >H°. Alors 
3C.® (η, τ:) = H° | J° est simple, et J est le centrai de H, J° celui de Hu. 
H® (2, 2) = U(2, 2) estisomorphe au g^ symétrique (S.,83), et l'on 
va voir que le g2)eH° (3, 2) est résoluble (1 ). 

On vérifie d'ailleurs directement, en développant les conditions 
aV/a = V/Ha, « υ#* = U/a> α (1, £=0), ou en se servant (pour 1, 
k-φ o) des expressions données de V^aV/#., aU

iA
>, que toute 

substitution χ permutable à chaque substitution de H est une simi-
litude. Donc le central de H 'est Γ. 

14. Soit donc π = 2, η — 3. Alors υ2 -ι- υ -t-1 = ο, ω = ι. Γ con-
tient 

χ| xt 4- υ y, -h ρ χ 
β-1 Vôip(3\

0
ip= J, u^Cj-h yx-+-'jpx -

χ pxx -4- opyt 

Prenons les variables y — uxt -hyt, z=x
t
-hoy, (x

{
 — y 4- us, 

y
A
 z= \jy-\- z) qui ramènent Λ à la forme ε = χχ -l· y y -f- ζ ζ (cf. 2), et 

convenons de désigner par les mêmes lettres les substitutions de H" 
et leurs expressions respectives par les variables de E°. On a alors 
(l'ordre des variables étant x, y, 5) : . 

β = |*ι yy. w«|, β->ν.ι,ρβν0ιΡ=|ρ«, ?x,y I» 
(β-^ίβΥο,,)^^!/, g, x\. 

Γ, contenant θ et β = β, (θ3 =β3 = ι), contient aussi θβθ-1 = | οχ,y, υζ | 
= β

2
, θ-1 βθ = |υ/τ, oy, ζ | = β

3
 et $,$ΐ = \υχ, oy, υε| = δ qui 

engendre J°. Il est clair que | δ, β | est un g
9
 abélien principal, normal 

dans le g
2T

 ) ο, β, 0 | = j β, θ ) = Ρ défini par les équations de j ο, β j 
jointes à Ο3 = ι, 0~' βθ = βδ, 0δ= SO. Je dis que Ρ est normal dans A°. 
Comme u

tt
 = τ, β, il suffit de montrer que Ρ est permutable à τ, et 

à V
0)p

. Or, en posant τ, = ζ, = ζ = \ x, z,y\, ΟζΟ"1 = ζ, — \z,y,x\, 

(*) D'ailleurs 2i6=:23.3ï, et tout groupe dont l'ordre n'a que deux facteurs 
premiers distincts est résoluble, d'après un théorème dû à M. Burnside [P. L. 
M. S., 2e série, t. I, 190/4, p. 389]. 
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0~4ζ(1 = ζ
3
 = Iy, χ, 51 (ζ, ζ

2
 = ζ

3
 ζ< = θ ) et 

V
0
ip= Vp=r \χ -+- ρ y -+- up 5, ρχ +ùy z, upx + uy+'us\, 

on a 
^=6\ ζ{ρ,ζί=ΡΙ ζ,β,ζ

(
·=β? («, A", / distincts), 

V; ' β Vt = 0* βδ*, V;1 0 V, == θ5 β*δ, Vy1 β νυ= θ2 β2, V7j1Q V.J rr 0β2δ, 
\v= ν1+Λ,= V» νυ(',,= ν, V5 = V, Vy1 = Vu V,. 

Ainsi Ρ esl normal dans A0. De plus J V,, Υ
υ

 { = Q est un g» des 
quaternions défini par VJ = V* = ι, VJ = VJ ( = βζ = v

it
 ), 

V"1 V, V.j = VJ, et A0 = PQ. Les équations de A0 résultent évidem-
ment de ce qui précède. 

Tout diviseur normal X de A" non contenu dans Jw contient le g
27 

sylowien normal P. En effet, l'ordre du p. g. c. d. de Γ, Ρ est > i, 
car les équations précédentes montrent qu'aucun diviseur de Q n'est 
normal dans A0. Donc Γ contient J° (Ε152). Or on vérifie de suite 
sur les équations précédentes que tout diviseur normal > ι de A01 J° 
contient Ρ | J° (4 ). 

On remarquera que le g
54

 j Ρ, ζ { contient u
n

 — ζβ = \ x, us, uy|, 

v11= % = \x, '-»/1 et VJ =
 {

 [cf. (11)]. 
Désignons par xyz le point de coordonnées homogènes x, y, s, et 

écrivons respectivement a, b, c, e>,/, g, 4, i, /c, /, m, rc, o,/?,q, 
r, s, w, ρ pour οοι, υ2οι, ιοί, υ2υ2ι, ιυι, υοι, ου3ι, υυι, υυ2ι, 
oui, un, ι υ21, υ2υι, 111, υ211, οι ι, υ2ιο, υιο, 11 ο, οίο, ιοο (ce 
sont les symboles de Λ°). On a alors, en désignant encore, d'une 
manière générale, par la même lettre une substitution de A0 et son 
action sur les symboles «, ν : 

ζ = br .cl .fs. gk. q. au .de. hm .in. I. ο. ρ. ν, 
ζ3= bg.cq,/k. rs .t.el.in.pm. uv.a.d. h.o, 
β = bcf. gkq. rst. del. hpm .ino.a.u. c, 
0 = bks.cqt.gr/ .auv.det.hmp.i.n.O — ζ3ζ, 

V, = bqlk.cfsr.g.aeul.hnpo.dv.im, 
Vy~ brtf .cqsk.g.ahup.eoln.di.rnv (8). 

(') On peut se servir aussi de la représentation de A° | J° en g9 qui a déjà été 
rencontrée (5., 73, p. ιοί; A° | J0 est isomorphe au g72, non métacyclique ayant 
un gt non cyclique normal) et qu'on va retrouver dans un instant. 

(s) Cf.S,, 79 et 109 où les notations sont remplacées respectivement 
par i, Ç, ρ, a0. 
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Ce sorti les générateurs du g

72
 4° = A® | J°. D'après ce qui précède, 

tout diviseur normal de 4° contient le g
β
 | β, 0 |. 

X>° a deux systèmes d'intransitivité, l'un q0
 de degré 9 formé de b, c, 

f, g, k, q, r, s, i, l'autre q, de degré 12 formé de a, d, e, A, 1, Z, m, 
/i, o, />, M, v. Le diviseur as· fixant g est le g

8
 | V,, V

u
 j. Le diviseur X* 

fixant ν est le g
0

1 β, ζ|. On réduit 4. de 4° en adjoignant à 4° la sub-
stitution 

s.j = | Λ·, y, \jz | = bfc .gkq .r.s.t .dho.epi. Imn.a.u. v. 

X aies mêmes systèmes d'intransitivité que 4°. Mais les diviseurs X 
et -X, de 4 qui fixent respectivement g et ν n'ont pas les mêmes 
systèmes d'intransitivité que x° et xj. Le constituant de 4 (ou a for-
tiori de 4°) qui a pour champ a les quatre systèmes d'imprimiti-
vité auv^ del, limp, ino. Le constituant de 4° dont le champ est .lo est 
évidemment primitif (1). 

13. Soit Pa(„,u) = Ρ = P0 le p. p. c. m. des Vu, V
ik

(k = 2,v), 
U, o, u

{
. En désignant par )u,\ le g

π
 abèlien principal dérivé des u, 

(normaux dans Ρ), P| { α, ( est un g^-·. abèlien principal (cf. Ε., 
142-145 pour τ: = ρ). Les équations de Ρ sont formées des équations 
de | u

s
 { jointes à celles des relations du n° 7 où figurent les seuls 

générateurs de Ρ ; car ces équations définissent un groupe d'ordre 
<(P, i)(E., 18, 19) et sont vérifiées par P. 

Soit P, le groupe déduit de H, (4) comme Ρ de H, et formons de 
même successivement les groupes P

2
, Toute substitution de P

4 

est permutable à P
£
_, (7), en sorte que PP, ... P.,_, = PAC,™ = Ρ est 

un gTc"^""' sylowien de H. 
Ecrivons un instant U

<iX
 pour et U

i>+1>?
 pour Uiop, désignons par v, 

la plus haute valeur du second indice de UM dans Ρ (donc v, est > v, 
et ν -+- v, = n), et formons le tableau triangulaire 

Un U
tî

 Ujs ... Uiv, V
lv Υ,,ν-ι ··. V

13 V i, 
U22 U 23 ... U

ÎV) V 2v ... Vjj3 

u« ... U*
t
 V,v v,.

v
_, ... v

it/+l
. 

(') On trouvera des généralisations de ces propriétés dans un article déjà cité 
(Comptes rendus, t. 161, p. 553) et dans un Mémoire ultérieur. 
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la dernière ligne se réduisant à Uvv
 si v, = v, et aux deux termes 

U
vv

, U
VfV+t

 si v, = v + i, et les V disparaissent si v = i. Appelons 
su'me transversale la rangée de termes (parallèle au côté droit du 
triangle) formée du s"mc terme de la première ligne, du (s — 2)ièmc de 
la seconde, ... du \s — 2(1 — i)]1,nie de la iu'mB, Pour n<3, Ρ est 
abélien. Pour η > 3, le su,"c central (Ε., 94) C

v
 de Ρ est le p. p. c. m. 

des Urt, V,* des s premières transversales, c^esl-à-dire le p. p. c. m. 
des U

<A
 où i -h k est 1 s -+- 1 et des Wjk où k — i est >n — s : l'ordre 

■v (.<-+-1) 
de C, est alors τζ 2 . Montrons que si le théorème est vrai pour 
0,(Ο

0
 = 1), il Test pour C,

+l
. Soit ξ un élément de C

<+1
 hors de C

v
, 

exprimé par les générateurs de Ρ en faisant passer ceux de P,. axant 
ceux de P/+1. Si ξ contient (dans l'expression considérée) mi V^hors 
de C,, l — k est <n — s — 1. Or, pour A > 1, V,...,* transforme Vw en 
^-i,/Yw· Pour que C

s
% soit permutable à V/_

M
, il faut donc que V

/
_

1> 

soit dans C
5

, d'où l — k jln — .s — 1. Doric l — k = η —- s — 1. Pour 
k = 1 et l = v, la pcrrnutabilité avec V

//+
, conduit de même à 

l — k = η — s — 1. Pour A = 1 et 1 = v, la permutabilité avec U
VVi 

exige que C, contienne U,
V|
 d'où I + V,1î + I, et de même 

l — k — n — s — 1. Si ξ contient un ϋΛ/(Α< / si /<v; A< /si />v) 
hors de C

s
, k -+-1 est >.s + 2. Or, pour k > 1, V*_,

 λ
. transforme U/(7en 

U/_
1(
/Lta7 si /<v et A</, et en si / >v ou si A =/. 

Donc k — 1 ■+■ l est <s -+-1, et k -+- l = s 4- '2. Pour k = 1 et 1 < /<v, 
V/.,/transforme U,/enU,

t/

_, U,/, d'où /Ss-t-i,etde même A -t-/=s-t-2. 
Pour A = / = 1, la condition A -+- l>s H- 2 donne s = o, d'où encore 
k -i- 1 = s -f- 2. Pour A = 1, / = ν -h 1 et ν > ι, U

v/
 transforme L1^ en 

U„UW, d'où 1 -+- s -+■ 1, et encore A -+-1 = s h- 2. Pour k = ν = ι et 
l— 2, Ρ est abélien. Donc, pour 3, ξ ne doit contenir que les 
générateurs de l'énoncé, et cela suffit, car alors tout générateur de Ρ 
transforme tout générateur de \ en un élément de C,E. L'ordre de C* 
se calcule en comptant les éléments à prendre dans chaque ligne du 
tableau rectangulaire. 
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Les substitutions de Ρ ont la forme générale 

I ι α'
η

 α
12

 α'
12

 χ
ί3

 a'
13
 ... Wl) 

1 ο I ο ο ο ο · · · Ι 

ΙΟ «2 J I «2, Α, 3 «3 3 · · · | 

«Ρ — ( ο β'„. Ο I Ο Ο . . . ) 1 

I Ο «31 Ο ' «3 8 ··· 

' ° β',1 ° β':ι 2 0 1 

les coefficients situés au-dessus de la diagonale (ou ceux situés au-
dessous) étant arbitraires, et les autres étant déterminés par ceux-là 
d'après les relations (4)-(6) fou (8)-(io)]. 

Toute substitution \ de H permutable à Ρ vérifie αΡλ = λγΡ, γΡ 
étant dans P. Supposons que λ se déduise de la substitution α du ηυ 5 
en remplaçant α

/A
., <4, β,*, %k par \k, l'

ik
, μ.

/Α
., u.'ik respectivement. La 

comparaison des coefficients dey, et de x2
 dans les fonctions que αΡλ 

et λγΡ substituent à y, donne 

Pua\, -H μ12«21 -t- μ\, β'2, -H μυ«',, + μ\ 3 β'31 "+" · · · = f*u«t» = ο. 

Or on peut supposer α,2 arbitraire. Donc p.,, = o. En prenant alors 
pour «p une substitution où oÇ,, β'

2
, soient arbitraires, on voit que (A

iy
, 

p.',,· sont nuls pour j φ ι. Alors, d'après(8) et(10) les λ
7
·
(
, uty, où/φ ι 

sont nuls, et λ,, , = ι. En multipliant λ à droite par une substitution 
de Ρ on peut annuler les λ)

η
 u), où j φ ι. Alors, d'après (5) et (6), 

tous les coefficients des deux premières lignes et colonnes sont nuls 
sauf λ

Μ
 et p/

n
 qu'on réduira à 1 en multipliant à droite par une m,. 

La substitution obtenue est alors dans H,. En continuant ainsi on voit 
que λ est dans MP, M étant le p. p. c. m. (abélien) des my (/>o). 
Donc MP est le normalisant de Ρ dans H. L'ordre de M est évi-
demment (τ:2 — 1 y si n = 2v, et (τ:2 — i)v(*â -h 1) si η = 2V.-+-1 > 1. 

(') En rangeant les variables dans l'ordre/,, ..., y
v

, x, .r
v

, ..., xlt les coef-
ficients situés au-dessus de la diagonale principale sont tous nuls. 

Journ. de Math. (7e série), tome II. — Fasc. IV, IQJC. 4® 
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Son p. g. c. d. M0 avec H° est d'indice π 4- ι dans M = Σ£Μ°.9, 
s ayant le même sens qu'au n° 2. Le normalisant de Ρ dans H° 
est M°P. M est évidemment > J, et M°> J°. 

M est son propre normalisant dans MP. Car une relation de la 
forme ({ΑΑ

Ρ
)-· |Α

0
|ΑαΡ= p.,, [A, IA

0
, p., étant dans M, entraînerait, 

puisque M est abélien, p0
aP=aP[JLii d'où, comme on le voit directe-

ment, [A
0
 = [A,, et, [A

0
 parcourant M, α

Ρ
 = ι. 

III. — Groupe gauche. 

16. Soit maintenant a = — a et ocacc = fa (d'où |α|2 = fa). Sup-
posons a réduite à la forme canonique — γ,χ\) (η — 2v) 

(Ε., 195, 201, 202; cf. S., p. 225), les variables de la première 
série étant x

t)
 y

n
 ..., χ

v
, y-

n
 et les variables correspondantes de la 

seconde y\, y\
t
 (cogrèdientes à x

n
 y„ ..., y

v
). Le 

groupe A sera dit alors groupe gauche η-aire de S, et le groupe χ 
groupe gauche homogène ou fractionnaire η-aire de s. Je préci-
serai ces formes de A, en remplaçant partout les lettres A, χ 
par G, (j*. 

Posons 
Xi iXi χ,· p.τ { 

y = y ι y ι p~ r ι 

Il est clair que G' = et que Gjk est formé des substitu-
tions de G' qui multiplient a. par t*. jyj est premier à G, tandis que 
le p. g. c. d. de G, I est D. Si donc ρ est >-2, γ est hors de GI; 
mais γ2 = fA

t
[t] est dans GI, et G' = GI -t- Gly. Si ρ = 2, G' = Gl. 

Pour /7^2, Gl = G" est le groupe des substitutions qui multiplient a 
par un carré. 

Ici g'— G'|i, £ = GI|I = G|D. Donc, si />>2, ç,'| if=G'| GI est 
d'ordre 2, et (r,"i) = (G, 1). Si ρ — 2, g' — £ = G. 

17. Pour qu'une substitution 

a = Xi 2*(a/A-«A-H- a'ikyk) — X,· i, k = 1 
y i 2/, ( $

tk OCk Hr β/* y k ) — Y i 
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multiplie a par/, il faut et suffit que l'on ait 

·) 2/(«/y β/Α — — ] f · j Λ. / · · ir \ 
< 2) Ι/ία^β/* — β/ya/D = 2/(α^β·*— β,'/α,'*) = ο 

Comme ici a2 = — ε, ε étant la matrice unité d'ordre Λ, l'équa-
quation ααα = /α donne /α-' = — «αα, d'où 

f a-1 = e . xi —"Α·( ftki&tc &kiyk)== 
y ι (— Β

Α
,Λ?

Α
 -+- «Α,·7Α·) = L 

et acta. = fa qui montre que G' (el de même G) contient la trans-
posée de chacune de ses sublilulions. 

Les conditions analogues à (i), (2) écrites pour α ou pour α-', 
a, priori équivalentes à (1), (2) sont (αmultiplie a par /_<) 

(3) M«jtPu-Mi)=\ . , 0 si j3k 1 si i=k 

{4 ) x'jjCijci) = ^/ίβ/ζβ!/— β/Vβλ·,·) = Ο 

Ces formules ne sont d'ailleurs qu'un cas particulier de celles du 
n° 5, celui où η = 2V et où α est dans G. 

18. Désignons par ( 1 )h (2)/, (3),, (4)/ ce que deviennent (1), (2), 

(3), (4)poury = A = /. 
G contient une κ dont les deux premières colonnes sont formées 

d'une solution arbitraire de {1), pour f — 1. Car soit τ une substitu-
tion /i-aire ayant les deux premières colonnes voulues. Elle transforme 
a en -h u) (y[ -h v') - (y, ■+■ v) {x\ -+- A')u, P, a

t
 (= - ~â[) 

ne contenant ni x
{
 ni y,, et u'

f
 sf se déduisant de M, ç par l'accentua-

tion des variables. Si donc τ, est une substitution qui remplace x
K

, y, 
par — u, y, — ρ et dont l'action sur α·

2
, y

2
, ... canonise α,, τ, τ 

répond à la question. Les substitutions de cette sorte forment le com-
plexe G,oc

0
, a

0
 étant l'une d'elles, et G, le diviseur de G formé des 

substitutions qui remplacent les x,, y, où i'> 1 par des fonctions 
de ces seules variables et x

n
 y, par x

i
 -h X, y, H- Y, X et Y /je 

dépendant pas de x
n
 y, (c/. 4). Or les conditions (1), (2) où l'on 
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fait un des seconds indices égal à ι montrent que X= Y =. o, et que 
G| est le groupe des substitutions de a — (xty[ — y,#!), et est par 
suite semblable à G (ri — 2, π). 

De même les substitutions de G dont les deux premières lignes 
forment une solution donnée de (3), forment le complexe a

0
G

(
, 

α
υ
 étant l'une d'elles, qui, existe toujours. 
Comme (i), a π""'(π8 - i)solutions (JE\,44, 45; on le voit d'ail-

leurs ici immédiatement), il résulte de là que Xordre de G (η, π) est 
rvtU\(r2i-i). 

19. G contient évidemment toutes celles des substitutions de 
H° (2v, r) indiquées au n° 6 pour lesquelles ρ est dans s, et ces substi-
tutions vérifient les relations du n° 7 où ne ligure pas l'indice o. 

G dérive des τ,·, des uit et des V,r/ (λ réel). Admettons-le en effet 
pour les valeurs de η inférieures à celle considérée. Il suffit de montrer 
que, α étant dans G, on peut, en la multipliant à droite par des 
τ,, uh V

/A
, la réduire à une substitution de G,. Or les α„, β,·, n'étant pas 

tous nuls, on peut en multipliant α à droite par une Y, une U, une u 
ou une m, rendre a

H
 égal à 1, puis, de même, par les V, annuler tous 

les a,, oui φ ι. On annulera β
Μ
 par une P, et les β,·, où / φ ι par les W. 

Alors, d'après (1), β'η = ι. On pourra donc, par les V, annuler les 
β

;
·, où 1. On annulera ensuite y.'n par une u, et les α·, où ί φ ι par 

les U. 
Donc toute substitution de G a un déterminant égal à 1 (comme 

les τ, u, V), et toute substitution de G' qui, multiplie a par \k a un 
déterminant égal à iAv. Donc G (2, r) = U(2, r) (S., 74). 

20('). Cherchons les p. g. c. d. respectifs Γ el Γ' de G(n, ré2) 
et G'(/z, π2) avec H(/z, r). Toute substitution α de Γ' devra vérifier, 
en même temps que les équations (4)-(6)du n° 5(avec /= r, η =0), 

les équations (i)-(4) du n° 17. En particulier les deux s}rstèmes 
linéaires formés, l'un des systèmes (5) et (6) du n° 3 où l'on regarde k 
comme fixe (et /= 1, η = ο), l'autre du système (1) el du second 
système (2) du n° 17 où l'on regarde aussi k comme fixe, déterminent 

(') Comparer DICKSON, Linear groups, 131. 
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Γ un u!ik, l'autre /"'β·*, /"'«/* Par ^es mêmes équations. Donc, 

<* = /««, = et de même α
ik
 = fcL

ik
, β,·* = /β

ίΑ
. Donc 

d'abord Γ, qui correspond à f — ι, es£ c£a/is C, ses matrices 
coïncident avec celles de G(n, TC) [les variables de G(/i, Π) différant 
de celles de G(/2,it2), G (η, π) n'est qu'un constituant de Γ isomorphe 
à Γ; mais aucune confusion n'étant à craindre, j'identifierai ici Γ avec 
G (Λ, π). Ensuite, e désignant un élément φ ο de α, f — ee~{ = e,~7T 

est une puissance de f*-'. Or p
v multiplie précisément a par i"~*. 

Donc, en posant j p.
t
, j = M, Γ == ΓΜ, et (Γ', Γ) = û -h ι. Il est clair 

que Γ' contient J, dont chaque substitution multiplie a par une puis-
sance de ι'2(π_,). 

Le normalisant G(n,~)de G (Λ, π) dans Η(/ι, r.) coïncide avec Γ". 
En effet, soit s une substitution de H permutable à G, et a.s = 5a', 
a et a' étant dans G. Alors ocsasa coïncide avec sol'ατ.'s — sas. 
Donc sas = α'(= — a') est invariante par toute substitution de G. Or, 
soit 

a'= 2,·/,[Xi{ aikx'k -h a'ikyk) -h yt( bikx'k -f- b'iky'k)]. 

On voit directement que, pour que a' soit invariante par mit quel que 
soit Ï, il faut que a' ait la forme lifi(xiy'i — yix\) et que, pour que 
a! soit encore invariante par les \ik, il faut que les/", soient égaux. 
Donc s est dans Γ". 

Soit £ = G | J le groupe déduit de G en y regardant les variables 
comme homogènes. Le normalisant de ç==GJ|J = G|D dans 
3e==H|J est g. Sip> 2, (#', 1) = z(Q, 1). Sip—i, (g, 1) =(ç, 1). 

Le normalisant G0 de G dans H° est le p. g. c. d. de G, H°. Or 
G divise H°, et pour que le déterminant ί'Αν('-π> de φ' soit égal à 1, il 
faut que k soit multiple de —-,—> φ étant le p. g. c. d. de r. 4- 1, v. 

Donc, si M0 est le diviseur d'ordre de M (c'est-à-dire le p. g. c. d. 
de M, H°), G» = GM°, et (G0,1) = r'(G, 1). 

Soit (jû = G°|J° le groupe déduit de G" en y regardant les 
variables comme homogènes. Le normalisant de g = GJ° | J° = G | D 
dans 5C°5==H° | J° est (j". Si ρ > 2, et si (ί/°, ι) = 2(ij, 1). Si 
p—'i ou si 2-; = π,, (i/o, 1) = (g, 1). 
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21. On a vu que G(2, π) = U(2, π) (19). Pour η > 2, π > 2, on 
voit comme au n° 10 (') que G|D est simple. Pour *>2, 1Ï = 2, 
on voit de même que tout diviseur normal Γ de G non contenu 
dans D contient les W,A| ΡΛι = W

t/fl donc, si τι = 6, les 
W,·*, vki .rAlWWl = Vj/jWrt, \iti (7), donc les W/A et par suite, 
encore de même; les V,A, U/A, uh τ,·, donc G. 

Ainsi, en exceptant G(2, 2) = U(2, 2), 6(2, 3) = U(2, 3) et 
G(4» 2) qui va être étudié, tout diviseur normal de G (η, ~) non 
contenu dans D coïncide avec G; alors Ç(n, TÎ) = G|D est simple, 
et D est le central de G {donc, si p^> 2, G). 

On vérifie d'ailleurs comme au n° 10 que toute substitution α per-
mutable à chaque substitution de G est une similitude. Donc le 
central de G' est I. 

22. G(4, 2) est isomorphe au g" symétrique (2). — En effet, 
G(4,2)est un g}:!

0
 divisant le g,5L(4, 2). Or, en désignant par ùk 

et4.A le symétrique et l'alterné de champ ι,..., h, L(4, 2)Ξ
(

1 ■ 8(S., 70). 
Donc G est isomorphe à un gî.,

0
 pair Γ. Si Γ était transitif, il serait 

primitif, 720 ne divisant ni 4! 21 ni 2(4!)* {S., 32); mais alors le gj
0 

fixant un symbole serait de degré effectif 7 et contiendrait des s
5
 et 

des S3 [s'il contenait des s:j, Γ devrait être semblable à xe(S.,42)];il 
serait donc transitif tandis que 7 ne divise pas 90. Donc Γ est in tran-
sitif, et si les degrés de ses constituants transitifs sont α,, a

2
, ... 

(at = a/+t = 1 ? Σα, = 8), 720 divise Π(α,·! ), d'où a, = 6. On peut donc 
supposer que Γ divise j S

(!
, 78 |, et comme Γ est un g®

20
 pair, il ne peut 

être que le diviseur pair maximum = de j S
6

, 78 }. On voit par là 
que tous les g·®.,,, de X

8
 sont conjugués dans ê

8
 et par suite dans cA->

K 

(car le normalisant de Γ par exemple dans
 £

s„, contenant 12, Γ a le 
même nombre de conjugués dans g

8
 et 4

 8
. 

Voici une autre démonstration qui fournit une correspondance de 

(') Le second procédé emplové au n° 10 pour rendre j3
n

^zf ο est seul appli-
cable ici. 

(2) M. Jordan a établi ce théorème ( Traité, n° 333) à l'aide des groupes de 
Steiner. On en trouvera encore une preuve indirecte dans une Note déjà cilée 
du 8 novembre 1915 (Comptes rendus, t. 161, p. 553). 
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générateurs. s0 est défini (-S., 69) par 

(5) 
si — (SiS,-

+
i Y= (SjSy+k)2 — I 

(Λ =i, .. 5; i = i, a, 3, 4; j= i, a; A = 2 4 — ./')· 

Or les substitutions τη u{, «2, τ2, τ,p2 V2<U)2p2, prises respective-
ment pour les vérifient. Donc leur p. p. c. m., qui est 
d'ordre > 2, est isomorphe à s„ (5., 66) ('). 

On arrive au même résultat en prenant pour s
{

, ..., s. respective-
ment les substitutions v{ P

2 U,A V\ , τ2ν, u2 u,Ti2, W
12

V,
2

P
2

, 

P( 12^211 ^2 V2 , U , 2 . 
Il est utile de montrer comment on arrive à ces deux correspon-

dances de générateurs, et comment la seconde conduit à une corres-
pondance simultanée des générateurs de L(4, 2), 0(4, 2) avec ceux 
de d

 8
, §'

a [donc de nouveau à l'isomorphisme de L(4, 2) avec -l-8]. 
Les s

2 impaires de -S0 se divisent en deux classes, l'une G, formée 
des si, l'autre C2 des sj. A une s

2
 quelconque spi de Cp on peut en 

joindre quatre autres sp2, ..., sp5 (de Cp) telles que ίρη ..., .9p3 prises 
pour .s,, ..., .s

5
 vérifient (5). Car on peut toujours écrire s*

M
 = 12, 

.9
13

=34, s,., = 56; alors s
i2

, déplaçant un des symboles déplacés 
pars,, et un des symboles déplacés par .9,

3
, mais ne déplaçant aucun 

de ceux déplacés par s,
3

, peut s'écrire 23 ; s,.,, peut s'écrire 45; et ces 
substitutions vérifient (5). De même on peut toujours écrire 
s

2l
 = 12.34.06, s23 == 12.35.46 (s23 a un cycle commun avec s.2i). 

Alors s23 = 12.36.45; s22, ayant un cycle commun avec 923 , mais n'en 
ayant aucun avec s2, ou523, peut s'écrire (en transformant au besoin 
tout par s

2
,, s

2a ou s23) i5.24.36; alors s2i a l'une des deux formes 
34.26.i5, 56.i3.24, et (en transformant au besoin tout pars

23
) on 

peut supposer que s
2

, = i3.24.56. Les s2l vérifiant (5) comme les su, 
s0a un auto morρ h is me où S,S,

5
 répondent à S

2
,, ..., .9

23
 respec-

tive ment. 
En posant 

<x = i2=su, (3 = f3 = αί,,α, y = i4 == (3s,3(3, 
<5 = i5 = y,ç

H
y, g = 16 = dsl3d, 

(*) DICKSON, Linear groups, 118. 
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(aux générateurs oc, β, γ, δ, ε de §
ύ
 répondent respectivement, dans 

l'automorphisme considéré, 

a' =12.34.56 = s2t, (3' = 13.26.45 = α'ί,οΟί', 
y' = 14.20.36 =r β'ί23β', δ' = 15.23.46 = γ'su/· 

ε' = 16.24.35 = ô's25ô'), 
on a 
(6) ( s2l=zcxsl3sls, ίη=«γα.δ.βεβ, sn= βάβ.γεγ.αι, 

( s
54
= aya.s15(3, s25 — ,su.(3e(3.a, 

et les s
tl
 s'expriment par les s

al
 comme les s

2Î
 par les Α

(Λ
 Vaulomor-

phisme est donc d'ordre 2. 

Considérons maintenant les s, de 4
 8

. Elles forment deux classes, 
l'une de s

2
, l'autre de s*. Tout g*

20
 pair de 4>

8
, pouvant être identifié 

avec «.sj., a aussi deux classes de s2, l'une C, représentée par 12.78, 

l'autre C2
 par 12.34.06.78. Au point de vue abstrait ces deux classes 

ont ceci de commun qu'à une A
2
 quelconque A

P
, de Cp on peut en 

adjoindre quatre, A
PA

, . ..,A
PS

 vérifiant (5) et ceci de distinct que, 
si ρ = ι, il existe une s

3
 A

PO
 vérifiant 

(7) •«po — ( -Sp 0 <Spl )3 GpO^p/)" ' G 2,...,5), 

tandis que, si ρ = 2, il n'y en a pas. En effet, si A
P0

 existe, elle doit, 
d'après (7), déplacer 7 et8(sansquoi A

P0
A

P
, aurait un cycle d'ordre ̂ 3 

contenant 7 et 8), et par suite fixer un au moins des symboles 2, 3, 4» 
5, 6. Mais A

P0
 doit être transformée en s~par A

P2
, AP5 dont 

le p. p. c. m. permute transitivement 2, 3, 4? 3, 6. Donc A
P0

 les fixe 
tous. Donc i9p0 = (178)*', et ρ = 1. <A>

8
 dérive de A

IO
, A·,,, ..., A

i5
 et est 

défini par (5) et (7) (S., 69). 
Admettons maintenant qu'il y ait, entre L(4, 2), G(4, 2) d'une 

part, et s
(
'. d'autre part, une correspondance isomorphique simul-

tanée, et cherchons à la réaliser. Je désignerai les objets correspondant 
ksph Cp dans L par les mêmes lettres que dans 4

 8
. On aperçoit de suite 

dans G quatre substitutions semblables pouvant jouer le rôle de A
PI

, 

APO, A
P4

, A
PS

 relativement aux équations (5) (on verra plus loin que ces 
substitutions sont conjuguées, et que p —2). Ce sont, en désignant 
(cf. S., 69) respectivement les points 1000, 0100, 0010, 0001, 1100, 

10ίο, 1001, 0110, οίοι, οοιι, 111 ο, 1101, ion, oui, mi par 6, 
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c, d, e, f, g, Λ, ι, /f, /, /τι, /?, o, /),q, 

.ΐρ,ζιττ, bc.gi.hk.op . d.e.f.l.m.n.q, 
sp2— Mt = cf.im.kn.pf/ , b.d.e.g.h.I .o, 
j?p4 «,= el. ho.kp. nq , b.c.d.f.g.i. m, 
ίρ6=τ

2
 = de.gh. ik .mn.b.c./. I. o.p.q. 

sp:t doit leur être semblable et engendrer avec spl, sp5 un gg5abé-
lien Y de classe 8 (S., 82). Donc spi échange entre eux les systèmes 
d'intransitivité f, l, q, be, rfe, /?za/, oyo, «7//7i de |jp,, ip31. Si sp3 
déplace un symbole du seul système de degré 4» Y a un consti-
tuant régulier (S., 57) de champ gh.ik, et spz — gk.hi Mais alors 
sprs(l.

A
 — (ngk)(him)..., etsp3 fixemet n. De mêmesp3sph —(hio)(kgp)..., 

et Sç.3 fixe o et p. Donc .sp3, qui permute entre eux f, l, q (systèmes de 
degré ι) et qui ne peut fixer q (.9ρ2£ρ3 aurait le cycle pq) a l'un des 
cycles fq, lq\ dans le premier cas .vp2.sp:, aurait le cycle cqpf... 
d'ordre > 3, et dans le second cas sp3sp.4 aurait le cycle Iriqe.... 
Donc.Sp., fixeg,h,i,k. Si sp3 =//..., sr,sp3 = (clf)..., sp,sp3 = (efl)..., 
et sp3 fixe c et <?, donc b et d, tandis que la classe de G est 8. Si 
•s>3 = ty··· ou fq..., s

p
.,s

pi
 = (plq)... ou (pfq)..., et.ç

p3
 fixe ρ, donco, 

d'où 6'prsrp3 = (ho).... Donc sp3 fixe g, h, /, k, /, /, q et déplace les 
huit autres symboles. Si sp3 —//c..., sp3sp:, = (bc)...', si sp3 = bd..., 

•W< = (bcl).-î si s^ = be..., i
p2

s
p3
 = (^?)...; si s

p3
=bm..., 

•Vpjip., = (brn)... ; si sp3 = b/i..., donc — bn.cm..., .vp,sp, = (m); 
si Α·ρ 3 = bo..., sp2sp3 = (bof.. ; donc sp3 = bp.co Si sp3~ de..., 
sp,,sp3 = ((7e).... Donc 

x1JKl -4- ^2-t-72 
ΛΡ3=: bp.co.dn.em ./.g- h.i.k.l.q — ■=. τ, E2 V21 UI2P2. 

#2 .r, -t- -h y2 

jKa 'ri *+"/i -+" >r2 

Donc G(4, 2)==s
c

. Doaîc G n'a </«e deux classes de s,
2

. Donc, G 
contenant, on oa /e z/oz/·, «çpt, ..., ,?p5 50/// conjuguées. 

Pour déterminer p, cherchons une s
3
 spo vérifiant (7). spo, devant 

être transformée par .çpa, ..., sp:, en spJ, ne peut avoir de cycle de la 
forme brçr\, car toutes les déterminations possibles de ξ conduisent 
à des impossibilités. Donc sp0 fixe b, et par suite aussi les 10 symboles 

Journ. de Math. (7* série), tome II. — Kasc. IV, 191C. 4' 
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b, d, e, k
y
 l, //ι, /«, /?, q qui forment un système d'intransitivité de 

|ipa, ...,sps|. Les 5 symboles restants formant un second système 
d'intransitivité du même groupe, Spo, qui en fixe nécessairement deux, 
les fixe tous. Donc 5po ιίexiste pas, et ρ = ι. 

On a alors, d'après (6), 
•2?! Λ , 4- 0?2 -f" }'y 

st, = oo.cp.dm.en.gk.tii.t.l.q ■= — r, e2 U,.ρ,<·2, 
Xi χ j 4— y, -j- x 2 
y2χι + yi + yt 
x1Xi + y-i 

.ç,,— be.cl.df.gn.iq .ko.h.m .p — — τ2ι·, i/, Ti2, 
x-i J'i 
y 2 Xi + yi 
x1Xx 4- X-2 

s
l3

— bh.ck.dm.gp .io.lq ,e.f.n= ^1
 — "W12 V,.

2
 r.,, ,r2 ,r2 

y-i χι + j'i+y-i 
X\ xx 

s
n

— bo.di.ek.fq.gn.hm.c.l.p = 2-+-J2 —v1 W12 V21 a'i xx 4- Xi 
y2 xt 4- y. 

X\ Xi + y-i 

s
ts
= bg .ci.en .hp. ko Jq.d.f.m — +

 =w
2

V.,
t
U,,. X2 xx 4- yx 4- xt 

y 2 y 2 

(.y,
2

, ·.., ç,
s
 | étant transitif, .9,

0
 est une sj-i, et les divers essais 

possibles montrent que le cycle contenant f est flq ou fqi, et que 
tous les autres cycles de 5,„ sont déterminés par celui-là. En échangeant 
au besoin s,

0
 et .?;

0
, on a 

x1y 2 

.f
10

 =r beli. cdi.flq.gpn. ko m = *1x2 
λ-2 y 1 + ^2 
y, xx + yx 

ό1,,, ..., 5,
5
 et .9,

0
 vérifiant (5) et (7), la double correspondance iso-

morphique annoncée est établie. 
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Comme s.

in
 ..., répondent à des transpositions de 8

0
, le g

300 

simple G0 de G est formé de toutes les substitutions qui sont des pro-
duits d'un nombre pair de sv. En particulier G0 contient ία s

3
 «,τ,, 

mais ne contient pas 

Vj2 S2-i'S26S2iS23f>i2Sî\ 'S23' 

G (4, 2) est semblable au g\l
Q
 primitif formé des substitutions 

opérées par a„ sur les i5 combinaisons des 6 symboles 1 à 1 
(S., 48)(1). En effet, si l'on fait correspondre s

2)
, s

23
 à 12, 23, 

34, 45» 56 respectivement, et si l'on cherche à identifier chaque com-
binaison avec un des symboles //, ..., q, de manière que -ç

2)
, ..., s2S 

fixent les mêmes combinaisons que 12, 23, 34, 45, 56, on voit aisé-
ment que l'identification est possible mais d'une seule manière : il 
faut identifier 12, i3, 14, 15, 16, a3, 24, a5, 26, 34, 35, 36, 45, 
46, 56 avec f, c, e, Λ, g, b, p, k, i, q, n, m, d, e, l respectivement. 

Les substitutions s.
2n

 -s
22

, j
29

, s.
2i

 correspondant à 12, 23, 34, 56 
de S

0
, leur p. p. c. m. X correspond au g

4e
 \ S,, 56 Donc X est le g

48 

fixant l dans G (4, 2). X a les deux systèmes d'intransitivité bcfopq, 
degkikmn et un g8

 normal correspondant à j 12.34, i3.42, 56 !. 

(1 ) Plus généralement, toutes tes représentations du symétrique S ou de 
i alterné <A> de champ 1, 2, 3. 4, 5,6e/i gis transitif sont semblables. En effet, 
on a vu que § a an automorphisme qui fait correspondre à ses générateurs 12, 
13, j4, ià, 16 respectivement Jes générateurs 12.34-56, i3.26.45, i4-25.36, 
i5.23.46, 16.24 35 (on le vérifie d'ailleurs directement sur les équations de S); 
donc au g

48
 ) 12, i3, >4, 56 j = T, le g

48
 ] 12.34-56, i3.26.45,. I4-25.36, 

12.45.36 j =T' (56 est la transformée de 16 par ι5). Τ et T' ne sont pas conju-
gués, car Τ a le g

3
 ) 123 ί, et T' Je g

3
ji64.235j. Le p. g. c. d. de Τ, Λ est 

B = j 12.56, 13.56, 14 - 56 |, et celui de T', <A> est Β' = j 35.46, 16.23, ι5.24 {. 
D'ailleurs T est le seul g48 de S contenant B, car un tel gi8, ayant les consti-
tuants symétriques J 56 (, J12, i3, 14 ίs est leur produit direct. Par suite T' est 
le seul g48 de S contenant B'. Donc, T et T' n'étant pas conjugués dans S, B et 
B' ne le sont pas non plus. Or Λ n'a que deux systèmes de g.,; conjugués {voir, 
par exemple, DICKSON, Linear groups, 260) représentés par B et B'. Donc S n'a 
que deux systèmes de g^ conjugués représentés par T et T', car si T" en repré-
sentait un troisième, le p. g. c. d. B" de T", »A> devrait être conjugué de B ou 
de B', et T", déterminé par B", serait conjugué de T ou de T'. De là résulte le 
théorème {S., 54·). 
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D'après ce qui a été dit de ei
8

, tout g^
0
 G' de L y est conjugué de G. 

Donc G' a un invariant bilinéaire a' et se transforme en G quand on 
prend des variables ramenant a' à la forme canonique a. G' étant 
donné, on peut déterminer a! par la méthode des coefficients indéter-
minés, et l'on sait effectuer un changement de variables ramenant a' 
à a (Ε., 195). 

25. SoitPA(fljTO = Ρ = P
0
 le p. p. c. m. desV,*, U

l/f
 (k = 2, ...,V),M,. 

En désignant par j u
{
 j le g^ abèlien principal dérivé des u

{
 (tous 

normaux dans Ρ), Ρ |} a, J est un g
π

„_. abèlien principal (si p = 2, 
Ρ est un ο·

π
„- , abèlien principal). Les équations de Ρ se lisent sur 

celles indiquées au n° 15. 
Soit P, le g

w
„_, analogue à Ρ dans G,, et formons de même succes-

sivement les groupes P
2
, Toute substitution de P, est permutable 

à P,_
n
 en sorte que PP,. ..Pv-) = ΡΑ,*.™ = P est un gV' sylowien 

de G. 
Si η = 2, P = ) u

t
 j est abèlien. Si η > 2, en adoptant les mêmes 

notations qu'au n° 15, on démontre de même que, pour p^> 2, 

le siene central Ci de P est le p. p. c. m. des U/A, V,7. figurant dans 
les s premières transversales du môme tableau triangulaire 
(ici Ν^= Ν), c'est-à-dire le p. p. c. m. des U

M
 où i -H k'Ss -H 1 et des 

VM. où k — i>n — s. L'ordre de C2r_, est et celui de C2,. est T:r{r+i), 
c'est-à-dire que l'ordre de C

5
 est πσ, σ étant le plus grand entier 

= s+1/2 

Pour p = 2, le ste,He central Ci de P est le p. p. c. m. des UM, V,7|. 
figurant dans les s 1 premières transversales, c est-à-dire le p. p. 
c. m. des U,7l où ik'Ss -+■ 2 et des V

/7
. où k — i> η — s — 1. [Jordre 

de C
S
esl donc π·""'. La différence provient de ce que les U/i7 admis-

sibles dans C, sont ici les U,, et les U
J2

, U,a
 étant permutable à V

12
. 

Les substitutions de P ont la forme générale indiquée au n° 15, et 
toute substitution de G ayant cette forme est dans P(c/. 15). On voit 
de même ici que le normalisant de P est MP, M étant leg^-tf p· p. 
c. m. des mn

 et que M (> D) est son propre normalisant dans MP. 
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IV. — Groupes quadratiques. 

24. Supposons que a soit la forme quadratique à η variables 
(E., 44,45) 

( ι ) a = φ + ψ, φ = Σΐ x,yl· ψ = Ψ(^ y) = bxy ■+■ ex* + c'y2, 

b, c, c'étant dans s, et/;2 — 4cc' = δ étant ο à moins que b = cc — o. 
Je poserai a? = -r

0
, y = y

0
 et, si /i est pair, η = 2v'. Je désignerai par 

A"(n, π, α) le groupe des substitutions qui multiplient a par un carré 
(A" = A7 si ρ — 2), et par Ν un non carré quelconque de 0. 

Si η — 2ν', el si ψ est irréductible dans © (je dirai alors que a est 
de la seconde classe ou du second type), je prendrai pour υ une racine 
de ψ(υ, ι). Soit alors κ = κ

0
4- υκ, (κ

0
 et κ, étant dans 0) une solution 

quelconque de κκ = c, c'est-à-dire de ψ(κ
οι

 — κ, ) = c(c/. Ε., 44, 45), 
et posons 

Γ xv = x(x — υ/), /
v
,=:x(.r-uy) = χ

Ί
· (ν'=ν + ι), 

(a) < d'où 

[ c ωχ— — 7.-jx^-\- κυ^
ν

·, ccoy =—καν + κ/ν' (ω = υ— υ). 

On aura 

(3) Ψ — «zvyvi a —E1 xiyi 

et la substitution réelle γ qui multiplie x,
9
 x

v
 par ι et x

v
· par une 

racine ξ de %Γ:+ι= t(donc yv = χ
Ί

> par ξπ) sans altérer les autres va-
riables multiplie a par t. La substitution réelle p. qui multiplie a?,, ...-t 
.x'v par ι, y

t
, ..yv

 par i_< et a?
v

, par £l~*(donc yv par ?π~') est évi-
demment dans A, et γ2 = f/φ]. Doncy2 est dans A"— Al, et, si ρ > 2, 
A' = A" H- A" y (cf. 16). 

Si η = 2ν', ψ est réductible dans © (je dirai alors que a est de 
la première classe ou du premier type), on pourra supposer, ou bien 
que V — ν et que ψ = o, ou bien que ν' = ν -+- ι et que ψ est φ ο. Dans 
la seconde hypothèse on peut réduire ψ à xy ; mais on peut aussi, en 
désignant par h, k' deux éléments de s vérifiant kk' = c et par u, u' les 
racines réelles de ψ(«, ι), écrire les équations déduites de (2), (3) par 
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la substitution de k, h', u, u' à κ, κ, υ,.υ respectivement (en omettant 
y

w
, = a?

v
,); car κ, κ, υ, υ n'interviennent dans le calcul que comme 

vérifiant les relations υ H- υ = — -> υυ = — > κκ = c vérifiées ici par k, 

k', «, u'. Alors la substitution γ qui multiplie a·,, ..., αν, par ι sans 
altérer les γ multiplie a par i. La substitution p. qui multiplie x

n
 .. 

α·
ν

, par ι et y,, ..y
v

, par t~' est dans A, et γ2 = p. [t J. Donc γ2 est 
encore dans A" — A', et, si ρ > 2, A'= A"-h Α"γ. 

Ainsi, pour η pair, A' = Σ* ~2ΑγΛ, ΑγΑ /e complexe des sub-
stitutions qui multiplient a par \h. 

Si η — 2v -+· i, on peut supposer que ψ = ca·2 (a sera dite de la 
première classe ou du premier type si c est carré, de la seconde classe 
ou du second type si c est non carré). Ecrivons ® + ex'-. Si /7 φ 2, 
a.

c
 est équivalente à a, ou à aN qui ne sont pas équivalentes (E., 44). 

Mais le changement de variables /,= IN y· (i — 1, ..., v) transforme 
évidemment le groupe propre et le groupe total de o, en ceux de a

v 

On peut donc laisser c indéterminé. Pour ρ φι, aucune substitution α 
ne peut multipliera par ιΛ si h est impair, car | ααα | = | a | j α |2 (cf. 1) 
devrait être égal à |α|ιΛΑ. Mais la substitution γ qui multiplie chaque 
variable par 1 multiplie a par Ά 

π —3 
Ainsi, pour η impair, si, ρ φι, A' = A"= Al = Σ

0

 2 ΑγΛ \ si.ρ = 2, 
A'= A" = AI = Σ*~2 Αγ''; les deux cas ΑγΑ <?.?/ formé des sub-
stitutions qui multiplient a par r*. 

Par définition Λ/ = Α'|Ι, et «JU = AI 11 = A" 11 = A J D. Donc 
cl/1ΛΞΞ A'I AI. Si donc 2 et n — av', («Λ»', λ,) = 2. Si ρ > 2 
et Λ = 2V -+-1, x' — x. Sip = 2, χ' = x = Α. 

L'étude de A0 et de «A-0 sera faite plus loin (52). 
Pour préciser, lorsque cela sera utile, le groupe de la forme a = ο H- ψ, 

ψ étant irréductible ou nulle pour η pair, je remplacerai les lettres 
A, Λ, par Q, et j'ajouterai au besoin à Q ou ^l'indice inférieur ο, 1 
ou 2 selon que ψ dépendra de ο, 1 ou 2 variables ; le groupe de ψ sera 
désigné par Ψ (Ψ = ι si ψ = ο), et le p. g. c. d. de Ψ, A° par Ψ0. 
Enfin, dans le cas où ψ est irréductible, je remplacerai les lettres A, 
Λΐ Q> ψ par A, x, Q, Ψ lorsqu'il sera utile de préciser que les 
variables choisies sont x

n
 y

K
, ..., αν, JV. Mais quand aucune confu-
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sion n'est à craindre, j'identifierai les groupes et les substitutions des 
variables x

n
 y

n o?v, yy
, x, y avec leur action sur x,, yn 

xv, JV, cette action étant dite leur forme imaginaire, et leur action 
sur x·,, y,, ..x'

v
, y

v
, a?, leur forme réelle. 

2«5. Si η = ι el si a = χ2, A = Q = Q, se réduit évidemment à D. 
Si n — iy on peut supposer que a — xtyt (en faisant ν = i) ou 

que a = ψ, ψ étant irréductible (alors ν = ο). 
Si a — χ*, v, {avec ν = v' = i), on voit directement que A = Q = Q0 

dérive des substitutions mn = | tx,, t~'yt |, /, = \y4, x, I (l'ordre des 
variables étant χ,, y

t
) et est diédral d'ordre 2(rc — ι). A! est défini 

par les équations de A jointes à γπ—' = ι, γ m.,
 t
 = m

 η
γ, γ-1 /,γ = t,mtl, 

ou par les équations du produit direct }/wltj j γ j jointes à /; = i, 
/,/ra,,/, = /,γ/, — ymj. 

Si a = ψ, ψ étant irréductible (donc ν = ο, v'= ι), en posant de 
même m,p =1 px-', yt | n'a donc plus, pour ρ imaginaire, le 
même sens qu'au n° 2),/, = |y

t
, x, |, le groupe A (2, π2) de il> = x

l
y

i 

dans 3' est donc j m
iV

, /, J. Pour qu'une substitution m
ip

t!\ soit 
dans A(2, -), il faut et suffit que p_l = p, donc que ρπ_2 = ι. Donc 
A(2, -χ) = Q(2, π) = Q.>(2, π) = | /?2

I(T
, /, j, σ étant d'ordre τ: h- i . 

A(2, 1:) est diédral d'ordre 2 (π -1- 1). A' est défini par les équations 
de A jointes à y1t-t = /n, qmi<r = ml9f, γ-' /,γ = /, m,#-*, ξ ayant 
le même sens qu'au n° 24, ou, en prenant ξ /e£ yao ξ71""1 = σ (en 
même temps que ξπ+ι = ι) /?ar γπΐ_ι = t] = 1, /,γ/, = γπ. 

Passons aux. variables x,y, et soit s = s
0 -t- us, (s0 et s, étant réels) 

une puissance de σ. La condition nécessaire s^1 = 1 ou 55 = 1 équi-
vaut à ψ(ί0, — s,) = 1, et 5 vérifie l'équation s2-\- b's -+■ 1, en posant 

b = -S, — 2S„. 

Supposons d'abord s non réel el p^> 1. Si l'ordre de s divise 
\ (π -h 1), s est le carré d'une racine ρ de ρπ-Μ = ι, et 2 — b' = (ρ + ρπ)2 

es/ carré dans Ζ. Si inversement 2 — es/ nn carré de ζ', et si 
l'on pose s = p2, on a ρ- ± βρ -μ ι = ο ; donc ρ es/ dans 3' Λο/'s de 3 
(sans quoi s serait réel), et ρπ+ι = ι. 
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Si s est réel, s = rh ι (6,π~Μ = sn~1 = ι ; alors b' — =fc 2), et ,sis = — 1 

avec p^> 2, son ordre 2 ne divise τ (τ: -h 1) pour τ. = 3 mod4. 
L'action dem

1}
 sur a?, y est 

a? î0a?-i- — S\y — X 
m1s— m0,v, = 

y — .s,a? H- U>~"M7 =
Y 

/w
0
s„.ç, n'est une multiplification que si .s, = o, donc si = 1; alors 

M
0v>i

 = |jea?, s0y|? et j'écrirai aussi m0Xg pour m0s>0. Pour que, en 
dehors de ce cas, X ou Y soit monome, il faut, dans les deux hypo-
thèses, que c's] = c, c'est-à-dire que ce' soit carré. Pour que X et Y 
soient monomes sans que m0.Vl soit une multiplication, il faut et il 
suffit que s

0
 = b = o; mais alors, ce' étant carré, ψ n'est irréductible 

que si — 1 est non carré. 
En posant κκ~' = q(qq = 1 ), l'action de /, m

u/
 sur x, y est 

t0 = t1m1q = x x+ b/c y t2 =0 

y —y 

Les générateurs /?20.Vl, t0
 de A — Q = Q2

 sont, comme il convient, 
indépendants de κ, ce qui n'a pas lieu pour t

t
 =m1q t0 

Tout e
2 de A hors de j m{(t

 j a la forme 

bs0— c'si 

to'nos^= c * (E., 20), 
y—sxx— s0y = Y 

qui ne peut se réduire à une multiplication que si s, = o, donc si = 1 
et b = o (mais alors ψ n'est irréductible que si — ce' est non carré). 
Pour que, en dehors de ce cas, X et Y soient monomes, il faut et 
suffit que s

0
 — o, donc que cc'soit carré. Si donc ce est carré, on peut 

remplacer le générateur t
0
 par = \g~ Pour 

que, en dehors de ces cas, X ou Y soit monome, il faut et suffit que 
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bs
0
 = c's,, d'où s] ~ ι. La substitution 

χ —χ 

UQ — t0m ,, = b ("0=0 y y + b/c' x 

est analogue à (0, et l0m b=u
Q
m

(i
_
i

. 

L'action de γ sur χ, y est, en posant ξ -f- ξ
0 +· υ?ι (£o> £1 réels), 

57 ξ°^+—ξι/ 

y — ξι^ +^o—b/c E1 y 

En prenant au besoin pour a une forme équivalente, on peut tou-
jours supposer que c'= c (E., 45), d'où υπ+< = ι, et remplacer alors 
l

0
 par t'

0
 = t

0
m

t
^=z tim

{
 _

υΐ
 = |y, a?|. De même, en changeant au 

besoin de variables, on peut supposer que ξ = υ, doncc'= ic, et rem-
placer alors γ par γ'= m0 /,γ = |iy, a?|. 

REMARQUE. — Supposons que a = ψ = ZWY -h car -h c'y-, ψétant 
réductible dans a «pce οφο, et définissons k, k', u, u'

t
 x

t
, y, comme 

au n° 24, puiss
e
 et s, par s = s

0
 -hus

1f
 s~f =s

0
-h u's,, en regardant 

s comme donné. On pourra conserver les définitions précédentes 
de /?ϊ

ονν
 =#ϊ,„ l

n
 l

0
, ΐ

0
, u

0
 et les formules de changements de variables 

(même celles qui donnent c' = c) en remplaçant partout κ, κ, υ, υ, q 
par /r, k\ u, u'

y
 q' = k'k~\ car s, s0, st et q n'ont été employés que 

comme vérifiant s = s
0

-f- us,, s—1 = s0-f- us,, q — κκ~1. 
Le cas où a = ψ = xy coïncide, à un changement de notation près, 

avec celui où a — x
K
y

K
. A dérive alors de m

0l
—\ix, * JK | » 

h = \y,x\-

26. Soit η > 2, et 

a= *L ( &ikX/c 4~ «iA-J'A- ) = X/ i, k = 1, v, o 
yt 2 k: ( $ik#k ■+· fiikjk ) — Y/ 

une substitution de A', en convenant de supprimer toutes les quantités 
Journ. de Math. (7· série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 42 
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relatives à a? ou à y si a? ou y ne figure pas dans o. La considération 
des coefficients de ayy*, Xj y) donne, en désignant 
par bjk) Cj, c) les coefficients respectifs de Xjyk, x), y) (y, /r = o; 
c

0
 = c, b9=b, c'

0
 — c') dans α les relations (cf. 1) 

(4) 2/
=1

(α
{
·^β^ + β

(
^αί·Α)-+-α0ι/(ί>(30Α-+"-2οα0Α)Η- βο./(^αό*+2θ'βόχ·) —fbj/

c
, 

(5) Σ/
=

ι(α
(7

β//,-Ηβ
<7

α//,)-Η«();(6βοΑ·-+-2οαοΛ·)-+-βο;(^«οΑ-Η2θ'βΟΑ.) =o {j^k\ 

( 6 ) 2Li («{,· β ·Α. -+■ β\j oi'ik ) -h <*»,· ( à βόχ -4- 2 c α'οΑ) + β;;·( 6 αόλ· -f-2 c'βό*) — o (y — A:), 

(7) 2LI «/yβ,y-+- ψ(«07> βο>) =/<?y> 
(8) + ψK/, %i) =fc'h 

où/, /i = I, . . ., V, O. 

Pour ρ = 2 et ù = i, les équations (4), (5), (6) coïncident (à un 
changement près des indices) avec les équations (i), (2) du n° 47. 
Donc, pour ρ = 2, Q0

(2v, π) Q
a
(2v H- 2, τ:) respectivement 

semblables à des diviseurs de G(2V, π) et G(2ν 4- 2, it). Je dirai 
que Q

0
(2 Ν, π) et Q2(2V, TC) sont respectivement, pour ρ = 2, le pre· 

mier groupe lévoquadralique et le second groupe lévoquadratique. 
à 2ν variables. 

Soit 
a-1 = <27 Σλ· ( AiA. *7, A,·/. ^Α. ) = X, i,k =1 

j/ ΣΑ ( BÎ£ Qck -+- Β// yu ) — Yί 

en convenant toujours de supprimer les quantités relatives à a? ou à 
y six ouy ne figure pas dans a. 

Pour ρ φ 2, on a ααα = fa, d'où /α"ι = ααα~ι = 2α,α.(2β)"1, 
c'est-à-dire 

(9) /AMe = β/·/, fKk = α/Μ /B*V, = β/·/, /Bh = α
Α

, (c,kjéo). 

Si ψ = ο, α-1 est explicitement déterminée par (9). 
Si ψ = ex-, on a en outre 

(ro) /A
i0
 = 2 «;,·<?, /B,o = 2«,/C (I=I,...,V), 

00 2 cy*Aj— β/·οι 2 c/Αοχ. — ocAe ( A" — 1, ..., ν ), /A00 — #00* 
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Si S φ ο, on a, avec (9). 

j /A
/0

 == β'
οί
 6-1-2 «M c, /A ·ο = αν 6 4- 2 β'

οί
 c' \ 

fBi0 = (30t 6 H- 2 αοί c, /B·ο = a„/6-4-2 β0/ c' 
o/A.ofe= β^ο6 — 2$hc', ô/A^.r= α*06—2a/l0c' ί i,k 30 

(13) ô/B0/, = βΑοb — 2β^ο, 3/B£*=.· «/,(,6—2a;i0c ] 

I 6fA
00
= pi

0
624-2aM^c — 2β

00
6ο'— 4«

00
cc', δ/Κο= αό

0
62 — 2(«0o— βόο)6ε' — 4pooc'S 

! ôfB00= βοο δ2+ 2 ( βόο— «οο)bc — 4«ôoC', ά/Βόο = α0ο6J — 2 be 4- 2 β0<> 6c'— 4 βόοce'. 

Soitρ = 2. — Comme les valeurs (g), (10), (12) des AiA, A'ik1 Bik, 
B,'A vérifient α se"1 = 1 dans tout champ où ces valeurs ont un sens, et 
que chaque ligne de coefficients de a-1 est fournie par un système 
d'équations de déterminant | α | (système qui forme une partie de 
aot "' = 1), elles conviennent encore au cas ρ — 2, et il reste seulement, 
si ψ = ex2, à résoudre le système 

03) ( -FT A
OA

. cc/cî 4- A;
/F
 β

Αί
· ) 4- A

00
 oCqï = c

h 

\ Σ/C A
OA

 ct'/ii 4- A'ok β/ίί ) -+- A
00

 oc'oi = Ο 

relativement aux A
0/i

, A^. Or remarquons que, pour ρ = 2, ψ = ex2, 
(y) et (8) déterminent les χολ

, aj* où k φ ο et a
00

 par les autres coef-
ficients, parmi lesquels les α

ί0
, βί0 ne figurent que dans celles des équa-

tious (4), (5) où y -= ο [(5) est ici symétrique en j et k\ (4) disparaît 
pour k = o, et (6) pour k = ο ou j = o]. 

On peut donc supposer que les art, α·
Α

, β/Α, β·
Α
., où i et k sont φ o, 

ne sont assujettis qu'à celles des équations (4)? (5), (6) où j et k 
sont φ o, c'est-à-dire que leur matrice M est une matrice de 
G(2v, π), et a

i0
, $ίϋ(ίφ o) qu'à celles des équations (4), (5) où 

j = o; et comme la matrice de ces dernières équations est M de déter-
minant 1, xi0 = β

ί0
 =o [d'ailleurs A,

0
et Β,·

0
(ι^: o) étant nuls d'après 

(10), il en est de même a priori de α
Λ

, $
Ά
(ίφ o)].Donc, d'après(7), 

α
09

= 1. Donc, la première équation (i3) donne, pour i = o, A
e(>
 = 1 

(cela résulte aussi a priori de α
ορ
 = 1). Omettons, dans (13), les équa-

tions relatives à i = o, remplaçons A
00

 par 1, multiplions la première 
et la seconde équation une première fois par $'

n
 et β

Λ
· respectivement, 

une seconde fois par ol'
u
 et a

/t
-, et sommons chaque fois en i. On aura, 

d'après les équations (3) et (4) du n° 17, 

( 14 ) /A
OA
 = 1,- ( «0 / βΑί· 4- βλ·/ αό/ ), /Aift = I/ ( «οΖ «FTI ■+■ aft/ «0/ ) · 
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Mais comme α,·
0
 = β/

0
 = ο (ι φ ο) et que α

οΑ
, αό

Α
 sont déterminés 

par M, on voit que, pour ρ — 2, Q(2VH- ι,π) est isomorphe à son action 
sur y,,..., est G(2V, π). On peut donc omettre les 
groupes A ( 2 ν -ι- ι, π) pour p = i. 

Représentons par Β xy -h Cx2 H- C'y2 = Ψ (χ, y) (' ) la forme ο si 
ψ = o(0 = 2), la forme Ç- si ψ = cx2 (ρ ,> 2), la forme — δ-"1 ψ(/, —χ) 

si δ ̂  ο (ρ > 2), et par B
yA

, Cj, CJ les coefficients de a^-y*, Λ·', y? dans 
φ -Η Ψ. Les conditions (4)-(8), écrites pour oc-' (qui multiplie a par 
f-1)donnent alors (2), en supposant ρ φ ι si ψ = cx2, les relations, 
a priori équivalentes, 

( l5) Σ,'
=1

 («Λ/β/ι-Η β;7 <*/·<)-4- <y./
CQ

 (Β (3/o4- 2 Cj3y
0
)-h(BPy

0
-f- 2 G' β

;
ο) CC'/,o—fB/cj, 

(16) Σ·=| («Λ·,· a/7 -H ay/a*i)4- Λαό (Β 2C a/0)-f(Ba/0+ 2 C' «;») «i„ = ο (./' ̂  A"), 

('7) (βλ·ί β/7 "+" Py'i βλο (Β β/»-!- 2 G β_
/
·
0
)4-(Ββ

7
·
0
+ 2 Ο'β'») (3/

0
 — ο (,/ ̂  Α), 

(ι8) Σ!=\ ctji α'μ + Ψ( ayo
, α/0) =/C,, 

(.9) Σ^β,/βί, 4- Ψ(β7ο, &) =/c;. 

En comparant (ι5)-(ΐ9) à (4)-(8), on voit que, si ψ = ψ, A et A' 
contiennent la transposée de chacune de leurs substitutions. La condi-
tion Ψ = ψ est toujours remplie si ψ = ο ou si π = 2. Si δ φ ο, elle 
équivaut à δ = ι, c' = — c, et pour ρ = 2, on peut toujours la supposer 
remplie (Ε., 45). 

(' )On ne confondra pas la forme Ψ avec le groupe Τ de ψ, 
(2) En désignant les premiers membres de (i5), (16), (17), (18), (19) respec-

tivement par whi, Ukji — itjk)·! Vkj(=Vjk)> uj> vj 1 on obtient d'abord directement 

Wkj =Ukj= Va-j = ο ( j, k p£ ο ), 

( tw,t+ac'('to=o ( bw^-V- iciiko — ο ( 3CH'oA.+ ' 2c'wAoH- buk0=z ο 

!(4CC'H- £>2)WPE0 ■+■ 4^CW0+ \bc' <'„= A, 
2 ècnooo-t- 4c2 M0 ■+■ b3v

0
=c, 

2Ôc'«Peo-h &2tt0-+" 4 c'2P
0
= c', 

d'où (*v, = (VA0 = ttAo = PA0 = ο ( k jé ο), <v00 = B, «0 = C, r0 = C' (le détermi-
nantdu dernier système est — δ3). 
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27. Désignons par (4)„ (7)*, (8)„ (ι5)„ (i8)„ (19), ce que 
deviennent les équations (4), (7), (8),(i5), (18), (rq) respective-
ment quand on y fait j = k = l. 

A contient une substitution α dont les colonnes répondant à xh y( 

forment une solution donnée de (7 )/? (4)^> (8)/ pour f = 1. 

On démontre ce théorème comme le théorème analogue du n° 4, 
F (a?/, étant ici la forme xrfi, si Ιφ ο, et la forme ψ si l = ο (' ) : 
at est encore équivalent à a — F(xhyj), car sans cela les deux équa-
tions « = o et F(xh yj) h- a, = o, dont les premiers membres sont 
équivalents, n'auraient pas, pour chaque système de valeurs de xh yt 

le même nombre de solutions dans les autres variables. 

Comme au n° 4, les substitutions α de cette sorte forment le com-
plexe A/*,, a0 étant Vune d'elles, et A, le groupe de a — Y? (xh yt). 

De même les substitutions de A. dont les lignes répondant à xh y, 
constituent une solution donnée de (18)h (iS)é, (19)/ pour f — 1 
forment le complexe α0Α/, a0, étant l'une d'elles, qui existe 
toujours. 

Or pour n^> 1 et 1= 1, le nombre des solutions autres que o, 
o,..., o, de (7), est π2ν—ι pour n — 2V -h 1 (ψ — ca?2, ρ φι) et 
(îcv' — β) Θ) pour η — 2v' (θ = 1 si ψ = o ou si ψ est réductible; 
0 = — 1 si ψ est irréductible; si donc ρ est φ 2, θ est le caractère qua-
dratique de δ) (Ε44, 45). Il s'agit alors de calculer le nombre m% 
des solutions de (4)n (8)1 répondant à une solution autre que o, 
o,..., o de (7), [à la solution o, o,..., o de (7), ne répond aucune 

(') Si / = 0 et dpi ο, α'—τατ a, d'après la construction de r, la forme 

ψ -f- xX. + yY -h Z, 

X, Y et Ζ ne dépendant pas de x, y. On identifie cette forme avec 

ψ (χ -+- α, y -f- ν) -+ at 

en déterminant u, ν par 2cu -h bv =.X, b u -±- 2 c' ν =zY. 
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solution de (4)«, (8),]. Or, on voitcomme au n°4que est indépen-
dant de Σ. En prenant pour Σ la solution ι, o, ...,o, (4)< donneβ'

14
=ι; 

on peut alors prendre arbitrairement lesa^, où i est φ ι, a'lt étant 
alors déterminé par (8),. Donc wj Donc Vordre de Α(Λ, π), 
qui est ι pour η — i, et 2(π — θ) pour η = 2(25), est 2ΪΪ

ν,ΙΪ[(πί'— ι) 
pour n = 2V-+-1 (/>> 2), et 2Π

Ν
'
ΙΝ

'
_1) (πν —θ) Π*'-1 (π4ί -—ι) pour 

Η = 2V'> 2 2). 

Si /? > 2, on peut réduire α= (α
ίΑ

) à Σ?-1#2
 H- ca?2 (c = 1 ou N). 

Pour que α = (<xik) soit dans A', il faut et suffit que 

2?= î α,·/ α,Α· H- ca
nj

 u
nk

 = /ay*. 

La condition analogue relative à a"1 est,en posant cr' = (α·λ), 

•2/== 1 #/7 ~"H C 1 &j/i &kn —f&jk» 

On voit de même que les substitutions de A dont la première 
colonne ( ligne) est une solution donnée de 

2n
t~l <xfi ■+■ cah — 1 (11'1 «?, -f- c"1 af« = 1 ) 

forment le complexe Α,α0(α0
Α,), α0 DTE/22 Z'M/IC d'elles, qui existe 

toujours, et A, le groupe dea—a?'. On déduit plus simplement de 
là l'ordre de A. 

28. A (Λ, π) contient évidemment, outre les générateurs réels déjà 
indiqués (25) de Ψ (/

0
 désignera j χ, — x\, si ψ = ex2, et |y, —y|, 

si ψ = c'γ2) les substitutions 

ti =Xi yi Xi Ixt χ,· Xi -t- lxk y'i Xi yt λ-1/,· yk yk—hyt 

x x+yxk si ψ depend de χ, 
V«AX= ïk y

k
—bhy — ichx — ch*x

k 

( 1 si ψ ne dépend pas de a?, 

y y-yk si ψ dépend de y, 
V*„X=< x

k
 x

k
+blx-h2c'ly — c'l*y

k 

( r si ψ ne dépend pas de y 
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(1, k=fc ο; α réel; les variables non écrites sont inaltérées) et leurs 
combinaisons 

hj' — h'j — 0 tj' U τ2-/7 » j 1 ï — o» · · · > v )» duc — nik,—\ > 

U/tt =U«,_i = e«V
/tt

(
t
= *' + ιϊ*

 ) Xk Xk — f^yi 

W
/
») = W

t(
,.x=/

(
V/«<(= ^ (■), 

!x x-y^yk si ψ dépend 
U0ky= Uko = tk V0 ky =xk Xk—bly—icXx — ctfyK de x, 

1 si ψ ne dépend pas de x, 

f y y + ^Xk si ψ dépend 
WOA>.=Wa.O,_) = Îa.V*

0
,_XÎa.= / yk yk~blx—2c'ly — c'l3xk dey, 

[ ι si ψ ne dépend pas de j', 

3C i λ ^27 

riky= Ra/,->-« = R/λ-,-λd
ik
 = V

f
*xVA·/,-*-'V/AX = . '^A (Λ kp±o), 

yk — λ/,· 

®/ lyk 

S/Αλ— SA/,—Χ— ^R<A,V"'^ / - 7. s νv = υί7,λ W.A^-.U/AX = υΛλ·W«,x-. = a* -\yt ^K^°h 

yk —\~xXi 

Xi Xk 
Τ/* = mil WT -XRTA). mky_x yt yk ^ kp£o) 

= iikrnk\rni,—l^ik}. = S/A)."1/).1 mk,—l tîk ~ Xk Xi 
yk yt 

(!) Les définitions précédentes, celles qui vont suivre et leurs conséquences 
gardent évidemment leur valeur si λ est hors de 3. Elles sont alors relatives à 
un groupe A (η, π') où i est >1. On voit que, si ρ dans 3, τη,ρ, V,Ap> U,Ap, 

WiAp coïncident respectivement avec les substitutions τη,ρ, Vhp, υ«
0
, W,Ap du 

n° 9. Cela n'a plus lieu si ρ est hors de 3. 
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Il sera parfois commode de négliger le dernier indice dans les 
substitutions m, V, U, W, et les deux derniers dans /ra0.,

oV 

Il résulte des formules précédentes que pour i elk φ ο, trans-

forme V,-
A

x en V*,·_χ, e/ U/*x e/ι W/
A

>,. De même, en posant τ = y x

 , 

et en écrivant Ç, Υ^'λ, V£, U&, W£i pour f
0

, «
0

, ΥοΑλ, VA0X> U0AX» 

W
oAX

 afin de mettre en évidence le paramètre c ou c' dont dépendent 
les substitutions, la s

2
 τ/* (qui transforme ψ βηψ' = bxy c'x2-bcy2, 

donc Ψ en Ψ', Ψ' étantle groupedetj/) transforme fl
0
Y)en u^\ YolxenYjJLx 

et U$x en WJ3&. Cette remarque permet de déduire de chaque relation 
entre les V, U, W une nouvelle relation analogue. 

29. Les substitutions ainsi définies vérifient, outre les équations 
de Ψ (25), les relations suivantes (' ) : 

( *;=Vjfr= I, Υ>'λ= Vy/',-λ (y,/=of
v), 

(20)I R*A = S,V,. = d
ik

, = Sk = I ( i, k = I, . .., V) ; 

21) 

ti m (κ ti — nu ι to ^9.çe5, t0 — | ( i k ο) * 
tik Vik\tik—- \λ, L'A Uj'AXL'A —- Yf(Α'λ ; 

rnjJ Vyx /η/μ= W/jk, mïAV,*x nikv.= V χ \ 
/ (y - 0)5 

™7μ "W,
7

X /Μ/μ = W.. χ , /MÂfî U
y A

X 7Μ
Α

μ = ϋ,^λμ ί 

si ψ = i0V0*xL> = Υ)Α,-λΪ si ψ = ο'/8, ί
0
νΑ0χί

0
 = νλ0,_χ; 

SI ^ ̂  Ο, L^OAXL) Υ)ΑΛ> ΊΟ ^ΑΟΧ />Λ> 

m-10ss1^ οΑλ M?o.ç
0
.î[ —- V θΑ,λί

0
 W ο A,—λί, 

mos0s1 Vkoy moss1 = Vko, s0-b/c U k0 

(sic — c, ί0Vq^x^o —-Υ^οΑλ> L^ao).'0 — LJΛ-ολ); 

(') Les formules (23), (2»), (27) se tirent respectivement des formules (22), 
(2/4)1 (26) en transformant ces dernières par des i; (28) résulte de (22) et (23); 
la seconde et la quatrième des relations (24) sont les transformées de la première 
et de la troisième par TÎ,* : la dernière des relations 26) est la transformée de 
la précédente par rf*. 
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/ ν,^ν
//μ

=ν
//μ

Υ
Λ

λ (/c^ / nu /,· = /) Ι 

ViAV/^V4rtL= V/i-μΥ/Ζ,-λμ 

(22) i Valv*/!tV«i= V„'ν;;x (') ( i, k l # 0 

' (« = ι + λ/7., φ' = ι — >μ) ] 
/ ^ Ai). ^//μ. — V/Ζμ. V/

L

-/λ? ι 
1 V/,). ϋ„μ = ϋ//μ V //,), ν,,/λ W/,μ = w/(> ν,/λ Ι 
I υ/7,>. ϋ//μ= υ,ν,,.υ,·*), W/7//.W/,μ - w^w/A.x I 

(9.3) / (dans ces cinq formules, k peut être égal à l) | ^ /·
}

 ι~^
0

^. 

I U/.7/. V//ψ. U/·/X — ν,γ, μ U,·/_",.μ | 
W/,Α υ/Αμ·WA/>. = U/ζ,μ ν/Λ_).μ Ι 

V A/>."W /'λ·μ Υ//λ — "W / "W//,—λμ 

| Vο/,-7. V/Αμ ~ V//,.μ Vο /,·),, Vλ·0>. V /,·/μ = VΛ*,·μ Vλ.-0Χ 1 
( ) ' \ /./μ V

0
/,·>. V

 Αι
·μ -- W//,·

ι(
·),5μ. V υμ V ο/··λ / ( i. /i" Ο ) ; 

( ^ //.·μ. V /,·(,/, V//.μ ~ V /. (»>. J 
■' ν0

Μ
1μ

 = U/,-μ U,/:)., Wy,aW/,,-μ^ W^Wj^ ' 
I U„/,·). V/,./μ := V/./μ υ

0/
,-

Λ
, Λ Υ /-ο/ V/Λ·μ — ^'/λ-μ ^ /, ολ 

I Vok/."W//,.μ = W/ζμ VοΛ>., V
Αι)

χ U/,/μ — U/ί/μ V/
ι0

χ 

1 W^UoA ^Λ'ί'μ.—- V/·/,—Ι·λ«μ. V
0

/',—).μUo/tX 
C2^) ' ν,/,μ U0/,7. V,·/,·^. — υ/Α^-,νϊμΙ^ο/,λμ ί'οΛ-λ / ( ', Ο) ; 

I U/'/.μ VQ/,·/. ϋ//,·μ — ν,/, ,-,.χίμ υ
0
/,).μ VοΑλ I 

Ι U/Α-μ W/o/.U//.^, — ν,/,^,'Χιμ V/ο,λμ ^^Ατολ ■ 
V^. W/,ΟΛ V/,ΖΜ = W,7,,V.V. WOZ-,ΛΜ WA-OX ] 
W,7 μ V/

l0
), W,·Αμ — V/.ν,,:'},2μ W/ο,/,μ V/,OA ; 

(') ILn remplaçant /7ΐΑι_>,»μ /ητ^,μΤ^. par ΒΑ/·-Α_,μ-,, on réduit le second membre 
à ν^λ_, Vz/

t
—>.2μ V/,·/,>.-1, c'est-à-dire que V,7>. V/,,μ ne change pas quand 011 

remplace respectivement J, λ, μ par k, f, λ-1, —λ8μ, ce qui échange cp 
• et φ'. 

Si φτ^-Ο, on a encore la formule 

V t'A'/. V Aï \).V i A"/. — λ1 μ. V /,/,μφ TW/φ Mi/φ, 

<l'oii, par les changements précédents, si φ'τ^ο, 

ViA/. V /./Μ /A A ■— μ V/A, -)/μφ'Alt ,φ1' Ml/.y· 
?" 

Journ. de Math, (7· série), tome II. — Fasc. IV, iyiG. 4^ 
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Ι Υ/,·ολ /.of- — U/.oa ^ /.·ολ· 
Vo/μ, VV „/μ. — \*,._.

Αλ
μ> V

/0
j,. V/,.

0
), V/,,μ .r_: l /,/, 2,'/.μΑ/·(,)., 

V„/Îj.U„/,>. Vy/μ. = ν,/,2Λμυυ
,)„ 

ν Ο/Λ. Y /
lC

u ν ο/,.χ ~ rn
0

.
<o

.
Vi

 />Ι·Α·φ μ ι ! - Αλμ.ι W ,·).·; μ V λμ!(ί·<'λμ — b)} 
1 ' φ'*1 * ' cp ' * φ 

Jt==i
-cpv

; Wttt
_,

i) = c]i 

!ο — ι — // λρ -t- cc' λ2 p.2 ( ô ^ ο ) ; 

(26)I U ^
μ

 S1' 9=H-cXp est^o ('), 

VôA Uo/, μ V
(1/l

.>. == υ
ο λ

, <o/, si O m Ο 

\ (ε — ι si ψ dépend de y ; ε = ο si ψ = cxi) ; 

/ W μ V/.O ,-<?·).'(*?'^φ·' si φ' —i4-c'?.p. est ^ ο, 

V/.'0>, Wo/.μ V4. = VV
/r
 mlLr··,'. m%, u

0
 t,. si φ' = ο 

\ ( (ε — ι si ψ dépend de χ; ε — ο si ψ = c'y-)] 

(Υο/ι/ΑΥο/.'·». — ^ ο/,·μ. V0,>„ 
Vô/îiW^Vo^zrW^ ,ΑλμΛΥ/Ο/., \ ο/μ· ^ ΙΙ/Γ>. Υ ο/μ = W*,.

a
,^ V

0
«, 

(27)^-Ό/μ.Υ/αι). ϋβ,μ— UV,
o)o

 Uο/μ. '<ι/.·/. 1ο/μ — 1-'/,7,5 γ), μ. U|)/,·).' 
Ι Υ/θμ. ΥΥ/.ολ V/ομ = Υ/Α·,—ϊί/λμΥΥ/,-ολ» W/op.V/l0>. YY/nu ~ Υ/,/,·2'·/μ. Y /,·»),< 

! ϋ
0
/μ= V'/Λ.Α/.μ W/,,,), W*xW

w
 = λΥ/,/.,,,χμΑΥ; 

Xi — λρ. r,-
ι 

(28) ( 38 ) H//.7. S/Λμ — S//, μ. Iî//*Λ 
= (ΥΛμ)(ν . ^W

i7i
 ή{\Μ\ΊΑμ)= X

k
 -Ç.V,

 ; 

λ 
y/.■ — ·τ/, p. 

i1) En changeant λ en —λ, et en posant p.(i — c\u.) — u.'. ^— r= λ' 
(d'où λ'p.' — λρ), on peut écrire celle équation sous la forme 

ΥοΛ/· ^<1/. μ ~ '7/ ^ jj.' y; U„,μ· Y o/.·),· 
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I ( ϊ^//λ S//,· μ) 2—I, Ι^/'/··λδ<&μ—μ» 
A

' A 
ti/c—· 8 //,Ί S//,·,—ι—tt/A·,—1 ^ / A l j Mlft,-— ^ik ̂  /ΛΆ ̂ i/c,—λ» 

JHf/ ΠΙ/,'/ =: ΙΊ //γ,—ι R //,·>.> "i/A
wi

//A-— Sjf/.·,—1 S//.·),> 

ΠΙ μ, ΠΙ ̂  \ ~ Η/ζ,.μ," V ι·^· V//,.</ V /, /17 V //,· ρ ι 
(26) 

ι -+- ρσ= ι Η- ρ'σ— y, ρ' = —i—, σ' .= u/y 

d'où, en Lransfonrianl par £/.·, 

Ht μ /?i μ — S/A,_), S/ζ μ. ~ \V /./or' IJ /Ao' W/7,7 

50. A(/i, τ:) dériva de Ψ, das l, das m et des Y (c/. 8). En effet, 
soit α une substitution de A, et reprenons les notations du n° 26. Les 
éléments de la première colonne de α n'étant pas tous nuls, on peut, 
en multipliant à droite par une Y, une U (1 ) ou une ηι,χί® (θ = ο ou ι), 
rendre a,, égal à i, puis de même, par les V et les W, annuler 
les α,·,, β,·, où ίφ ι. Alors, d'après (7), β,, = ο, et, d'après (4). 
β'

π
 = 1. On pourra donc, par les Y et les U, annuler les β·,, α,·, où 

ίφ ι. Alors, d'après (8), α'
Μ
 = ο, et l'on est ramené à une substi-

tution de A, (27). 
Donc, IolUc substitution de A(n, û) a un déterminant égal à ± 1 

(pour ρ φ 2, cela résultait déjà de aaa = o, d'où |α|2=ι). Donc, 
pour ρ Σ; 2, /e p. g. a. d. da A, I est D, e.a qui détermine Vordre de cb. 

51. Pour obtenir de môme un système de générateurs de Q
0
(/*,T:), 

il suffit d'exprimer les générateurs de Ψ et les V
0/

, V/0 par les géné-
rateurs de Q

0
(n, ~2). Or, d'après le n° 25, en écrivant a?v., γ., , 

l-j··, y/«
r<y

(v' = ν -+- 1) pour x
x

m, „ on a d'abord 

'"■o.i.s, — wivs·. s = s
0
 -+- -j s y, ψ (s

0
, — s, ) — c ( sti, Î, réels ), 

l
0

— 1
Ί
 /η

Ί
·,η (] = /.χ -1, d'où qq — \ 

(si c'~ c, donc *jj — ι, ί'0 =tr mv-qv 

(' ) Si 0 y.: o, ;ica
0l

 ί/β
υ

, et Λα
01

 ·+· 2(.·'β
0

ι ne peuvent s'annuler à la fois. Si 
donc, pour f) ,.o, les α,·,, β

(1
 où i /. 0 sont nuls, on pourra rendre an égal à 1 

en multipliant à droite par une U01 oti une V,0. 
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Déterminons maintenant ρ = ρ0-μ υρ, (p0 et p, réels) par les con-
ditions 

xp-j — xpv — c λ ( υ — υ), xp — κρ = ομ(υ — υ), 

λ et ιχ étant arbitraires dans 0 (le déterminant de ces équations 
en p

0
, p, est ocH), d'où 

ζ ρ κρ = 2cX 4- ΰμ, κρ-j 4- κρυ = — ac'/x — £λ, ρρ — ψ (λ, μ). 

On aura 
χ ι Xi — ppyc -Τ- ρ ay -Η ρ/ν' 

(3ο) Pyp= ν,γρϋ/ν'ρ^ U/v'p V,Vp= χν χ
Ί
 py. — U/ΟΛ ν,οα, 

/v jv— pyt 

d'où, en transformant par et en changeant λ, μ. en — λ, — p., 

( 31 ) Ο ip — ti Ρ ,5_p t(= Wv7pVv7p=Vv7pWv'/p= ^ ^y+p.*/ -ν0/λννο/μ ( ). 

En faisant λ ou [χ nul, on obtient l'expression de ν
/βμ

, V
0/)

, 
U,ox, W,, par les générateurs de Q

0
(w, π2). Mais comme le p. p. 

c. m. P, des P
<p
 (P

/p
 contient deux paramètres réels) coïncide avec 

celui P
t
 des Υ

/ομ
, U,

o)>
 (abélien principal d'ordre π2), on peut prendre 

pour générateurs de Q
2
(/i, π) les P

/p
, joints aux générateurs de 

Q
0

(/& — 2, π) et de Ψ. 

Remarque. — Supposons ψ réductible, δ et c étant Défi-
nissons 1/, uj /1, s comme aux nos 24 et 25, et posons r = ;·„ -+- ur

{
, 

r' — u'r
{

. Ecrivons encore χ
Ψ

, γ
ψ

, /
v
,, m

v
.
T
 (v' = v + 1) pour x

n 

y1, t1, l10On pourra conserver les formules précédentes en y rem-
plaçant υ, υ, κ, κ, ρ, ρ, ρ

0
, ρ, par u, u', Λ, /r', r, rr

0
, r, (r

0
 et r, sont 

déterminés par r et r', et inversement). Mais ici V/vV, V
v

,ir, 
U

/vV
, W

vV/
., qui conservent Σ*'#,·/·,· s'expriment a priori par les a?,·,yi 

(') On voit directement que VjypU/ν'σ n'est dans θ que si σ = p. 
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x

)
 y en substitutions de A, et pour préciser, 

v,v ,· - U/o
 t
x,

 M
 ν

/ολ|, λ, — ; 

V,,V=V„,,V,,W,,,,, = y'1 = k'r'/c(u'-u) 

52. Supposons Ψ irréductible. Des formules (28)-(3I), E/I posant 

— Ρ Ρ = Χ, -- £ = ^(.VI = I), IÏ résulte que Ρ/ρ^Ρ,-β,^Ρ. 

estréelle. 
Si 5 = 1, /<> système des équations en Ρ équivaut à Ρ2 = Y, 

Ρ Ρ = — Y et est compatible toujours et seulement si Y Δ (j) est carré 
dans 2. 

Si 5 = — i, la condition de compatibilité est que — y_ soiï carré 
dans 2. 

Si 5 ^ ± ι {donc φ s) et vérifie s2 H- -1- ι = o, l'équation 
- £ = 5 revient, en posant ρ = p[, -h sp', (p'

0
, p\ réels) et p

a
 =p'0/b'+1 

à ρ = p
a
(i — ,s), et l'équation —pp = y^àpi; = ^rr~î~' La condi-

tion de compatibilité équivaut donc à celle que γο (2 — b') ou 
γβ (s -f- .s-' H- 2) soit carré dans 2. En particulier : I° si py> 2, et 
si γο est carré, la condition revient à celle que Vordre de s divise 
—-—> c'est-à-dire que s soit le carré d'une racine d'équation qua-
dratique réciproque (irréductible puisque s φ s) (c/. 25); 20 si 
s = q, la condition est que yoc soit carré, et cela même si q 1 
(car si q = 1, c est carré dans 2, et si q = — 1, — c = κ2 est non carré 
dans 2); 3° si, s — — υ, la condition est que yfic(b -+- 2c) soit carré 
dans 2. 

On a donc, d'après ce qui précède, M δ désignant un carré de 2, 
l'expression par les V

0/
, V

/0
, U

0/
, W

0/
 : 

(') È EST INTRODUIT ICI EN VUE DU CAS OÙ Ψ EST RÉDUCTIBLE, QUI SERA ÉTUDIÉ TOUT 

À L'HEURE. 
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I° De /wV'.v = (^7M si l'ordre de .v divise -1
 J OU 

si s = — ι et Τ:ΞΞ=3 (mod4) {cf. 59) (')·, 
2° De l

oi
mi<cM = t ,mijeM/wV(/; 

3° Si c'=c, de if^m^,. = ^,
v

w. ί,/ητ^,,,,^ιη^). 

Remarque I. — Supposons ψ réductible, δ et c étant φ ο (-). 
Les résultats précédents subsistent en y remplaçant, comme au n° 51, 
υ, υ, κ, κ, ρ, ρ, ρ0, ρ, par u, u', /», A', /·, r', /·„, /', et .y par s'=s-1 
(réel). On le voit par des raisonnements tout semblables. 

Remarque IL — Soit ψ = ex2. Alors l
n
 = | χ, — χ |, et l'on a 

klk ri^ I t
{U

 ™ Uμ/-> V ι Iuky 

En transformant par τ/,, (q/. 28, 29), on a une formule analogue 
pour si ψ = c'y·. 

55. Il est clair que Q0(/*, et Q,(/Î, ~) {u ayant la parité de l'in-
dice de Q) divisent H (/A, π) (9). Cherchons les p. g. c. d. respectifs 
Γη(«, π2), ̂ (Λ, π2) de Q„(/z, -τ2), (Ύφη, π3) (η = ο, ι) avec Η(/ι,~) 
{cf. 20). Une substitution α de Γη devra vérifier, en même temps que 
les équations (4)-(6) du n° 9 (avec f— i), les équations (4)-(8) 

(') Dans la quatrième des formules (26), pour que l'ordre de ,v =: α·0 + us, 

divise—-— (alors s, est o, donc 2 -τ- ΰΐμ pé 0), il faut et suffit que la quan-

tité /1 — 2 -t- 2S0——Si soit un carré Mais comme φ/ι = ( ι — /^λμ)2 o), 

φ est en même temps un carré, et la formule considérée fournit, d'après (29), 
une expression de m«>·„.%·, par les V, U, W. Pour que s = — i, il faut et suffit que 
b\[J.~ 2, et que y = ce'λ2 μ*—ι, d'où ϋ-o——8. Donc <p n'est alors carré 
que si π s 3 (inôd/i): dans ce cas, on a de même, d'après (29), une expression 
de m0io.Vl

 par les V, U, W (cf. 39). 
(s) On ramène immédiatement le cas où c — o, c' /- ο au cas c ^-υ, et le 

cas c — c' — o au cas ψ o. 11 est toujours entendu d'ailleurs que le cas où ψ 
est réductible ne diffère lui-même que par un changement de variables du cas 
ψ — o. 
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du n° 26. En particulier les deux systèmes linéaires 

Ί £j
=

 , (d/j ρη. 4- Β/Y Ά//,) 4- Ί -nc(X
0
j Α

0/
, — AV] C-^-

) — ο,..., ν), 

Ι I)
r:

 ,(«;·/ (3,7, 4- Β;·/Α,·Λ·) + 3-/1C y.'
(j

 «U = hj!, 
' (j — ι,.,.,ν), 

2)
=x (ot/jρ//,·■+■ 4- 2vcxOJ<xoi.= 2nf-*~· 

(j = o, . . v), 

1 2? - I ( *// β//.· + β// «/*) + 2·/) ccx'
oj

a
u

 — fbjk 

où /f est supposé fixe, donnent ^7, = /"' β
/Α

, α
7/

. = /-1 ay*(i = 1, ..., ν; 
;·=ο, ..., ν). De même ά^=/-·α}

Λ
(ί = ι, ..., ν; 

7 = 0, ...,ν). 
/)o«c d'abordY.^ qui correspond à f — 1, coïncide avec Οη(«, π2). 

Ensuite / est une puissance de ι'*- 1, et même, pour w impair, de i/a(w-·) 

car alors ααα = /«(/>> a), d'où | α|-= f", et | α|π+ι = ι (2), donc 

/*"-']· 

Soil d"1 abord n = 2V, É/O/ÎC η = Ο. Posons mia— ' ' (9"), 
p.p=r. ITJ /«/ρ, J pvj — M. Comme p.

t
-multiplie « par ι',_π, on a Γ

Μ
 = ΜΓ0, 

M étant premier à Γ
0

; (Γ'
()

, Γ„) = τ:-+- ι, et Υ'
()
 contient J, dont chaque 

substitution a par ι'2(π_1). 
Soit η = 2 Ν H- 1, donc η = 1 CI Ρ φ ι. Le produit p. de |.Χ·, '/Π-,£Τ| 

par ITJ ni*, multiplie a par ι'2<π-,>. Donc Γ, = | p. | Γ,, j p. j étant premier 
à Γ,, et (Γ,, Γ, ) = i (π H- 1). On a évidemment aussi Γ, = JT, ; mais 
le p. g. c. d. de J, Y, estD, d'ordre 2. 

Considérons maintenant Qa(//, τ.) (Λ = 2V', v'=v+i). Soit α 
une de ses substitutions, et reprenons les notations du n° 26. D'après la 
forme de a avec les variables de Q'

s
, les coefficients de α satisfont aux 

mêmes conditions que si α était dans Q'
()
 (/*, τ:2). Dans les p. g. c. d. res-

pectifs TC) et Γ'2(/ί, ~) de Qa(/i, π) et π) avec Η(/ι, T.) 
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divisant respectivement Γ
0
(η, π2) et Fj,(n, π2). < Mais de plus : 

i° les a
tfc

, a'//f, β
{7(

, β'/Α où i et k sont sont réels·, ι° X,· et Y,· étant 
réels pour z<v, et x

v
· conjugué de yy, a,y est conjugué de aJ

Y
, et β

ιν 

de pj
v#

; 3° Xy étant conjugué de Y y, α
v7

 est conjugué de β
ν7

(ζ = ν), a'
v7 

de βγ/(ζ'<ν), avV
 de β!

/ν
, et af/v, de β

νΥ
. 

Or on a, en désignant par e un élément quelconque de a, e = fe. 
La relation a,Y = uh,(iJ-V), jointe à aiv- = a'N. = ./,α·

ν
,, donne 

α<ν=/2 α/ν'· De même (W = /^/y, ayy=/2«yy, β
νν

 = /2β
νΥ

. Donc 
f2—\. Si /= - i, l'équation e—fc montre que e a la forme 
(υ—u)e

0
, e

0
 étant réel. La comparaison des relations (4) et (5) 

pour k = V donne d'ailleurs (α
νν

—β
νΥ

)2==ι, ou, en posant 
a

v
y= (υ — υ)/γ β

νΥ
 = (υ — υ)s, (r et s réels), (r— s)- = δ, ce qui 

est absurde. Donc f = ι (p> 2), oi'oà Γ', = l\><Q
0

(rc, ~), el de plus, 
/war ζ<ν, α/ν

' =
 α;

ν
, β

<ν
 = β,'

ν
,, oc

v7
 = βν,Χν = fC·» «ν'·/ = β'/-, ο = β

νΥ
, 

apec (a
v
y — βνν)2 = ι. Il est clair que F2 contient toutes les substitu-

tions de Q0(«, π) vérifient ces conditions, en particulier les P
t7 

où λ est réel et les/>?
V J

, m., sL, où s est réel, donc égal à ± 1 |carsTC+, = i 
(23)]. 

Or, en multipliant au besoin α à droite par une ΡΛ ou une Ο
ί7

, on 
peut annuler ocyy ou β

νΥ
 [ si tous les α,ν, β

4
·
ν

· où ί<ν sont nuls, 
a

v
ypyy=o d'après (7)!· Ln multipliant ensuite au besoin à droite 

par U/ et m , -1, on peut réduire ocyy = β!/ν, à ι, et αΥν,= β./y à o. Si alors 
les a,Y, β

4
ν où ·ί<ν ne sont pas tous nuls, on les annulera de même 

tous sauf un à l'aide des V, U, W, puis le dernier à l'aide d'une P. Or, 
leur nullité entraîne [d'après (5), (G) pour k — v'J celle des «.,·,·= β

ν7
, 

α(,
#4

· = β
γ/

. Donc V.
2
 dérive de Q

0
(2v, π), des Ρ

ίλ
 el de t/!. 

Pour préciser davantage, soit d"* abord ρ φ'*-- Remplaçons les 
variables a?y, y

v
- par χ = - (χ.,· -t- y

y
-), y = j(av — yy), d'où 

ψ = a?2 — y2. Convenons en outre de négliger la nature des va-
riables X) y y qui sont imaginaires, et d'identifier les substitutions avec 
leurs matrices. Alors ΡΛ, 0

4
χ et Ι

ν
·τη

Ί
-1 deviennent respective-

ment (Jν0Ι·λ> t0 du groupe de Σ^ν^ΚιΗ- χ-. Donc le p. p. c. m. F" 
de Q

0
(2ν, π), des Ρ y, , des 04·χ et de lvm,-1 est semblable à 

Q
t
 (2ν -Ή 1 j π). Chaque substitution de F" est permutable à 
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ΐ
Ί
·=\γ

}
 — y\, et l'on verra au n° 54 que Γ2 est le produit direct 

de Γ
0
 par L'indice de Γ„ dans Q

0
(/ι, π) est (π2''"1"' — π7) 

(cf. 27). 
Soit ρ = 2 (donc τπν>_ =1). Posons χ = x,/-+- y.;, y=y^

t
 d'où 

tyz=xy-\--y2. Alors, avec les mêmes conventions, P,> et 0
/λ de-

viennent respectivement Υ
ίθλ

, et Wol·). du groupe deEv xi yi + y2 
Donc le p. p. c. m. deT\ de Q0(2V, û), des Ρ,χ et des est sem-
blable à Q,(2V + I, t:)[^G(2v, π) (20)]. Chaque substitution 
de Γ° est permutable à L, ~ \ x, χ -+-y\, et l'on verra au n° 54 que Γ

2 

est encore le produit direct de Γ
2
 par | Λ/j. L'indice de Γ

2
 dans Qe(/i» ~) 

est ici π2ν"Η —uv 
On voit d'ailleurs comme au n° 20 que, dans H(/2, π), le norma-

lisant de Γη est Γη (η = ο, ι), et celui de Γ2, Γ'2 = Γ2. 

54. Soil, pour ρ > 2, comme précédemment, Α°(/ι, π) le diviseur 
de A formé des substitutions de déterminant 1, donc normal dans A' : 
il est clair que (A, A0) = 2. On peut encore définir A0 comme le 
p. p. c. m. des substitutions tjj-, Vyy, U/7l.,"Wy7(, mfj, j'il o; k > o), car 
ce p. p. c. m. A'

0
 est évidemment ^A° et permutable à /y, en sorte 

que AJ, ■+ lj A'0 est un groupe contenant tous les générateurs de A. Si 
d'ailleurs ψ est irréductible, la forme imaginaire A0 (rc, π) = Q®(/*, ~) 
de A0 est évidemment le p. g. c. d. de Q et de QJ(«, π2). 

Pour ρ = 2 (η pair), la seconde définition que f adopterai, 
désormais, a un sens; mais elle ne permet pas d'affirmer de suite que 
(A, A0) = 2, ni, si A°< A, que A0 soit normal dans A'. 

Je dis que, même si ρ = 2, (A, A0) = 2 (et l'on verra aun° 59 que 
A0 est encore normal dans A'). Pour le démontrer, supposons 
d'abord ψ = o, et considérons la quadrique Φ définie par Σ[χ^ΐ = o, 
les 2ν coordonnées étant homogènes et variant dans 3. Soit L la 
variété définie par un système s

v
 de v équations linéaires indépen-

dantes entre les Soitplerang du déterminantdes coefficients des 
x

t
 dans s

v
. Supposons que le déterminant des coefficients de (X/ | j · · · j *^p 

dans les ρ premières équations de s
v
 soit φ o, résolvons-les en a?,, ..., 

xp, et portons les valeurs de ,..., xp dans les v — ρ dernières équa-
Journ. de Math, (γ série), tome II. — Hase. IV, igiti. 44 
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tions : d'après l'hypothèse faite sur le rang, disparaîtront 
de ces ν — ρ équations. Résolvons le système s

v
_p de ces y — ρ équa-

tions (qui sont indépendantes) par rapport à ν — ρ des y£ choisis de 
telle manière que le nombre α des y,· d'indice < ρ soit minimum. On 
peut évidemment choisir l'ordre des χ (qui détermine celui des y 
d'après l'équation de Φ) de manière que ces ν — ρ y, soient y

n
 ..., 

J« (α= ?)> Xp+i 5 · · ·, + β = ν — ρ). Comme on vient de le voir, 
ces ν — ρ y, ne dépendent aucun x. De plus, si α > ι, y,,..., y

a
 ne 

dépendent pas des y
t
 ou i est > ρ -h β, car si y,·, par exemple, 

dépendait deyp+p^,, ori pourrait résoudre s
v
_p en y»,..., y

x
, yp+i> ···, 

yP+p-n contre l'hypothèse faite sur a. Je supposerai qu'on a porté 
dans a;,, ..., xp les expressions dey,, ..., y

e
, yp+1, ·.., yP+p par les 

autres y. 
Cherchons maintenant les conditions pour que Lsoit sur Φ (je dirai 

qu'alors L est une génératrice de Φ). Portons pour cela dans 
Sv1.x7yi- = o les expressions obtenues de a?,, ..., xpi y., ···, 

yp+n · · ·» yp+β· Les termes ne fournissent aucun terme x
k
y

k où k soit > ρ H- β; car EJu^y,· ne, fournit aucun terme où y ait un indice 
> ρ -h β, et il enestde même de E^a^et χ',-y,·, puisquey

a+1 

y ρ et .v
f+i,..., 35p+p sont des variables indépendantes. Donc ρ -t~ β — ν, 

α = ο, et l'on peut supposer que les équations de L ont la forme 

I X, — ^11 ,Χΐ + . · --t- Ù,p /ρ-4- /ιΙ)Ρ+1 + . . .^ivy-1 

^ j, |
 x

p — ^oi Ji + · · . H- t)
pp

y
p
 -4- ^

p
,
p
 M ^

P
4-i -4- ... -4- ù

pv
 y,, 

1 Jp+-i — ^p+i,i yi + ·· ·+bp+1, p yp 

I yv - - b-t, y, -t-. . . -4- &vPyP· 

On voit alors directement que la condition nécessaire et suffisante 
pour que Σ'| Xjji — ο soit identiquement vérifiée par ces expressions 
est que la matrice (b

ik
) des coefficients de y

n
 ..., yp, xp+i, ;»

v 

dans (E) soit alternée. Je dirai que ρ est le genre de (E) ou de L 
( ρ n'est pas le rang de (/>,

7l
.)] et de toute variété qui. se déduit de (E) 

par une permutation des indices des χ et des y. 
Une vérification simple montre que m,i el V

/A
), ne changent pas le 

genre de (Έ) (on distinguera les quatre cas : i, ^ = p; f = p; λ*>ρ; p, 
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/f = p; k> p), tandis que l

t
 le fait varier d'une unité [si i^> ρ, /, le 

fait croître de i, et il en est de même pour i<p si un des ν coefficients 
^ι,ρ+η · ·■» Λ/ν tel que b

ik
 est φ ο, puisqu'on peut alors résoudre (K) 

par rapport à x^yi et aux autres χ, y des premiers membres; si 
Λ/,ρ+υ · · ·» b

h
 sont tous nuls, le genre diminue de i]. 

Donc les //Vikltt et les lik ne changent pas la parité du genre de (E). 
Donc A0, p. p. c. m. de ces substitution# et des ne change pas 
cette parité, tandis que l

L
 la change. Donc, si ψ = ο, (A, A0) = 12. 

Si η est pai,/· et ψ φ ο, l'expression des générateurs de A par ceux 
de Q

0
(n, π) ou de Q

0
 (//, π2) selon que ψ est réductible ou non (24, 

51, 52) montre qu'/7 en est encore de même. 
Si η est impair (p 12), on est ramené au cas de η pair, en 

considérant Λ comme un diviseur du groupe a -hy2 (pour ψ = ex2). 

55. Arrêtons-nous au cas de η pair, et disons que les génératrices 
de genre pair sont paires, e\,îoYmer\i\e premier système on\e système 
pair, et que les autres sont impaires, et forment le second système 
ou le système impair. Il résulte de ce qui précède que, pour ρ il ί, et 
η pair y A0 est le groupe des substitutions de A qui permutent exclu-
sivement entre elles les génératrices de chaque système, tandis que 
tjA® éch,ange les systèmes. 

A" permute, transitivement les génératrices de chaque système. 
Partons en effet d'une génératrice quelconque prise sous la forme (Ë), 
en y remplaçant ν par ν' (ψ peut ici ctre irréductible; on prendra alors 
A0 au lieu de A0). On peut, par des Υ)Αλ, Ρ,νσ

 (51) [en tenant compte 
de la dernière équation de (E) si v'> v] annuler Λ, ρ4.,,..., b

r/
·, puis, 

par/,, diminuer le genre. En répétant un nombre pair de fois un groupe 
d'opérations analogue (tout produit de générateurs de A où les tj 
figurent un nombre pair de fois est dans A"), on arrivera à une géné-
ratrice de genre Si. Si elle est de genre o, elle est définie par 
y

{
 = ... =yv = o. Si elle est de genre 1, elle est définie par — o, 

y, = ... =y,_, = o,yi+i = ... = y
v

· = o, qui se ramène par tu à 
χ, = o,y2= ... = yv< = o. 

On remarquera que l'échange de xh y,· dans (E) fournit une géné-
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Patrice dont l'intersection avec (E) s'obtient en adjoignant à (E) la 
seule équation x,· — yn c'est-à-dire dont l'intersection avec (E) a un 
nombre de dimensions de la parité de v' + i. Au contraire soit (E') le 
système déduit de (E)par une une V,

/iX ou une P/
V
'
ff

, en éliminant, 
s'il y a lieu, γ

Ί
> des ν' — ι premières équations à l'aide de la v,u,,TU'. En 

retranchant de chaque équation de (E') l'équation correspondante de 
(E) multipliée par un facteur convenable, on peut faire disparaître 
celui des#,, ..xp, yp^

t
, qui J ligure. 

Soit (E
0

) le système ainsi obtenu. L'intersection de (Ε), (E') est 
aussi celle de (E), (E

0
). Or, dans (E

0
), la matrice des coefficients de 

JKπ · · ■,rP, ...,3V est alternée, donc de rang pair (E., 195). 
Donc le nombre des dimensions de l'intersection a la même parité 
que v' («). 

Donc deux génératrices sont ou non du même système selon que 
le nombre des dimensions de leur intersection a ou non la parité 
de v'. Donc une substitution α de A sera ou non dans À0 selon que 
Vintersection d'une génératrice quelconque et de sa transformée 
par α aura ou non un nombre de dimensions de la parité de v'. 

56. Revenons maintenant à la définition de A0 comme p. p. c. m. 
des générateurs autres que les tj(j~ o). On voit, en recourant au 
besoin à la forme Λ de A quand ψ est irréductible, que, pour p>2 
(// étant pair si ρ = ί), toute expression d\tne substitution de A0 

par les générateurs de A contient un nombre pair de tj. Les substi-
tutions de ΑΛ sont dites paires, les autres substitutions de A impaires; 
A0 sera dit le groupe pair de a. La méthode du n° 50 permet de 
reconnaître effectivement si une substitution est paire ou impaire. 

(') On pourrait démontrer d'abord [cf. Biîrtini, Inlroduzione alla geomelria 
proietlivci clegli iperspcizi (Pise, Spoerri, 1907), p. I2g-i35], comme dans le 
cliainp complexe ordinaire, que les génératrices forment deux systèmes, en 
rangeant dans le morne système que l'une d'elles toutes celles qu'on en déduit 
par la variation des coefficients. La démonstration ne suppose pas que la varia-
tion soit continue, mais seulement que, pour ν = 1 et ψ =o, il y a deux systèmes 
définis comme on vient de le voir, ce qui est clair. 
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57 ('). Pour ρ — 2 (Λ = ί Ν'), on peut encore définir A® comme 
le groupe des substitutions CL de Λ vérifient 

ι Ια~ ~·ί/ι&ί/ι β//< b2f
i

Ot
0

/
l
 β

()
/, 

(3r>) , 4- Β 2,·α/0(3/« 4- Β//«0Οβ[)Ο 4- Ce(af)0 4- β2
0 --J- 4- β0

2„ ) — ν' 
' (ι, Λ = ι, ν). 

Κη cflet, soit λ la substitution qui se déduit de α en y remplaçant 
partout α par λ, et β par p.. On trouve, à l'aide des formules (/|)-(8), 
(I5)-(IÎ)), que Ιλα= Ι

α
4- Ιλ+ v' (a). 

Donc les substitutions de A qui vérifient (32) forment un groupe Γ, 

( ') Comparer DICKSON, Linear groups, 20Δ. 

(2) On a d'abord 

'λα — ^ijkt (&ik β/7 ̂ kfi/j 4 α/'Α β/7 λ Ay [J-/j +" β/'/ ^iA pA/^/y 4" &ik β/7 PA/' lJ'lj ) 
4- b ~j '.7 ( <*o k βο/λ/,

7
· λ/y Η- a

0
/. β'

0
 / λ

/ι7
· /a.'

/y
· -h β0/ α'ο /.· Ρ·/.·/ λ/y 4" αο /.· β ο / Ρ/.·/ p/ y ) 

4- Β 2,/,·/ ( Οί/Α β/7^7.·ο^/θ α'Ά β/7 λ/ί0Ρ/ο "1" β/7 α'/Α pAOλ/ο 4- α/Α β/7 ΡΑΟ Ρ/ο ) 
4- UU2 kl ( ^ο/ι βο/λ/,ο ?

7(( 4~ &ϋλ βο/ λ/,-Q /7-/0 4" βθ/^O/i p/'O λ/ο 4"~ /. βϋ/Ρ/·Ό Ρ"/() ) 
-Η C C 2Λ·( «οΛ.λ/·ο "+~ «ÔaPÀo + βϋ/.'λ'Λ ·+■ β o2/k· Ρ/to 4- αο//Λ'Λ Α

ΟΑΡΑΟ + βο/.'λλΌ + ΑΟΛ·ΡΛ·Ο) 
(/·, / = I, . .ν; Α·. / — Ο, ..ν). 

Dans ce qui suit, les parties soulignées sont celles qui sont soumises à une 
transformation. Les termes surmontés d'un trait seront réunis ultérieurement; 
2' indique des sommations où k ̂  ; 2" des sommations où k < t. 

Considérons 2ijki· Dans celte somme, le second et le troisième terme donnent, 
en transformant ί/α,/,β,·/ d'après (4), et en faisant un échange des indices de C: 

pour k ψί /, 

^//7/β//«/'/■·(λ/yμ/,·/4- ΡΑ/λ//) 4- <*ο/βί>/,·4- βο/«όλ)^/ypA/ 

— Β—//,7 β//α/7, (λ/
0

ρΑ»4- Ρ/,· ο λ/ο ) 4- b2'j/,/( α
0
/βό<· 4- β» t^ok^/jp'kj] 

pour /ζ = /, 

-2//A ( α/Α β/Α ?7-y p-/,y 4- β/Α <*//.· ρ/.·y λ/,/ ) 

— ^ /y /.· ̂  /' /,· β /A ( λ /, y ρ A/ 4~ ρ Ay λ /.-/ ) 

■+■ ^jk y-kj "Ckj \ b ( «ο Α βοΑ + βο/.· #ΟΛ) 4" · ] 4" ( b — I ) 2y Po/ λ;
(/

· 

Β^/Αα/Αβ/7.·(λΑοΡΑ(ΐ4- ΡΑολχ-ο) +■ 6 2j
k

. ρ Ay λ^· ( «0 A %< + βο A «i* ) 

4" -2/A AC//,· β/Α 4" 2y A Ρ Ay λ*, 4" ( Β — I ) 2/ «/
0 β/ο 4- {b — I ) 2j p

0
y λ^·. 

Le premier et le quatrième terme de 2//A/ donnent : 
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et les //, qui no vérifient pas (32), sont hors de Γ. Donc Γ est < A. 
D'ailleurs les générateurs de A° vérifient (32). Donc Γ est >A". 
Mais (A, A

()
) est <2. Donc Γ= A®, et (A, Λ°) = 2. 

pour k l} 

2'ijkf ( &i/i β/νλλ/λ/y 4 Kj/SifA/j λ/·/ 4 «//· β//μ*, μ'// 4" «// β'//· μ/y μ/y ) 

= ~/)/7 [ Οία· β/7 ( ^4:/ λ// H- λ/y λ// ) 4 «/* β// ( ft/·/ μ}/ 4" fA/y μ/y ) ] 

4 b Σ'μι [ λ/y λ/y( x
0

/
r
 β

η/
 4- α0

/ β®/,. ) 4- μ/y μ/
7

· ( αό/ βό/ 4- αό/ βό/) ] 
— Β 2"/·/ [«/λ-β//( λ/·

0
λ/,>4 λ/ο λ;,) 4- «//, β// (μ/,ομ/û-h μ/ομζ·ο)] 

4- b Σμ
;
ι [ λ/y λ/^· ( «ο/.· β0/ 4- α

0
/ β

0
/. ) 4- μ./

7
· μ/y («ό* βό/ 4- α,,/βό/ ) ] ; 

pour £ = f, en transformant 2yλ/.y λ/y et 2 y μ/,.y μ/y, puis 2/α,·/, β//,·. 2'α//, βί/·, 

2/·[ψ(αοΑ·, βο/.·)Ψ(λ/,ο, λ/0) 4ψ(αόζ·, βό/·) Ί^/α/,Ο, μ/ο)] 
+ C Ψ(λ

00
, λί,ο) 4- c' ^(μοο? μ'οο) + C [ψ(αοο» βοο) + c] + C [ψ( χου> βόο) 4 c']. 

Considérons, dans Ιχα, 62y/./. Le premier terme de celte somme donne : 
pour /c l, 

b^'jlil{ ̂ ο/βο/λ/·/ λ'/y-H «0/ βο/.λ/y λ/,
7

) 

= b2/·/ (α
0
/·β

0
/4- <Ζο/βο/·)λ/./λ/,/4- Β6Ζ/'/α

(Ι
/,·βο/(λ/

1

.
0

λ/ο + λ/
Ι)

λ/
ιϋ

); 

pour Λ.· f, en transformant 2y λ/y λ),7, 

6 2/. «ο/.· Po/. ψ ( λ/ ο ) λ;,ο ) 4- b C «on βι,ο. 

Le quatrième terme de 62y/./ donne de môme : 
pour k yi l, 

β^//(αό/. βό/+ αό/βό/, )fA/y μ/,7 4 Β 62/J/α,',/.βό/(μ/
Ό

μ/α 4 μ·/
η
μ/η) ; 

pour /.· = /, 
62/.αό/·βό*Ψ(μ/·η, μ·/·ο) 4 60'«όοβόη. 

Le second et le troisième terme de 62y/·/ donnent : 
pour Je yz t, en échangeant /.· et l dans le premier des deux termes, et en trans-

formant 2y μ/y λ//, 

62/ζ./(α0/β0
/·4- β0/

αό/, ) λ/y μ'/,, 4- Β 62/·/β
ο
/αόζ·(λ/„μ/·0 4 μζ,λ/,,) : 

pour k — l, en transformant 2y λ/.y μ*/, 

62y /· (α,,/· βίι/4 βο/.·α ή Λ·) μ/y λ/,-/4 6 2/. α
0

/,. βό/· [Β (λ/·
0
 μ/ο 4 μ/·

0
 λ/

ι0
)41 ] 4 b (Β — ι ) <ζ0ο βόο· 

Considérons, dans Ιχ
α

, B2,/
t
/. Le premier terme donne de même ; 
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58 ('). Tout changement de variables à coefficients dans © qui 

conserve a conserve a priori A et A0, puisque sa matrice est celle 
d'une substitution de A. Il conserve donc la parité (34) de chaque 
substitution α de A et celle de I

K
. 

Toute substitution α d'ordre impair de A est dans A®, car a2 est 
dans A0, et a, étant d'ordre impair, est une puissance de a2. 

Dans la forme canonique d'une substitution a de A, la parité du 
nombre des suites est celte de a. En effet, prenons les variables cano-
niques de oc qui rendent les comultiplicateurs (S., 5) égaux aux multi-

pour k ψί.l, 

Β2/Α/<Χ/Λ·βί7(λ/;·ο^/ο4- 7/0λ/0) 4- H Ι^2"/
ί
ι(θί0/βο/

ι
·-+· αοΛ-βο/^/ολ/,-οΐ 

pour k —l, 
β 2/d-/,o'^-/,0 ψ ( > βοΛ·) 4" β C λ

υ0
y'00 

Le quatrième terme donne : 
pour k τρά l, 

β 2//,/ ( μ/,
0
 μ',

n
 4- μ,

0
 μ/

ι0
 ) «//,· β/ι 4- Β k 21/( «ό/.· β'ο/ 4- «ή/ βόλ ) μ/ο μ/,ο 5 

pour k —l, 
Β 2/, μ./,ο μ/,ο ψ ( αό/„ βό<· ) 4- Β c' μ0ο μ'οο. 

Le second et le troisième terme donnent : 
pour ki, 

β·2/λ/β/7<ΖΜ·(λ/ομΑ·ο-1- μ·/.·ο λ/ο) + Β b2h( α
0
/β0Α 4"~ βο/Λ<ι/)^·/υ μ/,ο < 

pour λ- =: /, 

Β 2//
c
<Xikβ'ί/iO'koμ/,·ο4- μ/.·ολ/,·ο)4- β —/,·[£(«0/, βό/,·4~ βο/.·λ0α) 4-1 ]μΑ·ο^Α·ο4-Β(b— ι )μ00λόο· 

Après ces transformations, en supprimant les termes qui se détruisent, en 
réunissant les termes surmontés d'un trait, et en séparant les termes dont sont 
formées les ψ et les Ψ, on obtient aisément 

Ιλα — 2//ι α
/Λ

 β/h 4- Β 2/ (Χ/ο β'/
0
 4- b 2/

t
 et. ο η βο/ 4- Β b α

00 βά» * 
4- 2j/t μ Λ y λ/»/ 4- Β 2/, μ./

ι0
 λ/

;9
 4- b2j μ0/ Ί'ο; 4- Β ^μ·οοy'w 

4~ Cc(<xôο 4- βοο4- α,,'ο 4- β
0
"„ 4- /jj

0
 4- μόο 4- λ

00
 -μ μ

()
β), 

d'où, en transformant 2ΛμΛ/·λ/
/;

· et 2;μ0/· λ(ν, la formule du texte. 
(') C/. JonDAN, Journal de Mathématiques, 1905, p. 278. 
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plicateurs. Si tous les multiplicateurs sont égaux à i, on peut (') 
introduire de nouvelles variables ramenant α à la forme canonique 
et α à une forme où l'on vérifie directement que Ια — v' a la parité du 
nombre des suites de a. Si les multiplicateurs ne sont pas tous égaux 
à ι, α est le produit de deux substitutions, évidemment échangeables, 
dont l'une at! s'obtient en remplaçant chaque multiplicateur et chaque 
comultiplicateur par ι (a' a donc le même nombre de suites que a), et 
l'autre oc" en multipliant chaque variable par le multiplicateur de la 
suite où elle figure dans a. Or a' est d'ordre 2, et a" d'ordre impair 
[comme l'exposant auquel appartient chaque multiplicateur φ ι dans 
le champ canonique (S., 5) de a]. Donc a' et a" sont des puissances 
de α (Ε., 10) et par suite conservent a. Or quand on repasse aux 
variables qui réduisent a à son type canonique, oc", étant d'ordre 
impair, est paire, et l'on est ramené à considérer a'. 

Remarque. — On a donc, pour ρ — ι, quatre critères de parité 
d'une substitution α de A : le premier fourni par l'expression de « en 
produit de générateurs de A0; le second par les génératrices de la 
quadrique a = o; le troisième par la parité de I

a
; le quatrième par la 

parité des exposants des diviseurs élémentaires de α — si, ε étant la 
matrice unité d'ordre n. 

D'après les deux derniers critères, toutes les fois que A contient 
la transposée de chacune de ses substitutions, il eu est de même 
de A0. L'emploi de ces quatre critères n'exige que des opérations 
rationnelles; mais celui du premier et du troisième exige la réduction 
préalable de α à son type canonique. 

59. Je désignerai par B(«, ~, a) = B(rc, π) et j'appellerai groupe 
réduit de a : i° pour η > 2, le p. p. c. m. des V

i/f
, U,7l., W/A 

(î, k = 0, ..., v); 2°pour η = 2, le p. p. c. m. des mKr étant un 
générateur de A0 si a est réductible dans Q, de A0 si a est irréductible 
dans 0; S^pour η — ι, le groupe 1 = A0. Le groupe déduit de 13, en y sup-
posant les variables homogènes, sera désigné par π, a) = uh(/&, TÎ). 
11 sera commode aussi de remplacer la lettre Β par R ou 13/ quand A 

(') Voir de Séguiek, Journal de Mathématiques, 1909, P. I-63. 
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est remplacé par Q ou Q
4
- (i = ο, ι, 2), et alors dî> sera de même rem-

placé par <51 ou A,·. Enfin j'écrirai Β, H, H,·, nh, <51, A
f
-pour B, R, R,·, 

ni), A, Ai respectivement, lorsqu'il sera utile de préciser que les va-
riables sont celles de A ou de 4, : les générateurs V

4
-
0

, V
e/

, U
0i

, W
e<

· 
sont alors remplacés par les P/p>

 0
/p
 (51). 

D'après le nn 51, si ψ est irréductible, Β est le p. g. c. d. de A = Q 
et de R

0
 (Λ, π2). 

Β est normal clans A'. On le vérifie directement en transformant les 
générateurs de Β ou de Β par la substitution γ du n° 24. 

Si ρ = 2, Β = A0. Gela résulte des nos 29 et 52 pour Λ > 2, et de 
la définition de Β pour η — 2. 

Soil ρ > 2 et /*> ι. A0, conservant α, permute les points de 
la quadrique œ = ι, c'est-à-dire les s

v
 solutions de a — 1. Si η = 2v', 

,ç
v
 = ττ'-1 — 0πν_1 [0 = i si ψ est réductible ou nulle; 0 = — 1 si ψ est 

irréductible (Ε., 44)]. Si ψ = ex'3, .Ç
V
= Τ:-Ν0

6
.TCV (0

2
 désignant le 

caractère quadratique de z). Le nombre des solutions où x, — yK = ο 
est sv 

Soit maintenant η > 2, ψ étant quelconque, ou n — 2 avec ψ = 0. 
m

tl
 fixe les s

v
_, points correspondant aux solutions où x

K =y, = ο et 

permute les s
v
—Α·

ν
_, autres par cycles de π — i.JMais s*'^est 

impair. Donc Vaction cle m
u

. sur les points de a = 1 est une substi-
tution impaire, et celle de mui> a la parité de r. Les V, U, W étant 
d'ordre ρ, leur action est paire. Donc 

A0 = B -t- /;j1N Β = Β 4- Β ( i ο). 

Soit n> 2 et οφ ο. Une substitution m
V (J

 d'ordre TÏ = 0 fixe les 
.9

V0
 = ~-v_l — ·πν-' points de a — 1 pour lesquels x — y = ο et permute 

les Si — svo
 autres par cycles de π — 0. Mais est impair. Donc 

Γ action de m./y sur les points de α = ι a la parité de r. 
Donc A0 = Β -h //i./ffB. En particulier m

Vi
_, = /w0>_, é/a/is Β 

toujours et seulement si τ. = 0 mod4· 
La substitution //* = Β,ΑΙ S/*,—, (i, A' φ ο) est toujours dans B. Mais 

quand ψ φ ο, /04 n'y est pas toujours. Si ψ φ ο avec oc φ ο (cf. 52), 
himi,cn (δΜ étant carré) est dans B (52). Donc t

Q
i y est toujours et 

Joum. de Math. (7· série), tome II. — Kasc. IV, 1916. 4^ 
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seulement si Se est carré [si c' — c, Ι-φ^ιη^^ étant dans Β (52), 
Id',, y est toujours et seulement si b — ac est carré]. Si ψ = ex·'-, 
ÎoirnJ,-t.· est dans Β (52). Donc t

oi
 y est toujours et seulement si — c 

est carré. 
De même, mir.K TiA étant dans Β (28), Tj7l. y est toujours et seule-

ment si — ι est carré. On a trouvé précédemment (28, 20, 52) 
l'expression par les générateurs de Β de w,·),, m

vp
, /72

t
>m,/p, 

T
t
7f, t

0
i, u

0
lh ζli quand ces substitutions sont dans 13. On trouvera 

encore au n° 40 une méthode générale pour exprimer toute substitu-
tion de Β (4, π) par les générateurs de ce groupe. 

Considérons maintenant la similitude d de multiplicateur — ι 
que A contient toujours. Si ρ — 2, d = ι. Si ρ est ]> 2 el u im-
pair (=1), d est hors de A0, et A est le produit direct de A0 

par D = j d j. 
Supposons donc ρ >2 et η pair. 
Soit n=o mod4· Si, ψ = ο, ν est pair, et Β contient d. Si ψ est 

irréductible, d est hors de B, car, si π = 1 mod4< Β ne contient 
pas /n0>_, mais contient w,_,, quel que soiti; et si û^=3mod4, 
B contient /?20>_, mais ne contient pas Π/ν étant ici impair. 
Si ψ est réductible et Se φ ο, on voit de même que 13 contient d, ce 
qui est évident a priori, puisque B est alors semblable à R

0
 (Λ, ~). 

Soit n—ίΐ mod4 (=2)· Si, ψ = ο, ν est impair; si alors Tz~imod4j 
B contient d : si τ: = 3 mod4, cl est hors de B. Si ψ est irréductible, 
ν est pair; si alors îc~=imod4, d est hors de B; si T:r_~3mod4, 
B contient d (il contient et IT'm,^). Si. ψ est réductible 
et Se φ ο, B contient d toujours cl seulement si π~ι mod 4, ce qui 
est encore évident a priori. 

Il est clair que quand d est hors de Β, Λ0 est le produit direct 
de B par D. 

On voit que, pour p^> 2 el η pair (> 2), B contient cl quand a est 
équivalente à 2"s· et ne le, contient pas quand a est équivalente 
άΣΓ·

5
;+Ν

5
;(^.,44). 

Toute substitution α permutable à chaque substitution de B est 
une similitude. Ou le vérifie directement à l'aide des conditions 
aVttx==Vrtxa, αϋ(Ή-- U(7(

-,,a, aW
iY/

.= WiA).a (i, k>o ; on peut aussi 
employer les générateurs P/p, 0/p si ψ est irréductible) (cf. 15). 
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Donc le central cle A! est I, celui de A est D, et ceux de A0, Β 

sont leurs p. g. c. d. avec D. 

40 ('). Désignons d'une manière générale par L
Jt

.
 Tm

 (m, π) 
LJ^

 Xn(
m) ~) les groupes L(m, ~), U(/w, π) de variables x

f
, x

m 

(of il), par ij.,.des substitutions quelconques de U,.
tw

, 
par 5ζ, i\ les actions respectives de βξ

η
, rξ

η
 sur ^ = ζ, et 

par tDç(2, ~) = Σ$ζ= Σ/·ζ le groupe r)(2, ~) de variable ζ. 
Supposons v^2, et soit V/

A
(tx) = Vki(r>) = 2LS (i, ϊ(φο) le p. p. 

c. m. des V/Ax, VAtx; l'action de V
T/F

 sur xh xk est U.,..,k
 (2, Τ:) (S., 83); 

son action sury^yk est U,..
rt

(2, π), et s est de la forme s
x

.
Xk

s~{yk (en 
désignant toujours par σ la transposée de σ). Soit de même 
Wtf(TT) = Ww(z) = Sr(i, k^o) le p. p. c. m. des Uiki, W/A).; 
l'action de W

TA
 sur yk est U,

Tin
. (2, π); son action sur yn xk 

est Ur/Xjk(2it), et r est de la forme r
x

.n ?y*
Vk

. 
Il résulte de ces définitions que V

IA
 = ÎÎW/A

//^=U(2, π), et que le 
p. g. c. d. de V/A, W„ est D/A = | dik\ (28). 

D'ailleurs sr — rs (-). On voit donc, en posant V
A
.W

RT = B* et 
xi/xk=r u

f
 y- = -, que B

LA
| D

/a
 est isomorphe au produit direct de ό,= Σ$-

par ou = Σ r
u

, D,v, s ré pondant à ss e t D
/A
 r à r

u
. 

Ainsi pour η — 4 et ψ = ο, en faisant dans ce qui précède z = 1, et 
en désignant par φ, ψ lesactions respectivesde V

J2
=V et de W,

2
=W 

sur les rapports des variables, ,fl> = = V,3x correspondant à 

(ζ + λ), Υ
2|λ

 à rr)' UiaX
à(« + λ), W

21)
, à (5^17)· D'ailleurs, 

en faisant correspondre m>~ àmo.e ti= " u à t
2î

 on voit 

que «Α>°Ξ= j m
N
 j, et que Λ = j r>

5
O«, mN

, 1J. 
Si τ. > 3, tout diviseur normal X de A autre que D et > 1 est ^ B. 

En effet, supposons d'abord X premier à B. Si le p. g. c. d. Xa de X, 
A· est > 1 (p est donc ici > 2), X° est d'ordre 2, et A0 est le produit 

(') Comparer DICKSON, Linear groups, 190-198, 171-179. 

(2) Si l'on prenait r.,..
Vjt

 dans BR
IN

. hors do U., n
 ou A·.,.,-.,·* dans L,...

n
 liors do 

υ.,.,,ρ s ne serait plus permutable à /·. 
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direct de Β par X°. Donc X° = D (59), et ici D divise B. Si X° = i, 
X est d'ordre 2, et A est le produit direct de A0 parX. Donc ρ est > 2, 
et X = D. Supposons X non premier à B. Soit & son action sur les 
rapports des variables, et $ le p. g. c. d. de χ., ii!>, normal dans cl·. 

Si X est premier à D, g est > 1. Si g* est < iiî>, il coïncide avec <? ouW, 
qui, pour π > 3,sont simples et non cycliques (2?., 72). Or ces groupes 
ne sont pas normaux dans et. Donc g = iR>. Donc B serait le produit 
direct de D par X==iR>. Mais cela est impossible, car B contient des 
substitutions dont le carré estd, par exemple la substitution sr où /·= d 
et où = | oc

a1 — |. Donc X est > D. Donc, ici encore, g est > 1. 
Donc g = ni), et X = B. 

De même, si π > 3, tout diviseur normal de j B, r
K

 ] ou de | B, mw\ 
non <D est ^ B. 

Si π = 2 ou 3, nï> = "W a un diviseur normal sylowien § ahélien 
principal d'ordre 9 ou \Ç> respectivement. ub|# est un g, carré ou un 
g

0
 non cyclique, et aucun diviseur de § ou de ift»|# autre que 1, &

9
B F 

n'est normal dans ch. Si donc F est le diviseur > D répondant à § 
dans B, tout diviseur normal de A est C B, ou est Γ un des groupes 1, 
D, F. 

Pour-z>_ 2, tout diviseur normal X de B est normal dans A
0 (cela 

est clair pour π = 2, car alors A" = B). En effet...
t
 est permutable à <?, 

à ̂  et à leurs diviseurs normaux, qui sont sylowiens, si π = 3, donc 
aussi à l'action Λ; de X sur les rapports des variables. Si donc X n'est 
pas normal dans À0, il est conjugué d'un diviseur X' de XD. Si D 
divise Χ, X' = X. Si X est premier à D et si Χ'-φ Χ, X' contient une 
substitution ξ de Xd, donc aussi d, qui est une puissance de ξ (S., 83). 
Donc X, comme X', contient D contre l'hypothèse. 

/
(2

, qui ne rentre ni dans la forme s ni dans la forme /·, est hors 
de V et de W et transforme V

l2
), en et ϋ12χ =/2 νΐ2λΛ2 en 

W,
2
x = l> ν2ί.->Λ· Donc J V, t

t
 , 5 et | W, /

)2 j sont isomorphes d'ordre 
—i— 1 (τ = 2 si ρ > 2; τ = ι si ρ = 2). 

De même m,χ est hors de V et de W, et transforme Υ
12μ en V12 >μ, 

XÎI,—μ ^21,—F
(
ο

μ
 = {2μ^·> en υ

<2ι
χ
μ

, ~^Υ)<.»
μ
 = ί

2
Υ

2
, __

μ
£

2
 en 

W
12

,_x-V. Donc j V, m,χ! = V\ el | W, mt
i j = Wi sont isomorphes 

d'ordre —il, l étant l'ordre de m
th

. 
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On a vu (39) que Z,2 est toujours dans B, que y est toujours et 
seulement si λ est carré, et T,

2
 toujours et seulement si — ι est carré 

[on a aussi trouvé (28, 29) l'expression de ces substitutions, lors-
qu'elles sont dans B, par les générateurs de B]. Mais on peut ici 
obtenir directement ces résultats en développant les conditions sr = t,

 2
, 

SR = 7?2
)Λ

, SR = T
U

. 

Comme on sait exprimer toute substitution de ϋξη par ses géné-
rateurs |ξ + λη, η|, | ξ, vj -4- λξ | (S., 83; cf. 50), on saura aussi 
exprimer toute substitution de B =VW par les V

)2
, V

2J
, U

)2
, W

)2
. 

Supposons de nouveau η quelconque >4 mais pair, et ψ irréduc-
tible. Soit, dans A, rs la substitution r de W,y (ic2) où la matrice de 
/'
r y/

 est conjuguée de celle de s
x

.
Xt/

 ( r
s
 est donc formée avec les U

<v
^, 

W
|Vp

 comme s avec les V
iV

 p, V
v

»
ip

) et s
r
 la substitution s de V)./ (π2) 

où la matrice de s
x

.
Xv

, est conjuguée de celle de r
x

.y_r Le groupe 
Φ

<Ν
 = ^srs— Σ/s,. est homomorphe à^Jn.(ïR

2
), l'unité de Φ^répondant 

à D
/V
.(si sr

s
— i, s et r

s
 sont égaux tous deux à dN. ou à i), donc iso-

morphes à Ό (2, π2). 
Avec les variables a?

4
·, χ, y, sr

s
 est une substitution réelle σ, et le 

groupe Β0ι·(π) = Β
ί
·0(-) = Στξξβ ϋ(2, π2) dont Φ,ν = Β0/(π) = Β

ί0
(π) 

est la forme imaginaire conserve Λ^-Η-ψ. En prenant d'ailleurs pours 
une V,

v
 ou une V

v7
 convenable de V

ÎV
.(T:2) on obtient pour σ une quel-

conque des V
oi

, V
j0

, Uof, W0I.(51). Donc Bof==R2(4, π). 
Ainsi, pour η — 4, ψ irréductible clans Bel p> 2, en faisant i = 1, 

ilî) = el,0~B = ©(2, π2) [ici A0 — BD(59)J. Aux substitutions P,p, 
O.p de B répondent respectivement dans (2, π2), par la corres-
pondance indiquée, ζ -hp et——.— Or la s2(-

TC)(— zrl) transforme 
I — ps 

ces deux dernières substitutions l'une dans l'autre. Donc&^ ! B, /, j 
est isomorphe à }ό

ζ
(2,~2), t, répondant à (^π)(— -3"'), et la 

correspondance des éléments cle B, u
s
 restant la même. 

Tout diviseur normal X de A ou de A° non < D est >B. En effet, 
si X ne contient pas B, il est premier à B qui est simple. Si X est pre-
mier à j B, t

{
 | = Β', X est d'ordre 2, et A produit direct de Β', X, 

d'où X = D (39). Si le p. g. c. d. YdeX, B' est > 1, Y est d'ordre 2, 
et B' produit direct de B, Y, d'où Y = D(39); mais alors d serait 
dans Β*, donc dans BtK, tandis que A = BD -t- BD . 



352 J.-A. DE SÉGUIER. 

On sait déjà (59) que ma est dans Β toujours et seulement si λ est 
71-4-1 

carré dans a, que est dans Β toujours et seulement si ρ 2 = ι, 
que l

oi
 est dans Β toujours et seulement si c est non carré (ou ρ = 2), 

que si c' = c, tK
 t'

0 y est toujours et seulement si b — ic est carré [on a, 
d'après (26), (29) et le n° 52, l'expression de ces substitutions, 
lorsqu'elles sont dans B, par les générateurs de B]; et de là résulte 
que t

vl
 = m

2q
t
0i

 n'est jamais dans B. Ici encore on obtient directe-
ment ces résultats en développant les conditions sr

s
 = m,),, t0,, 

ί,ί'
0

, l
i2

. Comme précédemment aussi, l'expression de chaque substi-
tution de υξ

γ
.
|
(2,-2) par ses générateurs |ξ -h λη, η|, |ξ, η + λξ| fournit 

l'expression de la substitution correspondante de B par les Y
|0

, V.,,, 
U

<e>
W

lt
. 

Dans le cas où η est quelconque mais impair, et ψ = ex2 (ρ > 2), 

je désignerai par Β
αί

(π) = Β
ι0

(·π) le p. p. c. m. des Y
0

p, et des U
0
/>. 

Pour i = ι, B
ot
 = B(3, ιτ). 

Supposons de suite η = 3. A conserve la conique x,y, -H ex* — o, 
et t

{
 échange les deux points x

K
 = χ — ο, y, = χ = ο où elle est coupée 

par χ == o. Les deux droites x
s
 — zx, y, — — qui passent chacune 

par un de ces points, se coupent en un point de la conique caracté-
risé par z. Les actions respectives de D*

0
, D/,, D/η,χ, DV

0)
>., 

DU
04

). sur 5 sont les substitutions — ζ, λ-,—%—·> ζ -+-cX(si les 

actions sur ζ de deux substitutions α, a' de A sont σ, σ' celle de aa' 
est σσ') dont le p. p. c. m. -ÇX2, ~) (S., 80) est isomorphe à A|D=A" 
[A= A°D (59)]. L'action de dl, ?ri~J = U

nJtC
. »V0HU

o<fC
-« sur s est 

— z~~{. Donc B~ \z 4- 1, — 5—' | = -0(2, π) (S., 79). 
Si π ]> 3, tout diviseur normal X de A ou de A0 non <D est > B. 

En effet, si X ne contient pas B, il est premier à B qui est simple. Si X 
est premier à A0, A est produit direct de A0, X, et X = D. Si le p. g. 
c. d. Y de X, A0 est > 1, A0 est produit direct de B, Y, et Y = D, 
tandis que d est hors de A» (39). 

Si π = 3, les seuls diviseurs normaux de A non <D et non >B sont 
le g., carré sylowien F de B et FD (dont le p. g. c. d. avec A0 est F). 
On le voit de suite en observant que A peut ici se représenter dans les 
symboles r, 2, 3, 4, 5, 6 comme le produit direct du g

2
 j 56 | par le 
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symétrique de champ i, 2, 3, 4* A0 correspondant à ce symétrique, 
et Β à l'alterné de même champ. 

41. D'après ce qui précède Β est le p. p. c. m. des B/(z = 1, v; 
j = ο, .v) en convenant que, si ψ = ο, B/

0
 = B

TF<
- = ι. Ο11 peut 

simplifier ce résultat. Remarquons d'abord que j B
/7

, BA/ \{i,k, Ιφ ο; 
p> 2), contenant, d'après (22) et (23), les V/A, \kl1 U/A, W//t, con-
lient B/a. De même, d'après (25), (26), (27), |B

0<r
, BA,j {Ιςφο; p>2) 

contient B
oA

, et, .su ψ φ ο, j B
uA

, B
0/

j contient Bkl{p^2). On peut donc 
écrire 

Ι β/.-,/,Ν · · · ' ΒΜ.» ! = | Β/.·,*·,, ΒΑ-,Α,Ι · · · ι B
km

_
ikm

 j = Β*·,.../.·,„> 

les hi étant distincts, et l'ordre des indices de B
/it
 ^ étant indifférent, 

en convenant que, si l'un d'eux est nul pour ρ > 2 et ψ = ο, B
/(
 = ι. 

Pour m = ν', Β, ,·. = B. 
Soil v^3. D'après les relations/

(:
,Y

123i
/,3 = W,

2
x, /

13
ν

2Ι
·
Α
/

Ι3
 = ΙΙ

2
,
λ

, 
on a Β = J V,2, B,

;(
, ..., B

lv
, B,

0
 {, et, en continuant ainsi, 

H = ; V12, V;,. ..., ν,,ν-.,Β,ν, Bl0{. 

De même V
I2

-
A
J

23
 = U

t2
\, et J2:i V2,-/t£2:, = W2,}.> d'où B = 

;ν
ΐ2

,Β
2

.,, ..., B
v
_,,

v
, B

vo
', et, en continuant ainsi, 

B = ; Vu, v23, ..., VV-2,v-i, Βν-.,ν, Bvo Î = : B01
, B

12
, V

3
„ V„, ..., VV_,

t
v 

Si B
ot

 est φ ι, c'est-à-dire si ψ φ ο, B
01

 contient une (59) 
qui transforme V

1/(
 en W,A.. Donc si ψ φ ο, Β = J Β

0
,, V

l2
, V

):t
, ..., 

V ' 
Gomme, d'après (23), JV)*, V,7j contient V

A7
, l'action de |VAi/.

f
, 

V/.,,.,, ..., V
A /

. J = ν
λ
.
ι /lm

 (l'ordre des indices de V/,. étant indif-
férent) sur x

kt
, ..., sc

km
(k

t
, ..., Ιί

Μ
φ ο) est U,,...r

km
(ni, -n) (S., 

83), et si est l'action d'une substitution s de V
Ai

sur 
a?

Ai
, ..., x

kn
, son action sury^, ..., y

km
 est {cf. 40). Donc 

V*,...ysIJ(m, -rr), et Β = j Bol, 
Soit i un indice fixe φ ο. V,

 v
 est le p. p. c. m. des V

/A
où k φ ο, ζ", 

et i,V,...ν*«·= W;i) celui des W
/A

. où k φ ο, i. W(/) est aussi isomorphe 
à U(v, -), et son p. g. c. d. avec V,..,

v
 contient tous les //17*,/,· = V

A7 
ou /», Ιφ i^donc V, ,_|

 (+
i
 v

. 
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On remarqueraque V,
 v

 est le p. p. c. m. de deux groupes abéliens 
dérivés l'un des V,a, V,

3
, ..Y,

v
, l'autre des Y2), V3J, ..V

v)
. 

42. Soit, en supposant 2, PBwπ
, = Ρ = P

0
 le g

w
»-« abélien prin-

cipal dérivé des V
|A

, U
l/c

 où k = 2, ..ν, ο ; Ρ, le g^-» analogue à Ρ 
dans A,; et formons de même successivement les groupes P

a
, .... 

Toute substitution de P, est permutable k P,_n
 en sorte que, v" étant 

le plus grand entier <^(11 — R), PP,... Ρ
Ν
·_, = P„ „

ITCL

 = Ρ est ungu 
[s = v'( v' — 1) si η = 2v'; s — v- si .a = av + i; s est donc le plus 
grand entier < v"2] sylowien de B. 

Écrivons un instant U
/VH

.
lf

). pour ϋ
/ολ

, Υ,-,ν-,-,,λ pour Y
/0

>, et v,, v
3 

respectivement pour les plus hautes valeurs du second indice dans les 
générateurs U

(A
, V,/c de Ρ (v, -+- v2

 = /*), en supposant que ψ n'ait 
jamais la forme c "y- (v, est donc = v2), désignons par j U,A j le p. p. c. 
m. des U

/A
 si k < v, ou si k = v, avec v, = v2 ■+■ 1, et le p. p. c. m. 

des U
/V|

, Y
/Vi

 si k = v, avec v, = v
2

, par J Y
/A

. | le p. p. c. m. des Y,·/,, et 
considérons le Tableau triangulaire 

, i I U13 j . · · I 1 jV,—1 , | Ulv, i I > Ι,ν,-1 ι · - · | » 1 i ι > 12 , 
I U23 , -·· ,U

2)
v,_|j | * 2,V| — 1 j .·· ,>23, 

, '-',,/+•1 , · · · I /V, | · · · , v /,/-4-1 I 

, G1V|-1(
V, ,· 

Appelons ά*'1'"10 transversale la rangée formée du .9i<,,ne lerjne de la 
première ligne; du (s— 2)'"™ de la seconde, ..., du [s — 2(7 —I ièem 
de la Le s,,mt: central C

s
 de Ρ est le p. p. c. m. des groupes des s 

premières transversales, c'est-à-dire le p.p. c. m.des IJ ikoù i-hk'Ss-hz 
et des Υ;Λ où k — i > 2 ν, — s — 2. Si s </ ν,, ou siv, > ν 2, Γ ordre de C* 

est tc*, σ étant le plus grand entier S * Sis=v, -4- /*(/·ι'ο) et v.
2
 =v,, 

Vordre de C, est ry+r+i. Montrons que si le théorème est vrai pour 
C,(C

0
 = 1), il est vrai pour C

i+I
. Soit \ un élément de C

s
+

{
 hors de C„ 

exprimé par les générateurs de Ρ en faisant passer ceux de P,--, avant 
ceux de P,. Si ξ contient (dans l'expression considérée) un YA/

 hors 
de C,, l — k est< 2v, — s — 3. Or, pour k > 1, VA_, transforme \kl en 
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VA-^VA, si /<V, et en UA-^VA-./VA, si / = V +■ I. Pour que C& soit 
permutable à V

/(
_,

)/c
, il faut donc que soit dans C,, d'où 

l — A>2v, — 5 — 3. Donc l — le — 2 V, — .s — 3. Pour A = ι et /<0:·ι 
la permutabilité de avec V/./+, exige que V

1/+1
 soit dans C

i?
 d'où 

encore l — A = 2v, — s — 3. Pour A = ι et l = v
2

, la permutabilité de 
C,5avecU

/Vi
 exige que U

u
· soit dans C„ d'où* 4- ι <S 4- 2, et de même 

(en faisant i = v, si v2
 = ν, — 1 et i — ν, — 1 si v

2
 = v,)Z—A=2v, — s — 3. 

Si ξ contient une υ^(Α<Ζ) hors de C„ A 4- Ζ est ^«4-3, et la 
permutabilité de Ο,ξ avec VA-,,/ ou U/_,

t

/ exige que A-4-Ζ = s4-3. 
Donc ξ ne doit contenir que les générateurs de l'énoncé, et cela suffit, 
car alors tout générateur de Ρ transforme tout générateur γ de ξ en un 
élément de C

s
% (si γ = V

Av+t
, un ϋΛ_1)Α

 peut apparaître; mais alors 
ν, = ν 4-1, A5v, et ν 4- 1 — A = 2v, — s — 3, d'où 2A — iS?4- i). 
L'ordre de Cj se calcule en comptant les éléments à prendre dans 
chaque ligne du Tableau, et en observant que, si v

2
 = v, et .ν = v, 4- /', 

C, contient les V
1V|

, V
2V|

, ..., V,.
+Vi

. 
Les substitutions de Ρ ont la forme aP indiquée au n° 15, avec une 

ligne et une colonne relatives à y si S φ ο (') et toute substitution 

(^Si l'on range les variables dans l'ordre/,,y-),y, #v» ···>&\ (en suppri-
mant celles des variables oc, y qui ne figurent pas dans ψ) les coefficients situés 
au-dessus de la diagonale principale sont tous nuls. Ceux de cette diagonale sont 
égaux à 1. Les η — ι coefficients de la rangée parallèle à cette diagonale et 
située ira médiatement au-dessous sont, dans l'ordre des lignes où ils se trouvent : 

si η — 2v, 

βοΐ) · · ·. β/,/_1, .... βν,ν—1 · ®*77i 0*7—1,7. ·· ·! 0*/'--l,/1 · · ·) 0*12? 

si /i= 2V+2, 

Hsl' ···' β/'./—Il "·Ί βν,ν —Il βθ7 ? 0*001 0*7(11 **7—1,71 ···. 0*/'—l.t •••1 0*121 

si η — 2 v -f- ι, 

β 2 1 ' '··! β','—Il ·"' βν,ν—1» 0*Ο\1 0*701 0*V—1}7ι ■··» 0*/— Ι,/? "·ι 0*12· 
On a clans les trois cas — βpour i~i, . .., v (26). De plus : 
si n = 2v, αί

/ν
 —o; si n = 2v + ά, ανο = — βόν et ajn = ο; si « m 2ν-ι-r, 

Cf.70 — 2 C Οί,ιν. 

Dans le cas 11 — 2V -+■ 1, /? impair, on peut supposer c = -|·· 

Journ. de Math. (7· série), tome 11. — Fasc. IV, rf> 1 (». 46 
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de Β ayant cette forme est dans Ρ (c/. IS). On voit encore comme 
au n° 15 que le normalisant de Ρ dans A® est M°P, M0 désignant 
le p. p. c. m. (abélien) des mj (j = o si $φ ο; jΊΐι si ψ = ο ou si 
ψ = car). L'ordre de M0 est (π — i)v(~ — 0) si η = 2 ν' (0 ayant le 
même sens qu'au n° 27), et (π — i)v si η = ι ν H- ι. M® est son propre 
normalisant dans M®P. Si p^>'±, le p. g. c. d. M» de M®, Β est 
d'indice ι dans M°= M

)T
H- 77Ϊ4ΝΜβ. Le normalisant de Ρ dans Β 

est M„P. 
Posons M = | M®, t01 si ψ φ ο, et M = j M", t, j si ψ = ο. Le nor-

malisant de Ρ dans A est MP {cf. 29). Mais si p = 2, Ρ η est pas 
sylowi.cn dans A : soit alors P'= j P, /

0
 j si ο φ ο, et P' = J Ρ, Λ, j 

si ψ = ο; Ρ' est un groupe sylowien de A contenant P, et le norma-
lisant de P' dans A est encore MP = M°P' (le p. g. c. d. de 
ce normalisant avec A°=B est évidemment le normalisant de P 
dans A"). 

■45 ( 1 ). Pour p 2, B(>, ~) est isomorphe au groupe 
simple (21) </(4, π) |pourp = 2, (j(/i, it)==G(4, TC)E^A(5, T.) (26)]. 
Soient, en effet, ξ,, η,, ξ

2
, η

2
 les variables de G(4, π), et η',, ξ',, η'

3 

des variables cogrédientes. Adjoignons aux variables de Β la variable 
auxiliaire inaltérée y. Posons χ -h y = — v

:l
, χ — y = — a?

3
, et iden-

tilions les variables —χ.
Λ

, — —> yn y.
J}
 yaj γ étant une indéter-

minée φ ο, avec les déterminants (cf. S., 76) Zia= ') ? 

Z13, "lit - ·-' } , > ^2:t - γ· > ^24 / ' Z 23 = n1 n'1 E2 E3 

(') Comparer DICKSOA, Linear groups, 189. Ce théorème coïncide au fond 
avec cet autre théorème connu que les coordonnées homogènes des droites de 
t'espace Ss à trois dimensions peuvent être regardées comme les coordonnées 
homogènes des points d'une quadrique q4 dans Vespace à cinq dimensions 
[voir BEIIÏIM, Inlroduzione alla geometria proiettiva dégli iperspcizi ( Pise, 
1907), p. 02-39, J35—i_5o]. En efTet, l'action de q sur les points de S5 est un 
groupe conservant q,

t
 et un plan correspondant à l'invariant de Ç dans S3, donc 

aussi leur intersection, qui est une quadrique q3 à cinq variables homogènes. 
Donc, d'après son ordre, est isomorphe à Tt)==B(5, π). Avec les nota-
tions du texte, qz, intersection de ο et de y — o, a pour équation 

-1 «c,·/, + a?2 = o. 
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Z.,
4

— 'y . Les générateurs ηι > 0î„ > |ξη ξ,Η-λη, |, 

|ξ„, ξο + λη.,|, "2 de G opèrent sur x{. y,, x.tf y.,, 

χ = — \(x3 +Xî)j X — {(^s ~y*) ^es substitutions respectives 
11

 a
 ,~.γ3 ( 2 = S, ο —γ, T|o W'O —ι = 1H.J 2 I J U |

 2 —Χγ j Yo | _),j V^y-,. 
Or S, ο _γ H ι ο, = /, οtransforme U, en W

12t
xT-», V

2lX
en Υ13-_>., 

et Υ
οι

χ en U
0

, >,r (pour η impair, Y,0x = W
01

> = 1). Donc, pour λ = c, 
le second combiné (S., 7;>)G.,(4» ~)de G(4,~)estisomorphe àB(5, π) 
(13)qui a le même ordre. Or G., ::G|D ('). Poury = c = 1 (cf. 24), 
G

2
 conserve Σ^χ,γ,· (S., 76), et de même B, puisque B, laissant y inal-

téré, conserve a— y- — xty-r 

44. Si ρ 2, et n = 2v + i> y Β(λ> ~) eJ 0'(2ν> ^)> rlui οηί Ie 

même ordre, rie so/i£ isomorphes, car les normalisants de leurs 
g^v* sylowiens n'ont pas le même ordre (23, 42). 

45 (-). Pour p^2,, R
0
(6, π) est isomorphe au second combiné 

(S., 75) U2(4, t:) de U(4, π). En effet, a;,, y
n
 y

2
, x

:n
 y

3
 étant 

les variables de R
0

, désignons par ξ,, rj,, ξ
3

, η2
 les variables de U, et 

identifions, comme au n° 43 (en faisant γ = ι), —x
3

, x2, — yif 

y 21 y» respectivement avec Z
12

, Z
)3

, Z
l4

, Z
23

, Z
24

,Z
;M

. Les générateurs 
| 'JI > "11 7V/]

2
 |, | vjo, /]

2
 H~ 7.Y], |, [ ς

2
, λΐ)ι |j | > "Qi 1 de U opè-

rent sur les xh yt les substitutions respectives Υ
3ι

χ, V,;,)., V
23

ÂJV32 
que 1

12
/η,Ύ/?ΐογ (cf. 43) ou, ce qui revient au même, l

{2
 transforme 

(') Voici, d'après les nos 6, 19, 28, un Tableau un peu plus complet de la 
correspondance définie au texte entre les éléments de B(5, π), ^(4ι ?0» 
pour y =c : 

#(4, TC) Μ=«ΐΐΡ1,-|«11
 To— u

n
 lt

2l
 Uil «ολ ν2ιλ \ 12A B1 iÙ 

B(5. 77) b2,c^^ T|2 —cHl.2c Β 121 ~~ -I* 12 .—1 Bl2,—).r Vil.—λ V y DloX ^!(li 

g (4,~) W
12

). <·,χ va util "h, T,r
2
 ,m pn , 

J' lî "* 2 

Β(υ, τ:) V - W . Y15 _> mtlm9l m.H tx.,mu.m*c ti»m cm (, 

(2) Comparer, aux nOS45, 4Q, DICKSOX, Linear groups, 187-188, 205-207, 
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respectivement en UWl3>, W3ax, U
3a

x. Donc, d'après les résultats 
déjà obtenus au n° 45, Rft~U2. 

La structure de R„(6, iu) est alors déterminée par la relation 
©(4 s = 1 β

2
ΞΞ IJI D

n
 D, et Do étant des groupes cycliques de 

similitudes (divisant respectivement 13 et LL) des ordres suivants : 
Si π== ι mod4, (D,, i) = 4, (D,, ι) = 2; 
Si π = 3 mod4, (D,, 1) = 2, D3 = 1 ; 
Si p — 2, D, = Do = 1. 
De là résulte (59) que <&0(6, π) = ©(4, π) ('). 
Ainsi R

0
(6, 2)=L(4, 2) est isomorphe au g* alterné (cf. S., 70, 

79). Pour établit· une correspondance des générateurs, désignons par 
a, h, c, d, e,g, Λ, m, λ, ο, />, ^ les points respectifs 0000, 
1000, 0100, 0010, 0001, 1100, 1010, 1001, 0110, οίοι, οοιι, 1110, 
1101,1011, 0111, 1111 du champ de L(4> 2), et so^1

 I
e g'8 alterné 

de champ 1, 2, 3, 4? 5, 6, 7, 8(a). Si l'on fait correspondre c — i32, 
s

{
 = 12.34, s.i= 12.45, ss = 12.56, s, = 12.67, .$3 = 12.78 de î&.8 aux 

substitutions respectives 

c' —bol.cmg.dqn.epi.fkh, s\ = be.cn.dp.gi. Iq.mo, 
s', — bl.cb.dq.ep.gf. km, s'3 = en. dg.fk. ip. to. mq, 
s'.

t
 — bl.cg .dp.eq ./h. in, s'.. — be.dq ,fk. g m. io. Ip 

de L(4, 2), on a une correspondance isomorpliique de cb8 à L. Posons 
maintenant 

CC = 12^3567 — .94535,52.5,^1, Xf — 12345G7 = 5453505! .c- (s), 
y = 23.56 = C53 c·, ζ = i8.23 = (λ?15152)_1 ..vs.^r5| .ç2, r — 145.267 =: y oc-, 
ξ = 14-35= îc/λγ"1, ·η~ ι3·45 =Γ_1ξτ, £ = 27.68==: x-:.x~i

f
 0= 26.78 =r-1 Cr 

μ = 1852.3647 — 7 —
 15>'345 = 5,5, c2, 6 = 14.56 = 5, c.v, ..ç3.(5,c51)""1. 

(') Cet isomorphisme résulte d'ailleurs immédiatement du théorème cité 
dans ta première note du n° 43. Car, en regardant les coordonnées comme 
homogènes, les points (ar,, y,, x*, y2, x3, y3) sont tous sur une quadriqiie 
conservée par Ό2(4> π) Ξ t)(4, π), qui est donc isomorphe à <Λ0(6, -), d'après 
son ordre. 

(2) Ces notations et celles qui vont suivre sont celles déjà employées 
(S., 70). 

(3) La substitution correspondante de L est x\ = bcoikph. dmefgnl. g. Celle 
qui se trouve indiquée à l'endroit cité (S., 70, p. 92) est fautive et correspond 
cl S. c. 
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En écrivant sur une même ligne les substitutions qui se corres-

pondent dans les isomorphismes indiquées de R0((>, 2), L(4, 2), Λ·
8

, 

on α le Tableau suivant : 

R« ( fi, « ) J- ( ί- a ) 
VJI Us, — el.ho.kp.nq.b.c.d.f.g.i.m 17.24.38.56 — δ .τ,6τ~ίρ:ίτ. ο 
Uj2 \ 'ξι, ξι -+- "fii | = cf.im.kn.pq.b.d.e.g.h.t.o 12.38.47.56 = γ]0τ- 1μ.1,Γ 
V13 |"fi:>5'fia+'fii | — ck.fn.ip.mq.b.d.e.g.h.l.o ι5.26.34.78 — i'^ 
V

a
i 1 1 » 1 -4-Ό21 — ek.hn.lp.oq.b.c.d.f.g.i.m 15.32.48.67 .·ηΟ·;-]ρ?τ..ι·

} 
V2;i | ξ2, ξ2+ η, | — ci.fni.lp.nq.b.d.e.g.h.l.o 14.27.35.68 = ξ£ 
V 3» 1Υ51, Ό ι -Η ίΛ\ — dÎ.gm.lp.ocj.b.c.e .f.h.k.n 18.27.36.45 =y- : ,.Y)6T_1 μΆτ.γ:ι 

t12fι·» CJ r'1 = bc.gi,hk.op.d.e./J.m.n.q 17.20.38.46 = ίζτρτ_ι 

Tj 'C'~ —de.gh.ik.mn.b.c.J.l.o.p.q 12.38.46.57 =χ3'£θα'"3 

Pour trouver inversement les substitutions de R„(0, 2) qui corres-
pondent aux générateurs c, sn

 s.
2

, .ç
:n

 s,
(
, s

5
 de<A>

8
, on remarquera que 

les substitutions de 4>
K
 répondant aux substitutions ί,/Γ,ο.Τ.,., = ί,2, 

'iaV,2W
l2
 = a, U

2
,aU

s
, = b, V

32
aV,, = c, W

23
aW

33
 = d, 

T
l2

V
23

aV
2ï

T
l2
 = e, V32VI3

aV
)3

V
32
 = f, ebe"' = g, g-'ag = h, 

hl h-1de R
0
(6, 2) sont respectivement 10.27, I4'^ ιB4, 480, 

3j/|, 286,468, 124, 2io, 12.57. Aux substitutions cic-1 —k,fkf_< =1, 
ili = m, fmf"1 =n, d~'nd = o, o_ ,go de R

0
(6, 2) répondent donc 

respectivement ό·
5

, s.,,, s3, s2, s{
, c de Λ 

La substitution /, de Q„(6, 2) est permutable à a, b, c, d, li2. Or, 
la seule substitution du g8 symétrique S

8
 de champ 1, 2, 3, 45

 5, 6, 7, 
8 qui soit permutable aux substitutions correspondantes de ci

8
 est 27. 

D'ailleurs 27 et/, transforment de la même manière les générateurs 
correspondants de «Jh

8
 ei de R

0
(6, 2). On a donc une correspondance 

isomorphique de Q0(6, 2) et S
8
 ( ' ). 

Mais ê
H
 n'a aucune représentation en gri où cT

8
 soit représenté 

par L(4, 2). Car, t
t
 éLant permutable à V

2:$
, Y

32
, U23, W23, a, il 

devrait y avoir dans le champ de L(4, 2) une s2 permutable aux sub-

(') L'isomorphisme de Q0(6,2) à S8 résulte d'ailleurs, d'après ce qui précède, 
de la théorie générale des autornorphismes. 
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slitutions correspondantes : or, en essayant de la former, on arrive de 
suite à une impossibilité ('). 

47. Supposons n> 5, et soit Γ un diviseur normal de Β, A" A ou A' 
non ^ I. 

Tout d'abord Γ contient des α qui ne sont pas des multiplications, 
car les conditions que β,ν,^α Υ/Α·

λ
, Τ~

a
[ α (i, /ι£ο), t

i2
 α t

r2 

|Λ
);

, est dans Β d'après (29)] soient des multiplications donnent 

(*) D'ailleurs le diviseur fixant un symbole deL(4, 2) est isomorphe à un g1 3 4 5 
deux fois transitif (S., 70, 78, 105). Au diviseur fixant un symbole de la repré-
sentation en question correspondrait donc un g2(;88

 deux fois transitif. Or un 
tel groupe n'existe pas (.S., t05). 

(2) Voir DICKSON, Linear groups, 270-470; DE SÊCUIER, Comptes rendus, 
t. ICI, 8 novembre 1915, p. 553, 

46. Pour p>'i, R2(6, π) est isomorphe au second combiné (S., 75) 
1^(4, -x)de H°(4, π), En effet, désignons par ξ,, η,, ξ

2
,η

2
 les variables 

de H°, et faisons les mêmes identifications qu'au n° 43, les x^yt étant 
ici les variables de R2(6, π)|Η° a donc, comme R

2
, l'invariant 

E3 xiiyi (S., 75)]. Comme H° contient G (4, π), HJ contient toutes 
les ν,,,χ, V

21
-
;
, U12)

., Wiax (43), donc aussi, d'après (29), lVi. De plus 

l'action du générateur sl Cj °ς2 de H° sur les #,·, y,· est V,..,Λ ί ...·,, 

dont la transformée par l
v

, est V
3

,^ W.,,,. Donc H" contient toutes les 
V«,x, V1fl), U(Hx,WoA(5i). 

La structure de R
2
(6, x) est aloj's déterminée (2, 13; »$., 75) par 

la relation 3£°(4, Û)EEEHI) |D° ==H!! | D!|, D° et D" étant des groupes 
cycliques de similitudes (divisant respectivement H9 el H") des 
ordres suivants : 

«Sf ι mod 4, (D°, 1) = 2, D" = 1; 
Si - s 3 mod 4? ( D", 1 ) = 4, ( D", 1) = 2 ; 
Sip=2,(D", 1) = (D", 1) = 3. " 
De là résulte (jue A.2 (6, τ: ) ~ Cfe" ( 4, ~). 
Comme Ra(6, 2) est isomorphe à <Jl0 (5, 3) (-), donc à (\, 3) (43), 

on voit que ( j, 3) =~ CfC° ( \, 2). 
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(cf. 15)α
ί7
 = αΑΑ, β··=β',,,,, a,.= p'u (ι,/f>0), α,; = a

yy
 (/φι,-Λ), 

et, d'après (4), α,7β7 = 1, donc α == ι ou cl. 
Soit donc α une substitution de Γ autre qu'une multiplication. On 

peut y supposer non nul un coefficient de second indice φ ο, non 
situé dans la diagonale. Sans cela, en effet, les équations (4) -(b) 
(pour j ou k nul) montrent que les α

4
·„, α·

0
, β

/(
„ β·„ où i φ ο sont tous 

nuls. Et si, pour δ^έο, a'
00

 ou β
00

 était φ ο, V^aY,,*). ou VJa ΥΑυλ
 a, 

dans l'une des deux dernières lignes et hors des deux dernières colonnes, 
un coefficient φ ο. 

En transformant maintenant α par une /rai',_|TfA.^2
 [/*, s = ο ou 1; 

une substitution de cette forme est toujours dans Β (59) |, on voit 
qu'on peut supposer non nul un des αy), β,·, autre que α

Μ
. Si 

alors ψ = ο./;2, l'équation (7) montre qu'un des α/(, β7, autres 
que α

Η
, a

ol
 est φ ο. Si ο φ ο, et si tous les ayn β7·, où /> 1 sont nuls, 

βλ:ι(^> ι) est remplacé dans Υ^,χ αΥ
οΛ

χ par — λ (£β
0

ι ·+■ et 

dans Wjâ aW
ott

 par — λ(ύα
9

, -h 2ο'β01), et ces deux quantités ne 
peuvent pas être nulles à la fois. On peut donc supposer, quelle que 
soit ψ, qu'un des αy·,, β;, autres cque α,,, aon β

0
, est φ ο. En trans-

formant au besoin par une ηζφ\ou une m
2
_,Tj, ζ,/κ,). |'/·, s — ο 

ou 1, et λ étant choisi de manière que cette substitution soit 
dans Β (59)], on, peut supposer β

2(
 φ ο. On rendra ensuite β

η
 φ ο, 

en exceptant <£'abord les cas où A = Q (5, T.) OU Q2 (6, τ:), par les 
trois opérations suivantes (cf. 15) : 1" une transformation parV,3x 

qui, sans altérer β
21

, rend β
23
 φ ο (elle remplace β2:, par β

23
 — λβ2<); 

2° une transformation par U)3x qui, sans altérer β21, rend β21=£ ο (elle 
remplace β

21
 par β'Μ4-λβ23); 3° la substitution à α de or1 Vj^ aV2,x 

où β
η
 est remplacé par β

Μ + λ8(βΜ β'η — β,3β'21). Si A = Q (5, π) 
ou Q

a
(0, r.), on rend β

Μ
 φ ο en substituant aux deux premières opé-

rations une seule transformation par Ό,,,χ qui rend β[ηφο (elle 
remplace β'

21
 par βΐ,-f- λβ20 — βλ2β2ι). 

En transformant maintenant par des Y)y, U,y on annulera tous 
les β,·,, ay, où j φ ι (sans altérer βΜ). Alors, d'après (7), an = o. 
D'après (4) et (5)α'

Μ
β

η
 = ι, et tousles α ly·, α,',· ο\\]φ \ sont nuls. 

Or, |a| étant φ ο, un des déterminants à quatre éléments des 
colonnes de oc

n
, a', est φ ο. Donc un des ay2, β^2 où j φ ι est φ ο. 

Comme tout à l'heure on peut y supposer j φ ο. En transformant par 
une Y,-, ou une W

4)
 on rendra $\φφο. En transformant alors par 
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des V
ly

·, U,^· on annulera tous les β)
2
 où y φ ι cl tous les α)

2
 οΐι y 7^1, 2 

(1 α | étant φο, oc
22

 sera φο, d'après ce qu'on vient de voir). On a 
donc, avec les notations du n° 26, Y| = βη^'η X.2 = βίιΛ'ι + ««^3» et 

par suite (cf. 15) 
α_1 ΥΓ2>.α ν»2λ = V

2(
,ν

15
χ. 

Cette substitution étant dans V
12
 (40) hors de D,

2
, Γ contient V,

2
. 

Prenons maintenant <33ot/33, ou w^{t
20

aLl
i0

m
t
\ si A = Q(5, π) 

ou Qo (6, H) [λ étant tel que Λ,soit dans Β (59)] pour a. Alors 
les a,·,, $j

{
 autres que β

Μ
 sont nuls; de mcrae les α,·

2
, β^·, où j φ ι, 

sauf β
22

; de mêmelesa,,·, autres que a'
M

. Mais β,,, β
22

, a'
M
 sont φ ο. 

Donc Υ'ι = β η <£'ι, YJ = Η- β:>Ά> et l'on a 

α 1 CJ12^ oc U
 12y>

—>ν
31

,
λ

ρ
ιΡίι

υ
ιΛ

. 

Cette substitution étant dans W,
2
 hors de D,

31
 Γ contient W

L2
. 

Donc Γ contient B)2
 (40) et de même chaque 13

t/l
 où /, Λ sont φ ο. 

D'ailleurs, si ψ φ ο, d'après (25), ou d'après les théorèmes des 
nos 15-46 (cf. 15, 21), le p. g. c. d. de Γ, jB

t
·*, B

i(l
|, normal 

dans {B//f, B/01 et contenant B,/(., contient B
<0

 et coïncide avec ;B,7., B
/0

|. 
Donc, quelle que soit ψ, Γ est> Β. 

Donc, pour n> 5, tout diviseur normal de 13, A0, A ou A' non < Γ 
est >B('), et ift> = BD D est simple ( le cas n^[\ a été traité au n° 40). 

48. Considérons, pour pf> 2, les trois groupes A° = jB, tn
[S

[, 
Β' (n, -) = J B, t

t
 |, B-(n, τζ) — j B, m{îlJ (2), en convenant de rem-

(') On retrouve ainsi, pour η So, queD est le central de A (cf. 39). 
(2) Désignons généralement par (Z) Paction d'une partie Ζ de A sur les 

s points de 1 (cf. 39). (B) étant pair et (m,\) impaire (39), (B1) a la parité 
de (ti) et (B2) la parité opposée. Or (tx ) fixe les points de a~i où xxz=zyiit 

c'est-à-dire les s' points de 2^.2?,·/,·-+- ψ — ι — (on calcule s'en faisant la 
somme des nombres de solutions répondant à chaque valeur de#,; cî.E.,kk,h§). 
Donc (£,) a la parité de £ (s — s'). Or, en désignant toujours par 0ξ Je caractère 
quadratique de ξ(0ο=Ο» si n est impair (41 = ex2, />>2), s — ·π2ν-+- 0,·π', 
ΐ' = πΐν_ι — (λ_,■ πν~1 ; si n est pair, 5=ζπ2ν'-1—0πν 1 (0=ri si ψ est réductible 
ou'nulle; 0 = —1 si ψ est irréductible; /7^2), et s'= π2ν'~2 + 0πν'_1 si /? > 2? 
s'=ir2v'~2 si ρ — 2. Pour n impair, on peut se servir de la parité de (c?) au lieu 
de celle de (£,), d'après les indications qui suivent dans le texte. 
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placer B' par B', R', IV, R* ou R^ quand B sera remplacé par B, R, R, 
R* ou R /,. 

Si η est impair, d est liors de A°, et A = A°D (59). Donc un 
cles B' coïncide avec BD, el Vautre }B, dm

{ii
\ est premier à D el 

isomorphe à Αα (dm,N
 a le même ordre que /?z,

N
 et transforme les 

substitutions de B de la même manière que m
xy
). Or /

0)
..
e
= τ 

est dans B (52). Donc, en supposant c carré, si ι mod4, 
d = τ/,Μ,,,ΙΤ' niir-x

 est dans B1 ; si τ: ~3modl\, d, est dans B2 pour 
ν pair, dans B1 pour ν impair (si c est non carré, il suffit eTéchanger 
dans cet énoncé IV el B2). 

Si η est pair, D divise Al>(59). Comme la substitution γ du n° 24 
transforme /, en /,wi,P, étant le groupe des m

x
 (même 

pour η — ·ι et ψ φ ο), on voit d'abord que B'==B2. Mais A0 n'est 
pas isomorphe à B'. Cela est clair si η = 2. Soit donc n^> i. Si D est 
premier à B, d est dans B/w(>, donc hors de B/, et de B/,m,N, donc 
hors de B1 et de B2, et comme D est le central de A, A0 est ^B'. 
Si D est < B, les normalisants de Ρ dans A0 et dans celui des deux 
groupes Β1, B2 qui contient L,< (L,· est dans Bi, ou dans Bé, m,N) sont 
respectivement M0Ρ et { Μ,,Ρ, Λ/ \ (42). Or, s'ils étaient isomorphes, 
M°P | Ρ le serait à \ MBP, U< j1 P, donc M0, qui est abélien, à |MB, V>\ 
qui ne l'est pas. 

Soit par exemple λ = 4» ψ étant irréductible. Alors d est hors 
de B (59), et A0 = BD. Soient λ et ρ des éléments de S' d'ordres res-
pectifs --ι et- + i. Comme m

2?
 est dans Β/π,χ (40), m

x
\m.

if
 — m 

est dans B. En posant d'ailleurs αα = λ, αα-1 = ρ (ce qui est toujours 
permis) et (cf. 40) j' = m

xa
m.

20i
, s,.= m^mîl, Puis n-pcr = a, 

αρ' = — ρ, σ' = — σα, on a rs
r
 = m et 

Λ — Wiser'Ui2p'\V2t(TUi2p, S
r
 = V 12<Τ' V 12J5' Voiiy V 12p 

[la forme réelle de m est fournie par (3o), (3i), (23)]. Ici Ρ dérive 
des V

10
, U,„; Mn= 1 m\, et t

2
ml

2
 — mK ('). 

(') On sait {cf. S., 1)2) que. pour ρ > 2, il y a exactement trois groupes 
abstraits distincts d'ordre π®(π4—ι), non produits directs, ayant un diviseur 
normal isomorphe à Ό (2, π2). Ces trois groupes sont isomorphes à £(2, π2), 
■C(2, π2) ~ j tD, znj, £"(2, TT}) = j Ό, i/s7*·', s étant la variable de Ό. Soient 
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V. — Sur le groupe linéaire général. 

On peut étudier de la même manière que précédemment le groupe 
n<n-1) 

sylowien d'ordre π 2 de U(/i,~) ou L(/î, T.). Soient ,r,, .c
n
 les 

variables, et posons ε,·> = | a?,·, λ.χ·,·|, u-
k
\ = | .r,, χ·, -H Kx

k
\ (/, φ /'), les 

variables non écrites étant inaltérées (il sera souvent commode de 
supprimer le dernier indice de u

ik
i). On sait que U dérive des u

lk> 

et L = S"r
0
sUef

s
. Les u

ik
 vérifient les relations 

"Λ/λ"*/μ= "/,/α"λ/λ A, !> 7^ L /«' peut être égal à A, el t à 0. 

"//μ."Λ/λ"ι/μ —- "//(λ"/.μ (A F" 0· 

Soient Ρ, le abélien principal, p. p. c. m. des w
#>H

, Μ,·„ 
(P„ = P). D'après les formules précédentes P

4
- est permutable à toute 

substitution de P,
+A

. Donc P = PP,...P„_, cstun g sylowien de U. 

Désignons par J uik[ le g* abélien principal, p. p. c. m. des et 
considérons le Tableau triangulaire 

u1n" ι, « -1 ί ... l'Os! ;wis| 
J U2'l | | "2,«-l ! ·.. J "23 J 

| "n- l,ll 1· 

Appelons .s,ieme transversale la rangée d'éléments (parallèle à l'hypo-
ténuse) formée des j u

ik
 j où k — i = η — s. Le sihne central de Ρ est le 

p. p. c. m. des j u
ih

.\ figurant dans less premières transversales, lé η 
effet, admettons-le pour C„ = 1, C,, C,, et soit ξ un élément de C

i+
, 

où entre le générateur uki. Pour que ξ soit permutable à u
jt
 mod C,, il 

faut que i — h soit 5η — s — 1, et / — /iris quel que soit /11+ 1. Il 

C, <!V, C" les normalisants respectifs [tous d'ordre π2(π2— ι)] d'un © de V) 
dans !é', ·£*· £|ffi=îi's; est cyclique, C \ Œ) = \ ι1-ζ, z* ; diédral, et 
£"| (0 = J i'*z, icnJ n'est ri i cyclique ni diédral [il n'a qu'un e2 qui est (— 5) et 
n'est pas abélien ]. On a ainsi démontré à nouveau, pour 2, que Β2ΞΞL' 
(cf. 40). 
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suffit que la condition soit vérifiée pour /== i +1, d'où i— h = n~s — ι. 

L'ordre de C
f
 est évidemment π 2 . 

La forme générale des substitutions de Ppest |a?p, 1Lapk.xk
.|, apk. étant 

nul pour Λ* <d pet app égal à ι. Donc, dans la matrice générale a = (a
ik
) 

de P, les a„, sont égaux à ι, ci les aik. où Λ < i sont nuls; les autres 
sont arbitraires. 

Soit α = (α,
7ι

) une matrice permutable à Ρ et α a — «'α, a étant 
arbitraire dans Ρ et a'—(à

ik
) étant dans P. La comparaison des 

termes diagonaux de χα, a'α donne Σ^,α,ρΧρ,· = Σρ
=ι

α
/ρ

α'ρ/, d'où, pour 
t* = ι, Σ'α,ρβίρ, = ο, et, les α

ι?
 étant arbitraires, αρ, = ο pour ρ >i. 

Admettons que αρι = ο pourp>i, que «ρ
2
=ο pour ρ > ι», 

que αΡι/_, = ο pour ρ > k—i. L'équation donne, pour / = A*, 
2>"·+ιαι

<ρ

ν·μ = o, d'où 0L
pk

o pour ρ > k. 
Donc, en désignant par M le g

in
_1|B

 abélien p. p. c. m. des ε
/7ι

, « est 
* "-1' 

dans MP. Donc MP = PM, d'ordre T. 31 (τ. — ι)Λ, est le normali-
sant de Ρ dans L. En désignant par Mû le ρ. g. c. d. de M, U, on a 

n</i—|i 
évidemment M = Σ,7~2Μϋ5ί'

;
, cl M°P, d'ordre - 2 (·π — i)"_l est le 

normalisant de Ρ dans U. 

NOTE. 

Le cas οίι η esl impair avec ρ — 2, écarté au ne 26, donne lieu aux remarques 
suivantes : 

En définissant A" et Β comme pour η pair avec p = 2,ona ici, A étant simple, 
B = A°=A. La dernière formule du n° 32 fournit d'ailleurs l'expression de 
lk— t

Qk par les générateurs de A0. 
En désignant généralement par G;·,.,.*,,( a ν, τ.~) ce que devient G(av, π) quand 

on remplace x,· par x
k
.. et yk

 par j/., la formule (27) montre que ) B
0
/., B„/ J est 

ici isomorphe au produit direct de G/,.(2, r) = U
Jl>k

(2, π) (20) par G /(a, π), 
doue isomorphe à B/./ (40). Le p. g. c. d. Δ*/ de J I3

0
/,., B

0
/ j, 13a·/ est formé des 

substitutions s=zsk:.st (.?/ étant dans B0<) qui laissent χ inaltéré. Or pour que s 
laisse χ inaltéré, il faut évidemment que.?/, els/ le laissent aussi inaltéré. D'après 
le n° 26, ·?/,· est alors dans le groupe de Xkju·, dérivé des mk et de t/

c
. Donc Δα·/ 

dérire des /??/, des mt et de //,·/. Son ordre est 2(7: — 1)-. 
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L'isomorphisnie de Aft(3, π) avec.^(2, π) indiqué au n°40subsisle poury>=2, 
et j'ajouterai que, pour /> = 2, la substitution de A0 (3, π) qui transforme ζ 

en — Ç est, en posant a<3 — py = Δ (<?/. 32) 

x\ A-1 (a2#!7 Vi ~2aßa? [ Ü.,. s V», si a^o,» 1 ■ k ' "* ITT 

V, A“1 ( — cy*j?, -+- o2 /, -t- 2cy5¿r 

ay J?, -+- ~ y χ + ( 7.0 4- Py )x 

ó i Uolf ft Vul< 

tnni I. *’ V V m,yo 1 SI Oí = o. 

Ε ΗΠΑΤΑ. 

Page 3ο8, première ligne du η° 16, ou lieu de a = — a, lire a guuclic. 


