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Sur les quartiques gauches de première espèce, 
leurs représentations paramétriques et leur classification, 

PAR R. DE MONTESSUS DE BALLORE. 

INTRODUCTION. 

Les quartiques gauches de première espèce, qui sont les inter-
sections de deux surfaces du second ordre, se partagent en trois 
groupes : les quartiques <p

4
, qui ont un point de rebroussement; les 

quartiques <p
4

, qui ont un point double, et les quartiques <p,
t
, qui 

n'ont pas de point singulier (' ). 
Les quartiques o"

A
 et <p'

4
 sont unicursales, comme le sont aussi les 

quartiques gauches de deuxième espèce : on sait que ces dernières 
courbes sont les intersections d'une surface du troisième ordre et d'une 
surface du second ordre, qui se coupent en outre suivant deux généra-
trices d'un même système de la quadrique. On sait aussi qu'il n'existe 
pas d'autres courbes du quatrième ordre que celles de deuxième et de 
première espèce. 

Certains théorèmes généraux montrent que les quartiques elles 
ne sont pas unicursales, peuvent être représentées para métrique ment 
au moyen des fonctions elliptiques : et cela met en relief des propriétés 
intéressantes et bien connues de ces courbes. Cependant, il faut 
prendre garde, nous le verrons, que ces quartiques doivent être 
partagées en trois sous-groupes : les courbes <pj, pour lesquelles le 
faisceau de quadriques correspondant comprend quatre cônes du 
second degré réels ; les courbes φ4, pour lesquelles deux cônes seule-
ment sont réels; les courbes <pJ, où il n'y a plus de cônes réels : et, si 
un cône est imaginaire, son sommet est imaginaire, quand la courbe 
est réelle. 

(*) Cette notation paraît être insuffisante. Une notation un peu différente 
sera proposée au n° fcS. 
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W. Killing (') a réalisé la préparation paramétrique des quar-
tiques ©J au moyen des fonctions a", et l'on peut remplacer ces fonc-
tions, qui figurent par leurs rapports, par snw, cnw, dnw, sous réserve 
de montrer que le module k* est compris entre ο et i. Celle représen-
tation ne convient plus pour les sous-groupes φ®, cpj, à moins 
<Γaccepter un tétraèdre de référence imaginaire, car le tétraèdre 
employé a pour sommets les sommets des quatre cônes correspondant 
à la courbe : et si le tétraèdre est imaginaire, les coordonnées le 
sont aussi. La même remarque doit être faite pour la représentation 
indiquée par Léauté (2), qui emploie les fonctions snw, cnw dn«, et 
pour les résultats obtenus par G. Loria(3), qui se sert des fonctions 0. 

11. Halphen (4) a montré que les fonctions pu, p'u, p"u peuvent 
représenter les quartiques de première espèce; ici, deux cônes au 
moins doivent être réels, sauf recours encore à des coordonnées ima-
ginaires, quand aucun des cônes n'est réel. Le cas de quatre cônes 
réels prêterait à discussion. 

Plus récemment, A. Enders(5)a distingué, dans cette question, les 
trois sous-groupes ©J, 9*, et paraît avoir employé des tétraèdres 
réels, mais les formules qu'il donne sont compliquées d'imaginaires 
dont la présence n'est pas justifiée pour les quartiques des sous-
groupes oj, o\. Les fonctions employées pour la représentation para-
métrique sont celles de Jacobi. 

Chacun de ces auteurs enfin se préoccupe plutôt de montrer la possi-
bilité de représenter les quartiques φ., par les fonctions elliptiques et 
d'indiquer des formes générales de représentations paramétriques, 
que de réaliser les transformations permettant d'écrire les équations 
paramétriques en fonction des données qui figurent dans les équations 
tétraédriques ou cartésiennes. Aussi leurs résultats ne permettent pas 
d'aborder certains problèmes importants, par exemple celui, non encore 
étudié, et d'un grand intérêt, de la description des diverses quartiques 
constituant chaque groupe ou sous-groupe : les formes géométriques 
de ces courbes ne nous sont connues que dans des cas particuliers. 

(') VV. KILLING, Diss. Merlin, 1872, p. 11. 
(2) H. LÉAUTÉ, Journal de VEcole Polytechnique, XLVl® cahier, 1879, p. 65. 

( ·') Ci. LOKIÀ, Alli /i. Acad. Lincei, Rendiconti, 6° série, t. II, 1890, p. 179. 
(4) II. HALPHEN, Traité des fondions elliptiques et de leurs applications, 

t. 11. Paris, 1880, p. 45o. Voir aussi D'ESCLAIBES, Thèse, 1880, p. 97. 
("') \. ENDKHS, Nova Acta Acad. Leop., 85, 1906, P. 4OI. 
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J'obtiens dans ce Mémoire la représentation par les fonctions sn«, 
cn«, dnw des quartiques définies par leurs équations Lëtraédriqucs, en 
partant pour chaque sous-groupe o\, ©J, φ:,| de coordonnées réelles. 
Ces fonctions snw, en m, dnw ont toujours leur module /» réel et 
compris entre — ι et +i. Dans un cas, un seul, il s'introduit des 
imaginaires, c'est à propos des quartiques ©J ('). 

Je donne ensuite la solution de la représentation paramétrique des 
quartiques définies par trois cylindres : ici tous les éléments sont réels. 
Ce problème n'avait pas encore été abordé : il présente de grandes 
difficultés (2). 

Je montre aussi que les quartiques ©,, qui sont de genre zéro, 
doivent être partagées en deux sous-groupes. 

Comme conclusion, j'établis une classification nouvelle des quar-
tiques gauches de première espèce. 

Les fonctions snw, cnw, dnw n'ont pas été choisies au hasard. Leur 
intérêt, pour la représentation de courbes réelles, vient de ce qu'elles 
rendent aisée la distinction du réel de l'imaginaire et aussi de ce que 
ce sont les seules fonctions elliptiques dont on ait construit des Tables 
numériques, sous forme d'intégrales elliptiques (3). 

Les calculs sont minutieuxetoifrent quelque difficulté; le lecteur ne 
devra point en être surpris : il semble que ce caractère soil inévita-
blement attaché à toutes les questions se rapportant aux courbes 
gauches ( '). 

CHAPITRE I. — Quartiquesp 1 3. 

1. Les quartiques pour lesquelles les quatre cônes sont réels, 
peuvent être représentées (5) par le système d'équations 
(ι) α X2 -h β Y2 -E- y Τ2 = o. oX.2-hsZ2+rT2=zo, 

(1 ) R. DE MOXTKSSUS DE BALLORE, Comptes rendus de L'Académie des Sciences, 
t. 161), 1918, p. 212. 

(2) R. DE MONTESSLS DE BALLORE, Ibid., p. 345. 
( ') Des Tables étendues et interpolates des intégrales elliptiques de première 

et de deuxième espèce et de la fonction Lo%q sont actuellement sous presse 
(Paris, Gauthier-Yillars et Cic). 

(l) Cf. par exemple, à ce propos, M. HALPHEN, Classification des courbes 
gauches algébriques (J. F. P., 1882), et R. DE MONTESSIS DE BALI.ORK, Sur les 
courbes gauches algébriques ( J. M. P. /1., 1916). 

(S) PAINVIN, NOUV. Ann. Math., 1868, et R. DE MONTKSSUS DE BALLORE, Intro-
duction à là Théorie des Courbes gauches algébriques, Paris, Croville-Morani, 
1918 (Cours libre professé à la Faculté des Sciences de Paris), autographic. 
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où Χ, Y, Ζ, Τ représentent les coordonnées x, y, z, t de la courbe, 
prises dans un certain ordre (par exemple, » = Y, r=x, * = z, 
< = T), le tétraèdre de référence ayant pour sommets les sommets des 
quatre cônes. 

Parmi les coefficients α, β, γ, un, au moins, est négatif et deux, au 
plus, sont négatifs, sinon la courbe serait imaginaire. Un changement 
de signes ramène le second cas au premier. Il en est de même pour δ. 
ε' ζ\ Si nous mettons les signes en évidence, nous obtenons les neuf 
combinaisons que voici : 

(I) j _aX2 + εΖ2 +ζΤ!=ο, ' ί 3Χ* + εΖ* — ζΤ2 = ο,j - «Χ2 -+^Y2-hyT2=o, j «Xs-^Y2-yT»=o, 

j -«Χ·+βΥ»+/Τ«=ο, ( «XJ+ β Y2— yT2=o, ' j ÔX2 —εΖ2 +CT2 = o, ( ] j ÔX2-eZ2 4-ÇT2 = o, 

j -*X2+ βΥ2+/Τ2 = ο, j «X2h- βΥ2 — yT2=o, j <3X2 + εΖ2 — ζΤ2=ο, (· j -5Χ2 + εΖ2 4-ÇT2 = o, 

j ocX.2 β Y2 -+- yT2— o, j αΧ2 βΥ2 -f-yT2 = o, ΚΊ) j _«5Χ2+ εΖ2 +CT2 = o, I ôX2 4- εΖ2 — ζΤ2 = ο, 

(9) ί «Χ2-βΥ2+>Τ2=:ο, | δΧ2 —εΖ2 +ζΤ2 = ο. 

Nous allons réduire à trois les neuf systèmes d'équation s qu'on vient 
d'écrire. 

i° Échangeons X et Τ dans le système (2); il vient 

— γ X2 -4- β Y* -h α X2 ο, — ζΧ2+εΖ-4-όΧ2 = ο, 

système équivalant à (1); la même transformation montre que (4) 
équivaut à (3) et que (6, 8) sont respectivement équivalents à (5, 7). 

20 Le système (9) est réductible au système (5). En effet, éliminons 
d'abord X2, puis T2 entre les deux équations (9). Il vient 

t _ βδΥ2+(^-«ζ)Τ2 + αεΖ2=ΐο, | — βζΥ2— (yd — «Ç)X2-f- ysZ2 = 0 ; 

si γδ — αζ > o, nous écrirons ce système 

j — βδΥ2 + (yd - αζ)Τ2 + ocs7J= ο, βδ Y2 + (yd - «ζ)Χ8 - y-zt = ο ; 
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sa forme équivaut à celle de (5); si γδ — αζ <o, nous l'écrirons 

( β<3Υ24- (<χζ — y<5)T2 — a.s.'D — ο, -βζΥ2Η_(αζ_?(5)Χΐ+>εΖ!!=ο, 

forme équivalant à (6), donc à (5), i°. 
3° Le système (7) est lui-même réductible à (5), par la même trans-

formation. Éliminons en effet X2, puis T2; nous avons 

-β<5Υ2 + αεΖ24- (yà-h <χζ)Τ- = ο, βζΥ2+ y£ Ζ2- (yd 4- αζ)Χ2=τ ο. 

Il ne reste donc à étudier que les systèmes (1), (3), (5). 

2. Ne précisons plus, pour le moment, les signes de α, β, γ, δ, ε, ζ. 
Revenons au système général 

(10) αΧ2 + βY24-yT2, <5Χ24-εΖ24-ζΤ2 = ο (signes de α, ..., ζ non précisés) 

que nous écrirons 

X2 .Y2 ,X2 Z2 a ψϊΓ r ^2 7—°1 0 Fp ε ïp 4-ζ—o. 

i° Posons 
(11) • X λ Y _ μ en κ Ζ vdnw Τ sn«' Τ SIJ« ' Τ sn« ' 
il vient 

(12) ( αλ2 -f- β^2(ι— sn2u) + y sn2« = o, ( ολ2 + εν2 (ι— A2 sn2 u) 4- ζ sn-u = o. 

Exprimons que ces deux relations sont identiquement vérifiées. Nous 
aurons 
(ι3) αλ2+βμ2=ο, —β{χ24^=ο, όλ24-εν2=ο, —εν2 A2 4-ζ = ο. 

Ces relations montrent que α et β d'une part, δ et ε d'autre part, sont 
de signes contraires et que β, γ, puis ε, ζ sont de mêmes signes. Les 
quatre combinaisons possibles 

a. ji. γ. δ. ε, ζ. 

4- — — 4- — — 
4- — — — —h 4-
— -f- -+- -f- — — 
— + -t- — 4- H-
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se réduisent, en changeant au besoin tous les signes de Tune des 
équations (10) ou même de ces deux équations, à la combinaison sui-
vante, où les signes sont mis en évidence : 

- « X2 -h [3 Y2 4- y T2 = o, — d Χ2 h- ε Ζ2 + ζΤ2 — ο ; 

c'est le système (ι). 
Calculons Ρ au moyen des équations (i3). Ces équations donnent 

y = iV, λ2=- 2μ2 = —z, iv'- = -àK= y—,' α α α 

/2 — JL — εν2 ~ yè' 

^ est positif, comme il est nécessaire; cette quantité est moindre 
que ι si αζ<γδ; si l'on avait αζ>γδ, il suffirait de poser, au lieu 
de(n), 

X λ Y μ dn u Ζ yen umΤ sn«' Τ sriM ' Τ snu ' 

on trouverait un système analogue à (i3), avec 

0 < k2 = yb ae < 1. 

2° Revenons au système (io) et posons 

X λ Y μβηη Ζ vdn« Τ en a ' Τ en u ' Τ cil η ' 

le système (io) prendra la forme 

\ αλ24- βμ* sn2« + */('— sn2«)—o, 
\ άλ2 4- εν2(ι — A-2 sn2 u ) 4- ζ ( ι — sns u) ~ o. 

Exprimons que ces relations sont identiquement vérifiées : 
^ aXeH-y=ro, βμ2 — y — O, 

όλ2 4- εν2 4- ζ = ο, εν2 /r2 4- ζ = ο ; 

d'où l'on déduit, par élimination de ζ entre les deux dernières, 

δλ2 4- ε ν2 ( ι — A2 ) —. ο ; 

« et γ, ç et ζ, δ et ε devant être deux à deux de même signes, β et γ 
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devant être de signes contraires, nous avons à étudier les combinaisons 
suivantes : 

jt. p. γ. ο. ε. ς. 
_)_ — — _|_ — _|_ 

-b — — — H- — 
— -4- 4- -+- — -+-
— -+- -+- — -+- — 

qui par des changements de signes convenables, se réduisent à celle-ci : 

— -h -h -+- — H-

Cest le système (3). Ici, 

VJ-= — O/r —ζ—ί— — - 5 y yo yo — ας a a 

εν2 σ.ζ — yd yd ' /c* — = — I · 

comme ||est négatif , k2 est compris entre ο et 1. 
3° Posons en dernier lieu 

X λ Y μ sn u Ζ ν en m > Τ dnw' Τ dn« ' Τ dn« ' 

le système (10) devient 

^'αλ2-{-βμ2 sn2« + y(i— /r2sn2«) = o, 
{ <5λ2 -f- εν2 ( r — sn2 u ) H- ζ (r — A2 sn2 u ) = o, 

d'où 

«λ2 -l· y ~o
} βμ2—yA'rro, άλ8Η- εν2 -+- ζ = ο, εν2 -h ζ A'2 = ο, 

et, en éliminant εν2 entre les deux dernières équations, 

οΛλ24-ζ/ί,2=ο; 

donc α et γ, puis ε et ζ, et δ, ζ sont respectivement de signes contraires, 
mais β et γ sont de même signe, ce qui se résume en 

x. 'fi. γ. 0. ε. ζ. 
— + Η- -h -t- — 
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et l'on trouve ainsi le système (5). On a 

*«=_h.= ï|, 
quantité positive. 

Cette transformation suppose γδ <ζ αζ. Si γδ >αζ, on écrit 

X λ Y μ COU Ζ V cnu Τ dnw' Τ dn u ' Τ dnu * 

et l'on obtient pour k12 : 
k2 = aS yb 

3. Une quartique définie par un système tel que (ι), peut donc 
toujours être représentée paramétriquement au moyen des fonctions 
sn, en, dn par un des systèmes 

X __ Y _ Ζ __ Ύ_ λ μ en m ν d η α sn u ' 

Χ _ Y __ Ζ _ Τ λ μάηιι ν en m sna' 

Χ Υ Ζ τ 
λ μ sn il ν <1 η ιι en u ' 

Χ Υ Ζ Γ 
λ μ sn u ν en u draw' 
Χ _ Υ _ Ζ _ JT^ 
λ μ en « ν sn α d η u ' 

où λ, [α, ν sont réels et o< k.
2
 < ι. 

En faisant correspondre convenablement χ, y, s, l à Χ, Y, Ζ, T, il 
en résulte que toute quartique «p J définie par un système d"*équations 

«X''+ β Y2 + γ Τ2 — ο, ίΧ«+εΖ2 + ζΤ1-— ο 

peut être représentée par des équations paramétriques de la forme 

04) % — ——— = —-— rr (ο < A'2 arbitraire < i). 

où \ p., v sont réels.On peut ajouter que les expressions de λ, p., v en 
fonction de α. β, γ, δ, ε, ζ sont des plus faciles à obtenir. 
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Réciproquement, les équations (i4) représentent toujours une 

quartique <pj, quels que soient λ, (A, v, /r. 
Éliminons en effet sn u, en w,dnw entre les équations (i4) et celles-ci 

su2m + en2//. = j, A^sn2** H-dn2« — ι ; 
il vient 

λ2 î- λ2 x*·—^ r2- û_w5 = o, χ*—Ρ- vU9-, 

équations qui représentent la courbe dans le système de coordonnées 
où le tétraèdre a pour sommets les sommets de quatre cônes du faisceau 
ponctuel de quadriques correspondant à la courbe. 

L'équation du faisceau de quadriques est 

.rs(i -t- Λ) — -^(i + fc2
\)y-— 75·-s2— l'2At- — ο; 

l'équation en Δ 

ι + Α ο ο ο 

ο + *2u2Λ) ο ο 
= 0 

0 0 - h2 v2 0 

ο ο ο — λ2Λ 
ou 

(ι Λ) ( 1 -+- £2Λ)Λ — ο 

a une racine infinie (elle est, en principe du quatrième degré), une 
racine égale à — 1, une racine réelle, une racine égale à — ^5· 

Ces racines sont réelles et différentes les unes des autres, et cela 
correspond à la définition des quartiquesp1 4. 

CHAPITRE II. — Quartiques φ|. 

4. Ces quartiques peuvent être définies par les deux cônes (') 

y2 4- Β (s2 — t2) -4- aDii = ο, χ· 4- B' (s2 — t'1) + 2D'.: t — o. 

(') PAINYIN, etc., loc. cit., p. 79, Note (5). 

Joym. de Math. (7« série), tome IJI. — Fasc. 1J, 1917. 13 
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Posons 

( 2 ) t — « s ; 

il vient 

(3) r2H-[B(I — Ïs) + 2D«];! = O, [Β'(Ι — a2) + D'A]5s= o. 

Ici encore, les signes de B, D, B', D' vont jouer un rôle fonda-
mental. 

ι». I. Soit 
B — — p*<o, D = — 72<O; 

nous avons 
y2 4- (p***—zq** —p*)s*= o, 

OU 

w ^_£ΐ±^Γ,_ί^ιΐ!)!1,»
=

ο. 

Nous avons 
1- (p2a- q2)2 p4 + q4 > 0, 

sinon le premier membre de celte équation ne pourrait s'annuler pour 
des valeurs réelles de nous pouvons donc poser 

yo2« — <72 ν/>4-^?4 
et nous en tirons 

a = VP4 9 ' sin<p -t- y2 
Il en résulte (2, 4)? 

V / ^·> 1 J ρ ,/>' + <?'si»φ + g' Ve!±^,cos,,. 

Nous avons ensuite 

-a_ typ*+9k sincpH-7')8 p'< -

= |— (/>4+ <74) sin2<p— iqt\fp',+ q'*s\ηφ 4- //♦ — <?;]s2, 

z(t) _ . _ \Zpk + 9* sin φ -+- 72 . p2 
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portons dans (12) ; il vient, après réduction, 

/6\ «—J_i/ B' (/>* + ?4) sin" <P + 2 + ?4( Β' — Ό'ρ* ) sin ω V ' ' ~ p2\ —B'(p'>—ql>) — 2O,p*qiz. 

On remarquera que le discriminant de la quantité sous le radical 

(7) (/j4H- q'*] [(BV — D'ply + B'S(/>V—q4) +- 2B'D'/?S72] —(p4 + q4) D2 p 

est toujours positif. 
Les formules (5, 6) réalisent une représentation paramétrique des 

quartiques φ®, dans l'hypothèse Β < ο, D < ο. 

II. Soit maintenant 

Β = — P'< 0, D=^2>o. 

La représentation paramétrique sera réalisée en changeant q- en — y2 

dans les formules (5, 6); le discriminant (7) η est pas modifié et 
reste positif. 

III. Soit 
B = jy2>»o. I) ~ q2^> o. 

Nous avons ici 
γ2 — ( ρ2 α2 — 2 q2 α — ρ2) ζ2— ο, 

y2-P4 +q4 (p2a-q2)2Ρ L />·+?' J z2 = 0, 

avec nécessairement 

(p2a - q)2 p4 + q4 - 1 > 0 

sinon ̂ serait imaginaire. Posons 

(S) p'-X-q* = _Ι__. v/^+7 sino' 

nous aurons 

y2 -p4 + q4 p2 (1 sin2 p -1) = 0. 

(9) J = — 1 : -S-. . \/ρν-Η G01*©y J p sincp 

La relation (8) donne ensuite 

a = <7* sin 9 -+- y//>v H— q*jy2sino ' 
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et il en résulte (2) 

(10) (ro) t — ^sin? + V+ /?ssin<p 

Nous avons ensuite 

-2 Γι W sin? + v//>v+yQ-"| " l. p* sin2φ J 

(ρ'4 — <y4)sin2c!> — 2q-\Jp'*-\- 7* sin cp — (p44- 74) />4sin3cp 
et (10) 

zt = _, _ 72 sin φ ν/ρ4 4- 74 _9.ρ2 sin ω 

nous avons encore (ι2) 

λ;2 — W(p*— 74) sin2 ο 2 B7/2 ν/ρ4 4- 74 si"9 -4 Β < p' 4- 71 ) -s3 /j4 si η2 ο 

_ ο Π' 7
2si»? + \/pÎ4-7t 

ρ- si η φ 

et, après réductions, 

_ ι Λ /[~ B'(P4~yv) — 2 D'y/2 72] sin2 y /j>2 sin cp V 4- 2 \/p4 4- 7V( B'72—D'/>2) sin φ 4- B'(//' -f- 74)-· 

Les formules (9, 10, n) donnent une représentation paramétrique, 
dans l'hypothèse actuellement laite. 

Le discriminant de la quantité sous le radical 

(P* 4- r/4) |(B'72 — D'//2)2 — [— — 74) — 2D'/>272]B' j = (/>v-+-r/,)(B's 4- D'â)/>4 

est toujours positif, comme dans les cas précédents. 

IV. Soit en dernier lieu 

B=ps>o, D=—ys<o; 

on obtiendra les formules voulues en changeant q- en — cf dans les 
relations (9, 10, 11); le discriminant 

(ρ4 4-e/4) (B'24-D'2)/4 

reste positif. 
En résumé, en distinguant quatre cas, les quartiques φ2 peuvent 
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être représentées paramétrique ment comme il suit, au moyen des 
fonctions circulaires : 

I. 
y2 — p2{.s2— t2) — iq2zt = ο, χ2-+- IV(s2 — t2) -+- 2D' zt = o; 

(12) ) * ~~ p* y-2\/p^-hqi(B'q2 — D'p2)sino — 74) — 2O'p2q2, 1 .7 _ V^4+7* 1 _ Sir ψ-h g2 

II. 
y2— ρ2(ζ2 — i2)-f- iq2zt = 0, λ?2·+- 6'(s2— ί2) + 2D'sî=:o; 

(3) „ s ~~ ρ2\ — 2 ν//?4 4- gr4(BV/î-+-D//?!) sin φ — Β'(ρ4—q'+)ίΤ)'ι>2 q2, ( £ _ £_ /BV+Ti^ 

III. 
r5 + /?2(s-—i2)-h 2q2z I = ο, xs-t- B'(s2 — ί2) 4- 2D'si =r ο; 

(14) ζ ρ2 sin <p y -f-2 y//>4+74(B'72 —D//?2)sin9-f-B,(/?4+^rv), ί £ __ ι /[— pk) — ^D'^?8] sin2φ Iy s/p^-V- q4 cos© ί ^2 sin φ -Η \//?4-4- <74 

IV. 
r2 -t-p2(32 — /2) — iq2zt m ο, λ;24- Β' (ί2— <2) + 2D'î/ = o; 

(15) ι £ _ ι /[— Β'(ρ4- <74) -Η 2D'pV] -si',2<P „ ) ^ ρ2 sin φ Υ' — 2\Ιρ^-\- q'*{W q2-+- D'p") sin© -4- B'(p4 + y4), I y _ \Jp!t-+- 74 cos<p ί _ — 72sincp -¥■ y p1*-\-q'y 

Il est rappelé que les discriminants des trinômes en sin® qui figurent 
dans les expressions de ^ sont toujours positifs. 

6. Nous allons maintement faire disparaître les radicaux des expres-
sions de en introduisant les fonctions elliptiques snw, en M, dn«. 
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Posons 
(.6)

 51
„

φ =
 _|

ϊ>
 cos<P=rJL

ï
· 

Dans les quatre cas (i2-i5), l'expression de ^ comporte un radical de 
la forme 

U — i/asin'2© 4- 2 b sin© 4- c (b'2—ac > o), 
qui devient 

v
 = \/«(jTj)'+,-bTTT-+c 

— i + β* s/ai1
 — β')2 + 2ά(ι — β3) (I 4- β2) 4- C(| + β-)-. 

Ici encore, plusieurs cas sont à distinguer : 

ι0 a > o. — On a 

a(ι -4- β2)2ϋ2 = a2(j — β2)2-}- 'jab(i — β2) (ι -+- β2) 4- ac(i + β2)2 

— [a -h b — (a — &)β212— (Λ2— ac) (ι 4- β2)2. 

(171) α(ι 4-β2)2ΐ-]2 = [</-+-Λ+y/62—ac — (a — 6 — \fb"x—ασ)β2| 

X [a 4- & — \Jb- — ac — (a — b -+-\/Λ2— ασ)β8]. 

2° « < ο. — Écrivons, pour un instant, — a
t
 au lieu de a. Si 

(1 + β*)2ϋ2=Γ— α, (ί - β2)24- 2 b(i - β2) (I + β2) 4- c(i -h β2)2, 

α,(ι 4- β2)2ϋ2 = — α2(ι - β2)2 4- 2 α, à {ι - β2) (ι + β2) Η- α, c(i 4- β2)2 

— — [αι(' — β2) b(i 4- β2)]2 4- b-(i 4- β2)24- α, c(i 4- β2)2, 

ou, en revenant à a, 

— a(r 4- β2)21Ι2= — [α(ι — β2) 4- b(i 4- β2)]24- (b1 — ac) (1 4- β1')2, 

(ι?2) — α(ι 4- β2 )2U2— [ ab^b"'~ ac ~ ( a — b — \/b2—α<-·)β3] 

χ [— α — b 4- \Jb- — ac — (— a b — s/W^âc') β2]. 

Il en résulte, en épuisant les combinaisons de signes possibles, que 
α(ι -+- β2)2ΙΡ ou — a(i 4- β2)U2(on choisira celle de ces deux expres-
sions qui est positive) appartient à l'une des cinq formes 
(18) ±α(ι 4-β2)2ϋ2= V2 — ( y* 4- Ρβ·)(/η«4- >ί2β2), 

(,
9

) ± α(ι 4- β2)2υ2=: V; = (-y2 4- /*β») (ιι.« + α2β2), 

( 2o) ± α(ι 4- β2)2υ2= V2 — ( y2—/2β2) (/α24-α2β2), 

(2 1 ) " ±α(ι 4-β2)2υ2^: V2 = ( y2—/2β2) (/η2—/ι2β2), 

(22) ±β(ΐ4- β2)2ϋ2= V|=(—y«+ /2β2)(τη2- α2β2). 



SUH LES QUA11TIQUES GAUCHES DE PREMIERE ESPECE. 9* 
Les autres formes possibles se ramènent à celles-ci par des change-
ments de signes; par exemple 

(—y* -+-l2 β* ) (— ni2 -+- η* β2 ) = (y2 — l2 β2) ( m2 - η2 β2), 

ce qui est la forme (21). 
Il est à remarquer cependant que certaines de ces formes doivent 

être exclues. Examinons en effet la forme VJ; (17) donne, par com-
paraison avec VJ, 

y'2 = a + b ■+■ \Jb2 — ac, l2 = a — h — \Jb'1— ac, 

m2 — — a — b -+- \Jb2 — arc;, nz=. — a -+- b — \/b2— ac, 
d'où 
(?,3) β+ί2=2α, m'2+n2=—ία (« < ο), 

où l'égalité (2.31) ne peut pas avoir lieu. Rien n'exclut cependant 
a priori, la forme VJ si a > o; en effet, ici (16), 

jî — a + b -+- \Jb2 — ac, /2 — a — b — y/b2— ac, 

m2— a -+- b— \/b2 — ασ, /ιι= a — b -4- \fb2
— ac\ 

en fait, nous verrons que VJ doit être exclue dans tous les cas, de 
même que VJ, VJ, sauf introduction d'imaginaires; et l'examen de 
ces cas sera loin d'être inutile ( nos 7, i°, 3° et f>°, puis 8). 

7. i° Considérons VJ. — Nous avons 

V2 4 = j2m2(1- l j B2)(1-n2m2B2) 

Admettons ici, et dans ce qui suit, jusqu'au n° 8, pour plus de géné-
ralité, car il se présente des problèmes qui ont un certain intérêt, qu'il 
n'y ait aucune relation autre y, m,/i;en fait, pour la question posée, 
certaines relations existent (23). 

Soit 

(2-I -<— 0« ~ ~ ' ) V- η2 l2m2 

posons 
n m B = sn a; 
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nous aurons 

N2 4 = j2m2(1-l2m2 j2n2 * n2 m2B2)(1-sn2u) ; 

posons en outre (24) 

l2 m2 j2 n2 = k2 ; 
il viendra 

V4 = Jm dn a sn u ; 
d'où (21) 

y/± « (1 -)- β2)ϋ — jm en u du u, 

(™) U = -f= - ;. T1 jm cni/dnw m2 n2 sn2 u 

en outre (16) 

sin φ — 5 cos© — m2 „ m 1 -sn2a 2— situ 

Les formules (12) donnent alors 

, 2 'L· sjρ** -+- 0* sn u χ _ 1 ^ /menu dnu y l y' J 

(26) 

1 ^//>'>4-^1 — ^-sn2«^ +^n- ^-sn2«) ! p\i+-^s"-u) 

on aura des résultats tout à fait analogues en partant des formules (i 3). 
Les formules (14) donnent ensuite 

.r U jm c 11 u ζ μ2 sin© , ,——/ m2 . \ 

(27) y _ \jjy-hq'm n \ 1 τ sn2 u 

I t _/>'+ »'(■+ï£ sn'»)^ 5 ~ 2/ , \ ' 
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-f - sont donc de la forme Z> Ζ Ζ 

. χ λοηΜάηΐΛ y /jtsnw t vsn2w4-pζ ω sn2 M -f- σ ' ζ Ω sn2 « 4- σ ζ OJ sn2 u -{- <7 

i° La transformation qu'on vient de faire est une conséquence des 
formules 

en2 M = 1— sn2«, dn2« = ι — k2 sn2«. 

Exprimons sn2M, dn2 M, sn2wdn2 u en fonction de en2 u : 

sn2 u = 1 — cn2«, 

dn2 u = k'2 4- k2 en2 u, 

sn2«dn2« rr ρς(ι — cn2t/)l 1 h- ^cn2«j. 

Cette formule va convenir à VJ. En effet (20), 

VI=/,„*(, -1 (,-) (,
 +

 p.) - t p.) (,
 +

 £ 11 ή. 

posons 

l j B = cnu 

et déterminons k- par la condition 

η2/ _ k'· _ k2 m212 k'2 1 — k2 ' 

d'où 

/·-- n1·!2 n2j2 4- ni* l2 ' 
V* pourra être écrit 

Vij = j2 ni2 ( 1 — k2) sn2 u dn! //, 
d'où 

( 29 ) V
3
 — Jnik' sn u cl η u ; 

on pourra donc, dans le cas actuel, représenter ' par les fonc-
tions en M et snwdnw. 

Il est bien évident que les formules finales sont les formules (28) 
où l'on change snw en en M et cnwdnw en snudnu; donc, ici, 

(30) χ λ sn u dn u y _ μ en α / ν en2 u 4- ρ j ti)cn2«4-ff' ζ ώοη2«4-σ' -s ωοη2//4-σ 

Journ. de Math, (y série), tome III. — Fasc. II, 1917. l3 
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3° Exprimons maintenant sn3w, en*u et sn2Mcn2a en fonction 
de dn2w. On a 

Sll2tf:rr , ι — dn1 u , — A s-f- du u 

sn2 u en2 u = , , (i — dn2a)(—A'2-+-dn2«) K2 

V3 peut, à son tour, être écrit 

n-WHkXHSi-HM· 
soil 

j2 n2 l2 m2 < 1; 
nous pouvons poser 

— β — dn «, ·ίΧ = /,■>. 
et nous aurons 

V5 = lm n k sn u en u, 

ce qui réalisera la transformation. 
Si 

j2 n2 l2 m2 > 1, 
nous écrirons 

V2 3 = j4 n2 l2 (1 - l2 j2 B2)(-m2 l2 n2 j2 + l2 j2 B2) 

l j B = dn u, m2 l2 n2 j2 = k12, 
d ou 

v5 = j2 n l k sn u en u. 

Ici, les formules finales seront les formules (28) où l'on changera snu 
endnw et cnwdn« en snwcnz/; donc 

, χ λ sn u en u y μ dn u l ν dn2 u -+- ρ ζ ω dn2 u 4- σ' ζ ω dn2i/ -+- σ' ζ ω dn2 u ·+■ σ 

4° Pour V3, nous avons 

±«(1 + P'yUH = V| =(-y* + Ρβ«) (;n>+ »«β») = β'(- £ + /!) + »») 

= l2n2B4 (1-j2 j2 B2)(1 + m2 n2 1 B2). 
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posons 

/ ι m2l2 k2 , m2l2 l a n2 j2 ι — d'ou k- m212 -+- n2/2 

il vient 
±«(ι + β2)2υΐ2- -L-(| —cn

2

w)(ï +k2 k2 cn2 u) 

d'où 

n/2 sn « dn κ η/2 sn a d η u ' ^±^«η·«(ι + ρ») ' ν/±^οη.,,Λ+£ 

U = n j1 su u diw/ 1 \Jifz a[L + cw2 iTj 

Nous avons ensuite 

sl,,<?-1 + ^- jt '. _,-p«_-7+ci,!" 

cos p = 2j l en u j2 l2 + cn2 u 

si nous substituons dans les formules (12) à (i5), nous retrouverons 

les expressions (3o) de 4' τ» ζ' 

5° Eludions enfin V'J. — Nous avons identiquement 

V= = - t (,·β )«J (/β)'] </· 1); 

soit, pour fixer les idées, 

l2 j2 > n2 m2 ; 
écrivons 

V2 1 = j2 m2 [1 - (l j iB)2] 1 - n2 m2 j2 l2 l j ib)2 
et posons 

J p — en O, //)' m212 '1 .-a __ sn("> /·') "V /.·». 
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on sait que 

i sn (u , k) cn (u k) = sn (ui, k) ; 
donc 

l j B = - sn (ui, k) 
et 

V2:= βηι*[ι — sn2(//i, /f)] [ι — /f2sns(M/, /. )] = β/η* c\i-(ui, le) dn2(/a, fi), 
V, = jm cn(««, Je) dn(tt;, Je). 

Reportons-nous à V
4

. Les résultats sont identiques, sauf que u est 
remplacé par ui\ on obtiendra donc ici des formules du genre (28) 
avec ui au lieu de u, soit, en mettant k en évidence, 

x Xcn(«/, A)dn (ui, /. ) y μ5η(««, le) t ν suî(ui, λ')+ ρ . 
ζ ~~ ο) sn2(«i, /r) + σ ζ ω sn2(î/î, /. ) Η- σ ζ ~ ο> sn2(«/, le) ·+ ο-' 

or, 

sn (ui, k) = . . sn (Μ, λ') . ι - . dn(i/, /·') cn(w,/1) en (f/, λ ) en (//, / ) 

substituons dans les expressions qu'on vient d'écrire pourx z, y z, t z ; 
ces rapport prendront la forme (3i), mais on devra supposer ul ima-
ginaire ; cela n'a aucune importance, car nous verrons tout à Vheure 
que les systèmes tels que (31) sont impropres à représenter les quar-
liques cpj. 

En résumé, les quartiques φ* peuvent être représentées par l'un 
des systèmes (28, 3o, 3i) que nous écrivons à nouveau, pour en faire 
une étude complète, 

j a: λ en u dn u y μ sn u t ν sn2 u -4- ρ 
I ζ wsn*«-hff ζ ο) sn-M σ ζ wsn2«-f-<7 

(32) ο . ' χ λβη/ίβηί/ y judntf t vdn2«-t-(& 
j s ο)(Ιη2«-Ησ 5 ωάη2α + σ ζ ωάη2« + σ 
fx Xsnadnu y μ en u l ν en2 u -+- ρ 

1 ζ ο) en2 m-j-σ' ν wcn2M + <7>
 ζ ω en2 «4- 7' 
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Ètucle des systèmes (32 ). 

8. Système (32*). — Portons les valeurs (32*) de L' 4 dans 
les équations (i). 

Il vient successivement 

( u2sn 2u [' (vsn2//4-ρ)2 ~1 vsn2//4-ρ (ω sn-//4-σ)- |_ (cosn2// 4- σ-)2 J Msn2« + i7 = 0, 

) 7.2cn8udn2// lw| (vsn2 u 4- o)- ~1 _.vsn2«4-p { (&)?η-«Η-σ)- | (co sn2//4-σ)2 J &>5ΐι-//4-σ = 0 ; 

ί p2sn8// 4- Β [(ω su2 u -4- σ)2—(ν sn2 u -h p)2] 

+ 2 D (v sn2 u 4- ρ) (ω sn2// 4- σ) = o, 

j λ2
 en

2
// dn

8
// +· B'[(cosn

!
 u 4- σ)

2
— (ν sn

2
 u 4- ρ)

2
] 

4- 2 D'(v sn2// 4- ρ)(ω sn -u 4- σ) = o, 

Exprimons que ces deux équations sont identiquement vérifiées, c'est-
à-dire que les coefficients du terme indépendant de snw et ceux des 
termes en sn1//, sn2M sont nuls; nous obtenons les systèmes d'équa-
tions 

( 33 ) Μ'2 4- 2 Β ( σω — -JO ) 4- 2 D ( νσ 4- ρω) = ο, Β(σ2— p2)4-2Dpa — o, Β ( to2 — ν2 ) 4- 2 D νω = ο ; 

(34) —λ2(ι 4-Λ'2) 4-2Β'(?ω — νρ) 4-2 D'(v(j 4-p&j) — ο, λ'24-Β'(σ* — ρ2) 4-2ϋ'ρσ — ο, λ2 Λ2 4- Β' (ω2 — ν'2 ) 4- 2 D' νω = ο, 

où les inconnues sont λ, p., ν, ρ, σ, ω, ou plutôt les rapports de cinq de 
ces quantités à la sixième, et le module k~ de snw, en a, dn//. 

Les équations (33', 333) donnent 

a- — ρ2 ρσ 
o)2—ν2 νω 

ou 
( σο) 4- νρ ) ( νσ — ρω ) = o. 

On ne peut supposer 

νσ — c-ω ~ o . ou - = — ==. h . ·ν ω ,, 
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car cela conduirait à écrire l'équation (332) 

u2 + 2B(crs — p2)0'4- 2ΰρσ0'= ο, 

équation incompatible avec (33'). Soit donc 
ΣΩ 4- VP = Ο 

OU 

- = —- = ο, τ — vQ, ? — — ; 

substituons dans (34*) 
λ2 + Β' (ν2 — ω2 ) θ2 — 2Ι)'νοθ2 — ο, 

d'où (3/|s) 

k2 = - 1 Q2 ; 

il résulte de ceci que /'emploi du système ( oi>1 ) introduit des imagi-
naires dans la représentation paramétrique des quartiques φ1;. 

En effet, si k est réel, 0 est imaginaire, et réciproquement. 

Système (32'). — Portons maintenant les expressions (3a2 ) de > 

y z- dans les équations {ι ). Il vient 

[' α8 iln2α ,, " (vdn2//4-ρ)2Ί ~ ';dn2//4-p j (wdn!« +?)■ (ω du-// -h cr)2j ω an2u σ = 0, 

i X2sn2//cn2// Β' ι (v dn3//4-ρ)2 ~| Tidn'K + p { (ω dn2// 4- σ)2 (ω du2// 4- o") 'J ω du2// 4- σ * 

ce système pourra être écrit, en vertu des relations 

sn2 u = i—du2// , _£'i+t|,i2« h" K' 
■ μ-dn* u 
1 4- Β [(ω dn2/z 4- σ)2— (ν tin2// 4- ρ)2] ■+■ 2D (ydu2// 4- p) (ω dn8// 4- σ) = ο, 

i ( ι — dn2 //) (— Λ'2 4- du2//) 

4- B'[(ù) dn2// 4- σ)2— (ν dn2// 4- ρ)2] 4- 2 D'(v dn2// 4- ρ) (ω dn5 // -+■ 7) — ο; 

d'où, comme précédemment, 

^ Β(σ2—ρ2)4-2ϋρσ — ο, ι μ14- 2 Β(σο> — νρ ) 4- 2D(ver 4- ρω) = ο, ( Β(Θ)2—Ν5) 4- 2ÙV = Ο, 
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et cela suppose, comme on l'a vu à propos du système (32'), 
(35) σ = v0, ρ =— co0, 

puis 

^—h- Β'(σ2 — ν2) -+■ 2Ό'ρσ = ο, 

(36) h2 k4 ( ι 4- k'* ) -+- 2 Β' ( σω — vp ) 4- 2 D' ( νσ 4- ρω ) ~ ο, 

— ^ 4- Β'(ω
9
 — ν

4
) -h 2 D'vw = ο. 

Remplaçons, dans (36'), σ et ρ par leurs valeurs (35). Il vient 

- -+- B'(ν* — ω2)02 — 2D'vw θ — ο', 

la comparaison avec (36') donne 
/>·" = — 02. 

et Vemploi du système (3aa) introduit encore des imaginaires. 
Nous allons voir que le système (3u3) n'introduit pas d'imaginaires. 

On peut donc dire, dans un certain sens, que les systèmes (32', 322) 
sont impropres à la représentation des quarliques φ*. 

Etude spéciale du système (323). 

9. Nous avons ici, en portant les valeurs (323) de ~ dans les 
équations (ι) : 

( , ρ 1. (νοη«0 + ρ)Π D ν en2m + ρ = (ωοη2Μ4-σ)2 |_ (ω en2 (/4-σ)2 J ω en2u 4- σ ' 

^sn*adn*« + β, Γ _ (vcn2« + p)21 + ν en2 u-h ρ __ q # (ω cns« 4- v)* j_ (ω en2 u 4- σ)2 J ucn2« + cr ' 

les relations 
sn2 w = ι — cn2w, dn2« = A*'24- A2cn2« 

permettent d'écrire le système précédent 

( p-cn2u 4- B[(<ocn2a 4-σ)2—(vcn2u 4- ρ)2] 4-2 D(vcn2a-+-p) (cocn2ii 4- σ) = o, 

S λ2(ι — en2u) (k1* 4- /f2cn2M) 

V + Β'[(ω cn2« 4-σ)2—(vcn2« 4- p)2] 4- 2D'(v cn2« 4- p) (wcn2« -H· σ) = ό; 
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d'où les deux systèmes d'équations 

B(O-S—- P2)4-2DPA = O, 
(37) -■ μ24-2Β(σω—vp) 4- 2D(v<7 4- ρω) = ο, 

Β ( ω2 — ν2 ) -+- 2 D νω = ο ; 
λ2 Α'2 4- Β' (σ2 — ρ2)4- 2D'pa = o, 

(38) λ2(Α2— Α'2) 4- 2Β'(σω — νρ) 4-2D'(νσ 4-ρω) = ο, 
—λ2 Α2 4- Β'(ω2 — ν2) + 2ϋ'νω —- ο. 

Pour les mêmes raisons que tout à l'heure, nous serons encore 
conduits à poser 

(39) σ—νθ, ο =—0)0; 

(371, 37*) deviendront identiques, (38') deviendra 

h2 k O2—L·- 2 B' ( v2 — w2) — 2 D' νω ο, 

d'où (38® ) 
/X ~ 02 ' 

c'est-à-dire 

(«»·) k' = TTW' 

nous allons trouver une valeur réelle pour 0 : le système (32®) con-
viendra à la représentation des quartiques <p®. 

Ici, 

(/,0«) = —=1 O2 1 + Q2 

les systèmes (37, 38) [où (37', 37s) sont devenues identiques, ainsi 
que (38', 388) quand on a écrit les relations (39, Zjo)] se réduisent 
au système suivant, formé de (37®, 37®, 38®, 38®), 

u2 + 2B (ow- vp) + 2D (vo + pw) = 0. 
Β ( ω2 — ν2 ) 4- 2 D νω = ο, 

λ2 ( Α2 — Α'2 ) 4- 2 Β' ( σο> — vp ) 4- ι D' ( νσ 4- ρω ) = ο, 

— λ2 k- 4- Β' ( ω'2 — ν2 ) 4- 2 D'vw = ο ; 

remplaçons /r2, k'2 par leurs valeurs (4o) et s et ρ par leurs valeurs (39)} 
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cela donne 
σω — vp = vQ'>) 4- v.'oO ;= 2νω0, 
νσ 4- ρω = ν2θ — ω2θ — ( ν2 — ω2 ) 

puis 
μ24-4Βνωσ 4-2 D(v2—ο)2)σ = ο, 

Β(ο)5 — ν2) Η- 2 Ονο) = ο, 

(42) ' +4B'VÙ)Ô+2D'(Vî — ω2)0=ο, 

ι — —^-gr-f-B'(r.>2—ν8) + 2ϋ'νω = ο. 

Éliminons λ entre les deux dernières équations. Nous aurons 

.[2ΐ)'θ + Β'(ι-0!)](ν!-«!)4-2[2Β θ 4- D'(i — 98)]νω = ο. 

La comparaison avec (4a2) donne 

AD'S+B'(I — 6a) _ 2B'Ô + D'(I —Θ») 

— Β — D 

ou bien 
(B'D 4- BD') (θ1 — i) — 2(DD'4- BB')θ= 0 

ou encore 

(BD'4- B'D)5j — 2( BB'4- DD')Q - ( BD'4- B'D) = o. 

On en déduit 

( 1 ) BD'+B'D ;BB'4- DD'zh^BB' + DD'^H-lBD^B'D)2 

les deux valeurs θ,, 0, de 0 sont réelles : l'une est positive, l'autre est 
négative. 

L'une quelconque de ces valeurs rend identiques les équa-
tions (?,23, 4s4) et le système (42) se réduit au suivant, formé par 
les équations (/12*, 4s2, 4-Ό : 

u2 + 4BvwO - 2D(w2-v2)O = 0, 
(44) Β(ω2 — ν3) 4- 2Dvci) = o, 

4- Β'(ω2— ν2) 4- a D'vw = o ; 

on écrira ces équations, en éliminant ω2 — ν2 entre la première et la 
deuxième, puis entre la deuxième et la troisième, et en écrivant 

Journ. de Math. (7· série), lomc III. — Fasc. Il, 1917. ' ·{ 



I02 I». DE MONTESSUS DE Β ALLOUE. 

d'abord, à nouveau l'équation (44*) 

ω2 D ω l ? + 2iiV-|=0' 

B u2 v2 + 4(B2 + d2) w v O = 0. 

'-?IN^)+^BD'-|5'D>V=O· 

On tire de ces équations 

(|,) + V'+ Rî' B~ V '+ B5'Λ'Λ D / D2 / ο) \ D / D2 

(46) - =,.(.HH5M N (-). I Kv), ~°·('-1-9)—Β—\t)s 

{!o) [(v),!^-4^'©,8· [(?)Τ=-
42ΐ

ΐ^(ϊ).
8

· 

Quel que soit le signe de —ÏT~~~ ' ^
une

 ^
es

 d
cux valeurs de £ est 

réelle puisque {^j > ( j sont de signes contraires; le choix à faire 

entre et précisera la valeur de ^ qu'il faut prendre; on choi-

sira ensuite pour θ l'une des deux valeurs (43), 0, ou 0
2

, de telle 

manière que donné par l'une des équations (47)» soit réel ; 0 étant 

déterminé, k- le sera, indépendamment d'ailleurs de la valeur de 0 
choisie. 

On remarquera que chamne des inconnues n'est susceptible que 
d'une seule détermination, quand on évite les imaginaires, et que 
cette détermination est toujours possible. 

Les équations (3q) donnent ensuite * et ζ ^ 0^. 

En échangeant, s'il y a lieu, χ et y, toutes les quai'tiques φ* 
représentées par les équations (i) peuvent donc être représentées 
par un système de la forme 

(48) χ >siw/dn« y μ en M t ν en2 u -h ρ . ι ζ (ocn2«.+ ff ζ co en-m-ι-σ ζ or en-//H-σ n- ν-
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ou Ο,^ι £·, * sont réels et calculables en fonction delà, D, 
B', D'. Si Von exclut les éléments imaginaires, la représen-
tation (/|8) est unique de son espèce. 

10. THÉORÈME. — Tout système de la forme (4^) représente une 
quartique φ*, pourvu qu'il existe entres, ρ, σ, ω la relation 

(/19) vp4-aw = o. 

Revenons aux équations de condition (37, 38) et regardons B, D, 
B', D' comme les inconnues. Les conditions de compatibilité sont 
remplies si la relation (49) est vérifiée, ou bien si (3q) σ et ρ sont res-
pectivement de la forme 

<7 = νθ, ο——ω$, 

puisque ces six équations se réduisent alors à quatre équations, qui 
sont celles constituant le système (41 ). 

Les équations (4$) peuvent ainsi être écrites 

-<-· _ y j _ t
 f 

/. su a dn u μ en u ω en* u H- v0 ν en'2 u — UJ'J 

ou bien 

y £ t λ , μ &>./■ (υ Λ -snizdn« --en α — c \ru-\-Q en4 m θ 

ou encore, en écrivant λ, μ, ω pour -> - > - » 

(5ο) ±^ y = ~ = 1 Λ.ι=__ι_ν ^sn//dn« μ en u ωοη2«<-Η0 en2 μ— ω# \ ι + 42/' 

les équations (·>ο) représentent donc les quartiques φ| et repré-
sentent toutes les quartiques z>\ ; les éléments λ, μ, ω, 6 sont réels 
et quelconques. On obtient deux autres représentations en échan-
geant en u avec snw et snudnu avec cnudnu, puis, toujours dans 
les formules (5o), cnw avec dn« et snizdnw avec snuenu, mais ces 
deux représentations introduisent des imaginaires. 

Il n'existe pas d'autres représentations des quartiques y \ par les 
fonctions snw, en M, dnw. 
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CHAPITRE 111. — Quartiques φ*. 

11. La caractéristique des quartiques ©J est que les quatre cônes 
sont imaginaires. Leurs sommets le sont aussi. Les équations de ces 
courbes peuvent être ramenées à la forme (' ) 

(1) \ a^x* — y9) 4-ct(s2 — t*) 4- ibxxy 4- idxzi =0, ) a2(x-— y*) 4- c2(c2— t~) 4- 2 b2xy 4- 2d2zt = o. 

Nous pouvons résoudre ce système par rapport à χ- — y2, ixy et 
le remplacer par celui-ci : 

(2) j x* — y*=h(z*— l^ + iclzt, I 2 xy — e ( 5*· —1-~) 4- 2 hzl. 

Posons 

(3) t — a. ζ ο u ^ = « ; 

les équations (2) deviennent 

j a;2 — y*=[b(i — <?=2)4- arf«]ss=Avs, ί ixy — <*2) 4- ihd\z-= Bs2, 

d'où 

(5) ./.·* 4- y* — s/(χ"- —)2 4- 4x2y- = y/A.2 4- H2 s2
; 

x'1 et y- sont ainsi déterminés par les deux équations (41, ô) qui 
donnent 

V2£ — Y A +
 V

/A
2

 4- H
2

, \/·->. — A. 4- \/A
2

 4- Β
2

. 

Remplaçons A, 13 par leurs valeurs (4); il vient, en écrivant à nou-
veau In relation (3), 

^ ^/2 — \//>( 1 — a2) 4- 2i/a 4- V/|>(i — a2) 4- 2^a]24- [e(i — a*) 4-2/ia]', (6) < y/2 

(6) ^ ^/2 — \//>( 1 — a2) 4- 2i/a 4- V/|>(i 

t z = a, 

(') PAINVIN, Icc. cit. 
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relations qui réalisent une représentation paramétrique de a?, y, z
f
 /. 

Il n'y figure pas d'imaginaires. 

12. Nous avons aussi (4% 5) 

x z + y z = VB + VA2 + B2 = VB + iA 2 + VB - iA 2 

('(?-?) = *=>*** = ν'1?5- V^3' 

ou, en remplaçant A et Β par leurs valeurs (4), 

1 sji ~T^j — (1 — «*) + 2 Fix] 4- i[b(ι — a2) -+- 2i/a] 

-f- \/[e(i— a2) -h 2/ία] — /[6(ι — a'2) -+- arfa], 

(< y/2 ^— a2) H- 2Λ a] + /[6 (i — a2) -+- 2da] 

- Ve - a2) + 2ha - i b 1 - a2) + 2 d a 

effectuant les réductions, il vient 

ί \/î ̂  + y/— (<? + ί*6)α
2
+ 2(/t + e -f·ib 

+V^(—« + <ΐ)5!5 + 2(Λ—erf)«-t-e — ib, 
(7) 

I i \j2 = \/ — (e 2 (/t -f- ici) ζ + e + î'/J 

— y'(— <? -f- //> ) α3 -f- 2 (h — ici) a -f- e — ib. 

Soit a
0
 une racine de l'équation 

— (e + ii»)a'+ 2(/t + i(/)a + e + iV» = o; 
posons 

(8) β·β — β
2

—— (« -+- <#)α2Η- 2(A + i'rf)a + e -f- «7>; 

nous avons, d'après la définition de a0, 

(9) Ο =— (E-H IB)CTL +2(Λ -H /OF)A
0

-T- E -+· «6, 

et (8, 9) 

(10) β·β =—(
e

-i- Μ) (a2 — a2) + 2(/n- id) (a — a0); 
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posons encore 
β = ρ(α —«<>); ■ 

l'équation (ιο) devient 

βρ = - (e 4- ib) (a 4- «0) -H 2(h -4 id). 

Les quantités α, (3 sont ainsi déterminées en fonction de ρ par les 
équations 

p« — ρ — p«oi 
(e 4- ib)a 4- ρβ ——(e 4- ib)a0-h 2(Λ -t- id) 

et sont de la forme 

<"» « = -frr· ^ ρ+Τί' 

de telle sorte que (7, 8) 

\J<2 4- = β 4- v/(— e ib)a2 4-!?(/( + id)a -4 e — ib 

= + \J(~e + Μ)(η^Γ§) ·+■ ̂ M-id)+ *-
17

>. 

ί /— fx v\ F ρ 4- V^(—e4-i6)(Gp24-l>)24~ 2 (Λ-4/<^)(0ρ24-D)(p'4-li)4- (e—/i#) (p2-4— 11»}2 

(12) . r [x y\ Fp — β4-ί6)(0ρ2-(-ϋ))2-4 2(/ΐ4-ί^)(0ρ'-4-Ο)(ρ24-Ε)4-(e— <7>)(ρ24· E)2 L 'V2\T-7)-— ^TË '· 

13. En prenant pour ω un facteur de proportionnalité convenable, 
nous pourrons écrire, comme pour les quartiques œj, l'un des trois 
systèmes 

χ γ 2 p sn 11-4 2 <7 en u d 1111 .fx y\ 2ρ SIIK — 2 q en u d η u (Τ) ωο= sn M, —4- — = — R—Ί > ι ^ : , χ ' ' ζ ζ /·8ΐι!Μ4ί \s z/ rsn-w 4-ν 

(II) ωρ = 0ϋ«, -+
ï = ,.c„,,Î + ; ■ '(7-7) = r 

(III) ωρ = cl η «, —h — = τ1Έν , x y 2p dn u 4- 27 sn u en u .fx γ\ 2pdn//— 2c/sn«c 11// v ' Γ ^ ^ ζ·(1η2«4-5 \z ζ J rsn-it-hs 

sous condition, en raison de la présence d'imaginaires, de justifier 
a posteriori cette introduction des fonctions sn, cri, dn. 
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Étude du système (I). 

14. Le système (I) donne 

xy — 2ip su u -4- liq en u cl 11 u 
ζ ζ r sn2w + s ' 

par conséquent, 

( .ν ρ ( ι — i) sn u -h 7 ( 1 -4- i) en u cl η u ζ r sn2 u -+- .ν ' 
(131 ,2) 

ι y _ /?(ι + ί') 5ΐι« + (7(ι — Ο en u <1 η u ζ r sn2 u -f- s 5 

de plus, (3, 11 7 est lui-même de la forme 

( 13-J ) - — m sn2 u + u r ns2 u + s 

Portons ces valeurs de ^ dans les équations (2). Il vient suc-
cessivemenl 

.r2 γ- ix y\(-v f -{p sn " +7 en // dn u) (p sn u — ^cnudnu) 

_ —^ip2sn2u -+- /|/V/2cn2« dn2« (/· sn2« -1- .s·)2 ' 

.v y [p{ 1 — c)sn u-hi/(i -+- <)caiidn«] [/J(I -+- i)$\\u-+r/(i —i)cnu dnw] " ζ ζ ~ ' (/· sn2 u 4- s)2 
4 p'2 sn2u -t- 4<72cn2a du2 M 

(/· sn2 u s)2 

et 

— 4î/>2sii2m-f-,Ji<72cn2i/dn2/« , Γ ( m sn!u -h η )2~1 .m sn2/c-H/i (/· sii-M -+- sy [ (/'sn2« + i)2 J /'sir/c-fs 

^p-sn-u -+- f\q2cw2u dn2« Γ ( msn2 u -+- η )2~| nistfu-hn (/· MI2u + s)2 C[_' (/· sn2cc + sy J 1 usn2 </ + .?' 

d'où, en réduisant, 

— !\ip· sn2« 4- 4*<72(ι — sn2«) (1 — /«-2 su2</) 

— b [(/· sn2 « + .s)2 — (sn sn2 u -H/*)2] — 2d(m sn2 u 4- u) (r sn2 u 4-s) = o, 
(14) 

!\p2 sn2 u -h- 4</~(1 — sn2# (1 — /»2sn2#) 

— e [(/-sn2 u 4- s)2 — (m sn2 u 4- /j)2] — 2 h (m sn2 u 4- n)(r sn2 u y-s) z= o. 
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Exprimons que ces équations sont des identités. Il vient 
4 i<f~—b(s2—Λ2)— 2dns = o, 

(10) < —4 ip2—£iq2(i ■+■ k2)— a b(rs — mn)— 2d (ms -f- nr) = o, 

4 iq* k2—b(r2—m2) — 2dmr=o; 
4(7!— e(s2 — λ2) — 2fms=o, 

(16) < hp2—4*7s(i_h£2)—?.e(n — /w/i)— 2h(ms + /1/·) = o, 
/\q2k*—e(/2 — m2)— 2 hmr — o, 

équations qui vont déterminer ni, η, ρ, q, r, s et k2. 
Éliminons ^2 entre (i51, i53), puis entre (16', 163) ; il vient 

b[(s2— «2)A:2— (/·2— tfè2)] H- 2d(ns k2 — mr) = o, 
e[(s2— /i2)A"s— (/'2— /a2)] + 2/i(nsk2 — mr) = o, 

équations qui nécessitent 
/«Λ2 — /W/r= Ο, (.V2 — n2) /,-2— (>'2— ni-) — O; 

la première équation donne 

(17 ) /c = — k2 mr ns 

puis, en portant cette valeur de A·2 dans la seconde, 

(.ν2 — n-) mr ns (r-—m·) = o, 
ou bien 

(nis — nr) (mn -f r.s) =z o. 
i° Soit 

m s — nr — O, 

ce qu'on écrira 
(18) n — ni(l', Λ:=/·£'; 

ces valeurs, attribuées à /Î, Λ·, rendent identiques les équations 
(ίο1, 153) et (161, 1G3); deplus(i7, 18), 

k2 = 1 O2, 

les systèmes (i5, 16) se réduisent dès lors à celui-ci : 
4 iq-k2 — b(r2— ni2) — 2d mr — o, 

^ — 4'/>1 — 4"7"(ι + k2) — 2 b(r'· — m2) ^ — 4 ^nir j = o, 

(19) 4 Ç'2 /'3 — β(/·'— m2) — a Λ /?*/·=_- o, 

4//2— 472 ( ' H- 4'â) — 2 p(/·2 — wa ) y — i\hmr y = o. 
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Les équations (19% 192) donnent, en retranchant de la première la 

seconde multipliée park 2 , 

4iq* k2 = k[— iip2—iiq2(i 4- A2)], 

2q2k +p2-\- q'2(i 4- k2) = o, 

(20) >o2-4- <7*(i -4- X:)2 = o; 

les équations (193, 194) donnent de même 

4 q2k2 = [2 ρ2— 2 q2 ( ι 4- A:2)] A: 
OU 

— p2-*- g2(\ -+- A·2) = o, 

relation incompatible avec (20). Nous ne pouvons donc pas faire 
Vhypothèse (18). 

1ί>. 20 Par conséquent, 

(21) mn 4- rs = o ou m = /·0, s z= — η 9. 

Ici, (17, 21) 

(22) k2 = —r2 n2 

et les systèmes (i5, 16) se réduisent encore aux équations (i5*, ifr, 
16', 16'2); comme (21) 

s2 — n2— u2{Q2—J), ns ——n29, 
rs — mn =.— 2///-Ô, ms -t- nr —— nr(92 — 1 ), 

ces équations (15', ι52, ιβ1, 162) s'écrivent 

4iq2 - bn2(O2-1) + 2d n2 Q = 0, 
— xip2— ·>Αη2{ \ 4- A-2) 4- 26 nrQ 4- d n2(02 — ι ) ̂  υ, (23) 

4(j2— en2(Q2— 1) -t- 2/in29= o. 
2p2— iq2{\ 4- k2) 4- 2e nrQ 4-Λ nr{92— 1 ) = o. 

Les équations (23', 23s) donnent, en éliminant q2, 
(24) — b{Q2- 1)4-2^0 — - ie(Q2— ,) 4- 2ih 5, 

(26) .(— b + ie)92 i(d — ih ) 9 4- b — ie = o, 

équation qui détermine 0 et peut remplacer (23'). Dans les autres 
équations (23), nous remplacerons (24) θ2 ~ 1 par 2 f~ . θ et il 

r-
Journ. de Math. (7· série), tome III. — Kasc. II, 1917. 13 
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viendra 
— ip-— iq2 (i 4- f* ) 4- b nr 0 4- d nr~^—^ $ — °> 

2 y2 — en2 y ~θ + /ιη26 — ο, 7 b —ie 

μ2 — y2 (ι 4- k2) 4- e /i/*Ô 4- Λ nr^ ^ Ο — Ο, 

ou, en réunissant les termes en Θ, 

- ip2 - iq2 (1 + k2) + nr (b + d d - ih b-ie) o = 0, 

(26) 2 y2 -, :— η2 & = ο, 0 Ci/ — M ,, 

/>
2
 - y

2
(i 4- /c

s
) -h «/· (e 4- Λ ^ = ο. 

Éliminons ρ2 entre (26«) et (26s) ; nous aurons 

— 2 <Y2 ( 1 4- k ) 4- nr ; : θ = Υ • » · 1 ·> \ b~ e2 d~ h1 b — ie 

OU 

-21-4(1 4- k ) 4 J : θ—ο; . y2 , . /' b2 4- β1 4- 4- Λ2 ώ η2 η b — ie 

si nous remplaçons 2 par sa valeur tirée de (262), il vient 

— i(ed — bh) (ι 4- k-)4- — (b* 4- e- 4- d2 4- h'·) = o, 

ou (22), en remplaçant par ik, 

(ed — bh) (1 4- k2) — Â(^24- e24- d14- Λ2) — o, 
( i-j ) (ed — bh ) /.2 — ( ύ24- e'14- d2 4- h2)k 4- (ed — bh) — o. 

Cette équation, qui détermine /f, est fondamentale. 
Elle donne pour /r une valeur réelle, puisqu'on en peut écrire le 

discriminant 
( ii + e

2 + d2 + /ρ y _ ̂ ed - bh)2 
— ( b2-h e2d2 + h2-h 2 ed — 2 6/î) (624- e2 4- d2-\- h2— 2ed 4- ibh). 
= [(rf H_ e)2 4- ( b _ /,)«] [(rf __ e)2+ (b + Λ)2]; 

de plus, une des deux valeurs de k est comprise entre —1 et 4-1, 



sun LES QUARTIQUKS GAUCHES DE PREMIERE ESPECE. I I I 

puisque 

f (— 0/(+ 0'= t2 (ed—bh) + b*+e9--h d2+ Λ2] [2 (ed — (h* +î!+ r/'2+/t2)] 

= - [( + β )* + (/>— Λ)2] Γ( d - e )2 + ( ft + A )r\. 

Les fondions snw, en u, dn // seront clone bien clans les conditions 
ordinaires (ο < Id réel < ι ). 

Nous pouvons maintenant calculer en éliminant q* entre 
(ai)', 26s) : 

2 ip
2
 — nr [( b — ie) + (d — ih ) ̂  ~[β \ ® ~ °' 

. A>2 (b — ie)2-\-(d—ihy ar 2il— — i L ; 1_ cj _, 

ou, en remplaçant encore par «/1(22), 

(,8) £ = (b-ie)>+.(d-ih)>Qk ; 

on a aussi (26s) 

f/2 1 ed— bh a 77 a1 2 b — te 

Enfin(22) 
(3o) £=-*· 

et(21) 
(3.) -=,-ο=nα·nθ, 

(3a) i=_«i 

il est rappelé que /*, 0 sont respectivement déterminés parles équa-
tions (27, 25). 

Les problèmes de la représentât ion des quarliques a* pour les 
fondions sn«, en w, dn u est donc résolu par les formules (i3, p. 107) ; 
mais —» ·-> -5 —» - 50«/ des quantités complexes (28 à 82). Par 
contre, /t> module Id cle sn«, en u, d η //. es/ compris entre ο et 1. 

1Β. INVARIANT DES QITARTIUDF.S A*. — Le rapport 

μ bl-\- e2-\- d2-1- Λ2 t'i / — bU 
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qui définit k (27), joue, dans un certain sens, le rôle d'invariant rela-
tivement aux quartiques φ®. 

i° Revenons en effet aux équations (9) et formons les transformées 
que voici : 

a. Échangeons x et γ; le système devient 

x2— y2 =— b(z2— /2) — 2dzt, 2xy — e{z2— /-) 4- 2hzt\ 

b. Échangeons ζ et l; il vient 

x2— yz=— b(z2 — t2) 4- 2dzt, ixy — — e(z- — ll) -+- 2hzt ; 

c. Changeons χ en — x\ nous aurons 

x- — y1— b{z-— t2) 4- 2dzt, 2xy —— e(z2— ί-) — 2f\zt\ 

d. Changeons le η — t : 

x2—y2—b{z2—t2) — 2 dst, 2 xy = e(z-—l2) — 2/tzl, 

pour tous ces systèmes, et pour tous ceux qu'on peut déduire sembla-
blement de (1), ±k est donné par l'équation (27), donc dépend 

encore de ±^—γ-. 1 , b2 4- €~ -+- d~ -f- h2 ed - bl 

20 Nous retrouvons encore cette quantilé si nous transformons 
comme il suit les équations (2). Posons 

χ — y — ξ, X 4- y == η, 
d'où 

r
2_yx __ ο,Xy — L (£* — -η

2
), 

ce qui permet d'écrire les équations (1) 

ξ2—γ)2 — 2c(z2— t2) -f- 4 Λ-ί, 2ςη — 9,b(z2~ t2) [\dz-l ; 
soit 

ξ2 — rj2 = b" (z2—l2)-4-2 d" ζ t, 2'ξη = e"(z°-— t2) 4- 2h" zt\ 

l'invariant relatif à ce dernier système est 

b"2 4- e"2 4- d"2 4- h"2 e2 4- b2 4- A» 4- d2 — e" d"— b" h" h bh — ed 

3° Revenons maintenant aux équations (1). Résolvons-les, d'abord 
par rapport à χ- — γ- et 2.xy, ensuite par rapport à z- — /2 et izl. 



SUFI LES QUARTIQUES GAUCHES DE PREMIERE ESPECE. n3 
On a 

( ,η + M.~ Ml · ax b.,— a,bι axb2—a2bx 

zxf = °· ~ Ç' (s· - <») + „ ~ f. st. J axb2—a2bx axb2—a2bx 
d OU ( 2 ) 

j b j c2 —— b% Cj ^ Z>, d2 ™* b>2 dx ct% c j —■ ct[ c% j ct^d\ — cl j d% ct\bi — ct*i b{9 axb%—ci*hx —a%bt9 a\b*—cubx 

Ensuite, 

\ s2—t2~ —1-7- —f(x'* — y) + 2—τ a2dx — axd2 b2dx—bxd, 
(33) 

2:/ = -^7 -τ(χ—?) + 2~LT S1*/? cxd2 — c2c7, " c,RT2 — C, R/[ 

si nous écrivons 

s2 — 1-— b'(.r2 — y2) + id'xy, 2zt = e' (x'· — r2) 4- 2 A'#y, 

il est visible (2) que 
b' — h, d'— —d, e'—— <?, h' — b. 

Il en résulte que l'équation {cf. avec 27) qui donne ± k pour le 
système (33) est identique avec celle qui donne h pour le système (2). 

Etude du système (II). 

17. Nous avons ici 

3 /■SIISfi4-A"χ p( 1 — i) EN u -4- q ( 1 H- i) SN u D Η u 
(34) 

/· SU2*/. 4-.Ν ' ζ /■ S U8 W 4- s y p{\ 4- «)CN u 4- 7(1 — /)CN u DN« t _ m SN2W 4- n 

Portons ces valeurs de %■> 4-' -, dans les équations (1); il vient, en 
remplaçant dn2w par h'- -4- h'1 exru et sn2« par 1 — cn2w, 

— 4 ψ*cnî u + 4 1 — en2 «) ( A'2 4- k~ en2 u ) 
— &[(/· EN2u 4- I)2 — (MEN2M 4- Λ)2] — 2d(m ENiu 4- n) (RCN2« 4- s) = o, 

4p- on2 m 4-4<72( 1 — en2/*) (A'2 -t- A2 cn2w) 
— e [(/' EN2 u 4- *)

2
— (

,N en-u 4- /Î)
2

] — 2 A (m en* ri 4-s) (/· EN2 u 4- s) — O, 
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et, en exprimant que ces équations sont des identités, 
l\iq2k'2—b(s2—n2)— 2dnsz=o, 

(35) | — Î\iq2{k2— k'2) — 9. b(rs — mn) — 2d(ms -4- nr) = o, 
— 4 *9* — b(r2 — ηι8) — 2dm r ~ o; 

4r/2/·'2—e(s2—n2)— 2e ns = o, 
(36) I 4/j2H- 4<72(Λ'2—^'!) — 2e(rs — mn)— 2h(ms 4- /1/') = o, 

—4tf2^2——m2)— %hmr = o. 

Ces systèmes sont analogues aux systèmes (i5, 16) et nous allons 
les traiter de façon semblable, en nous préoccupant surtout de 
former Vèquaiion qui donne k, ou plutôt nous verrons qu'ici 
k est imaginaire, contrairement à ce qui a lieu pour la représentation 
par les fonctions snw et cnudnu. 

Éliminons y2 entre (35·, 353), puis entre (4o'
} 4°*)· U vient 

| — b[/(i (s2 — «2 ) 4- Λ72 ( r2 — m2 ) ] — 2f/ ( /i.v /i2 -+- m r /c1'2 ) ~ o. 

( — e [1:2 (.s·2— n'2) -k'2 ( r2 — m2) ] — 2/1 («s /.·2 4- jh/· Λ'2) — o, 

ce qui suppose 

te2 (s2 — n2 ) 4- k'2 ( r2 — m2 ) — O, ns k2 4- mr k'2 — O, 

ou bien 
(37) k'2 ~~ s2 — ri2 ~ ns ' k2 r2— m2 mr 

i° Nous pouvons vérifier les équations (37) en écrivant 

(38) -='- — 6' = i~· m r Λ 

les équations (35', 353) se réduisent à l'une d'entre elles, (35n) par 
exemple, et, semblablement, il est inutile d'écrire (3C), si l'on 
écrit (363), ce qui réduit (38) les systèmes (35, 36) à celui-ci : 

/ — 4 iç* k2 — b{ r2 — m2) — 2 d mr — o, 

^ — 2 ip2
 4- 2 iq2 ( k2— k'2) — b ( r2— m2)i ̂  — 2 d mr i-^ — ο, 

(39) —4q-k2—e(r2—m2) — 2/1 mr ~ o, 

2/J2 4- 2«y2( k2 — k'2) — e(r2 — «i2) / — — 2 Λ mr i~ = o ; 
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(39*, 392) donnent 

— b{r2 — M2) —2 clmr= 4 ÙP2/»2, 

[— b ( /·-' — m2 ) — 2 cl mr\ ~ — ip2 — 2 </2 ( /12 — A*'2), 

d'où 

(4O) 2 IQTKK'—P1—<7
2
(A

2
—A'

2
). 

D'autre part, (39% 39*) donnent 

2q2k2 = - i p3 + q2(k2-k2) k k 

d'où 
2 iqr8 kk' — ρ* <72 ( A2 — /»'*), 

relation incompatible avec (4o)· 
2° Nous pouvons aussi vérifier les équations (3?) en écrivant 

(40 m — rO, s = —ηθ, 

d'où 
^ /r'2 — ns ~ /·2 

et 
<W î!=OT· 

Ici, les systèmes (35, 36), où il n'y a plus lieu d'écrire (353, 363), 
si l'on tient compte de(4i,42 ouftS), se réduisent à (35*, 352, 36', 362) ; 
on a ainsi le système réduit 

4ifj-k'2— b(s2—nz) — 2dus =. o, 
1 — 2έρ·-\- 2iVy2(As— khi) — b(rs— mn) — d(ms + nr) = o, 

(44) 4</îA'2—^(·ν2—λ2) — 2 hns—o, 
[ 2/>2 H- 2^2(/·2—A'

2
) — E(/\S— »M) Λ(/«Ϊ + /1/·)=:0. 

Nous avons (4-ί)> comme au n° 15, 

s2—ηι—η2{02—0> ns — —w29, rs — mn ——2 nrrj, 

ms -+- nr = n/*(i — 52 ), 



116 R. DE MONTESSL'S DE RALLORE. 

et les équations (44) deviennent 

/ ί\ iq-k'2 +ίι/ι!(ι — &i) 2 ci η26 = o, 

(45) —2ip2-\- 2 iqi( k2 — k1'2) -h 2 b ηνθ — dnr{ ι — Ô2) — o, 

\ 2p'z-\- 2f/i(/ii— A'2) -+- 2enrQ — Λλγ(ι — 02) = o. 

Éliminons entre (45\ 453); nous aurons 

6(ι —θ2) Η- idQ — ie{ \ — ô2) -+- lihO, 
(46) (— b ie)b2 +■ 2 (c/ — ί'Λ) θ 4- A — ie — o, 

équation qui donne θ {cf. avec 25). Le système (45) peut, dès lors, 
être réduit à celui-ci, où (45):l est remplacé par (46) '· 

f — 2î))!+îiq2( A2 — / /2) -h 2 6 nr Q — dnr(ι — S2) = o, 

< [\q-kn-\- eri-(i — θ2 ) -+- 2h n*6 — o, 

f 2 p2 -h 2 q2( A2 — A'2) + 2 e /é2 θ — Λ «r ( ι — O2) = o, 

où nous allons remplacer ι — β2 par ι (46)> ee qui donne 

ί — ip24- iq2(k2— k'1) -f- /*/· —d Ô — o, 

(47 ) |
 2

 ?
2
 + (

e + Λ

)
 Λ

* ® °' 

P2 +1 ( k2— /f") -1- «f* (e — Λ ΰ — °· 

Eliminons /)2 entre (47% 47s) î nous aurons 

2 fV/
5
 ( A

2
 — A'

a
 ) H- nr b + ie -h {d 4- ifi) ^ ^1 0 ~ o, 

ou bien 

(48)
 aÎ

y (/.*- b" + ^
 9 =

 o; 

maintenant (47a) peut s'écrire 

2 / r> — bIt 2 ft b- ie n2 O= 0, 

et, de l'élimination de qf entre cette équation et (48), il résultera 

i (Jjt2 —
 1

 ^ (
e<

^ — bh ) -ρ +6
!
+e

!
 + </

i
+/i

3
 = oi 
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remplaçons - Par^r (4a)î nous obtiendrons l'équation qui détermine-^: 

(4^) {ed — bh) ̂  — i(b2-\- e24- d3-h lé) η-, — (ed — bh) — o; 

ici, se trouve être égal à — k- de la représentation par sn u 
et en u dnw (27). 

La valeur de est donnée ici (42, 49) Par 

( ed — — i ( b- -4- e2
 4- d2

 H- h2 ) ^ — (ed — bh ) = Ο ; 

-ρ a donc les mêmes valeurs dans la représentation par sn M, 
en u dn u (27) et dans la représentation par en u et sn w dn m. 

On a vu qu'il en est de même de θ (46, 2O). 

Mais Vintérêt de la représentation qu'on vient d'étudier par en u 
et snwdnw est médiocre, puisque (49) j.r donc aussi k, est imagi-
naire. 

Élude du système (III). 

18. Ν ous avons ici 

— (\ip2 dn2;/ -t- t\iq* sn2 u en2m 

— &|"(r dn2//4-s)2 — (//i cl 112 u 4- u)2] — 2d[m du2 u 4- n) (r dn2//4-.s·) — o, 
(50) 

4p2 dn2// H- 4 sn2// en2 u 

— E[(/· dn2 u 4- .Î)2 — (mdn2 « + Λ)2] — 2 h (m dn2 u 4- n) (r dn2//4-s) =0. 

Or 
sn-//:= j^—y cn!«n ρ j 1—dn2// . —/i'24-dn2// 

ce qui permet d'écrire les formules (5o) 

I — 4ip2 dn2 u -t- ^ , (1 — dn2// ) (— k"· -4- dn2 // ) 

] — 6[(rdn2// 4- ·02— (wdn2// 4- /*)'-] —
 2d(m dn2// 4- u) (/'dn2** 4- s) = o, 

1 l\p2 dn2 u -+- (' — dn®//)(—A·'24-du2//) 

— e[(rdn2ii 4- ί)2— (wdn2// 4- /i)2] — 2/1 (ni dn2// 4 ») (/'dn2// +- .y) — o. 
Joum. de Mailt. (■)' série), Lome III. — Ease. II, 16 
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Exprimons que ces équations sont des identités; nous aurons 

— — Ή4'2 —n8) —2dns = o, 

(51) — 4 ip--\- f\ iq- —^ 2 b{rs — mn) — 2d(ms 4- ///·) o, 

— — ^'"2 — —tdmr — o; 

—4 <72 "^7 — ?(·ν2 —/i2) —2 fins =0, 

(02) ·* 4/J2 -T-4 tf8— 2e(rs — mn) — a Λ (MM 4- /1/·) = 0, 

—— e (/·2—m2) — 2 finir— o 

Eliminons q- entre (511, 5i3), puis entre (02', 523) : 

6|"(R2— ni2) f;'2— (s2 — M2)] 4- 2d(mrk'~— ns) — O, 

<?[(râ— m2)k'2— (.v2— M2)"] 4- 2h(mrk'2— ns) z=. o, 

équations qui supposent 

(r2— ni2)/,'1— (s2— η2) — o, mrk'2— ns — o
y 

OU 

(53) k'2= SZ-'1*~ =2L. 

i° Ces équa lions sont vérifiées si l'on pose 
n—tn(J', s — νθ', k'2—fj'2. 

mais il est facile de voir, comme pour les systèmes (I, Iï), que cela 
conduit à deux relations contradictoires, qui seraient 

<7(1 4- k') = pk2i q(ï 4- k') = ipk2. 

20 Nous pouvons aussi vérifier les relations (53) en prenant, comme 
précédemment, 

(54 ) m = r9, s — — η θ \ 

ici (53, 5/,), 

(55) k2 = - n2 r2, 
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et les équations (5i, 62), où il n'y a plus lieu d'écrire (5i% 52a), se 
réduisent (54) à 

4 iq2 —- 4- bn2 (1 — Θ2 ) 4- 2 dn2 0 = o, 

— 2ί/>2 4- 2iq2 —^ 1- 2 Aw 9 —/'(ι — Ο2) —ο, 

(56) 41/2 ·~ 4-ens(i— θ2) -4- 2/m20 = ο, 

2/>2 -+-2C/1—££ h ienrQ —fuir (ι—9i) — o. 

Éliminons q· entre (56', 563); nous aurons 

( 07 ) (— h 4- ie ) O'2 4- 2 (d — ih ) 9 4- b — ie = o, 

équation qui donne 0 : 0 a la même valeur que pour les systèmes (I, II ). 
Le système (56) se réduit à 

1- - 2 ip-4- 2 iq1 ■' (-· 2 6/ir 9 — du /·( 1 — ) — o, 

~ 'ι V" yr + e,4i ^1 — 92 ) + 2 Im2 Θ =. o, 

2/?2 4- 2 «jr2 —-μ h lenrO —hn / (1—92) = o, 

où nous allons remplacer 1 — Θ2 par 2 __ b ie θ (57), ce qui donne 

k-«/>·+ ir-jr- + '^\b-d—
FTTe

)9=o, 

(58) j + {e — b rie + '') 6 = °' 

j + {e — b rie + '') 6 = 0 

Éliminons jo2 entre (581, 583); nous aurons 

2lÇ'~T~pi Η -h ie -h (d -h ih) ^ ^ J 0— o, 

ou bien 

<»9) * = <"2lÇ'~T~pi Η -h ie -h (d -h ih) ^ ^ J 0— o, 
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(582) peut s'écrire maintenant 

(6o) —iq2 — ed - bh k4 b -ie :—η2θ = ο 

et de l'élimination de q- entre cette équation et (5q), il résulte, en 
remplaçant i j

t

 par k' (55), 

(61) (ed— bh)k'2-(62+ e2-H</2-H h*)k' -h ccl — bh = o, 

équation qui donne pour k' deux valeurs réelles, dont une comprise 
entre ο et ι. 

Nous avons ensuite (54, 55, 6o) 

(62) "l — 1 1 S — θ ^ ed — bh Q 11 /«"' η k' ' η ' η- 2 k'2 b — ic 

et nous obtiendrons — en éliminant qî entre (581, 583), ce qui donne 

μ- ι (b — ie)'1 -+- (rf — ih)2 ^ ir 

remplaçons ~ par — (55), il vient 

( } η2 — 2 b - ie k' /Λο, p-__l (b — ie)2 + (d — ihy θ 

Résumé concernant les quartiques o\. 

19. Il résulte de ce qui a été dit (14 à 18) que, en imposant àk 
la condition d'être réel et compris entre — 1 et -HI, les quar-
tiques φ,, qui ont pour équation 

λ·2 — y2— b(z2—t2)-h 2dsl, 
l 2xy —e (z2 — t2) -h 2hzt, 

peuvent être r eprésentées : i° par les équations 

X 
ρ ( ι — i) su u -H <7 ( 1 -h- 0 en u cl 11 a 

~~ />(i -H t ) su u -H 7(1—i)cn//. dnw /· sns « -+- .v m s η2 m -H /4 ' 
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où§ et k èlanl déterminés par les équations 

(—b -t- ie)θ* 2(d— ih)9 h — ie = o, 

\ (eel— bh)k2 — (62-+- es+ d'2-+- Λ*)/: -t- (ed — bh) = o, 

—} ^ —J - le sont à leur tour comme il suit : 

l />2 ι (b — ie)*-b (d — ih)~Qfc _ 1 ed — bh ^ 

\ Λ2 r2= k2 m n iQk,' Λ s n = - Q 

e/ 2° peuvent Vêlre aussi par les équations 

χ 
p(i — i)dnw + ç(i + i) sn u en il 

γ ζ t 

p(\ -t- i) dn/< + <7(1 — {') snucou /· dn2w -+- s ~ m dn2« -+- n' 

où 0 et k' étant déterminés par les équations 

(—b -{- ie)9z+ i(d—ih)Q -+-b—ie — o, 
t (éd. — bh)k2 — (ft2-+- ël d'2->r hi)k'(ed — bh) — o\ 

~ ^ > — J — le sont à leur tour par : 

p- 1 (b-ie)i-\-(d— ih)2 9 q'2 1 k4 ed—bh ~ n2 2 b — ie k' ' n- 2 k11 b — ie 1 

j r1 1 m i9 s F /ι® Ι7*' Τι ~~F' ~ι ~~~~ ' 

et que les quarliques <pj n'admettent pas d'autre représentation para-
métrique , en fonction de snw, en&, dnw. 

Il existe une troisième représentation paramétrique, et une seule 
<«), si l'on n'impose plus à Λ: la condition d'être réel. 

THÉORÈME. — Il n'est pas possible de faire disparaître les imagi-
naires par un changement du tétraèdre de référence. 

Prenons, par exemple, la représentation par dnw et sn«cn« 
qu'on vient d'écrire dans cette même page ; chacun des rapports 
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écrits est égal à celui-ci 

ζ H— "/· t 

( r m \ , „ s ( — H- x — 1 d η - ιι + — -H χ 

qu'on peut écrire, si 0 = Θ, -+- 0.,i
1
 0, et θ

2
 réels, 

Ζ —(— Y. t 

[± i + κ i( &, 4- iô2 ) ] -h κ — 0, — ht i 

Nous n'avons qu'une seule solution possible : x = 0,« et ce rapport 
devient 

z —H '/1 

[— 0, 0
2

— i(± ι — 0;)] ̂  — 0i 

où les imaginaires subsistent. 

CHAPITRE IV. — Cas où trois des cônes du faisceau de quadriques 
deviennent des cylindres. 

20. Nous ne pouvons plus employer les coordonnées tétraédriques 
quand trois des cônes deviennent des cylindres puisque, dans tous les 
cas que nous avons étudiés, les sommets du tétraèdre de référence sont 
liés aux sommets des cônes faisant partie du faisceau de quadriques. 

II est donc nécessaire de reprendre complètement la question : et 
Von verra que les résultais sont essentiellement différents de ceux 
obtenus jusqu'ici. 

Nous allons faire choix d'un système de coordonnées cartésiennes ; 
nous prendrons Ο a?, Oj, Os respectivement parallèles aux généra-
trices des trois cylindres du faisceau et nous placerons l'origine en un 
point, quelconque, de la courbe. 

On sait (') que les cylindres (C,), (Ca), (C3) ont des équations de 

I
1

) R. DE MONTKSSUS DE BALLORE, Introduction à la théorie des courbes 
gauches algébriques (Cours libre professé à la Faculté des Sciences de 
Paris), p. 49· Paris, Croville-Morant, 1918. 
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la forme 
(C1) αχ·-\~ cy2 + idx H- iey — o. 

(1) (C2) αχ2 . y z2-y ι dx 4-2ε- = ο, 
(C3) αχ·-\~ cy2 + idx H- iey — o. 

L'un au inoins de ces cylindres est hyperbolique, puisque 

(2) (—cy) («y) (f/c) = —«sc2y2< o, 

ce qui nécessite que l'un au moins des trois facteurs du premier membre 
soit négatif. 

Dans ce qui suit, jusqu'au n° 24, nous supposerons que le 
cylindre (C

2
) est hyperbolique, c'est-à-dire que 

a y < o. 

21. i° Les équations (i3, i'J) 

^ a x2 -+- cy2 +2ώ + 2 e y = o, (3) 
' a.v- + y ô2 -+- 2 dx -I- 2î ν — o, 

suffisent à définii' la quartique. 
Posons 

(4) y — λ r; 

l'équation (31) devient 

rr.-f + cX2;r 4- ">.d + 2eÂ = o, 
d'où 

(a1, 5-) ,r——i =—> y — — 2 =-Â; d -+- el i/ -t- e λ 

portons celle valeur de χ dans l'équation (32), préalablement écrite 

yz z — jt1 — y{cix2 -y dx)\ 
il viendra 

?; + ! = Vr"<?'i« + li.'|,-<lf'ri:TP' 

(53) yj + ε — ^ ^
 a

\/s2(// -+- rX2)2 —4 dy(c/-y cl) {a -\- cl?) — \ a y {d -y el?)2 \ 
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l'expression qui ligure sous le radical peut s'écrire 

£ε(<7 + cl
2
) — "—-{d -+- ελ)^ — (tf -t- ελ2)*; 

elle peut donc être mise sous forme d'une différence de carré si 

(6) y(i/2y + e£')>o. 

2° Les équations (ι1, i3) 

( cy2 — yc2+ sey — 2ε; = ο, 
(J ( αχ2 -h y ζ2 + id χ -h 2ε c — ο 

suffisent, tout comme les équations (3), à définir la quartique. Posons 

(8) y = rz; 

il vient (y1) 
cl'2ζ -4- y ; '2 el'— 2 ε — ο, 

d'où nous tirons 

z= -2ε — el' y -ch2 y = -2ε — el' ., 

portons dans (72), préalablement écrite, 

ax -h cl — \Jd2 — η ( y z2 -h 9.εζ) ; 
il vient 

αί + d
=\J

a
"~ ~ *

 a
 y

 k αί
 w> -

ax ->r d— y-_^
c
y

2
 ^d2(y — cl'2) — 4a ε(ε— el') (y — cl'2) — 4αγ(ε — cl'2)2; 

ici, l'expression sous le radical est une différence de carrés si 

(9) a{d2y + αε2) > ο. 

L'inégalité (2) montre que l'une, el une seule, des deux rela-
tions (6) ou (<)) est toujours vérifiée. 

22. Admettons, pour fixer les idées, que l'inégalité (6) soit véri-
fiée. Dans ce cas, l'expression qui figure sous le radical de l'équa-
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tion (5:l) est une différence de carrés et nous pouvons écrire 

(.Ο) γζ + S = ql + R) ( Ρ'λ'-Η Q'?. R'), 

x et y étant déterminés en fonction de λ par les équations (51) (52) 

(il) X— 2 r-;, y—— 2 Γ-τΛ. , . d + a A d + c λ - α-t-cA- «4-ολ2 

Posons 

(i2) Y2= PX*4-Q*4-R, 

et soit λ
0 une racine du second membre de cette équation, de telle 

sorte que 
ο = PXJj 4- QX04- R ; 

nous aurons, en soustrayant l'une de l'autre les deux équations qu'on 
vient d'écrire 

Y. Y = ρ (λ + >.„) ( λ — /,,) -h Q (λ — Ιο) ; 
posons encore 

Υ = ρ(λ — λβ); 

il vient, en portant dans l'équation qui précède, 

Y ο — Ρ (λ + λ0) 4- Q, 

et nous avons, pour déterminer Y et λ en fonction de p, le système 

Λ ν— ρλ ——/·.„[>, 
i oY- Ρλ_-Ρλ04-<Υ. 

qui donne pour λ et Y des expressions de la forme 

('3> A = -T-ri-' ^ 'V 'X 

Portons ces valeurs de λ et Y dans (ioj, que la relation (12) permet 
d'écrire 

y s 4- c = _L-_Y y/P'\t 4- g'λ 4- R' ; 

il vient 

... . r_ 1 S»P t /p,/S,4-S2p2Y Q, St 4- S2lo2 R, 

Journ. de Math. (7* série), tome III — Fasc. II, 1917. x7 
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( I., ) Y Ζ -HE +/ t / \ ( ■? ^ Ρ 

X \/P'(St
-h S.

2
p2)2 + Ο' (S

t
 4- S

2(
cr ) ( Ρ — ρ2 ) IV( I' ρ2)2· 

25. Kxprimer ρ et La racine carrée du polynome qui figure sous le 
radical par les fonctions elliptiques sn^, cnw, dnw est un problème 
analogue à celui qui a été étudié au n° 6. 

On y parviendra en écrivant, selon les cas, 

p = /tsnu, ο = At en u, p=zh.,dn//, 

et en choisissant h ou //,, ou h., convenablement. 
Ïai suite de celle élude (n"s 24-57) indiquera les modalités du 

calcul. 
Soit àéabord 

p = h sn u ; 

γr -h ε et λ seront de la forme (i/f), (13) 

r _ __ S3/f' sn u en u tin u . S, -f- S.,h1 SII-'M # 

en second lieu, si 
p — hicnu, 

γ r -+- ε et λ sont delà forme 

_ S*Λ', en // sn u du u y S, -+- S., h'\ cit2f/ 

la relation 
cna u — ι — s ri2 // 

rend ces expressions identiques aux expressions (i5). 
De même si 

ρ = //, du n. 

Les expressions (i >) de γ ζ -h ε el de λ sont donc les seules qudl y 
ait lieu de considérer. Il en résulte que y(i r) et γ - -h ε sont de la 
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forme 

πι sn4#« 4- π2 sn-« -Η π» y, su·/* 4-•/·>«ιΐ'ί//4-ys o>, sn* ir -f- o»., sn- a 4- o>., * o>, sir u 4- ω., su- n 4- o>-, 
(16) 

Tsn//cn^d»M o), sn* u 4- ω2 sn-/* -h o>:, 

Je vais établir, dans la suite de ce Chapitre, la correspondance 
entre les quantités τ:, y, to, le module L· et «, <·, rf, γ, ε. l'aile ne 
nécessite pas Introduction d'imaginaires. 

!\é du cl ion du système (iG) et conditions de réalité 

de Ï!,5î, ÎL,2î. 
0), Γ»ΐ ;t 0), 0):, 

2i. Les valeurs (16) de y, r comportent dit paramètres : le 
module /. et le rapport de neuf des quantités τ, 

ΤΓι, ïï;, π^. χ2, ο),, o;.j.w3 

à la dixième, qui sera to.,. Les quantités à déterminer sont ainsi 

! _Z_ Hi Hi Έι Ll 1Λ lié h ^, 

o>.> <»)■> '*)■> o>» '■>.) 0) -, 0)2 ou o>2 

Nous calculerons d'abord 

'· I I 7,1 '/:( 
Oïj 0*;j 

Après avoir déterminéw2 —w3> —» il nous suffira d'écrire 

Kl — χ —i, — — X—, — — X — /■' — ^ r,':; 

0)2 0)| 0>.2 0)2 01;, 0)2 0)2 0>| Ο)., 0)2 0>:, 0)| 

pour connaître les expressions de 

0», 0»;,' 0),' 0)3 — — Li lié. 

Nous pouvons remarquer que les inconnues /., ···> sont au 
nombre de JO, tandis que les équations (Γ) ou (3) ne comportent que 
six paramètres. 
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Remplaçons sr, y, γ s 4- ε par leurs valeurs (16) dans les équa-
tions (3), après avoir écrit l'équation (32) comme suit 

-- (yζ 4- ε)-4- OX-+ 2 doc — o. V 7 

Il vient, en remplaçant en2 m, dn2w par 1 — sn'-w, 1 — k2sx\-u, 

: «(π, sn4*« 4- π2 sn2// + x3)!+ c(/j su4// 4- χ
2 sn2« 4- y:1)

2 

l 4- 2û?(7Ti sn4 w 4- 7ï» sn2// -4 rc
3

) (ω, sn4// 4- ω, sn2// 4- ω
3
) 

| 4- 2-e(yt sn4// 4- χ·2
 sn2// 4- 7,3) (ω, sn4// 4- ω

2
 sn2// 4- ω3)= ο, 

-τ2 sn2//(i — sn2//) (1 —/c2 sn2//) 4- α(7Γ[ sn4// 4- π2 sn2// 4- τ:*)2 
4- 2//(π, sn4// 4- tïo sn2//. 4- z3) (ω, sn4// 4- co2 sn2 u 4- w3) 

— — (ο), sn'// 4- ω2 sn2// 4- ω»)2 = ο. 

Exprimons que ces équations sont identiquement vérifiées, c'est-
à-dire que les coefficients des diverses puissances de sn/ε sont nulles; 
nous obtenons les deux systèmes 

et 7Γ2 4- cy; 4- 2 //74 ι», 4- 2 6yxo)[ —· o, 

I ίϊΤΓι 7ï2 4~ cyx y % 4- 7T| &>., 4- 772 6)j ) 4- c (yj ω ( 4- y2<*>( ) == o, 

( ^ ) ; «( 4- 2 7?! 7Γ, ) + c(yj 4- 2/, '/$ ) 
1 4- 2d(Tîj <»3 4- TT3 r»>, 4- Tî2 ω2) 4- 2 c (y t OJ3 4- y3 ι 4- y 2 o>2 ) — o. 

f «π
2
π

3
 4- cyyy.a + d(%

i
oh_

i
 4- 77

3
g>

2
 ) 4- α{γΛ c.>

3 4- y3'«>i ) = o, 

^ (t 7T3 4- cy rj 4- 2 ^7T;i o)3 4- 2 G y 3 c») 3 tz; o ; 

an\ + :u/ïï|0), — — — o, 

— 7'- /r2 4- or πι 772 4- d( 71, ω2 4- π., ω ι ) — ω, &>2 — ο, 

(ι8) ( _ 4-Λ·
2
)4-«(π|4-2ΤΓι7Γ:,)4-2ί/(πι'»>3 4--7Γ

3
&),4-Τ:

2
Γ,>

2
)— y (w ] 4-20»,0»

3
) -ζ ο, 

— τ24- α·π27:34- /ί(π2ω34- 7Γ3ω2) ω3ω3— ο, 

//π2 4- 2άττ3(>)3 ω2 — ο. 

Posons 
( 7ϊι ΛωΙ> ^2 — A>r,)2> TÎ3 /3ω3) 

('9) 
( '/.ι ~ /s = /»

2
ω

2(
 y

:j
·.- m

3
w

3
; 
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les équations (17), (18) deviennent 

ι a l\ + cm ] + 2 dix -f- 2 e/w, = o, 

l α ΙχΙ* -}— cm | //ij—1~ d ( /j ~t~ /3 ) "t- ^ ( m χ ~t~ m.χ ) — Oj 

1 «(/?&)'-+- 2/,/,6Jlrj>3) + c(/7ï®0)?-+- 2/η·ι/?13ω, 0J3) ( 20) \ 1 + 2 i/ ( /( 0)j Ci);) -{— /j 0)1 &)3 -+■ 0)ij ) + 2 f? ( fil J 0) ( Ci>3 + //l3 Ci) | Ce) 3 -+- Π) 2 Ci) .> ) Ο, 
ι G1% 1$ —(- Cflln /?i3 -J- cf( /0 "I- ^3 ) "I- ® -+- /Jl3) ο, 
* αί\ + cm\ 2dl3 -f- 2 cm^ — ο ; 

«/'j4-2c//, — y — ο, 

—— Τ" £ " -+- C//j /β Ci), 0)j -f- rf(/t -4" /o ) CO J Ci)j — Ci) 1 'ι>2 Ο, 

— — ( 1 -f- />'" ) -f- λ ( 1\ ο>2 + 2 l\ /3 o)j ω3) 

(21) "+~ 2 f/( /] 0) 1 0);| -V" /3 0)| 0)j -+" /o 0)0 ) ( r»>0 ~t~ 2 Cl)( G);j) O) 

Τ"—)— Cil.·, /·) 0) .>&)·) H~ d ( l-t —/3 ) 0)« C*)3— — O'-iOJjjrr; Ο. 1 ε2 

al\ + 2 <r//3— -y =; ο. 

25. Les equations (21'), (215) déterminent /
s

, à cela près que 
l1,Γ, sont simplement assujettis à être racines de 

(221) al--\-ïdl—y — = 0; 

la discussion de ce point prendra plus tard une large place de 
celle étude. 

De (2ο1) retranchons (21'), et de (205) retranchons (215); il en 
résulte que m,, m., doivent vérifier l'équation 

( 222 ) cm- -+- 2 em h — o ; 

à ce propos encore fine discussion importante aura lieu. 
Les conditions de réalité de /, et /2, m{ et ne, sont (22')?(22)2 

(28) d2-\-a— > ο, a2 — c— — o. 
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Reportons-nous aux équations (i) qui définissent la quartique. 
Ecrivons-les 

( — y(cX ■+■ c(ys + £)!+Δ-.Ο, 
(«4) ) y (αχ 4-rf)24- a(yz 4- e)s -h ο. 

' c( <r .β + of)2 + β ( (■' r + ί*)! + ^1 - ο. 
où l'on a posé 

(35) Λ| — ye*—et"-. Δ·> — — a·1 — yr/s. Δ
;(
 —.— cd- — ac.-\ 

on sail que Δ,, Δ3, Δ
;
, sont les discriminants des coniques (a/| ). Ils 

vont jouer un rôle fondamental dans ce Chapitre. 
Dès maintenant, ils s'introduisent dans les conditions de réalité (·Ϊ3) 

qui peuvent être écrites, en les multipliant par γ-', 

y(yo24- azi) > o, y(ye* — es-) > ο 
ou 

(2(3) — */Δ,><>, 'y Δ, > ο. 

Montrons que ces conditions de réalité (2Ί) sont vérifiées si 

a >» ο avec <· <; ο et y > o, 
( οη ) -ou bien 

a < o avec r > o et y<["; 

en efl'et, les équations (2/1', 'M2) peuvent être écrites 

cy -I- c)- 4- cy(yz 4- î )i 4- y A, — o, 
-(ax 4- dy 4- uy(y ζ 4- î)2 4- '/Δ,— o; 

la réalité des cylindres représentés par ces équations, qui va de pair 
avec la réalité de la quartique, exige : 

i° Si 

n > o. c < o, y > o, d'où cy < ο, a y > u. 
que 

*/Λ, > «>. yA2<o; 
2° Si 

a < o, c >· o, */<0, d'où encore cy < <», "'/!><>. 

gri/c, à nouveau, 
7 Δ, > o, y Δ

2
 < o ; 

ce sont les conditions (aû). 
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26. Mais, a, c, γ peuvent avoir Wautres signes que ceux indiqués 
(27) et il nous est nécessaire, à ce propos, d'envisager non seule-
ment les formulas (16), mais aussi les formules obtenues par per-
mutation qui vont suivre. 

1" Posons, au lieu de (iG), 

-, su'1 // + ~9 sus u +■ r.i τ sn a cil // dn// F>), SU ' // CI)2 SLL" // -H CM3 CM, SÏ\* U 4- 0)» SLL"// H" FI>;, 
( i 8 ) ' 

. " &)| snl« -f- û^sn-'w + w.. /, sn4// '/j sna// H- χ3 

et portons ces valeurs de cy-l· e, ζ dans les équations (1-, 1 '), qui 
sont 

Cl X" —(— 'y Ζ 2 -f- 2 il A' —(— 2 c Ζ — Ο. 

— ( c y -f- e y -t- ax- + 2 a x — ·— — ο ; 

il vient 

//(π, sn1// H- 7îâ
 su1'// -+- π

:
,)2-+- y F/, sn4// -f- y.2 sn2// -+- y3)-

l -h 2d(-, sn4// -t- π2 s η - // -+- -:t ) X (w1sn',// + w3sn2// + t.),) 
1 -H 2 C ( χ, sn' U + '/0 su2 // -t- Y

3
 ) χ ( -M, s 11v // -+- co2 sn2 // -t- G>

;
, ) = o, 

^ 2·* ^ ι — 71 sn2 // (1 — sn2//) ( 1 — /.2 sn2//) 

I -+-
 Α

(Τ.\su''// 4- 7TS
 sn2// + τ:

:ι
)3Η- 2//(7ï, sn1// π2 sn2// 4- π

:
,) 

X (CM, su»//H-cos sn-// + ',i3) — — (ω, sn'//-h co2 sn2//+ CM3)2 —o. 

égalons à zéro les coefficients de sn*// et les termes indépendants 
de sn//; il vient 

i e -f- yy
%

\ -f- 2dv.\ '/>1 -h >-ry
x
 cm, — o, 

1 CIT. \ 1 «7Γ,CO, -CM] = o, I ·> ^ c~ ·. 

1 a 4- yy\ 4- 2 άπ
3

 CM
3
 -t- 2 sy

 3
 co

3
 = o. 

f απ?,-i- 2d-
3

b)-
A
—^CM* —o, 

de sorte qu'en posant, comme précédemment (19), 

i| π,— Ιχΐύ,, π2— /jfiie, π
3
— t

3
(t)

3
* 

( Χι ~ /«ΙCM,. /
s
 = m»CMj, χ

3
 — /»

3
CM

3
, 
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l
n
 l

:l
, mlf

 m-i seront déterminés par les équations 

i αΙ*-\~ idl — o, 

| al* -t- y m~ -+- "idl -+- 2 ε m — ο 
OU 

(3o) aP+idl r — o. ym'+as»H = o. 

Ici, les conditions de réalité sont 

d'H >0, ε1 — y — >0,ae* , e* c c 

OU 

c(cd- 4- «e2) > o, c{cil—y<?2)>o, 

ou encore (25) 

(31 ) — CA
3
>O, — CA,>O. 

Ecrivons les équations (2V, 24s) 

\ — yc{ cy H- e)2-h c-(yz -h ε)2 -f- cA, = o, 
/ c-(aju -+-c/)2 -h h- e)--f- cAs= o. 

Si yc < o, ac^> o, la réalité des deux cylindres exige que les condi-
tions (3i) soient vérifiées. 

Les formules (28) conviendront par conséquent, à Γ exclusion des 
formules (16), si 

( 32 ) a > o avec c > o et y < o ou a <0, c < o, y > o. 

20 Posons, au lieu de (16) ou de (28), 

CX-\-d— 7 5 ; , y-. ; = ; j ω, SN^« + &)" SN-« + o)3 " &), sn ' // -t- GJ«SII-Î/ -f- ω3 
(33) 

χ2 u 4- χ» sn2 a + %.t ** w,snlii + M2si)2« + w3' 

et portons ces valeurs de c.t -l· d, y, 5 dans les équations (V, 1-), qui 
sont 

( cy-—yz*+iey— 2 ε .= = ο, 

Ι — {ciχ -f- d ) - y z--+- 2ε3 — — — ο | 1 d2 a a 
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il vient 

c( 7ï| su'1 ti 4- Hi sn2 u 4- -3 )
2 — y ( χ, snv « 4- '/2 sn2 α 4- /;,)

2 

1 +2C(J:I s:i'w/ 4- π2
 su2 α -h π

3
) x (wj sn4« + r.)2s»2« + w3) 

I —2 ε(χ, su' f/ H- yA sn2a 4- χ3) x (οιv st»vw 4- o»â sn2« 4- &»3) =o; 

\ — SU2 tl( I — SU2//) (l — /f2 Sll2«) 

I "/(/j sn'4// "+" '/λ srlS u ~+" 7ji)1 + 2 ε (χ, sn'a 4- χ
2
 sn2a 4- χ

3
) 

ί x (/»>, sn'f// +· r»jj su2a + o);j) — (o>, sn;a 4- c.)2 sn2a H- &>3)2 — o. 

Exprimons encore que les coefficients de sn8^ et les termes indé-
pendants de sn// sont nuls : 

■ C7ri — VXÎ a 6'πι ωι — 2£Zi WJ = °» 
1 c~l — y/J 4- ^ <?π

3
οj

3
— 2εχ

;
, ω

:ι
 — ο, 

; V'/.l + 2 £Ζΐω|— — W, = 0, d2 

Ί'/Â + 2 ω1 — — ω3' -0 ; 

ici, m,, /;?
3
 d'une part, /

3
 d'autre part, sont racines des équations 

y ni- -h 9. ε m d2 d rr o, 

cl'1 4- 2 cl — — — o; 

ce qui donne, comme conditions de réalité, 

ε2 4- y —d2 > o,d2 a e- -h ν — a> o, 

Oil 
a (m1

 4- y^
2

) > o, a( at'2 4- cv/2) > ο, 

ou encore (20) 

(34) — αΔ,>ο, -λΑ3> o. 

Les équations (24*, i>ri3j), écrites 

( a y {a.ν 4- cl)- 4- a-{y ζ 4- ε)2 4- cil., — o, 
( ctc{aœ 4- d)2 4- «2(c/ 4- e)24- «Δ3 = o, 

Journ. de Math. série), Lome III.— !4isc. II, 1917. l8 
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exigent, pour la réalité des cylindres qu'elles représentent, que 

«Δ.>< Ο si ay > o et «Δ
;!
< ο si ac~> ο; 

donc les conditions (33) sont vérifiées si 

a y > ο on ac > o, 
o// /;/>//. .«?/ 

(35) a>o avec c>o et y>o ou a < o, r < o, y<o. 

Par conséquent, la représentation (32), à l'exclusion des représen-
tations (iG) et (28), convient si les conditions (3i) sont vérifiées. 

*17. Formons le Tableau des différents signes que peuvent avoir a, 
c, γ et indiquons dans chaque cas les formules à employer et qui sont, 
en se reportant à (27) pour les formules (16), à (32) pour les for-
mules (28), à (35) pour les formules (33) : 

Signes de 
Formules 

a, c. γ. «Ί employer. 

il -h + + (33) 

I 2 -+- + — (28) 
13 + — -1- (16) 
! h -+- — — Voir form. ( 3"·,,) 

<3fi) i -,5 Voir form. (37b) (1) 

0 - H- -- (16) 
7 — — -H (28) 
8 - — - (33) 
• 

llien n'est spécifié pour les cas 1 et 5. 

ι0 Cas de 
Formules 

à employer. 

, I. Si A| < ο, Δ
2
>Ο. on a YA,>o, yAuCo (i6) 

(37,,) 2. Si A,>o. Δ
:(
>ο, on a — rA,>o, — cA:,>o (28) 

I 3. Si Λ,<ο, A;)<o, on a —ίϊΔ5> ο, ^—οΔ:1> o (33) 

(l) Les formules (37/,) sont placées dans le texte après les formules (3g). 
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11 ne peut passe présenter de combinaisons autres que (37^, 87;;, 37*). 
Formons en effet le Tableau des signes de Δ,, Δ., A

:
, et inscrivons 

dans la dernière colonne la combinaison (37,,) correspondante : 

Signes de 
Combinaison (37n) 

Δ,. Λ... Λ.,. correspondante. 

1 -+- ■+■ (3"«) 
I 2 -i— — » 
1 3 H- — ■+- ( 07,7 ) 

(38) 4 + - - (37 3a) 
1 ° — "+" (0 / h ) 
« — -H — (·>7 <i) 

[ 7 — — -t- » 

» - - - (3
7

Û) 

Il subsiste, semOle-i-il, les combinaisons (38-, 38T). 
O/·, ces combinaisons ne peuvent pas se présenter. Κ11 effet, Δ,, Δ

2
, 

Δ
;ι
 sont liés (20) par la relation 

(09) «Δ,— cà.,+- yA,= ο 

et, puisque a > o, c < ο, γ< ο, on aurait (382) 

ftA,>o, — 6·Δ,>ο, yA
:1
>o. 

ce qui est incompatible avec (39). 
La combinaison (387) donnerait de son côté 

ft Δ j ο, c Δ, ο
 7
 y Δ

 3 <7 ο
 5 

ce qui est encore incompatible avec (39). 
2° Examinons maintenant le cas de a<C. o, c>o, γ > ο (3(>5). 

Mous remarquons que : 
I' 0 ruiu les 

à employer. 

1. Si Δ,>ο, Δ2<ο, on a Ά >0, yA,<o (16) 
(3yb) · 2. Si Δ,< ο, Δ3<ο, on a — cA,>o, — ο·Δ3>ο (29) 

! 3. Si Δ2>Ο, Δ3>Ο, on a —«Δ,>ο, —αΔ3>ο (32) 

Formons encore le Tableau des signes de Δ,, Δ
2

, Δ
3 et inscrivons dans 
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la dernière colonne la combinaison (37$) correspondante : 

Signes de 
Combinaison (37n) 

Λ,. A.,. A.,. correspondante. 

j ^ ■+" + (37®) 

2 + + - > 
3 -+- — -+- ( 3? /, ) 

(40) 4 + - + (37b) 
ι 5 — -+- + (37 b ) 
1« - + - (37J6) 

[7 - - -1-

8 - - - W) 

Il reste les combinaisons (/|θ2) et (/jo7); puisque (3c)) 

aAj— cA2+ "/Δ3 = ο, 

ces combinaisons ne peuvent se présenter; on le verrait comme tout à 
l'heure, en répétant ce qui a été dit à propos du Tableau (38). 

28. CONCLUSION POUR , /
;T

, mn M
3

. — Ces quantités sont toujours 
réelles, sous condition de choisir celles des formules {ι G, 28, 33) qui 
sont spécifiées dans le Tableau (36), complété pour les cas (36'', 363) 
parles Tableaux (3 7,,, ^7^). 

Il est évident que sous condition de permuter convenablement entre 
elles les lettres x, y, z, on peut toujours s'arranger de manière à ce 
que ce soient les formules (16) qui conviennent : Nous supposerons 
qu'il en est ainsi dans tout ce qui suit. 

Détermination de — > — > — j —> — > — (si\ (*)·> (#);j 6)| 0>2 Cl>3 

29. Les quantités (19) 

ο»., 2' ω. 1 ! /·> 

sont déterminées par les relations (202, 20*), n° 28. Écrivons à nou-
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veau les formules (20% 20* ) en les mettant sous la forme 

\ | d)/j-t- (cW| ~Ή c)nt% + dl\ -+· eni\ — o, ( ( ίϊ/3 -+- ûi) 1% "Ή ( C'Wj H— β) /7^2 ~Ή dl% -t" cn\-A ®· 

Nous obtiendrons, en les ajoutant ensemble, et en les retranchant 
l'une de l'autre, deux équations qui vont être fondamentales pour ce 
qui suit 

( /» 2 ) [fl(/| + /
3

) + 2rf]4+[c(m,+ m
3
) + 2 e]/«2 

+ d(l3 /3) e ( m j -+- m 3) ~ o. 
(43) («fj -h d) (/, — /3) H- (c/M

s
+e) (mj — 77i3) = 0. 

D'autre part, nous supposons essentiellement que les equations 
(22', 22-), dont l.

s
 et w3 so/i/ respectivement racines, ont 

chacune leurs deux racines distinctes; car si les racines de (21 r)sont 
égales l'une à l'autre, 

di-\-a— ou (a5) Δ2 

est nul, ce qui fait que le cylindre (i2) se décompose en deux plans, et 
la quartique en deux coniques, cas dépourvu d'intérêt. 

De même si l'équation (22S] a ses deux racines égales, c'est le 
cylindre (V) qui se décompose en deux plans. 

i° On ne peut avoir 
tXyàl^ avecm1 = m3 

Dans cette hypothèse en effet (22· ), 

/] 4- /3 — ) mx 4- tn,f— — — , 

et l'équation (/|2) se réduit à 

2dl ie"· _ a 

OU (2;) ) 
Δ3— o; 

ce serait alors le cylindre (i3) qui se décomposerait en deux plans : 
20 /, et l

a
 ne peuvent être égaux à une même racine de l'équa-

tion (221), si m
 y
 et /??

:
, sont aussi égaux à une même racine de (22S); 

autrement dit, les racines de ( 22') étant distinctes l'une de Vautre, 
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ainsi que les racines de ("22a), selon l'hypothèse faite, ci —φ ο, 

e- — α — φο^, on ne peut avoir 
/, = /3, m, = w;). 

Nous allons voir que, s'il en était ainsi, Δ3 serait encore nul. 
L'équalion (203) peut en effet être écrite 

:î| al, /3+ d(tl 4- /3) 4- ef(w.!+ m3)] ω,ω3 

4- («/» "+~ C/n2 "+" 2€J^ia)&)|= o; 
si 

ll = l3} ni, — ms («24- a — 7= O, E- — C -- Oj, 
on a 

αί{ I3 ~T" c η J M
3

 —J- C/( /, 4- ) 4- Β ( ni ι 4~ M
3 ) — (UL\ Ά DL, ) 4~ {cm J 4~ 2 CM 1 ) 

OU ('22', 22 2) 
«/, /34- CM, M34- d{ /, 4-· /3) 4- C(M, 4- ///■:,) = Υ; 

l'équation ( 203 ) devient alors 

(al\ 4- c/n'i 4- 2dl^ 4- 2EM
2

)&)J = 0; 

ω
2
 = ο impliquerait τ = ο(2ΐ4)βΙγ34-ε = ο(ι6); donc, dans notre 

hypothèse, 

(44) at\ 4-· cm'i 4- 2c//
2
4- 2cm

4
 — o. 

A cette équation nous allons adjoindre celles-ci ( 22', 222, 411 ) : 

l21 + 2 dl1 - E2 y = 0. 

(45) cm, 4- 2c«i| 4 = o. 

^ (al, 4- d) /2 4- (CM, 4- C) /?IJ 4" dl\ 4~ cm, O. 

a,. Combinons d'abord les équations (44> 451, 452) en ajoutant 
ensemble (45', 4·ο2), ce qui donne 

al\ 4- 2dli 4- CM2 4- 2 EM, O, 

et en retranchant l'équation (44) de celle-ci ; il vient 

(46) [ÎÏ(/,4-/»)4-2 D] ( LI — I.2 ) 4~ [C ( M, 4- M 2 ) 4- 2 ( M, — M
2
 ) — O. 
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h. Combinons ensuite les équations (45',/j/)2, /|■*>3), dont la der-
nière n'est pas encore intervenue, en retranchant de (4 >r) l'équa-
tion (46), combinaison de (44» 4·»1» 4 >2)» ce qui donne (44) 

| (αΙΛ 4- d)t2—<γ/γ] 4- [(cm, -h <?)m2— cm2] — dlx — emx — o, 
ou 

o(/,/3— t\) 4- c(m
{
m

î
— m2) -h d(t,— /,) 4- e(m.>— m,) — o. 

ou encore 

(-i7) («Λ + d) (b.— fi) 4- (cm, 4- e) (nu— m,) = o. 

e. Nous pouvons écrire l'équation (4^) de la manière suivante : 

(a/x 4- ft) (/2— lx) -h (αΙ·2~\- ci) (t2 — /,) 
4- (cm\ 4- e) (ni

2
— m,) 4- (cm,4- e) (m,— m, — o); 

donc(47) 

(48) (r//24- et) (t., — /,) 4- (cm, 4- e) (m2-r- '"») ~ °-

Retranchons (47) de (4#) ; il vient 

a(/2 — /, )2 4- c( m2 — nii Y" = °-
d'où nous tirons 

(JxzJl- Yrr--· \m,— nu) r/' 

portons dans (47)» écrite préalablement, 

(ali 4- clY (4— Λ)2— (c'n\ + e)2 (nu—m,)'2; 
il vient 

(a2/ξ 4- 4- d2)c 4- (c2m2 4- 1. rem, 4- es)a =. o, 
| a(at\ 4- 2clli ) + ̂ ]c + [c(cni\ 4- 2 cm,) 4- e2]a — o. 

OU (4 \) 
^*7^-4- d*J c 4- ^— c— 4- e*j a = o. 

ou encore (20) 
d2c 4- r'-a — Δ.-, — o. 

Nous avons remarqué qu'alors le cylindre (ia), dont est le discri-
minant, se décompose en deux plans. 

;>° il ne reste donc (/j'i) que deux hypothèses possibles : ou bien 

'1^/3. m,—m
;f

, 
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ou bien 
/i=/ 3»m1 = m3. 

Nous allons les étudier et nous verrons que Vune ou Vautre convient, 
suivant les cas. 

30. a. Cas de 

(49) /n,= /w
3

; 

ici (7i5) 

(5o) /,-t-/3 = J = ' c;?/;+2eniH — ι pc? s2 ε* 

L'équation (43) donne 
aL +· ci — o, 

d'où 

( 5 · ) /2— — · d a 

Portons celle valeur de L dans l'équation (41 '); il vient 

— ( Cil \ C?) — ( CW1 | H- c) ΠΙ ο -4- ί//1 ~f" ί'/W j ~ o, 

— r/- H- a(c/a, h- c)///2 + α<?/α, o, 

(aa) nu——d2 - acm1 a(cm1 + c) 

Λ. Cas de 
l1 = l3 m1 = m3 ; 

ici (7|5) 

(53) cil: +- ?.eli — o. /»,-+-///,— — -—3 nu ni·.·— 

L'équation (43) donne 
cm2 + e — o, 

d'où 

(54) — i;m2 = -cc ; 



SUR LES QUARTIQUES GAUCHES DE PREMIERE ESPÈCE. L/|I 

portons cette valeur de w
2
 dans l'équation (4l<); nous aurons 

{al ι + d)l2— (cmx + e) — + dlx + emx — o, 

e ( α/j + ci) L, — e2 ·+· dclx — o, 

( m) — -τ—, 4r· c(al1 + d) 

51. RÉSUMÉ concernant ln m{% M2, m.A ou — > ···> — :w1 w3 

i° Ou bien /, et /
3
 sont les deux racines différentes de l'équation 

al2 idl— — = o 

et alors m{
, sont égaux à une même racine m{ de l'équation 

cm2 H- 2 EM H — O ; 
dans ce cas 

(;>b ) L — » m-i— —, S a(cm3 + e) 

mais on peut prendre aussi (/§ι2) 

nu = — r] dx— acm3 

-i° Ou bien m
t
 et ws sont les deux racines différentes de l'équation 

cni'-^r acm H— — o 

et alors /,, sont égaux à une même racine /, de l'équation 

cni'-^r acm H— — o 
dans ce cas 

(o62) f — -i-, m,— -, / e~ — cdf, e c(alA-\-d) c 

et l'on peut prendre aussi (/|ΐ, 2) 

2~ c{al3-hd)' _ es— cdl-i 

Journ. de Mat/t. (y série), tome III. — Fasc. II, iqi7. R9 
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Calcul de — > — · fi)o (^3 

52. Revenons aux équations (20, 21). Multiplions les équations 
(21 -, 21 ■') par 2 et ajoutons-les à (213), de manière à éliminer τ2 et /r3. 
11 vient 

( ·>7 ) 2 a/( 1-2 -+- d( /| 4- /2) r,M '»>2 

+ (I ( l", '))% 4~ 2 /j II (|)| Cl>3 ) + 2 ί/[ ( /| 4" /; I ) (»)| '»>:{ -Ι- IvO)?, | 

— ( O) 5 4~ 2. Cl), fj);( ) 4" 2 ^Cl/» /3 H— d(f.) H~ /3 ) —- Cl).2 2);| ~ o. 

ITautre part, écrivons ^2o3) comme il suit : 

(•r)K) 2| α/,/:,4- ν/ηχιη% + <:/(/, 4- A,) 4- 2 (/«,4- w3 )] '·>, oi;, 

4~ ( α/2 e/a0 4~ 4- 2ejn9) fj)7, ~ ·>· 

Les équations (58, 07) équivalent au système 

I Ό, — VCi)2f
 r, — <70)

2
. 

I 2 | a!, / 
:t
 4- c'V/ί ι /ίί ;i 4- '/(/|4 /;,) 4-'-('»|4- «la)]v(7 

I -h α/? + rWi2 + 2 r^2 "+" 2 2 — °i 

(.'))) < 2 J a/, /;, 4- c/(/| -h A,)—y va· 4-2 jj^a/,/
â
4-f/(/( 4-/0) —ν 

4- 2 | a/2 /3 4- c/ ( /2 4- /3 ) — — cr 

4- a/;' 4- 2r//.,->— — =r o. 

AW.s' allons éliminer /
u

, /«,, //*.,, ///., r/e ces équations, en 
distinguant les deux cas spécifiés au n° 51. 

PREMIER CAS (n°5l). — Calculons les coefficients de νσ, ν, σ, ... 
figurant dans les équations (5p). 
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Tout d'abord (n° 51, i°) 

(α) a(i Λ, 4-cm, /H34- d(ix 4- /3) 4- e(«i 4- /w3) 
— alx /3 4- d( /, 4- /,) -μ [c/«|/Wj -H e(m, -+- rn3 )] 

— h- cw; 4- ze/n, )ε2 2cP , , y a 1 

E2 - 2d2 -a~ Ί a \y) 

= — (rtê24- yi2) ay 

ou ( 2 )) 

(t>o ) «/, A, 4- cm,/«34- î/(/i H- A,) -f- e(/«, 4- m3) = · 

Ensuite 

( b ) al\ 4- cm\ 4- :>. dl, 4- 2 em2 

c(r/2 — rte/»,)2 — ad2(cmx 4- e)2 4- 2ae(d2— aemx ) (cm, 4~ e)
 t 

rt2(em,4-e)2 

le numérateur du second membre peut être écrit successivement 

— cic(ae- 4- cd2)m\ — •iae{aei 4- ci2) m, 4- i2 (rte2 4- ci2 ), 
— [rt(e/nj 4- 2 cm,) — f/21 («e24- ci2), 

— ^ — « d1J («e2 -h ci2 ) 

OU ( 2.") ) 
A. A,. 

y ' 

le dénominateur a pour expression 

rt2 ( cm, 4- e )s = a2 ( c2 m f 4- 2 coi, 4- c2 ) 

~ \° 7) +c2] 

-- ~ (y * ~ c£i ) 

= a2 Αι y ; 
par consequent 

(61 ) alî 4- cm'i 4- 2dL 4- 2em.,— * Α2Δ, 



ϊί\ί\ Π. DE MONTESSUS DE BALLOIIE. 

Passons aux coefficients de l'équation (Sq-); ici 

(c) al1 l3 + d(l1 + l3) - e2 y = -e2 y - 2 d2 a - e2 y 

=_JLC„£! + RDL), 

(62) a!,Ι, + ,ΐμ,+ Ι,)-- il = 2A2 ay. 

Nous avons 

(rf) «/,/,+ </(/,+ /.) - ~ =— Ud + d(lx--\- i-

= - d2 a - e2 y, 

( 63 ) a/, /, + rf( /, + /2 ) - - · y ay 

(C) ΑΛ /
3

 -H d ( /
2
 -+- /;I ) — —— f-\r d^/

3
 — —^ — — 1 

( 6/, ) α l, I, + ( /, + /3 ) - ^ · 

(/) all H- ai/Λ- ?.d(--

— _ D2 _ Ε'2 a y 

(65) «/·-+- arf/o- - — y ay 

11 résulte de ces formules que les équations (09) s'écrivent 

4Δ<> AjAJ 4Aq 2 Δ2 . . Δ, ay a2At ay ay ay 

comme nous supposons que Δ
2
 (discriminant de la conique 1-) n'est 

pas nul, elles se réduisent à 

y VCr «Δ7 ~ °' ("+i)(2ff-f.i) = o, 

et admettent les deux systèmes de solutions réelles 

(v'= — 2-, 2a' — JL^.A3 A1y 
(66') 

( 2 α Δ, 2σ»=_ι. 
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Ces formules correspondent au premier cas du N° 31. 

DEUXIÈME CAS (n°31). — Reprenons le calcul des coefficients νσ, ν, 
qui figurent dans les équations (5q) en partant des données (56a). 

On a 

(rt ) alx t-i -h cm-i d{ l\ 4- 1$ ) 4- 4- /?i3) 
= al\ 4- 2 dl\ 4- [c«tlm34- e(/nt4- m3)], 

(67) αίχ /s4- cm,«j4 d(/,4- 'a) + e(/«,4- /«3) 

ε2 /ε2 2es\ 2 . 2 2 2Δ ~~7 \7 T)~7y Cê ~ye ~ y ' 

(b) al\ -h cm\ 4· %dl2 4- lem^ 
a(e-— cdli )2 — cei(alt 4- cl)-4- 2cd(ei — cell, ) (rt/j 4- d)

 > 

c,2(a/i-i-rf)2 ' 

écrivons le numérateur 

— rtc(rte24- cd*)ll — 2cd(aeî-+- cî/2)/,4- e2(ae2 + c,if1 ) 
ou 

[—c{al'\ 4- 2άίχ ) + e2] (rte24- cdi), 

^4- e
2
^ («e

2
4- cd'2); 

on voit qu'il a pour expression (a5), 

Δ,Δ,. 
y ' 

quant au dénominateur, il n'est autre que 

ç*{al\ 4- d*)*— c2[ <z(al\ -t- 2dlY) 4- d-] 

= c«(
e
Î+ri«) = f(-4

t
)·; 

ainsi, 

( 68) al\ 4- an:, 4- 2 dl2 4- 2em=r ^:·. 

(c)_ rt/, /34- l\ 4- /3) — — 2dlx—— 1 

(69) rt/, /j4 4 4) — .— = 0. 
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(rf) a/,/,H-rf(/, + /,)—- = al, f . cdl' +d\l,+ f . cM> I --

afA (e2— αΙί{) + οάΙχ (a/, + fli) + ai(e2 — ccZ/j) ε-
~~ c(ai

t
-hd) y 

( cil\ 4- d) c2 2' e2 ε* ~ c(«/j 4-d) y c y ' 

(yO) (tl\f$-+-d(/i-l·- i$f — —^—-· 

( c ) πd(ί·2-+-i3) ~ cil*l\ -4- d[ 1·>-\- 11 ) — — 

ou (70) 

(7O a/■>! n-\r d {/■>-+■ /;i)—— — —— · 

(/) α/; 4- 2î//j — (al\ + cm\ 4- :u//,+ 2e/»2) — (c/«2 +2c///2) — — » 

ou ((>8) 

al* 4- 2 dl2 - - = Κ'-) - - y c- Α, \ c c / y 

— + £1 _ £ c2A* c y 

— -J-T 1 C5-) Ai Aî . 1 / > „.·>\ 

A,A
;
, A,1 

c2 A» c y ' 

/ ν ».> h z~ AJ y A3 4- cA2 ' - / c ycA-

Portons dans les équations (>9). Nous aurons 

4 A) Ai A3 A, . . A, y A3 4- c A- cy C2A2 cy c ycA2 

ou(A, φ ο), 

, V Α2 , . ν Α·. 4- CA.> e 51 = °· a(v + 4+ eai —■»i 

ν el σ sont donc les racines de l'équation 

y . yA. + «A. ν A,=o 2 cAj 4c A2 

qu'on peut écrire 
4 c Aji2 4- 2 ( y Δ3 4- c A

2
 )2£ 4~ y A3 — o. 
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On en Lire 

v — (y A3 + cA2) ±y/(y A3 -ι- cΔ·>)* — 4 cyA, A;, __ — (y Δ3 + cΔ,) ± (y A, — cA,) (\C&t 4r^2 ' 

v _ — (yA;t + cA2) + (y A. — cA») _ _ "l~~ 4cA2 a' 

y — (yA;tH-cA2) — (yA, -cA,) _ V_ X. ~"2 (\cA, 2c As' 

Nous avons ainsi deux nouveaux systèmes de valeurs pourv et σ, qui 
sont : 

I y y y_ X ^ I 2' 2 C A4 ' 
(662) 

y«v=._ _Ζ_Χ, [ 2 C Ao 2 

Ces formules correspondent au deuxième, ras du n° 51. 

Détermination de X· 

55. L'équation (21X donne 

(;3) --i- + "/>/j-h d(ί,h- Λ,) — —Ί X — ο 2 y 'i»ô " " y I o>2 
OU 

( 74 ) « ~ (7/.1 4- i/( /2 + /;, ) ! <7. 

Ροζ//' or', τ", nous avons (G.4 ) 

al2l3 + d(l2 + l3) - E2 y = A2 ay ; 
ainsi ((>(>' ), 

X Ll^Xy. 2 y '«>;■ *7y ' 2y r,»| «y 1 

il en résulte, en remplaçant n' et n" par leurs valeurs ( 6(5I ), 

^ ay ay ·>α A, 2«2Ai> «y r.i.j 3 ayί-:,) x ίί^-Χ. xX=_ XX, xXXX_ 
et 

7 tf2 A, ' c»>£ a ' IÛ=_yXX, ΐϋ^Χ, 

valeurs de X ^rzz/ correspondent, comme σ', τ", ζζ/ζ premier cas du 
η" II. 
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34. Nous avons ensuite, pour α", σ,ν
 (71), 

λ/2 ls -t- d(t2 l3 ) — — y cy 

et(74) 

_L 1 T'v2-_^iff.v 2y «5 cy 2y w| cy 

(,7) _L£Î=_.V_= JL Ιϋ! =_ ΔιΛ_ .ίΛ — Al, J' 2y ω| cy \ 2c Δ2/ 2C2A2' 2y ω2 Cy y n, ) ' icf 

(78) 'ws_y.^1A3_(yA1)A3 τ"2_Δ, «g c-A2 Ο2Δ» ω- c 

38. Réalité de —· — On peut écrire (76, 26) 

«|— β'Δ, ' ( /·*,)><>, 

—2 05/ donc positif si Δ3 o/ Δ, 5o«/ i/o même signe, Î/O/?C .« γΔ3 o.s/ 
positif, puisque (26) γΔ, 05/ positif; 

j-pr 05/ positif si a et Δ2 50«/ i/o môme signe, ou bien si ay et γΔ2 
50«/ i/o même signe, OM encore, puisque (2O) γΔ

2
 e.s/ positif, si a γ 

05/ négatif ; 

^7 05/ positif si Δ3 et Δ* .so«/ i/o môme signe, 0« s/ γΔ., o/ γΔ2 so/// 
de môme signe, donc si γΔ, < ο ; 

-^r 05/ positif si r-~ est positif, ou si ογ 05/ positif (2O). 

Il est essentiel de noter ici que les valeurs négatives de\ doivent 
être acceptées, et que cela ne contredit pas la condition de réalité 
imposée à tous les éléments. 

Soit en effet 

(79) 7- = ίτ\ (/ Τι réel). 

On sait que 

(80) sn(w, A) = t— jj.j cn(ci,/.·) =— —, dn( c/. A) =—; ryr; ' en A' cn(<>, A') cn(c. 

il en résulte que, si — a la forme ( 79), le changement de u en vi 
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dans les formules (i6) donne des formules tout à fait analogues, 
mais d'où les imaginaires sont exclues. Nous aurons à faire usage 
tout à l'heure de cette remarque. 

Ajoutons que le signe ± dont est toujours affecté ne donne pas 
deux formes à yz -f- ε (ιβ), mais une seule; en effet, 

sn(—u) ——sna, cn(—«)— en M, dn (—u) — dnu; 

donc le changement de u en — u dans les formules (16) ramène 
l'une à l'autre les deux formules (16) correspondant respectivement 

a + t w2, - t w2. 

Détermination de k'1. 

56. Nous avons maintenant (21% 59' ) 

— -^·Λ·»=— Γα/,/,Η- ef(/t-+- 1,) - -l-> 2 y of I 7 J w2 

(Βι) — -^A« = — \allU+d{li+li)—-'\ v. 2·/ of l_ 7. 

i° Pour y' et v" (63 ) 

-j al
γ
 L H- d{ /, + 4 ) — — J — — ̂  ; 

donc (79, 66, 75) 

2y o>f ay ay\ 2/ 2ay' = A_, 

-A2 A3 (k2) = A2 2 α2Δ, 2«y 

(82) (**>'=- aA1 yA3. 

Ensuite 
2y ω* ay ay\2a Δ, / 

ou(75) 

A2 (k2) = - a2 2ay ay \2a Δ,/ 

(83) (Αψ = —Ζ ^· A3 A1 

Journ. de Math. (7* série), tome III. — Kasc. II, τ917. 20 
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2° Passons à (A2 (A:2),v. Ici, où ce sont v"etv,vqui interviennent, 
on a(70) 

- I al, 1, + diU+U)--1 ; L Ί\ αΊ 
donc(81) 

_LÎI(/^)"' —^(— L\ = A-, 2 y οι? cy cy\ 2/ 2cy 

t2 w22(k2) = A1 c 

cl(78) 

•7^ÂTC/ } -TJ ïï X(A } V ^3 ,· /.« »·«" */ / /.2 \. 

(84) (k2) = cA2 A3. 

lin dernier lieu, 

— — (/,·2 )'V =— ^ V'v — — Al (_ ί Ζ φΛ^ΐφΐφΐ, 2·/ riij ry t'y \ 2 c Δ.,./ 2(-/Δ2 

OU(77) 

^!_(/r=r=-i^L; 2c2yA2 
donc 

(85) <*'>"=£3;· 

57. Réalité de A. — Il n'en est plus ici comme pour ̂  ; k doit être 

réel et de plus compris entre — 1 et -h 1 : 

i° (A--)' = — est positif si — ^ ]>o ou (26 ) si aA:t <0; 

2" (A··)" =- ̂  où (2(;)γΔ,>ο, est positif si «A
:t
<o; 

8° (A-2 V = où (26) γΔ2<ο, est positif si cA3< o; 

/«, __ 0St p0Siiif si οΔ3< Ο. 

Construisons le Tableau des signes de et des valeurs 

positives de (/c- V, (A--)", (A")'", (/fa ),v, en fonction des signes de γ, a, 
C, Δ G : 
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-•2 _"2 _»'2 -,V2 

γ. a. c. Aj. ωξ' ωϊ" JUf" ω^" (/·2)'. (/.·2)"· (/-V· (/.-),v. 
4 4- — — H- -+- 4- — — -P -h -h -P 
2 4- — -h — — -P -h 4- -h 4-
3 —ρ ·+■ — — — — -)— — -f- -f-
h -f- — 4- -P 4- -p — -p -P 4-
3.· -p -P — —Ρ 4- — — — 4-4-
6 -P -p 4~ — — — 4~ 4~ -P 4- -P 4* 
7 — — — 4- — — 4~ 4- 4- 4- 4~ 4-
8 — — 4~ — 4~ — — — -P 4-
9 — 4~ — — 4- -p — 4-4-4-

10 — — 4- 4- — — 4- — 4- 4-
11 — -Ρ — -Ρ — 4-4-4- -P 4-
12 — -p -p — -p —p — — 4" -P -P -p 

Nous allons voir qu'en fail les deux ou même quatre valeurs 
de k2 correspondant aux divers cas se réduisent toujours à une 
seule. 

Nous remarquons en premier lieu que (82 à 83) 

(86) (λ·2)' χ (/·»)'= τ, (Λ2)'" χ (**)"=■. 

Une seule des deux valeurs (A*
2
)' ou (k'2)" est donc acceptable, et une 

seule des deux valeurs (/r )"' ou (7r)lv est donc acceptable, ce qui fait 
que k- /éa qu une seule valeur acceptable dans les cas 2, 3, 4, 5, 8, 9, 
ΙΟ, Il et ne peut en avoir plus de deux dans les cas 1, 6, 7, 12. 

Nous allons montrer que si (k2)' et (A:2)'", qui sont liés par la rela-
tion (82, 84, 38 ) 

(87) (/■')' + (<-«)·=_ 2|i + £|i
 = 1

, 

sont Pun el Vautre acceptables {ils le sont ou ne le sont pas, en mente 
temps), ce qui peut se présenter dans les cas 1, 6, 7, 12, il en résulte 
deux expressions (16) de y, y ζ -ι- ε identiques l'une à l'autre. 

Kn conséquence de la relation (87 ), nous écrirons : 

(88) te- pour ( fi-)' et k'- pour (/.'-)"' ■ ou bien k et /.·' (k'1 =; 1 —k-). 

Nous ferons le calcul pour l'un des deux cas 6, 7. Le calcul pour les 
cas 1, 12 serait tout à fait semblable. 
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i° Nous avons 

, , —sni/cnvidnii τ sn u en u clnic ω2 , , . ' ο, sn+«4-&>tsn-« 4-ω3 ω, ω, — sn'M 4- sn· // 4 

v'sn^z+sn'rt + ff' (mod/,). — sn u cnu dn u 

puisque ν' et σ' correspondent à — · 

Remplaçons ν', σ' par leurs valeurs (66) et ~ par sa valeur (76'); 
nous aurons 

/ ΔοΔ, snucnudnu , , , ψ sn4 u 4- sn2« 4- — ~ 2 2rt Δ, (mod k) ; 

posons maintenant 
u = (7 ; 

il viendra 

vs+e=y —; ————5η; <rao<u> / ΔιΔ3 sn ρ/ en <>/ dn <7 T snMv H- sn-(7 4—— — 2 ία Δ( 

OU (80) 

./3 + e_y/ + y — (m0<U ) sn*e— sn-een- en—— — cn'r (mod k) 

=V ^Tï—ΓΜ~—1—ΤνΠ—7-3; (l"ocU / Δ2Δ3 sn ccne duc 

or(38) 

| + y ^Δ, + ·/Δ3 _ 6·Δ2 a Δι αΔχ <ύΔ, ' 
donc 

^+, = V/*7?s:rar-;——Γι ( aA1 aA1 2a A1 

ou en multipliant les deux termes de la fraction par — aA1 cA2, 

(89) « ,.«=-7,^ , „„ln (mod k) 



SUR LES QUA.UTIQUES GAUCHES DE PREMIERE ESPÈCE. 153 

D'autre part, si nous partons de (A2)'", au lieu de (A*2)', c'est-
à-dire ( 88) de A·', nous avons 

VS + Î- J = Γ mod (/.·)' ou /.'1, ' W, S»4//4-I)2 SN2//4-«3 Ω. . „ O>3 

— SN U EN U N U ω2 ~ Y" SN4 « -H SN2 U 4- C'" 

ou(78,73) 

■'>+·=>/<mo,l*>·1 2 sn + sn2 - 1 2 y c A3 A2 (mod k) 

Si nous changeons m en — u, nous retrouvons l'expression (89) 
de γ- h- ε. 

2° Nous avons aussi (16), dans les mêmes hypothèses que pour 
yz + e, 

7T| SN4// 4- Π2 SN2// 4- tî3 W2 Ω2 &)2 W. SN4F/ + M-ISN2« + (<H Ω, , „ &>.. 

— —-SN4// 4- — SN2// 4- — — . , , . . , '«), WO Ω2 Ω:, Ω2 TTV SN·»// -+- U SN2// 4- /3Σ 

A sn4// 4- /, sn2 // + -i 2 " 2a Δ, , sn4 // -H sn- // 4—— —^ 

Posons, comme tout à l'heure, u = vi\ il viendra (80) 

x= sn4// 4- /, sn2 // + -i 2 " 2a Δ, , sn4 // -H sn- // 4—— —^ (mok k) 

— -LT SNLC — L SN2E(I — ?Η2<Λ 4- /* — ^( 1 — 2 SN2Ν -4- SN1 U) SN'R— SN2R(I— SN2C)4- —-R-(I — 2 SN*2R 4-SN4U) 

(—Ll,+ 1,4-1,3- [ — -R- 4- - ) SN4E — ( L R4I SN2C4~ ~ IR (mok k) 
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ou, en remplaçant (38) 1
 + ^ ^ P

arcA2 aA1 

(ΐΛ_4_4Χ^ν^ι5„ν + 4,+ /,Ζ^^-/3^ SN * U -+- SU2 Ν —R- (mok k) 

l
{

, ont les valeurs indiquées au n° 14, i°, comme correspondant 
à ν', σ' : en particulier 

l2= - d a, 

d'où 

(L1, + ί - /, _L 2*1 S1,·. „ (_ i +,, 1 %l) 2*1 _ /, . \2 Α laAjcA( Α a AJ c Α·> tcA-, (mok k) 

Π autre pari, en parlant de (λ2 )", nous avons ( iG ) 

— — S 11 1/ H 1 SN-' // H — .Y·— — MOD (/. ) OU Λ 

ou, puisqu'ici il faut prendre, en correspondance avec ( /»- ( η'\ ), 

1 ,YY ]_ 2IIL — Σ'Λ 'L 

2" 9.C A, X— J (MOD/, ). ' I 2 V * (mod k) 

Les quantités /,, /2, /
;i
 o//Z /e.ç valeurs indiquées an 11" 11, ·ι{\ ce qui 

permet D'écrire, en prenant l'une de celles-ci, 

/3 SN*« h — — SN2 u — — -r- , \ 2 C(<?/3 + A 2C Δ, SN' U -1- SN2// — — 

11 faut montrer l'identité des formules (90, 91). 
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a. Coejjicienls de sn* a, — Vérifions que (56* ) 

- ί l,= (i 1,4- - - ί |l. 

Le second membre se rapportant à 11, i°, on a 

1,, + 4 i = i ( _ 4 _ îf U * _/a X f>i 

=_Ι(1 + ζ£\λ, 2 \ a Δ, / 
ou (3(S ) 

~~~ 2 αΔ, 3* — 1 c^i ! 

li faut donc montrer que 

1 . 1 ci,. αΔ, ~ 2 ~ ~7 ^ 37ïl' 
et cela est évident. 

!). Coefficients de sn- u. — Vérifions que 

el—cdl3 d αΔ, y Δ3 «Δ, ^ 

- fï, + ÎÂ:'3' 
OU 

(e- — cdt
:s
)l

3
= (4yA3—ί/Δ,) (α/;, + rf), 

(/3-/Δ3 — c/Δ,) (a/
3

-t- rf) — (e2 — θί//3)Δ,=το. 
α·/Δ3/

24- rf(— αΔ, + */Δ34- 6·Δ
2
)/,— (β2Δ

2
4- ^Δ,) = ο; 

on a(38 ) 
— α Δ, + */Δ3 + οΔ2= 2^Δ3 

el (20) 
e2 Δ2 Η- α2 Δ, = e2 (— α ε2 — γ d* ) -+- di ( y e2 — c ε2 ) 

~~ 2" Δ3
. 

cl il faut, en conséquence, montrer que 

ay Δ31\ ■+■ 'idyùkAli — ε2Δ;ι — ο, 
ou 

a!? 4- 2c//, zzz o: 

or il en est bien ainsi (I l ). 
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Ainsi, la formule (qi) est identique à la formule (90). 

58. Nous venons d'examiner la combinaison [(A2)', (Λ-2)"'] du Ta-
bleau du n° 57. 

Examinons les autres combinaisons possibles. 

i° Nous avons vu (86) que les combinaisons 

[(/.·2)', (*')'], [(*T, (**)"] 

sont inacceptables, c'est-à-dire qu'on ne peut prendre ensemble 
(A2)', (A2)", non plus que (A2)"\ (A2)lv. 

2° Combinaison [(/r2)', (A2)1V]. — On a (87) 

(Χ·»)· = ,-<*»)'; 
donc (86) 

(/.2).v—1 (*")'> (Λ:*)"— , __ (X.
a
y ; 

si (/c2)' convient, c'est-à-dire si (A2)' < 1, on a 

(A2),v> 1 ; 
la combinaison 

[(*')', (X·2)-] 

est donc inacceptable : on ne peut prendre ensemble (A2)', (A2),v. 

3® Combinaison [(A2)", (A:2)"]. — Nous avons (87) 

( /«* )"' — 1 — (Xs)' 
ou ( 86) 

(k2)='~vh' 
1 (k2)= 1 - (k2) 

si (/r2)'" convient, c'est-à-dire si 

ο <(*·)»< 1 OU ο < ι — ( /.a )wf <; 1, 

(A2)" est plus grand que 1 et ne convient pas. La combinaison 
l(Aa)", (A2)'"] est donc encore inacceptable. 

4° Combinaison [(A2)", (A2)IV]. — Nous avons (87) 

^Υ=.ι — (X·2)', 
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d'où (86) 

(/.·»)" (k2)" v ' ι (/. 2)v—, ' (A·")' 

Si (A2)" convient, (A2)"—r est négatif, donc (A2),vne convient pas. 
La combinaison [(/r V, (/r2)IVJ, elle aussi, est inacceptable. 

39. EN RÉSUMÉ, les valeurs (A2)', (A2)", ( A2Y", (lr)lv du Tableau 
du n° 28 ne peuvent conduire quéà une seule forme 

TC! sn4 u 4- r.2 SU2 u -H τ:» '/ι sn4 u 4- ·/., sn5 it 4- W[ sn4 u 4- ω.> sn2 u 4- o>3 " sn'u *+~ ù>> su"-u 4- o>3 ' 
(16) 

r sn« en u απ ιι y ~ + ε — r—; ô—; ' ' oil sn a -I- οι, sn- u 4- ω3 

des coordonnées χ, y, ζ, mais ce qui a été dit au n° Il montre que 

soit soil /?i,, m3 (lx = > 1Λ = mK = //?., = peuvent 
avoir deux systèmes de valeurs distinctes. 

Il existe donc toujours deux séries de formules (16), irréduc-
tibles Vune à Vautre, et deux seulement; tous leurs éléments sont 
réels et s*expriment très simplement en fonction des éléments qui 
définissent la quartique. 

il). Supposons maintenant que α soit nul (1). Les équations des 
trois cylindres (G, \ (C

3
^se réduisent à 

cy2 - yz + 2ey - 2ez = 0 
(92) y s2 4- cl χ 4- 2 ε c = o. 

cy· 4- idx 4- 2ey rr o. 

L'équation (92s) nous donne 

(
9

3) x — — cyi — 2ey, 

et nous tirons de (92' ) 

(94) , . _ε — -+-y(c.y2+a e7) (ÇM) ' 

soit 
Y*=c24-y(cy24- 2ey); 

Journ. de Math. (7· série), tome III. — Fasc. II, 1917. 21 



158 It. DU MONTESSUS DE H ALLO JUS. 

on sait que Y et y peuvent être mis sous la forme 

ρ t--\- f/ t-h .s ,r ]>' t■+■ (/ t -t- s' — y/r+r/^+i" ' p" t2 -+- q"L -t- ν" ' 

Il en résulte (rp, 9/1) que la quartiquc est unicursale. 

CHAPITRE V. — Quartiques G'( et o\. 

i l. Il n'y a que peu de chose à dire des quartiques φ". 
liappelons ceci, qui résume la question de leur représentation para-

métrique. 
Les équations des quartiques o", qui correspondent au cas où le 

discriminant de l'équation en λ du faisceau ponctuel de quadriques 
a trois racines égales, peuvent être mises sous la forme, les coor-
données étant tétraédriques et le tétraèdre de référence étant 
réel ('■*), 

| ay--\-ixt H- bz1 -t- 2cy l = o, 
| l; ( a j'2 -+- :>. χ t) -h bz2-+- icy t~ o. 

La quartique est donc l'intersection des deux cônes 

(1) ay!+ 2.r/rro, bz2 + 2 c yt — o. 

Eliminons t entre les équations (1). Il vient 

a cy3 — h at·2 ~ o. 
Si l'on pose 

)' = [J. ζ, 
on a 

x = ac b u3z 
d'où 

x_ y _ J . 
2 a2c[j.' abc p.2' 2 bc p. —b2 

liër.rproquement, un système de la forme 

(2) ^ . a' μ* b' μ'2 c' μ * 

(') PAIXVIN, lot\ cit. — Voir aussi H. 1»; MONTESSUS DE BALLORK. Introdac-
tio η t etc., toc. cit. 
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représente une quartique de l'espèce φ!, lin effet, ces relations 
peuvent être écrites 

χ = a' μ*, y ■= b' μ21, z = c μ t ; 

éliminons ;A entre les équations 

χ — α'μ* ! et y2—ΰ'2μ* l*, 
d'une part, et entre 

γ = Ι>'μ.*ί et s2 = ο'2μ.2t2, 

d'autre part; cela donne 

a!y'1— b'2xt~ o, b' z'-— c'2y t — o, 

qui sont les équations létraédriques de la quartique (2). 
L'équation du faisceau ponctuel de quadriques défini par ces deux 

cônes, * 
a'y~-1- lb' ζ2 — b'2xL — le'2yl — o, 

a pour discriminant 

b'2 

o 00 
3 

ο η υ a' Λ'5. 

ο ο λ // ο 

_ !él __ ΙεΙ 2 3 0 0 

et trois racines sont infinies, donc égales. 

42. Passons aux quartiques o,
t
. — il est bien connu que ces 

courbes, qui correspondent au cas où le discriminant de l'équation 
en λ a deux racines égales, elles aussi, sont unicursales. Mais nous 
allons montrer, en précisant leurs représentations paramétriques, 
qu'elles se divisent en deux sous-groupes, irréductibles Γ un à Γ autre, 
ce qui n'a pas encore été remarqué. 

Les quartiques φ', sont représentées, en coordonnées tétraédriques, 
par deux équations de la forme (') 

(3) y2—et2-λ-f xt, z2 — hxt\ 

(') Cf. la note du n°41. 
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posons 

(41) l — otz; 

l'équation (aa) devient 
C = g Cf. -Z -h llOLiV, 

d où 

«m * = -ττ-*·< 

l'équation (3() peut être écrite, en remplaçant χ et l par leurs va-
leurs (/,), 

y2 = (ea2 + f 1 - ga2 h) z2 ; 
on a ainsi 

(5') * - y — -L — -L. 1 — g *- α \fk \J{ eh —fg ) α2 -H / ha h*1 

Réciproquement, un système (V équations cle la forme 

( 3" ) ; 7 = x y ζ t et -t- ba- a\ co>:--hd e« J vé 

où (x. est un paramètre variable, représente une quartique o,
t

. 
Egalons en effet ces rapports à une quantité u; on aura 

(6) J .« = ,"(« 4-6as), d). ( ζ = μβα, / = 

ce qu'on peut écrire 

I f .r — \J.fa + μ/hcfé, ,/"V" — lJJ'y-'~(lJ-/c" + μ./d), 
I /ss=/f*W 

OU ς(Γ) 

(7) /.ζ.· — μ/α -μ ht, f ζί=ζ e~ lJ-t, f'-y*- — t(ct -+- μ-fd); 

le paramètre « est ainsi élirniiié. 
Pour éliminer p., il suffit de multiplier la première équation (7) 

par e2/, la deuxième par <?2, et de remplacer e'-μΐ par /V; on a ainsi 

e-fx L — μ J'ae-1 -t- he-11 — <rf- z- -h be-12, 
e-J2 y- — ce'· t- -H μ. fde- L — ce-1*- + df- ζ'2 ; 
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les équations de la quartique sont donc 

(8) af2z--{-be2t- — e2 fxl — o, —e1/1 y1 + df2z2ce212 r= o. 

Formons l'équation en λ 

— (« -+- d\)f-z- + (ύ + cl.)e2l2 — e2/xt — o ; 

son discriminant 

ο ο ο — e-f 

(9) ' , ,0 0->w„ —e\p'h{a+dh) 

— e2f
 β

 ο ο (b -+- cl)e2 

a deux racines Λ infinies, donc deux racines égales. La quartique est 
donc bien de l'espècep1. 

Les equations ( r) se prêtent particulièrement bien à la descrip-
tion des quar tiques φ',. 

45. lievenons au système (rr). Nous allons le rendre rationnel. 
Posons à cet effet 

(10) II1— COL1 -r- et, 

et soient a
0

, u
0
 les coordonnées d'un point de la courbe plane (to), de 

telle sorte que 
u*- — co.\ -H d; 

on a 

(11) il1— //.2=c(»2— a0
2). 

Introduisons un nouveau paramètre β, défini par 

(ta) // — //„ — β (a —a0 

ce qui permet d'écrire ( ι ι ) 

(// -t- //0)β(α — Ot0) = c(xi — o-l ), 

(ι 3) β(« 4- "ο) -c(z 4- o.
t)
 ), 

d'où (t i>, i3) 
u — 3ο. — //t, -- £3^î0, 5 u — co. — — (3*λ, + fzn; 
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on en tire 

_ — «0β2-Ρ 2ο·α„β — ai ο ^-«β2 — -ï" οβ -+■ c«o β2—C p-—C 

et les formules (3-) deviennent, β étant un paramètre variable, 

.V 

a {β2 — c- )2 H- // ( α0 β2 — '.î ί/0 β + c α0 )* 

y 
(ζ0β2— 2 ί/0β -+- c»e) (— + 2'·«οβ — ) 
z l 

/(α0β2 — 2"οβ -t-c«0)s ~/(<ζ0β2 — 2//0β + ca,)s 

•44. Représentation paramétrique des quartiques φ, aw moyen 
des fondions circulaires. — Les équations (3) sont une réduction, 
immédiate d'ailleurs, des équations. suivantes obtenues par Pain-
vin (1 ) : 

04) b y3-\- cz1 -t- dt1^ nxl — o, />, y2 4- Cj s'-4- r/
t
 la-+ ixl = o, 

qui donnent, par élimination de 2./;/, 

( b — ).r2-f- (C — c, )^2-h (<·/ — c/, )(■*- —υ, 
OU 

/ *\ ,J ~~ b\ · , c~ Γ1 » , _ (,J) rf^rr/-' s" 

PL\ FMI EU CAS : 

Λ — //, c — Γ, dl-d>°' dA~d>0' 

Nous pouvons poser 

V ~ 4 / / SIII O. C — 4/ 1. coso. γ /> — />, V C· —C·, 

et la première équation 04) devient 

. d. —d . „ d, — d b y j— isin-o -4- c 1. oos2o 4- dl -4 ·>.ν = π, 

(') I'AINVIX. /oc. cil. 



SUR LES QUARTIQUES GAUCHES DE PREMIERE ESPECE. 163 

ce qui conduit au système d'équations 

X 

1 / . dx — d . dx — d \ \ b -, r-sin2cp 4- c cos2o 4- d 

y - = /i Jdi — d . fd\ — d i /-. τ-si η es 1/ cos ο 

qui se trouve être de la forme 

(■6) ^ = —î- = —i— =/. Asin2o+[j. ν sin φ pcos<p 

On voit sans peine, et cela est important, que tout système de la 
forme (i(i) représente une quartique de l'espèce ο',. En effet, nous en 
tirons 
(i-) sincp = ^-> cos<p=~, χ — (λ si η2cp -+■ μ)ί ; 

éliminons ο entre les équations (171, ,7,)et
(
I

>
:l

> 173); il vient 

λ y--h μν£2= ν2χί, (λ 4- μ) p3i* — 1 ζ'2 = μ1 χ t. 

équation (ι) de la forme (3). 

DKUXII^IE CAS. — Revenons à l'équation (10) et supposons que les 
coefficients de y-, z- soient de signes contraires : la réalité de la 
courbe empêche qu'ils soient tous deux négatifs. Soit, par exemple, 

b— b1 c—c, «,— d «[ — d 

Ecrivons l'équation (i5), en mettant les signes en évidence, 

b — bi . c, — c , . i^r-ir=d '·-*■=« 
Oil 

c, — c t , b — bi dx — d" * dx — d y 
ou encore 

c, — c di — d „ di — d a d~d b—bi z~*~ b — by 

ou encore, en remarquant que le coefficient dey- est et va rester 
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positif, 

h—h bx — b ~y ' 

nous pouvons poser 

V/6=Â;:=-r'sin''· / c, — c . fd\ — cl 

ou 

( ) ==-,'\/-ï7ms'nÎi>· ' ~y\/5^Trfcos<f' 

et l'équation (141 ) devient 

( '9) «·.>' + - s.n-φ 4- rfr^rs cos-9 + 24 y/ J^coscp = o. 

On conclut de (18, 19) 
X 

1 /d\ — d ( b — bx . , b— bx „ Λ 2 y b — bx \ c, — c dy — d ' } 

_ r _ 5 _l 
COSO /A — . /ΊΓ^Τχ , 4/ SinOCOSO 4 / ; COS Ο 

Réciproquement, tout système d'équations de la forme 

(20) / ν · ν y t 
A cos- φ -h μ ν cos φ & si η φ cos φ ~ cos2 φ 

représente une quartique ç/r 

En effet, ces équations donnent 

(21) si η ce 1= , cos φ — , y 5 y < ο y τ τ. υ 

d'où l'équation d'une première quadrique contenant la quartique 

(22) S=y2— ~52— ̂ 2=o. 

Nous avons ensuite 
vxcoscp—(Xcos-'cp+ μ) y —ο, 

ou (21) 

ν2 tx /'λ2Vs L- \ π ν \ π2 y- — °' 
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ce qui conduit à l'équation d'une seconde quadrique, contenant encore 
la cruarticfue 

T = v2 r tx - h2y2 t2u2 -uy2 = 0 ; 

Τ est de la forme (31); &S -+- Τ est de la forme (3'-) : la quartique est 
donc bien de l'espèce o\. M. A. Vogt (') a mis sous une forme élé-
gante les équations paramétriques des quartiques de ce sous-groupe, 
en posant 

/d, — cl . /d, — cl , ?=\ΙΤ=ίτ,'λ?< z=r-y7r=7l-ci>r' 

la première équation (14) devient 

h — /.sh^o -f· c /.cn2o -h cil -+- ίχ — o, , d, — cl , cl. — d . , . 

d'où le système 
y __ -

» /^1 ^ sli a . /^1 d r.h Q \ b-i,% ' V Γ,-c ' 

1 Γ / —d io d ! — cl \ b sI* ® + c cli-ο -+- cl I 

la quartique est ainsi représentée par un système de la forme 

(»3) ^ = '=-4- = *,Λ sli·2© 4-pi vsh'j ρ cli ο 

qui offre une analogie remarquable avec le système (i G). 
Les équations (16, :io) définissent deux sous-groupes de quar-

tiques o\ irréductibles Vun à l'autre. 

CHAPITRE VI. — Résumé. — Classification. 

4,-ïi. Les notations φ", α>',, φ, paraissent être insuffisantes. On 
pourrait adopter celles que nous allons indiquer, en désignant par 

(l) H. DE MONTESSUS DE BALLORK. introduction, etc. (toc. cit.), note, p. 129.. 

Jour». de Math. (7· série), tome III. — P.ise. II, HJI7. 22 
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la lettre Φ une cjuarlique quelconque de première espèce (el. par la 
lettre ψ une quartique quelconque de deuxième espèce). 

1. oj. — Le discriminant de l'équation en λ a ses quatre racines 
réelles et distinctes et les quatre cônes du faisceau ponctuel de qua-
driques sont réels, particularité que rappelle l'indice l\. Les quar-
tiqnes sont de genre i. 

Représentation paramétrique en coordonnées tétraédriques : 

- — y — : — r 

7. μ s il// ν en α (I u a 

les éléments λ, UL, V, K% sont réels et arbitraires. 

2. Φ®. — Le discriminant a deux racines réelles distinctes et deux ι I 
racines imaginaires; deux cônes réels, deux cônes imaginaires, parti-
cularité que rappelle l'indice 2. Les quartiques sont de genre 1. 

Représentation paramétrique : 

^ y ^ i 5 j-i 1 ^ / sn 11 dn u μ en u <·.> en21/ 4- 0 en u — 1 -+- 0-

les éléments λ, p., ω, 0 sont réels et arbitraires. 

3. (p". — Le discriminant a ses quatre racines imaginaires; les 
quatre cônes sont imaginaires, particularité que rappelle l'indice o. 
Les quartiques sont de genre 1. 

Rep résentalions paramétriques : 

ρ ( ι — / ) sn u 4- q {1 4- ι ) en tr d η ri 

y -s _ ' />( ι 4- i) sn u 4- <7(1— /) en//<ln// ~ /· su - // 4- s msn2» 4- h' 

0, /«· sont déterminés par les équations (o </»-< τ ) 

\ (— b + uj) 9-4- 3(</ — ih)9 -+■ L· — te — o. 
I (ed — bh ) l2 — ( b2 4- e-4- cl- 4- h% ) /·" 4- ed — bh — υ ; 
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p2 q2 r2 m n2 n2 n2 n— le sont à leur tour comme il suit : 

(ρ- ι (b — ie)2 4- (ci — ί/ι)2 ^ r/~ 1 ed — bh ^ ) n2 2 b — ie n- 2 b — ie . ' 

I —r — /l" , — iQ f\ , — — — [ η2 ' η 1 w 

x 2°ρ(ι — i) tin « 4- 7(1 -Ρ 0 sn α en u 

J _ J z/>(1 -h f ) dn u H- 7(1 — i) sn«cn« " / dn2«-+-6· mûi\2u-^-n 

où 0, k' sont déterminés par les équations (ο < k"1 < i), 
| (— b 4- ie) θ2 H- 2 (d — ih)0 -h b — ie — o, 

I ( ed — bh )h'2 — ( b2 -+- e2 4- d2 -h h2 ) h' 4- ed — bh — ο ; 

~r> —^'—1 — > — le sont par 

ι μ2 __ 1 ( b — ie )2 4- ( d—Ut )'- 0 t/2 ι /. v ed—bh f n2 2 b - - ie /.·' η2 2 /r'2 6 — ie ^ 

r2 1 m ib s ^ [ />* ' η /.·' ' η ' 

/>, cl, e, h sont arbitraires. 

4. φ',. — Courbes de genre 1, communes à trois cylindres réels. 
Représentation paramétrique (coordonnées cartésiennes) : 

ί πι sn4 u 4- π2 sn2 u 4- π3 y, sn4« 4- y2 sn2 m 4- y3 ] f>)| sn + // 4- ^2 sn-/« 4- <>).} ω, sn*« 4- ω* sn- u 4- '»>:$ 

Λ - 4- ε — τ τ, î 

les quantités 

*1 57 '/.I '/.a /s ω, ω;{ τ . ,.g >ω» ω» ω. ω2 ω? 0).> ω2 ω., ω·. 

s'expriment très simplement, et par des relations réelles, au moyen de 
six paramètres arbitraires a, c, ctf, 0, γ, ε (nos 20 à 40). 

La représentation qu'on vient d'indiquer est susceptible de deux 
formes complètement distinctes l'une de l'autre, représentant l'une et 
l'autre la même quartique. 
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5. o,1,. — Courbes de genre o, ayant un point de rebrousse m en t. 
Représentation paramétrique en coordonnées .tétraédriques : 

x y z a p.'' h >J.- " c [J. 
a, b) u. quelconques. 

6. pj. — Courbes de genre o, ayant un point double. 
Représentations paramétriques : 

1° x y z t a + bar ~~ ·κ ^Ca*+il ~ e« "" /a"' 

a, b) c, d, c, /'arbitraires; 

2° x α(β- — c) -t- 1>(α0β*— 2 m0(3 -h (·α0)2 

y " (<ζ0(32— 2/<0β -+- ca() (— "o(3-+ 2(Ζ0β — ct(\\ ) 

y ~ /( «0 β2 — 2 Ho β -l·- c »0 )* " /( «ο β2 — 2 «ϋ β ■+■ c 3t0 )- ' 

a, />, r:, f arbitraires, α;0
 et î/.„ liés par une relation 

"u ·— + Ά 
où c el d sont arbitraires. 

)" Ces quartiques comprennent deux sous-groupes : 

A. Sous-groupe oj;1; représentation paramétrique : 

x y z = 1λ sin'^u-h β vsino ρ cos φ 
(λ, ρ, ν, ρ arbitraires); 

13. Sous -groupa φ22 ; représentation paramétrique : 

x y z = 1λ j-b2 ο -I- p. ν sli ο ρ cb <p 

(λ. ρ, ν, ρ arbitraires). 

7. ç/j. — Courbes de genre o, par lesquelles passent trois cylindres; 
les quartiques pj, ρ2 ne possèdent pas cette propriété. 
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ERRATA 

(Journal de Mathématiques, ιqι(> ). 

l'itjc. Lijtiie. <tu lieu île : /.ire : 

a (»3 io ont un ont chacune un 
2o5 11 ordre; ordre cn ec φ ; 
•îoS îi concerne s concerne ·/. 
2<>o 3 (χ — α ) (χ — a) 
an 4 où se trouve ψ. où se trouve x, y. 
2 11 () 2 7, 2 Τ,ξ 
211 I8 riiy — h) *1 {y —h) 
217 20 (X,Z) {X,y) 
222 8 φ, χ ψ, ζ 
22·.! |8 γ

21
(χ — a)-' γ

51
(.Γ —a)J 

22'ι 3 en rem. A,Β,—Α.,IL, A2Β,— A,B.. 
224 4 en rem. A, Β.,— I1,A

3 ^3'^— 'LA
;| 224 G en rem. 6, B, 

22.7 (i, 7, 10 A, H;,— AjB
3
—Β., Α., 

227 2 Η[«(0^(<')],ψ[α(0,ύ(/·):ΐ Η[«(/μ(/)]χψ[α(/μ(0] 
22δ 6 / ψ 
228 23 — λ(Λ7, J')]». — %(«, ^')ψ]φ. 
22<) π) (χ — a

2
)/,a_1H7j-1) (a; — oc

2
 )( /'a—GC'î^—0 

23a 1 Ces Les 
23a 4 et G en rem. =...= ... =* 
23a 5 en rem. — /.(a?, j')] ». — λ (a;, y) ψ | ». 
23« .5 < q\ c, «

2
 /·* ·/·» /·, /·, 

a37 2 et 5 /*'{ r'j 
23 7 12 q\ /·'; 
a37 19 Q Γ' 
a3.N 7 et 13 (χ— Σ·2)'3Ψ(^ι (Λ' — ε2 )"' · ·-ΨΨ, 
i3<) 5 en rein. p"[ /> j 
241 4 en rem. (11,111) (LU) 
241 " (Qi-^ir) Q

t
 (·*-·, 7) 


