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,Sur les l'eprése11 taüo,~s propres par qtu1lque.~· 

./ornzes {_Jcu_u/ratiques. de Liouville; 

,.,.. 
~ . 

:\ssislanl l'1·ofcssor ;, l'Cni\·crsilé de Wasltingt1111 ( Elals-Unis). 

Dans la deuxième sél'Îe de son .Journal, années 18Go à 18ti!i, 
Liouville a donné cp1clcp1cs formules relatives aux nombres de repré
sentations d'nn enlier par des formes quadratiques à quatre et six in
déterminôes et it coefficients numériques, en supprimant toujours les 
démonstrations. Soit T ( u) le nombre total des rcpréscn talions de Il 

,par une forme homogène quadratique donnée, et P(n) le nombre des 
représcn talions propres par la même forme. Alors on sait que Pépin(') 
a démontre la plupart des formules T(n); celles qu'il laisse de côté 
peuvent ,~tre prouvées de mêrr!e, en s'appuy~nt sur les formules géné
rales cle Liouvill·e et les fonctions elliptiques. 1\'Jais il ne traite pas 
les P(n); je me pl'opose ici de démontrer l'ensemble des f?r
mules P(n) de Liouville en regardant les T(n) associées comme· 
connues. 

Dans un prem.icr Chapitre, j'éclaircis en peu de mols des principes 
généraux qui s'appliquent à toutes les formes quadratiques homo
gène~, et qu'on peut étendre sans difficulté à une forme homogène 
de degré quelconque. Les formules générales, dans cc premier 
Chapitre, sont toutes fort simples; on les saisira immédiatement des . 
<léHnitions: Dans le deuxième Cµapitre je démon trc les formules P(n) 
de Liouville, pour lcscp1ellcs n n'a pl us c1u'u n scu l facteur premier 
spécial; et, dans le troisième, celles pour lesquelles n a deux facteurs 

(1) Journal de JJtlat!témalÙJlles, ~•· série, t. VI, 18\JO, p. 1-<;H· 
Journ. de ;Jfatli. (~•série), tome Il, - Anné•~ '9'!.J· 
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pr('mie1·s spéciaux. Ces deux ~as renferment tous les thcorèmcs P( n) 
de Liouville. -

CHAPJTHE 1. 

1. Soit n = p';• p;~ ... p? la décomposition de l'entier positif n en 
facteurs premi~rs distincts. Si a1= 1 ( l = 1, 2, ... ; r), on dit que n 
est .Yimpfo. Le nombre -;;,(n) des facteurs premiers distincts de n, 
ici 7. ( n) === r, est la ,nultipllcité de n. Les nota ti.ons 

_I F(d), 
n Il 

signifient des sommes portant sur tous les diviseurs d de 11, et sur tous 
les couples (d, 2) des diviseurs conjugués den respectivement. Nous 
ferons un grand usage de la fonction 11.( Il); r1.( n) == (- J )r.',,; ou o, 
suivant (JUe n est ou n'est pas; simple, et p.(1) == 1. En posant, pour 
abréger, p.(n) x 11.(n) = p.2 (n), nous dêfinissons la fonction./(n) par 
l'identité 

n 

Soit D(n0 n2 ) le plus grand commun diviseur de ni, n 2 • Alors on sait 
que pour D( n., n 2 ) == 1, on a 

et il y a le théorème bien connu 

n 

De lù, i I est aisé de voir que, pour les mê1Ùes valeurs de 11 1 , ll~, 

el par là, 
I' I' 
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C'est-à-dire, d'après la définition de Cahen C ), 11.( n) et/ ( n) sont des 
fonctions régulières. On verra bientôt que toutes les fonctions T( n ), 
P(n) de Liouville s'expriment très simplement par un petit nombre 
d'autres fonctions régulières. De plus, pétant premier, 

/(p)==o, f (p'!.) ==- J, ./ ( P") == o 

et l'on voit que/(n)= (- 1)7''"1ou o, suivant que n est ou n'est pas le 
carré d'un entier sim pic. , 

Soit maintenant i(n) == 1 ou o, suivant que n est ou n'est pas le 
carré d'un entier. Donc, i(n) ctant évidemment réguliôre, 

If(d)e(0)==1, IJ(d)e(0)==0 (11>1); 
Il 

comme on s'en assure en le vérifiant pour n == p", p premier, ce qm 
suffit, /(n) étant aussi réguli,\re. Cette identité est fondamentaJe. 

Enfin, considérons une idcn ti té de la forme 

Il 

valable pour tous les entiers n > o. On a donc 

( d == rl' d'') ; 

" et de là, 

IH(d)/(r}) == I [J(,}} I !t(d')z(d'')] 
Il , Il ,( 

( " =----=·= da,. d == d' d") , 

=I [1t(rl)~/(rY)z(,,'')l (11 == do, ,"'J == ,:,, r3"); 

/1. ,, 

== !t (,,. ), 

par l'identité fondamentale. D'après cela, nous avons ce résultat 
capital : l'identité 

ll(n) == ~ h(d)e(,}) 

•( 1 ) Théorie des Nombres, t. 1, 191.~, p. 38:). 
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entraîne celle-ci, 

h(u)-=!. IJ(d)/('>J. 
n 

Nous appcJIP.rons la fonction ll(n), liée à H (11-) par ]a dernière rela
tion, ]a co,Vuguf!.e de 1-1( 11 ) • 

. 2. Soit r ( n) Ja conjuguée de y ( n )· D'après les défini lions, on a 
• 

Il Il Il 

' " ou Î., Î. portent respectivement sur tous les diviseurs rl' den dont 
n n 

les conjugués o' sont des carrés des nombres simples à multiplicité 
paire, et sur tous les diviseurs d'' de n dont les conjugués;" sont des 
carrés des nombres simples à mu1tiplicité impaire. Cette forme 
de r ( n )° mène immédiatement a une formule symbol~que d'une haute 
importance pour notre hut. Soient p, q premiers, et 

IJ ( Il , p , 'I ) :- --- 1 • 

Donc, d'après cè fJUÎ précède, il est clair que 

Il Il 

n Il 

tout ce qui peut être -compris dans la seule formule 

n 

avec la convention sous-entendue qu'on doit remplacer,(;,;) par zéro 
toutes les fois qne x n'est pas un entier positif. Désormais on fair cette 
convention. Par cela~ on voit d'une manière toute semblable que les 
se1ze cas auxqncls conduit r(p'T.qf> n-) s'expriment par la formule 
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• 
unique 

r (p°'tJ~ n):::::: 1: f'ï (p~ 1r1 rl)--ï ( p~(1~-;? d)-. ï (prJ.- -2 ,,~ d) + ï (J>:x-- 2 1~-- 2 rt)l/ ( ,1); 

Tl 

c t ainsi de suite pour 

... ' 

avec les conditions 

D(n, p, q, r, t, ... ) :.:-. .: 1, 

p, q, r, t, ... étant premiers. Pour arriver à la formule géncrale, il 

convient d'introduire un signe, .[[', de .Ja multiplication symbolique 

,. 
I Il rïu,t) - ïU>~,,-~n, 

i: .. 1 

avec le sens que, )a multiplication faite, chaque produit, tel que 

par exemple, doit être remplacé par la fonction I du produit des argu
ments <les fonctions î' individuelles qui composent Je produit spéci
fique; ainsi le produit choisi doit c~trc remplacé par ceci : 

Ï ( rJ"1 11"·, /'",.- 2) ,~ J . ..! • • • ,. • 

Soient p., P·.n ... , p,. premiers, et_ 

Il :=: r/rJ j 

Donc, d~apres cc qui pré~cèdc, on établit par voie d'une induction 
complète facile la formule fondarnentalc 

où tous les produits entre « accolades >> sont symboliques au sens · 
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. expliqué ci-dessus. Par là, quand n == 1, on a . . 

I' 

' I'(p'?P'~2 ... p~r)= 11 [,(pïi)-ï(PÏ' 2fj; 
i=I 

et ainsi, qu_and 1 ( 1t) est une fonction régulière, 

I' 

l' (p':• /'~: • • •P~~r) ==-II [ Ï ( P'li) - "/ ( /'Ï'- ~ri. 
i=I 

En précisant les fonctions y, ces trois formules contiennent tout ce 
dont nous usons pour dPmontrer les formules P ( n) de Liouville. Ceci 
arrive comme il suit. 

5. Revenons à T(n ), P( n ). Selon les éléments de la théorie des 
formes quadratiques, on a l'identité 

Il 

le ~ portant sur tous les d ~o. tels que J~ soit un entier; ou, ce qui 
Il 

revient à la même chose, 

T(11) ==~ P(d)z(r3). 
Il 

Par cela, et les n°s 1, 2, on a 

P(n)=_!T(d)/(d)~ 
n 

qu'on peut paraphraser : le nombre des représentations propres de u 
par une forme homogène quadratique donnée est égale à la somme des 
nombres totaux des représentations de tous les diviseurs de n dont les 
conjugués sont les carrés des nombres simples à multiplicité paire, 
moins la somme des nombres totaux des représentations de tous les 

· diviseurs den dont les conjugués sont les carrés des nombres simples 
à multiplicité impaire, toutes les représentations étant par la forme 
donnée. Dans cette forme, le résultat est tout à fait évident. 

De même, toutes les lel(res étant comme dans le n° 2, et T ( :,: ) = o 
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quand ;,,; n'est pas un entier> o, 

l'(p1• p')• •. -P~' n) == l: ~ il' [T(pn-T (,,~,,-~ri. IT(p~rd)-T(p~r-:!d)] (.l ( 'J), 
n ( 1=1 . ' 

tous les produits entre « accolades » étant symboliques; et, quand 
T ( n') est une fonction régulière de ,,', 

r 

n'== TI P1'i 
j_ ' 

,. 

P(n') == ]] [T(,,:!,) --T(pt-t)]. 
; ,..., 1 

La première de ces formules ( ou plutôt les théorèmes qu'on peut en 
dériver) se présente dans les ~lémoircs de Liouville seulement 
quand r= 1, 2. Ainsi de même pour la deuxiôme. C'est pourquoi 
nous examinerons le cas r = 2 en détail; on verra tout à l'heure ,1uc 
ces cas sont renfermés tous deux dans le deuxième. 

Ji. 1 J ne fois de pl us, j'insiste sur cc que T ( .1:) == o <1uand .1: n 1 cst 
pas un entier> o. Cela compris, soient p, q premiers, et dans tout ce 
numéro soit 

1) ( /1 1 fJ, 1/ ) =: J j Il:.=: d,}; 

Or, dans les théorèm_es actuels de Liouville, il arrive toujours qu'on a 

T(paq''n):::=_;(a, h, n)?(n), 

ou quelquefois g( a, !J, n) se réduit it une valeur spéciale quand l'un ou 
l'autre des a, h == o ou 1. Ici, g( a,/,, 11) est une fonction invariable 
pour une forme spécifique, mais variante de forme a forme; et 9( u) 
est une fonction régulière bien définie pour chaque forme. De plus, 
d'après la formule générale du ri" 5, 

n 

et d'ailleurs, si l'on avait, quels que soient a, b, 

fl 
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où <"D(n) est la conjuguée de ~(n), on pourrait écrire 

P ( p'' rJ'' 11 ) -::::: G (a, b: n) •I• ( n). · 

où t~ ( a, b, n) est une l'onction linéaire de 

Taules ces circonslanccs ont lieu dans les théorèmes de Liouville. Il y 
aura seize cas de G ( a, h, n ), selon que 

a-::o, ,t=-::1, a:.-=?-, a>2; u==o, h·.:=1, /,.:.:::'.J., 11::.>2. 

.Je les écL·is en entier, une fois pour toutes, pour ]a commodité de 
faire des calculs par rapport aux fo1·mes spécialr.s. D'après la forrn ule 
générale, on a donc: 

( J ) 

( 2) 

( 3) 

( li ) 
( 5) 

( (j) 

( ï) 

( 8) 

( g) 

( 10) 

(II) 

( J 2) 

( 1 3) 

( 1 :'j) 

( 15) 

( 16) , 

G(o, o, n):.:...=.3(0, o, n), 

G ( o, 1 , n ) == . .!.:· ( c,, 1 , Il ) , 

G(o, ?., n)-= it;·(o. 2, n) - ,.,(o, o, n), 

G ( O, ::i 1 Il ) == ,.!;' ( 0, ~ : /1 ) ·- ,.:: ( 0, ~ ~- '.~ , Il ) , 

(i ( 1, o, n) == g ( r, o, Il). 

Ci(,, r, n) == /t(i, 1, n), 

G ( 1 , 1, n ) == ,.:,,- ( 1 : 2 , n ) - ,!:· ( , , o, n ) , 

(_j ( 1 1 ~'Il)==.:,· ( 1, ~'Il) - - .~ ( 1, ~ - ?,: Il), 

(;(2: o, n)== ,.:,,(2, o~ 11)-g(o: o, n), 

G ( 2, 1, n) :.:= ,.;,·(?., 1, 11 ) -- g ( (J, , : ,1. ) • 

(_j (2, 2, Il)==,:.:( 21 2, Il) - ,.:.:-( ?., o, fi) - g( o, ?., Il) -1- .:;( (): 0~ Il Y, 
G ( ?. , ~, n) == ,.:.,-( 2 , ~, n ) - g ( '.>.) ~ -- 2, n ) - .!J· ( o, ~ , n ) + g ( o, ~ --- 2, 11 ) , 

G ( a, o, n) == ,:;·(:x, o, 11) - g( 7.-,- 2, o, n ). 

G(o:, 1,n)==g((J.,1,n)--,.,·(C1..-2, 1, 11), . 
f; ( .7., 2, Jt) :== /.!. ( (1., 2: n) - ,:_:· ( 7., 0 , Il ) - g( (/. - 2, 'J: Il) -Î- g ( Cl, - 2 1 0, Il ) , 

G ( 7., {3, /l.) -:=. ,:.: ( ;/., ? , Il. ) - g ( 0:, ~ - 2, Il) - ,.:;· ( :!. - 2, ~-- n) 
+,:.:·(:;1.-2, ~-2, Il). 

Quand g( o, o, Il) ne se réduit_ pas. à une forme spéciàle, on peut 
omettre (3), (7), (11) et (15); quand ni g( o, b, Il) ni g(a, o, n) ne se 
•réduit, on peut on1cllre quel_quesautres des sous-cas, mais il n'importe 
pas pour notre but dé les distinguer plus nettement ici. 
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Lorsqu'il s'agit d'un seul facteur premier spécial, soit p, on écrit 

g(a, b, n) ~K(a, n), G ( a, b, n) = G ( a, n ). 

Alors on n'a qu'à tenir compte q~e de (1), (.S), (9) et (13), qui 
deviennent 

( J • 1 ) 

( 5. 1) 

( 9. 1) 

( J 3. 1) 

G(o, 11) == g(o, 11 ), 

(j ( J, Il)::-..: g( 1, Il), 

Û ( 2, Il):== g( ?., 11) -g( o, Il), 

G ( c,: 1 n) == g( ,;/,' n) - g( a - 2, n ). 

H. Les théorèmes de cc numéro ont une grande importance pour 
notre objet. Soit désormais ( a I b) le symbole génl~ralisé de Legendre, 
(ajh) == o quand a, bne sont pas premiers entre eux, et (al b)n'existe 
pas quand h est pair. Soient maintenant les t;t.1, ~j des entiers cons
tants~ o, tels que 

( 
. . 
t:=1, ... , l'j J==l, , .. , s); 

et les c, ai, v, des constantes arbitraires. Soit?( n) une fonction régu
lière, et<I>(n)sa conjuguée. Alors, (nlx,), (~iln) étant évidemment 
régulieres, il en est de même pour les fonctions 

(i=.:1, ... , r; j==1, .. . , s). 

Je dis que les conjuguées respectives de ces fonctions sont 

(i =: 1, ..• , /'; j ==. 1, ... , S ). 

En effet, il suffit de montrer que pour rt, ~ des entier:; constanls~o, 
tels que -

D(n, ~) == D(11, ~) == 1, 

les conjuguées respectives de ( n I x )?( n ), (~ 1 n )9( n) sont (ni~ )cl>(n), 
(~I n)<I>(n). Soit n == flph la décomposition den en facteurs premiers 
distincts. Alors, d'après les définitions, on a pour les conjuguées 
chei·chées, 

d'où, puisque (pkl ~) == ( pr..-~ 1 ~ ), et(~ l p") == (~ 1 p"-2
), on tire, pour 

- J?3 Jounz. de ~fath. ( 8• série), tome IL - .Année 191y. 
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les conjuguées, 

fi(plcl o:).Il[<p(p"')- cp(pk-2)], 

c'est-à-dire 
(n I o:)<l>(n), (~ 111)'1>(11). 

De là, si l'on pose, pour abréger, 

,. s 

la conjuguée de Il( c, a, b, oc,~' r, s )~( n) est 

h(c, a, b," ci,~' r, s)cf>(,, ). 

Soient enfin les rz', W, les 1:J.
11

, ~", ••• des entiers assujettis aux mêmes 
conditions que les a, ~- D'après les propriétés classiques du sym
bole (al b ), il est clair que la fonction 

h( ·' a' b' ,.,, ~, ,., '" 1) 1t(c" a" I," ,.,,, r--" 1· 11 ,.,,) 1t(r.·"' a"' b'" "" 111 
~.,,, ,.,". s111 ) C , , , v, , r.J : , ., • ,, , , ~ ..,. , i-' , , ,, . . , 1, ✓ , , , v. , 1-" , • , 

quand on fait toutes les multiplic~tions, est encore une fonction de la 

même sorte que /, ( c, a, b, oc, ~' r,,,s ), soit 

De là, et des résultats déjà trouvés, la conjuguée de 

se déduit de celle-ci en ren1plaçan t, 9( n) par <I> ( n ). On peut, si l'on 
veut, regarder la fonction/,, dans celte conjuguée, décomposée en fac
teurs, comme l'a toujours fait Liouville pour les cas de deux facteurs 
dont il s'est occupé. Il y a un résultat plus général pour les fonctions r 
non régulières, et pour d'autres fonctions que celle de Legendre, n1ais 
cela n'est pas ù propos pour notre but. l..es fonctions g du n° 4 sont 
toutes ou des constantes nu1nériques ou des fonctions h dans les 
théorèmes de Liouville. 

6. flassons aux 9(n), <I>(n) qüi se présentent dans les Mémoires de 
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Liouville. Soient désormais, comme Liouville l'a constamment posé, 
,n un enlier positif impair, et l un entier impair, positif ou négatif, 
notations que nous conservons dans tout ce qui suit. Soit m = ITpa la 
décomposition de ,n en facteurs pt'emicrs distincts. Délinissons les 
fonctions w, w' par les identités, pour lesquelles on a toujours 
D ( ,n, l) = 1 : ~ 

~ ~ +if-1, (ri-Il 
u>,,(m, /)-:=~(dl l )d1·=--'- (- 1) 1 

( lie/) d,., 
Ill ,,, 

m m. 

m Ill 

1 ~ . 
~ ~ --1/-111r,-1, 

r,); ( l, Ill ) == ~ ( l 1 'J ) c[r ~ ~ ( - I ) ~ ( ,3 1 { ) rf r, 

,n m 

r,>,.(,, L) == r,i,.( I, , ) == ,,,;.(,, l) =---=- ,,,;.( /, 1) == 1. 

Toutes ces fonctions étant évidemment régu] ièrcs, on voi L ~ans pci11c 
que 

1 _ 1_1 [pr(a+I)_ (p't+l il) ·1 '-
r,,,.(m, l)- . IL , 

I'' - ( p ) -

les II porlant sur tous les facteurs premiers distîncls de m. En remar
quant que (p"+ 1 l l) = (pa-t \ l), et de là 

pr(rt+I j_ pr(a--1) [ 1 J 
r,>'.(J>'t l) - u>'.(pa-- 2 /) == .;__ __ __:_ __ === J>"1' 1 + (]J l l) - , 

I l / ' p''-(pl./) _ p'' 

on a, pour la conjuguée n:.(m, /) de c.,);.(,n, l), 

!t, (m, /) :-:: 11 [ ,,i; (p", /) - w: (pH,/)] . m'll [, + (p 11) ,:.} 

De même, u;.( l, m ), !l,.( ,n, l j, Ur( l, ,n) étant les conjuguées respcc
-tives de w~( l, m ), wr( ni, l), w,.( l, ,n ), on trouve 

!:!,.(m, l) == (m I l)n;.(m, l), n,.(l, m) ~ (li m)Q~.(l, m) 
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Hien n'empêche de. définir d'une façon toute semblable des fonc
tions w,.(2l, 1n), c..);.(2l, 1n); mais on ne peu~ définir ni CJ),.(1n, 2l) 
ni w:.(nl, 2l), puisque le symbole (a I b) n'existe pas quand b est pair~
En effet, pour cela, les fonctions w, w' étant réguliè1·es, il suffit de 
définir CJ,,.(2l, ,n) et w:.(2l, 1n) pour l = + 1, ce qu,on fait simple
ment en remplaçant l par+ 2 dans toutes les formules pour w,.(l, ni), 
w:.( l, m ). Ainsi, on a 

~)~.( + 2, m) == ~ c+ 21 a)ct,., 
Ill 

!l~. ( + 2, m) == m ,. Il [ 1 + ( + 2 1 p ) ,;,.] , 

c.>,.('.+ 2, m) = I (+ 2 I d)d,.== (+ 2 I m)(,>~.(-l- 2 j m), 
m 

où, dans chaque cas, on prend les signes ou tous d,~ux positifs, ou tous 
deux néga Li f s. · 

Enfin; si, .dans la notation de Li ouviUc, ~,.( n) égale la somme des 
puissances ,.ièmcs de tous les diviseurs de n, et Z,._(n) la conjuguée 
de ~r(n), on trouve de même, pour n == Ilpri, 

, 
1
_
1 

[pr(rt+I) _ 1 -] 
Ç,.(n)~ ,. ' 

p -l -

Celle fonction ~,.( n) est aussi régulicre. Il est_ clair que, dans chaque 
formule relative aux fonctions w,., Ün on peut, en multipliant par le 

· symbole propre de Legendre, échanger CJ),. en w:. el Ur en .n;. ou vice· 
versa. Alors on peut prendre ou les fonctions c.ü,, Or, ou w~., n:. comme 
fondamentales. Pour des raisons qui s'offriront d'elles-mêmes, nous 
choisissons <d:., n;. pour les fonctions fondamentales, comme ;ussi l'a 
fait Liouville. 
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CHA PITHE If. 

LES FOR\JULES l>(n) IH: LIOLV ILLE -, LN !;J•:uJ. F,\CTJWll l'llE\J.U:ll S1'1:;cr,\L. 

7. Considérons dans leur· ensemble les dix-huit formes 
de Liouville C) : 

suivantes 

( 17) .z:2 + )'2 + 2 ( z2 + t2 ), 

( 18) x 2 + y 2 + .1(z2 + t-J), 

( qJ) .x2 + y2+ z-:? + 8t2, 

(20) .c-i+ y 2 + ::; 2 +
1

/it\ 
(20a) x 2 + 4(y2 +- .::~-1- t 2 ), 

(21) .x2 + 2(y2 --1- z 2 + 2t2
), 

(2?.) :l/
2 + 8(y2 + z 2 -t-- t 2 ), 

(23) x 2 + 4(y2 + z2 + 2t2
), 

(25) .r2 + 2(y2.+ (iz 2 + .'Jt 2 ), 

(2G) :r.2 + y 2 + 2(z2 + 2t 2 ), 

( ?.7) :c2 + y2 + 1, ( ::;2 + ?. t2)' 

( :~o) 

(:J1) 

. (:J~) 

( 3:; j 

x'?+ y 2 + .z 2 + t~+ u2 + ?.V2 , 

x 2 + 2(y2 + z2 + t 2 + a'+ v2
), 

x 2 + y 2 + z2 + t 2 + 2(u2 + v2
), 

Pour donner, d'après les enoncés de Liouville, les T( n) pour ( t7) 
à ( 33 ), nous restons dans les no ta tions cl u n° -1; ~' est-à-dire 

donc 
D(p,n)==•, 

Ici, pour toutes les formes, la seul~ forme ( 28) exceptée, on a 

JI, ::= /Il. 

S1uf pour ( 28 ), l~ nombre a, dans. chaque symbole g( a, 111, ), est 
l'exposant d'une puissance de 2, de sorte que n . 2a1n, et il s'agit de 
la fonction · 

T(2am) :-..= ,:.:-(a, m)r.p(m). 

( 1 ) On les retrouvera dans la dem.ième sél'ie du Journal de Mathématiques 
pures et appliquées comme il suit: (17), (18), l. V, 186c~: p. 2fi9-272, 305-308; 
(19), (20), t. \'I, 1861, p. 324-3j8, /i.~o-!i48; (21), (22), (2]), (24), (25), (26); 
(27), t. VII, 18G2, p. 1-4, 5-8, 9-1~, 62-G~, 65-<>8, 99-102, 103-,o(i; (28),t-:VIII, 
i863, p. J.J1-144; (29), (3o_), (31), (:h), (33), t. IX, 186!a, p. 161-174, 175-180, 

257-272; 2j3-280, (i'.J 1 -42 •· 
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Je rappelle que m est toujours impair. Pour la forme ( 28), il 
s'agit de 

T ( 2" n) == g( a, n) cp ( n ), D(n,3)==1. 

Pour abréger, nous écrirons les résultats en Table. 

TABI.E J. 

Forme. Fonction :;i. Fonction ,1,. 

(t?), (18), (20), (20a), (21).. ......... ~t(m) Zi(m) 

.Q~ ( 2, m) (19), (22), (23), (2.~), (25), (26), (?.7). r,>'1 (?., m) 

(28), avec D(3,11)==1.... .. . . . .... ... ~i(11) Z1 ( !') 
n~ ( -- 2, m ) 

(}' ( ) 
( 2~)), ( 3o). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,,,~ (- 2, m) 

(31), (:h), (33) .. , ................... ,,,~(- 1, m) --2 - '' ,n 

On trouvera les (f) et leurs conjuguées respectives <I> dans le n° 6. En 
écrivant les g( a, n ), nous ferons un plus grand emploi du symbole 
généralisé de Legendre que n'a fait Liouville; mais on s'assurera sans 
peine, en renvoyant aux Mémoires cités, que nos notati~ns s'accordent 
au fond avec les siennes. Le sens du signe g ( a, ,n) a été déjà expliqué 
plus haut. 

TABLE 11. 

h> o, I' > 1, S > ?,. 

Forme. Fonctions g. 

g ( o, ,n ) = 4 , .-!.f ( , , m) == 8, g ( r, ,n ) == 2 -1 • 

h'·(o, m) == 2[1 + (- r I m)], g(1, m) == !i, g(2, m) == 8, 
g(s, m) == 2q. 

.;( o, Ill)== 4 - ( 21 /1l,) + ( - i I m) + 2 (-II m ), .~f( I' /Jl) = f 2, 

g( ,., m) ::Y. 2 l 2'· - ( 21 m n~-
g( o, m) == -'1 +?. (-, 1 m ), g(1,m):=12, g(2,m)=::8, 

g(s, m,) == 2/4. 
,.!.,' ( o, m) == 1 + ( - 1 1 m ) , g ( r , 1n ) == o, .~· ( 2 , m ) == 8, 

g(s, m) == 24. 
g(o', m)~ 2, g(1, m) == li, g(2, m) == 8, g(s, m) == 24. 

I • g( o, m) == 2 [ 1 + ( 2 1 m) + (- 2 I m) + (- 11 m )] , g( 1, m) == o, 

g( r, m ) == 2 [ 2,. - 1 - ( 2 1 m)]. 

g( o, m) == 1 + (-, 1,n ), g(1, m) ==-o, g(r, m) == 2 ( 2,. - ( 2 1 m)]. 

g( o, m) == 2, g( b, m) == 2 [ 2" - ( 2 1 m)]. 
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Fo1·111r. 

( 2-5) 

( ?.Ü) 

(27) 

(28) 

(3o) 

( 3 1) 

(32) 

( 3:3) 

TADJ,E II (suite). 

Fonclions g. 

/,/ ( o, m ) =-..: 1 + ( - 2 1 m ) , .~· ( 1 , m ) == 2 , /,' ( r, m ) == 2 [ 2 ,._ 1- ( 2 1 m)]. 

J{ ( 0' Ill ) == 4 ' ,t.r( b' /Il,) == 2 [ 2 /,"+ t - ( 2 1 m. ) ] . 

,.!.J· ( o, m ) == 2 [ 1 + ( - 1 1 m ) 1, .~ ( , , 111 ) == 4, g(, , m) == 2 [ 2,.- ( 2 1 m)]. 
0(3, n)-:::: 1, g(a, n) == 12. 

,,.( a Ill) == .: [qa+2- (-21 Ill)]. ,., , ' 3 , 

_.!.((O, m) ==-8, 
..;r(o,111)==4, 

g(b, m)=4[22h+1_(-11 m.)]. 

g ( b, m ) == 1 [ 41, - (- 1 1 m ) ] . 

_:.:· ( 1, Ill) == 8, g(r, 111) == 4 [22r-1 __ (-1 I m)]. 

Par exemple, on a, pour la forme ( 20 ), T ( ,n) = 6 ~1 ( ,n) 
si rn-:::=1 mod4, mais 2~t(m) si m==.-1 mod4; T(2,n) = 12~ 1(m), 
T( 4rn) = 8 ~. ( 1n ), et enfin T(~s m) = 24 ~1 ( m) pour s > 2, quelles 
que soient les formes linéaires de l'entier impair nt. 

8. Pour trouver les P(n) pour les formes (17) à (33), on n'a qu'à 
appliquer les formules (1. 1), (5. 1), (9.1), (13. 1)du n° 4 à )a Table 11, 
les <I> étant déjà données par la troisième colonne de ]a Table I. En 
effet, on voit, par les théorèmes du n° il, qu'on peut deriver 
les Ci (a, ,n) immédiatement au moyen des formules citées par des 
substitutions directes des fonctions g données dans la Table II. De 
plus, par (1. 1), (5.1), on a toujours 

G ( o, /1 ) == ,.,·( o, Il)' 
, 

Il suffiL donc de transcrire les formules qu'on obtient ainsi seulement 
dans les cas G( ~, ,n) où IX> 1, en s'appuyant sur ( 9. 1), (13. 1) et la 
Table II. Ainsi, on trouve pour la forme ( 20 ), par exemple : 

G(2, m) :::::,;r(2, m)-g(o, m) == 8- [4 + 2(-1 I m)] == 2[2 -(-11 m)], 

G(3, m) == g(3, m)-,:,:·(1, m) == 24 - 12 == 12, 

G ( 4, Ill) == ,.!,'·( ~' /Il) - g( 2' Ill) == 24 - 8 == 16, 

pou1· 
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C'est-à-dire, en renvoyant à la Table I pour la forme de <J, relative 
à la forme ( 20) : , 

P(,'tm):::::::2[2-(-rlm)]Z1(111), P(8m)-:;=12Z 1(m), 

P(16m)==16Z1(m), P(2f3m)==o (~>4), 

en rappelant que pour cette forme le nombre a dans g( a, m) est un 
exposant d'une puissance de 2, et par là, ainsi de même pour a 
dans G(a, m). 

En ajoutant les valeurs de P(ni), P(2m) d'après l~·remarque ci
dessus, 

p ( //t) == G ( 0' /}t) (}) ( m ) == ;; ( 0' Ill ) (J) ( Ill ) == u~ -1- ?, ( - J 1 /Il ) ] z 1 ( Ill j' 

l' ( 2 m) == G ( , , m) (}) ( m ) ~ g ( 1 , ,n ) ((, ( 111 ) == 1 2 Z 1 ( m ) , 

on a tout ce qui concerne P ( n) pour la forme ( 20 ). De même on cal
cule la Table IlI, d'ou on lit d'un coup d'œil tous les faits P(n) pour 
~es formes ( 17) i, ( 33 ). 

G(o, n) = g( o, n), G(r, n) = g(r, n). 

b > o, s > 1, 'l.> 3, 

Forme. Fonctions G. 

G(~, tn) == '.W, G(3, m) == 16, G(e1., m) = o. 

G ( 2, m) -= 2 [3 - (- 1 1 m )J, G ( 3, m) == 20, G (th m) == 16 1 

G(~, m) :::::: o. 

G( 2, m):::::: 4- ( 2 j m) - (- 2 j 111) - 2 (- 1 I 111), 
• G ( 3, m) == 2 [ 2 - ( 2 \ m) ], G ( a, m) == ?, . ?.:x- 1• 

G(2, m) == 2[2 -(-1 \,m)], G(3, m) =-=12, G(4, m)-= 16, 
G(~,m)==o. 

( 20a) G ( 2' Ill ) ==- 7 - (- I 1 Ill ) ' G ( 3, 1/1. ) :::: 2 'i , G ( 4 ' Ill ) .:_ I G' 
G(~,111)==0. 

d·(2,m)==6, G(3,111)=:20, G(tm)=:16, G(~,m)=o. 

G ( 2, ·m) :::: ~ ( 7 - 5 ( 2 ! m) - (- 2 1 m) - (- 1 \ m)], 
2 

G ( 3, m) == ?. [!1 - ( 2 J m) J , G ( et., 111 ) = 3 . 2 oc-!:!. 

G ( 2, m) = 7. - 2 ( 2 1 m) - (- 1 j m ) , G ( 3, m ) == 2 [ 8 - ( 2 1- m) ], 
G ( et., m) == 3 . 2 :x-1 • 

G ( 2, 1n)::::: 2 [ 3 - ( 2 j m): G (t-, m) == 3 2t- 1• 
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· TARI.B Ill (suite). 

Forme. Fonctions G. 

G(c.c, m)-=3.2~ 2 • 

G ( 2, ,n) = 2 [ 6 -- ( 2 1 m)], G ( t, m) == 3 . 2 t • 

. G ( 2, m) == 2 [ 3 - ( 2 I m )- (-•t m )], G ( 3, ,n) == 2 [6 - ( 2 I m )], 

(28) 

(29) 

(3o) 

( 3' ) 
(32) 

(33) 

G(ct, m)::::: 3.20:-- 1• 

0(3,n)==•, G(h,n)=--=o. 

G( s, Ill) =-= 5. 2 2-H-I. 

C (. ) ~ 2s t .., s,,n :::::::>.i - • 

G(2, ,n) ==4 [3o-(-, 1 m)], G(t, m)== 15.~2t•- 1• 
• I 

G(2,m)==4[15-(-1lm)], G(t,m) _15.4t-t. 

G ( 2, m) == 2 [ 1 5 ~ 2 ( - 1 1 111 ) ] • • G ( 3, m ) .:::::: !i [ 3o - ( - 1 1 m ) ] • 
G(o:, Ill)== l:J,?..b-:i. 

Tous ces résultats s'accordent avec les énoncés de Liouville. 

CHAPITRE 111. 

LES FORMULES P( Il) DE LIOUVJLLIO: ; l>JW\: F,\CTEl!llS PllEUllmS SPi'.:cIAUX, 

9. Il y a dix formes (')à considérer: 

( 34) .xi+ y2 + 3 ( z2 + t2 ), ( .19) x 2 + 2 y 2 + ?. z2 + .3 t2, 

(35) x2 + y2 + z2 + 3 t2 ~ ( fio) :.v2 + 2 )'2 + 4 z! + 6 t~, 

(36) x 2+ y'+ 2.z2 + ?.Zt + 2t\ ( 4, ) .x2 + .,vz -t-- .;2 + ;j t2, 

( 3_7) x 2 + y'! + z! + z t + t2, ( 4?.) x 2+ y!+ 2z~+ ?..Zl + 3t2, 

(38) x2+ y2+ 2z2+ 6l2, (43) x-i + y 2 + z 2 + tt + u 2 + 3 r2 

( 1 ) Loc. cit. (34), t. V, p. 147-152; (35), (36), (37), (38), (39),(40), t.VIII, 
p.105-114, 115-119, 120-123, 124-128, 129-133, 134-136;(41), (42),(43),t.lX, 
p. 1-12, 13-16, 89-104. Les formes (35), (36) et (41) ont un intérêt historique; 
elles étaient les premières, sommes de carrés exceptées, pour lesquelles on trouva 
les T(n) et P(n) en fonction finie des diviseurs den. On les rencontre pour la 
première fois dans un Mémoire célèbre d'Eisenstein (Journal de Grelle, 
t. XXXV, 1847, p. 134); mais c'est à Liouville qu'on doit le premier expose 
complet des valeurs de T(n), P(n) pour toute forme de ,i. 

Journ. de Math. ( 8• série), tome II. - Année 1919. 34 
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dans les notations du n° 4, soit 

Alors, pour les formc·s ( 41 ), ( 42 ), on a p == 2, q = 5, n == ,n (impair, 
comme toujours) cl D(m, 5) == 1. Pour toutes les autres,p=2, q=3 
et D(,n, 3) = 1. C'est-à-di_re, pour (41), (Li2), il s'agit de 

avec D( m, 5) := 1, 

et pour toutes les autres, de 

fi VP,C D(m,3)==1. 

Dans chaque cas donc, les sens de a, h, 1t sont définis. Ces sens sont 
. valables dans tout ce qui va suivre. On a, de plus, d'après les énoncés 
de Liouville : 

r 

Forme. 

TAIILF. IV. 

Forme. 

(3{i) ............. ·.· ........... . 
(35), (36), (37), (38), (39), (4o). 
(.~ 1 ) , ( 4 2 ) • • • • .. • • • • • • • .. • • • ,· • • • 

( 43). . . . . . . . . . . . . ........... . 

TABLE V. 

t > o, 

Fonclions g. 

FoncLion ?· 

~,(m) 
(,)Il ( 3' /Il,) 
c,>'1 (m, 5) 

c,i~(m, 3) 

(j - - ,, 
t" C. • 

Fonclion •I•. 

( 3-1 ) g ( o, j3, m) ::=: 4 , -g ( l, ~ , 111, ) == .'t[ 2 t + 1 
- 3 ] . 

(35) ..,(a,~' m.)= A(CI., ~' m) B(e1., ?, m), 
A(CI., ~, m)==2cx+1+(-1)cx+~(- 1jm), B(Ct., ~' m)==3f1+1-(-1)cx+~(mj3). 

(36) g(a, {3, 1n) == A(a, ~' m) B(a, ~' m), 
A(a, ~' m)==2cx+t_ (-1)cx+~(-1lm), B(a, ~' m)== 3~ 11 +(-1)~1-~(mj3). 

(37) g(a, ~' in)=::::. A(a, ~' m) B(CI., ~' m), 
A(a, ~, m.)::::::2cx+2+(-1)cx+~(-1jm), B(CI., ~' m)== 3~+1-(-1):x+f1(m j3). 

(38) g(t1 ~' m) == A(t, ~. m)B(t, ~' m), ..,(o, ~' m) == B (o, ~' m), 
A(t, ~' m)-==2t-(-r)'+~(-r/m), B(t,[3, m)==3~+1+(-i)t+f1(mj3). 

(39) g(t, ~' m) == A(t. ~. m)B(t, ~' m,), g(o, ~' m) == B(o, ~, m), 
A(t, ~, m)==2t+(-1)l+r1(-1/m), B(t, ~' m)=:3r:l+l_- (-1)l+~(mj3). 



flEPHJ~SENTATlONS PHOPJŒS PAR QUELQUE~ FOBJ\IE~ QUADRATIQUES, 2Ô7 

TAIII.E V (suite). 

Forme. Fonctions g. 

,:.r(r, ~, 111) =--= A(r, ~' m)B(r, ~' m.), 

u·( r:, ) - 1 f> ( ,;. . ,-:, O, 
1
.J, Ill - 2 > o, 

1
.J, Ill), g(1, ~, m)== B(,, ~' m), 

A(r, ~' m)-=~r-1-(-1)"+[1(-11 m), B(r, ~' m):=3r:S+1+(-1)r+f:l(ml3). 

I 
g(t, ~, m) == 3 A(t, ;3 1 m)H(t. ~' m), g(o, ~, m)==B(o, (3, m), 

A ( t, ~' m) == 2t+t -- ( -- , )t. :,, B ( t, (5, m) == 5~+1 + ( - , )' ( m 1 5 ). 

g(_o, ~' m) :=: H(o, ~' m), 

g( o, ~' Ill)== B ( o, ~' m, ), 

B(t, ~' 111) =-= gf1+ 1+ (- 1)'(m 13). ,, 

Exactement, les valeurs de g( o, ~' 1n) et celle de g(1, ~' m ), 
dans ( 4o ), ne sont pas définies dans la Table; mais, par convention, 
on pose t = o dans B ( t, ~' ,n) pour obtenir les g( o, ~' 1n '), et ainsi de 
même en posant r ==- o, 1 dans B ( r, ~' ,n) pour la forme ( !10 ). A près 
les éclairciss~ments pour les Tables du Chapitre JI, il n'est nécessHire 
de rien ajouter pour celles-ci. Les liens entre ces dix formes, révélés 
par les Tables; sont frappants; ma1R JC ne rn 'rurêtc pas ici pour les 
discuter. 

-10. On peut écrire les G pour ces formes, en s'appuyant sur les 
théorèmes du n° a, directement par l'application des formules (1) 
à ( 16) à la Table V. Mais en tenant compte de la forme des fonc
tions g, on peut grandement abréger les calculs, en remarquant 
quelques relations générales entre les fonctions G. Approfondissons 
cela un peu. D'abord, pour chacune des fonctions A dans la Table V, 
on a la relation évidente 

A(cx', W, ,n) == A(c.c', W- 2, m), 

où (a.', ~') = ( ~, ~ ), ( t, ~) ou ( r, ~) respccti vemen t, selon le cas; et 
pour chacune des fonctions B, · 

B(cc', W, m) == B(a' - 2, W, m). 
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En deuxième lieu, on peut résumer les seize formules (1) à_ (16) 
comme voici. Soit désormais 

,. > 1: s> ,, k> 2, c> 3. 

Alors, les formules sui van tes ( 1 '), ( 2'), ( 3'),( f) renferment resprc
ti vemen t les groupes de quatre formules (1), (2), (5), (G); (3), (li), 
( 7 ) , ( 8) ; ( 9) , ( I O ) , ( I 3 ) , ( I '.J ) ; ( I I), ( I 2 ) , ( I 5 ) , ( 16 ) : 

(1') G(a,u,m)==g(a,b,,n), 

(2') G(a, s, m) = g(a;· s, m) - g(a1 s- 2, m), 

(3') G(r, b, m,) == g(r, b, m) -g(r - 2, h, m), 
(4') G(r,s, m)==!{(r,s,m)-,:.,(r,s-2,m) 

--- .~·( I' - 2, s, lit)+!{( I' - 2,,.'i - 2, Ill). 

Or, on lit les quatre cas con Len us dans (1 ') directement de la 
Table V; il n'y a 11as nécesHité de les écrire dans la Table VI ci-après~ 

. Il reste à considérc~r ( :l'), (T) et (/i'). Soit, pour le moment, 

g(o: 1
, W, m) == L\ (o:', W, m.)B(o:', W, m), 

ou À est constant; et supposons <l'abord que g( o, W, ,n) ne se réduise 
pas. Alors, en se servant <le la relati,on ( W), on trouv~ pour (2') 

G ( a, s, m ) --= ). [ A ( . , , s, 11 t ) B·( a , s, m) -- A ( a, s - 2, ,n) B ( a, s - ?, , m ) ] 
== J. A ( a, s, m) [ B ( a, s, m) - B ( u, s - 2, m)] ; 

et de même par la relation ( rl) pour ( 3'), et ( et'), ( W) pour ( !J' ). En 
faisant les calculs, on trouve en fin 

( ~ !~ ) G ( a, s, m ) -:= J. A ( a, s, m )[ B ( a, .,;., m ) - B ( a, s - 2 , m ) ] , 

(~5) G(,:,b,m):=ÀB(r,b,m)[A(r,b,m)-· A(r-2,b,m)], 

( !iG) G (r, s, m.)== À[ A (r, s, ,n) -A( r - 2, s, m )] [B (r, s, m)- B ( r, s - 2, m )]. 

Pourlesformes ('15) à (-'to)on a Î,=c; pour(41),(!,2), À=·i; 

pour ( 43 ), À= ~ • Les valeurs des fonctions entre crochets, dans ( 4fi) 
' ;) 

à ( 46 ), se trouvent par l'inspection des formes des fonctions A, B 
données pour.chaque forme dans la Table V. Avec (1'), les formules 
(44), (45), (46) donnent tout ce qui concerne les G· pour les formes
( 31 ), ( 36), (37); on trouvera les résultats dans la Table· VI. 

Mais si g( o, s, ,n) se réduit à une forme spéciale, et g( 1, s, ,n) ne 
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se réduit pas ainsi, soit, d'après les indications de la Table V, 

où À' est constant, c t 
g(o,.î, m)== i.'B(o,s, m), 

g(r. ~, m) := ÀA(r, ~' m)B(r, ~' m), 

où À est constant. Alors on ·trouve de même, par les relations(~'), (W), 
les six cas suivants : 

(47) G(o, s,m)=À'[B(o,s,m)-B(o, s-2,m)], 
(!J8) G (,, s, m) == ÀA (,, ,ç, m )[ B ( r, s, m) - B ( 1, s - 2, m) ], 

(49) G(2, h, m) == [).A(2, b, m)- l']B(2, b, m), 

( 5o) G ( 2, s, m) == [). A ( 2, s, ,n) - i.'] [ B ( 2, s, m) - B ( 2, s - 2, m)], 

( 5 , ) G ( k, b, m) == i. [ A ( k, b, m )- A ( k - 2, b, m ) ] B ( k: b, ni), 

( 52 ) G ( k, s, m) == i. [ A ( k, s, m) - A ( k - 2, s, Ill)] [ B ( /.', s, m) - B ( k, s - 2, m)]. 

Les formules (1') et (47) à (52) donnent, par une inspection de la· 
Table V, toutes les fonctions G pour les formes ( 38 ), ( 39 ), ( 41 ), 
(f&2), (4.3). Pour ces formes, on a respectivement 

(l.,i.')~(1, 1), (1, 1): (i, 1), (i, •), (i, 1). 

Enfin, si g( o, ~' 1n), g( 1, ~' m) se réduisent tous deux, mais 
g ( r, ~' ,n) ne se réduit pas, soit, comme cela a lieu pour la forme ( 40 ), 

g ( r, ~, m) == i. A ( r, ~, m) B (,., (j, m), 

. g( o, ~' Ill) == i.' B ( o, ~' ,n ), g(1, ~' m) == i." B(r, ~, m) . 

Après quelques réductions faciles au moyen de ( o:'), (W), on trouve 
sans peme: 

( 53) G( o, s, m) = ).' [B ( o, s, m) -B ( o: s - 2, m) ], 

(5!i) G(,, s, m) ==i."[B(o,s,m)-B(o,s- 2, m)], 

(:,;',) G(2, b, m) == [).A(2, u, m)- i.']H(2, b, m), 

( 56) G ( 3, b, m) == [i. A ( 3, b, m) - i."] B ( 3, b, m), 

(;>7) G(c, b, m) =: [!.A (c, b. m)-A(c-2, b, m)] B(c, b, m), 

( 58) G ( 2, s, m) == [i. A ( 2, s, m) - ).'] [ B ( 2, s, m) - H ( 2, s - 2, m)], 

( 59 ) G ( 3, s, m) == p. A ( :3, s, m) - Î. 11
] [ B ( 3, s, m) - B ( 3, s - 2, m) ] , 

( 60) G ( c, s, m) == i. [ A ( c, s, m) - A ( c - 2, s, m) ][ 13 ( c, s, m) - B ( c, s - 2, m)]. 

Pour la forme ( 4o ), on a _ 

Î. == 1, 
• I 1 /, = -, 

2 

- fi ,. :.= 1. 
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Liouvil1c n'a indiqué que les forrnules ( 1') à ( lJ') pour celle forme; 
nous sommes allé plus loin parce que, dans certaines autres formes 
dans les écrits de Liouville, il s'agis'-;ail des formules ( 5.1) à (Go) si 
l'on désirait approfondir les P ( n ). Il ne reste que la forme (3{1 ), qui 
ne présente aucune difficuhé. 

D'après tous ces renseignements, on a immédiatement la Table 
suivante. Les fonctions A, B sont comme aux mêmes numéros de la 
Table V. 

Forme. 

( 34) 

(35) 

TAnu: VI. 

b=,, r>r, s>r, k>2, c> 3. 

G(a, b, m) = g(a, b, m). 

Fo11clions G. 

G(a, ~, ni)_:. G(r, s, m) == o, G(k, b, m) == 3.2k 11 

G(a,s, m)-::::::::.8.3-~- 1A(a,si m), G·(r, u, m) == 3.2r- 1 B(r, b, m), 

G(r
1 
s, m) == 2r+'!_.1s. 

(36) G(a,s, m) ::::.8.3s-1A(a, s, m), 

( 3 7) G (a, s, ,n) :-:-_ 8 . 3-~-1 A (a, s, m), , G ( r, b, m) == 3. 2 r B ( r, û, Ill ) , 

G ( r, s, Ill) ~.-..:. ?.r+ 3 • 3s. 

(38) G(o,s,m)=8.3s- 1, G(,, s, m)=:8.:Y- 1[2+(-1)'(-1lm)], 

G ( 2, b, m ) == [ 3" + 1 + ( - 1 )'' ( m 1 3 ) ] [ 3 - ( - 1 )" ( - 1 1 m ) ] , 
G ( 2, s, m ) == 8 . 3-~- 1 [ 3 - ( - 1 )·ç ( - , 1 m)], · 

G( k, s, Ill)== 21.-+l. 3.Ç. 

(39) G(o, s, m) = 8.3-~- 1, G(1, s, ,,z) == 8.3s- 1[2 - (- 1)-~(-1 I m)], 

(/40) 

G( 2, b, rn) == [ 3 + ( - , )" ( - r I m )J [ 3'Jt 1 - ( - 1 )h ( ,n 13) ], 

G(2,s, m)=8.3s-1[3 + (-1 I m)], 

1 
G(o, s, m) == 2G(1, s, m) ::=!i.3•- 1

1 

G(2, b, m) = !.[3 - 2(-1)h(-11 m)] [Y,+ 1 + (- 1)''(m 13)], 
2 

G( 3, b, m) == [ 3 + ( - 1 )" (- , 1 m )] [3"+1 -' (- 1)"( ,n 13) ], 

G(c, u, JJi) == 3.2(•-:J[3"+1 + (- 1)c+"(m 13)], 

G ( 2, s' Ill) -= ~. 3s-l [ 2 - ( - Ir ( - 1 1 f}l) ]. 

ü ( 3, S, Ill)== 8. 3.~-·J [ 3 + ( - J )5 ( - JI Ili)], (-. ( . ) r '2 s _, C, .li, Ill ==2 ,J, 
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TABLE VI (suite). 

Forme. Fonclions G. 

G( 2, b, m) === G(2, s, m) == o, 
G(k, b, m) == 2"-·1 [511 + 1+(-1)"'(111'15)], G(k,s, m)= 3.21'+2 ,5-~-1 • 

(42) G(o·, .~, ,n) == G(,, s, 111.) == 24_.5,Ç- 1, 

(43) 

G(2, b, 1n) ==6[5h+i_ (m I G)J, G(2, s, m) == r(i'i.5 1 - 1, 

G(k, s, m) == 3. 2kt-3 • 5.~- 1• 

G ( o, s' Ill ) ::~ ~ (; ( 1 , s' Ill) == 80. ~l·- I' 

G '?.' h, ,n) =: 1 () 1: ~/-1 1 + ( Ill 1 3)], 

G(k, b, m) == 3.4k-1[91i+1 + (- 1)k(m j 3)], 

C ( ?. , s, m) ::-::- 800 . 9s- 1 , 

G ( k' s' Ill) == 1 5 ' 4 k+ l • 9·ç - l • 

Pour les deux derniers, Liouville a les facteurs numériques 15,75 
au lieu de 3, 1 5; mais je ne puis trouver la faute dans mes calculs. 
Sauf ces deux exceptions, tous les résultats de la Table s'accordent 
avec les énoncés de Liouville. 

1 l. Pour quelques-unes de ses formes, Liouville a donné les T ( n) 
quand les indéterminées satisfont à des conditions spéciales, soit 
toutes impaires. Les P(n) pour ces cas se trouvent conane ci-dessus. 
De même pour toutes les autres formes pour lesquelles Liouville 
n'indique que les T(n ). 


