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MOUVEMENT DES SYSTEMES MATERIELS NON HOLONOMES. 2/|5

Sur les équations geéncrales dw mouvement

\ ’ .
des systemes matériels non holonomes ;

Pix Iv. ISENOFF.

1. On sait que le mouvement sans frottement ’un systéme
matériel holonome ou non holonome est cavactérisé par la fone-
tion S = lg)lm J2, J désignant Taccélération d’un  point de
masse n. S ¢y, ¢, ...y ¢ sont les parametres indépendants, dont les
variations virtuelles sont arbitraires, cette fonction S est une fonc-
von du second degré en ¢, ¢,, ..., ¢4 qUe NOUS POUVHTS SUppoOser
réduite seulement aux termes qui contiennent ¢, ¢., ..., ¢ lues
coellicients de cette fonction peuvent dépendre d’autres para-
métres encore, dont les variations virtuelles sont des fonctions
donrées, linéaires ¢l homogénes des variations ¢y, ¢g, ..., ¢;. Pour
un déplacement virtuel donné du systéme, la somme des travaux
des forces appliquées est

O 0y, 0,00, 4. . .+ Qo

~

Alors les équations du mouvement sont

08 ’
W:Qu(l) (z=1,2, ..., k).

3

La fonction S s’appelle énergie d accélération, par analogic avee
le nom énergie cinétique étant ainsi appelée la demi-force vive du

(") Paul Aererr, Développement, sur une forme nouvelle, des équations de la Dyna-
migue (Mémotve imprimé dans le Jowrnal de Mathéinatiques pures et appliquées,
1900).
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. A\ 3
T—=- 2 me?,
P

“¢ étant la vitesse d’un point de masse m.
Si le systéme est holonome, les ¢quaiions du mouvement,

systéme

données par Lagrange, sont

d JT JT

—_— et e — o ) L2 D T S B
qagn " ag, W (eErden

Notre but est d’écrive, sous une autre forme, les équalions géné-
rales du mouvement d’un systéme non holonome, au moyen de
laquelle, dans la plupart des cas, on parvient plus facilement aux
équations différentielles du mouvement.,

2. Supposons un systéme de points matériels sounms  aux
liaisons, exprimées par des équations finies et différentielles, des
paramétres qui définissent la position du systéme; les premicres
parties des équations différentielles ne sont pas des différenticlles
totales et n’ont pas de facteurs intégrants.

En ne tenant compte que des liaisons finies, imposées au systéme,
soit k 4 p le nombre des parameétres ¢y, oy <oy Yhy Qs Prwss +oos Yops
qui fixent sa position. En supposant que ces laisons dépendent
aussi du temps f, nous aurons, pour les coordonnées d’un point
quelconque du systéme,

‘\ E R A I/ T P T P
(1) TY =90 Gie Gy oo Yoy Grars o os Ghap)-
S =8 iy Goy ooy Yo Grigrs oo os Php)

Nous obtiendrons un déplacement virtuel du systéme compa-
tible avec ces liaisons au moment ¢, en donnant aux paramétres ¢,
G2y ooy Gus Qiets oo Yasp des accroissements infiniment petits el
arbitraires dgy, dqy, ..., dq, dg;.,, ..., dgg,,, ce qui donne:

sz =9 5+ 9% s Mg 95, Y
= —0 _— e —0qy O fsy et O fos e
dql 71 ()f/z 92 d(//. q | ()q/.'o-l b1 1 07/'+/) ] krp
N ay . dy . Iy ' .
(2) { oy — a*//—l' oy + ‘)-1/—207._; B R (7,7—,:- o0 (),//“-1 O fegy T eeet ()/// o M fspe
3 Js PO s P C0s . ds s _ C Jz 5
S5= —/— A Oy O 17y = L i
iy g dq. 12 Ty >/ Ot 1y k13 s p Vs
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Supposons taintenant que nous ajoutons, aux liaisons finies
ci=dessus, des liaisons nouvelles, dépendant du temps ¢, exprimées
par p relations différentielles, non intégrables entre les para-
MECS (1, Goy ooy Gy Qiys --os Giup €L SOiENL ces relations, résolues
par vapport a dq,, o dy,, ., ..., dg,,, de Ja forme

Aoy oy = aydyy - opdy, . 4 2 dy .+ a e,
Aef ey =2 By gy == 3y dl/, b Brdy+ 5di,

( Aqpp==tydyy—+lydy, +. ..+ 1dy. 4 1dt,
les coeflicients de dgy, dgs, ..., dq,, dt étant en général des fonc-

tions de gy, gy oo Gis Gaers - Qunpe Pour un déplacement virtuel
compatible avee ces liaisons au moment ¢, nous aurons

'3’//;-; 1 Zy '3//,-%- 22573+ R 1A 5///_.
()’//-' N ,31 ')//1 -+ ,53 af/g'i"‘ e 3/_»6///_,

Yy
( W pewp = 1y Oy + 7, ')//z—i- e D O

Alors nous obtiendrons un déplacement virtuel du systéme

compatible aux deux sortes de liaisons, au moment ¢, si nous intro-

’ . " ~ .
duisons dans (2) les valeurs de 2¢x,,, 5q4ssr -5 aps de (4); done,
pour ce déplacement, nous aurons

N ( o.r Jdx . Odx 3 Jox ) 3
0X = — =z +5 Ny
My O T O irp)
/ dr J. ox . 0 \.
i ‘()—‘ + A )r = ‘3: B el X >’)’/3
adq, ey T ey sy
(3) ) e e e e e e
de + 2 dr . dr . O g
-+ 7 - Jk co Ay .
TN 00T T O T 0 Oinp
=T T P e e .
35 T e e RN

En tenant compte de toutes les liaisons imposées au systéme,
sa position est 4 chaque instant complétement définie, si nous
connaissons, pour ce moment, les paramétres ¢y, ¢y, ..., g1, parce
que les autres p parametres (x,.i, iz -+ Grap € déterminent

-
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par les équations (3;; done la position du systéme dépend de %
parametres indépendants ¢q, ¢ ..., ¢

L’équation générale de la Dynamique, déduite du principe de
d’Alembert. et du principe du travail virtuel, est

Xm(2" 6 4+ y" oy +5"05) = -(X o + Y 3y ~-7.63).

r

', Y’y 27 Glant les secondes dérivées des coordonnées par rapport
au temps, et X, Y, Z les projections d’'une queleconque des forces
directement appliquées.

Cette équation doit étre satisfaite pour Lous les déplacements (5)
compatiblés avece toutes les liaisons; elle se décompose done ¢n
k équations de la forme

, : L, 0 d Jox 9.
(6) ‘\'m[ $(i£+d|d(/il+,’$l +...~é-)-.|"“[—>

9, 0pis2 Wiwp
Ay dy ., Or . dy
+ (()f]’ + (24} ’)///‘4_'4 i I)I]k+z IRl b ¥ 0(1"'+I,)

g o 03 g Js + 7 ds ) —
I ’)f/l ! ')’//H—l R d’/lm—g T ! ()f//_».,_,, b

Q; étant le coeflicient de dg; dans U'expression de la somme des
travaux virtuels des forces appliquées,

X0z 4+ Yoy +735)= Qi+ Qudgy+...+ Qudy,.

Transformons la partie gauche de lequdtum (6) que nous dési-
gnerons par P,. Nous avons

=4 “/ll[ -"(dw -2y 2 ‘+ 525, 02
= — ; _— - 29 « v iy
) dey YOGk T OGres ' ‘)’//-'+l')

()y ()y ()}’ - ay
[ YA . c . ,
-y ((),/ =7 ()///.--H —+ pl ()’]/.-+-z I i 3 ’)71:-4-,;)

+ ((L Jds 5 Js P 93 ]
99 " N0 c'f};.~+~ T T 0k )
K4 4).1') o d dxc

didry d \) dr | +Ll(;. Jdr \
L dt\dy,)  di\ df//.+, dt 09’/+») S dl ! qu+,,>_
“d [y d Jy dy d/. dy )“
Al - . [ e o .
4 ) dt (()//,) (lt( /)f//.,.,) M c/t( 4)q,+,) T dt \"' Oqrapl

A +_t£ ” Jdz \ d Js d /; ds ]
T .dl d’/l) dt ! d’//.‘+x)+ (—17 ld’[l.‘—'-: et E( ! 0’/#4—/})_ |

o
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Des équations (1), nous obtenons

w=2z 4)x Jdx 9z . Jdx ox> 9z .. dr
s ()(I 1 ()/ ‘h ()q'qA 09/,~+| I et (),/ //Hn
, 0 dy , 0 ) J )
(7) <¥'-= -¢)JE/+/)/3, ¢, + 0; (ot ')’l’; G+ 0{//” l/// M atPe w//‘y Pherp-
’ ’—224__()*0('_\\__)_:{'.{,_ .;_‘L): ’+._()_;_/’. +.. .+___..().-__.
Il ‘)71 71 ()72 s+t ,)//ﬁ 43 ()([/.'—H ) ()//I in //”,

Les équations (3) donnent
Grry =0y + Ty o - O G+ o,
(8) Prre=P1q\ + Brgs .o A Bri+ B,
Prap=1gy + oy +. ot b+ ).

Alors, en vertu de (7) et (8), nous aurons

d9r' _ Oz ” d.r 3 dx .4 Jdx
—_— = A= 2 o . ', )
0’//1 ()’71 ! . ! 014a ! ()(Ilu-/)
Jy’ Jdy Jdy .oy . Jdy
e T e “+ 3 . s SRR S

o, 99, e 0 i+ ! O 1aes ' dGisp ’
a5 0z Js . 03 s

_-— = =— + 2 + 5 —I—-...—*—I,
d7 dq, 10(//.'-9—1 ’ ldf//.vwz

et la fonction Py prend la forme

, @ , 0z’ A4 dz’
I'ZFI-”" ‘)q,—i-y()q,ﬂ—.,ga-

: dx ‘ dy d/ oz

) [t Etadt r | L S =
=m [.z' dt( d(/>+y 1/1(()(],, + r/l(dq,)]

_ "m[ - _(_l_( ox ., Oz i dx \)
= Y0Gier T 0qirs T T Oqaan,

d dy P4 . Oy
Ty dt( ! 0F k1 Rt OFii+s el dr//.‘-f—[i)

d i Js . ds Y
4 5’ — o -+ e iR ol A .
dt (7, df/i.».H gl 0’]k+2 ! d(//:+l'>J

Dans les équations (1), z, y, z sont des fonctions de ¢, ¢4, ¢s, -..,

) dz dy =9z
Qs Grrrs ooy Qhap) donc 0(/‘ ()ql 99,

parameétres; prenant les dérivées par rapport au temps de ces der-

sont des fonctions des mémes

Journ. de Math. (8¢ série), tome 111, — Année 1920, 32
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niéres quantités, et en tenant compte des équations (8), nous
aurons

d.r

di 0(]')_ dqdt - dqi 4 Jq,0q, & g g 1
N2 . , ,
+ PRI (o1 + Sty = oot G- o)
02‘”‘ “ ! 4 % ] .
TR AR R L
Pz ., o
0f/1f)f//+,,(""/"+ My 5 ooy 1)
d (v _
;[2&}‘—7:)—. ..... . P Y Ve e et e e e, saea
d 5\ _
[Il H —- ........................ P I

- D’autre part, prenant les dérivées partielles, par rapport a ¢,
de 2, y, 7/, données par les équations (7), et en tenant compte des
équations (8), nous obtenons

Iz’ Pz N ()”J)(, . ‘e, dx
A I A =R AR P P L 07,09, 1+
—l——()-z-ﬁ—(f/r/'—;»ar/’—'— + g+ )
k dlll d(//‘.-&i 'l 1 .z 2 T e e o7 Al I‘. .
+_____o!.z~ (Bagy + Padfy+ ..o+ B1qh+B)
041 0q142 ! 2 PRTET
S eI T T T
R S P R W
e At FREER Y )
. Oz Oq;., 02 03¢}, -+ 9z dq).p
T oo -_ )
My 0q, OFrsr O, Ii+p 09,
()‘?,4‘ N . ‘
071 = 6 Bt et e et e g e 0a i, . Ce e ee et et e e aeane
2’

.........

....
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Done
_(/ ey de ( dr dyl,,  dx 01 iq o Jr ()//,,,,)v'
dt, 4)!/,} a7, \dyie, Oq, I 9,y o Wiwp Oy
Aoy \_ oy _( 9y Oy, . 9 s . Y 0!//”»)
ot (.dfh,)"d//. Ve O Wiss Oqr  Ofiep 7
ft(i_ Yo 2 (05 iy 0 s L 95 ),
deNdg, ! T oy \DYie Oy ()///,g,., 7 " ian O )

in tenant comple de ces ('xpl(,s&nons poul d (o ,-(—l- —0-7—/),
dt\9y, )’ de\ Jq,
ds’ r o . . .
7/2('/717‘> el que des équations (8) nous avons
’)'l/Lwl - ’)’/'A--p-z = 0’// Mpp
dqy v 97, e ()’/1 o
¢t des équations (7
o’ N o oz’ _dr Jx’ ) Jdr
Mier Mies /. "WH’ "0, d’/m/"
dy' v dy' _ dy Jdy' Oy
Wier  Min Ny 07#4—2’ R/ ‘)’/I.-H»’
Jds 93 Jds' 03 Jds' 95
‘l)//’/"*’ - l)///""" i d’I,/H': o (}’I/H—z, " (){/}.'4-[: - ()///.'+h,
" la fonction P prend la forme
, A ( o Oy, 03
I’ = il & 9, + ()/I‘ : D—q—;)
= (l a7 " o T ag
: V' Dy, ax' Jy., da’ dy,
+Xm ::'( s e Al + — _.‘it)
[ ! ()//r iy ()7[ d’/l-‘+'_’ d(ll ()7/.‘4—/! dr[l
LAy Ay, Ay’ Jdqi., ay' ()q',..+,,>
YNG9 T 9. o Mizp O
s ( d,« Mies 95 ey ds' 0//24»,,>]
Moy I s O My O /.
) d [ dr’ O, ax' Ay, ox' 9y ,>
—XIm| x'— : as . T aal
dt\ oy, 04, T 0qis 04 ¥ e 07,
d ' ()q,h»l ay' 0q’k+2 o' dyp, I')
', - 4 7 “+-. . } ., —
fl‘ (')r//-'—i-l dq; 09k.r 09, - ()94+,, d9,
g4 95 0, 0% 9k, 95’ dt/m\)l
(lt .()(/2+l 0(/'1 ")r/(A-;-: d’” ()f/, p ()71
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En désignant, pour un moment, par M
la fonction Py, nous aurons

la dern

+ ..ot

P S v R R
'“'flt"'"l '”(M’m o, T Ogpn o
Wy . O I
’ / ! +'
+ (()’Iln d9, Iisn O
(o i D2 i
I9ry 09y 9L, 04,
9954 dir'  dqi.,
x - 7 —~ 1.
[ (071+: 97y I Oq,
-“)"'( 0‘//.'4—1 - ().‘yl Ufl'/m
\’)‘Ilu a7 995;. 99,
Lo 97 9qp., J3' dq;.,
T -.()’/}:u 99, ﬁ—‘)'/l/-wz dq -

iere somme de

N T
9ksp O )

D Oy
95p 99, )

Jds d’l/ O kevp ) l
0’// 4 ’)ql /s

05
o7 or)
4))”

dq;. Y feap K
d(// it g2 )

Jy Il

Js' r)(/},;,,”
A L)
ey 99,

Mais la derniére summe de cette expression pour M peut prendre
une autre forme, en tenant. compte que des équations (7) el (3)

nous avons

dc da” dr'  Jx’
Mir sy s Oiss
f)'", 3 ()'V/’ ‘)’).’ -_ 0‘),”
OF)sy T Oy ’ 0fn 0’/7:—12’
J:' _ J7 a9
7 —_ ” ? 7 —_ 0] ?
I psy . L/ 9g;. ..
L — ‘)’/L-H , ‘)’/,l.":-v. — 99%. 2,
99, dq, a7, dq;

da’
—_—
()'I kv p

0‘ y.l

——

d'/l-'+/:

as'

()q;’f-f-[l o

‘)‘II.H» —

“0q,

0"
= =
dr/l-'«‘ r

t)v"

()f/,. +p
95"

—_—)

(’7/-*# P

e
99,



MOUVEMENT DES SYSTEMES MATERIELS NON HOLONOMES. 253

Alors pour Py, nous aurons

e (0
7 " oq, o J9, : ()I/VI)
Loz , dy’ 05"
(e G - G )

. du’ dyy ax' ., 9 Iy, .
+ Xm .f."( _ o — A2 —— AL
[ ! 0y dq, Oina 91y ‘)’/,k-:r P o7 /’

r

oy Ay’ fhrs . 9y 0., . ,)}y’ iy
TN O Ik 9 Miep 01 )
-’( 27 ()I/lﬁu-' -+ 9z’ ‘)‘/lk-p; U d'—"/k‘”, )I
9950, 99, e 09, sy 071 /.
d [ ,( da' ., 0x' dq,, 9r' G
——=Xm| «x . : - LA A LT
dt Wit 09 9)er Oy Whrp 07, )

+

(9 s, 0¥ k.. 9y M’
+ ( = — + 7 — ... y Yy
Y NIy 09 O O Mty 09y )
Yy a5 gy, FL 4 Js' 0q2+,,‘)]

) NIy 07, 0 4n (){/,l ()’//I-'J.-p a7,

"

N "m[ L 02" Oy, 4 2x" .y
n T . ” NI 99, 0F)re 07}
o+ 1./,< dy” d’/';uu + 9" 04, Ay O up
“\9., 09 09%:2 09 ., O, )
of 03" O, 03" 0sa J3” 0’/"/.'-“’)—]
+ = - 4 = N Sk L5
(\f)f//.-ﬂ dq} OFa 09 Ofip 09,

A
\

02" Oy,

Mirp 09 )

et I'équation () est de la forme

(6") P, = Q.

Désignons par T' la demi-force vive du systéme, en tenant compte
des liaisons finies et différentielles, qui lui sontimposées, et par T\,
la demi-force vive du systéme en ne tenant compte que des liaisons
finies. La fonction T s’obtient de T, en substituant dans celle-ci
AUX iy Qirry -5 Yim leurs valeurs définies par les équations (8).
La fonction T, se compose de deux parties : Pune contient des
termes qui dépendent de ¢;.,, ¢4y - Gispy Dous la désignerons
par Ty; Pautre qui contient les autres termes, nous la désignerons

par T,; de cette maniére nous avons

Ty=T,=T,.
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D’autre part, désignons par S, la demi-énergic de Paccélération
du systéme en ne tenant compte que des liaisons finies, ot par 8,
la fonction obtenue de S, en ne retenant que les iermes qui con-
tiennent les quantités ¢;.,, ¢, .-, ¢, définies aussi par les

Qivry Yiyn 3 Db I
équations (8) en les dérivant pay rapport a L.
Alors I’équation du mouvement (6} prend Ja forme

-2 0),

d(OTN I8 0y 05,
dt dvﬁ) dyy Iy dtxdv}) -0,

ou bien

(9T O 08
78 dys ~ dyy T

dt

Done les équations du mouvement du systéme sont

d /oT JT T, d ( JIT, 93,
—-—l— ] — 4 —_— — | —- —7:(’. b AU B P
(9) de (0’11) f)’/‘/' ()f/x dart ,‘)’/z) (),/a “7 (,-/ [P /}
ou .
. od (JT " Jgr, oS, . .
(1) mm)*‘m*m—:’l (z==g,2,.... k),

T, n’étant une fonction que des vrais paramétres indépendants ¢y,
s, - i €t de leurs dérivées; et S; n’étant une fonction que des
secondes dérivées des parameélres dépendants, lesquelles se déter-
minent en fonction des secondes dérivées des parzmétres indépen-
dants au moyen des équations (8).

Les fonctions T, et S, dans la plupart des cas se déterminent
plus facilement que la partie de la fonction S, introduite par
M. Appell, laquelle donne la demi-énergie d’accélération en tenant
compte de toutes les liaisons imposées au systéme.

Ce que nous allons éclaircie avee quelques exemples presentant
des systémes non holonomes.

En écrivant les équations différenticlles du mouvement sous la
forme (g), nous déduisons les corollaires suivants :

1° Si quelqu’un des paramétres indépendants rc figure pas dans
I’équation (8), I'équation différentielle pour ce paramétre s oblicat
par la méthode de Lagrange. 2

Mais, par la méthode de Lagrange, on peut obtenir aussi I'équa-
tion différentielle pour quelqu’un des paramétres indépendanis,
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par exemple ¢, qui figure dans les équations (8), pourvu que nous
ayons '

O, d (9T 95, _
. dys  dt) 0q.) " AT
20 [expression

Jt, d (oT,'n 08,
5= — 57 )+ A

dp,  dt .‘()r/,‘) Ay

contient les termes qu'il faul ajouter a Ja partie gauche de 'équa-
tion du mouvement, déduite pour le paramétre ¢, par la méthode
de lagrange, pour avoir la vraie équation différentielle du mou-

vement, répondant a ce parameétre.

3. Eaemple I. —- Une circonférence de rayon a et de masse unité
roule, sans frottement ni glissement, sur un plan horizontal fixe
(cexceau) (').

Dans le plan horizontal Oy, prenons deux axes fixes Ox et Oy,
et par le point O, menons un troisiéme axe Oz, perpendiculaire au
plan et dirigé vers le haut. Par le centre de gravité G de la circon-
férence, menons trois axes Ga'y'z paralleles aux axes Oxyz.
Soit GX Uintersection du plan de la circonférence avec le plan 2/Gy/,
désignons par GY I'axe passant par G et le point de contact H
de la circonférence et du plan Oy, et enfin soit GZ l'axe du cer-
ceau. Si nous désignons par GD une droite invariablement liée
avee la circonférence, située dans son plan, la position de la circon-
férence autour de G est définie par les angles

A oo o
rX =4d¢, XD =yo, 1 =9.

Ies projections de la rotation instantanée du triédre rectangu-

laire GXYZ sur les axes GX, GY, GZ sont
(11) P=¢, )= sinf, R =14 cos§

et celles de la rotation instantanée du corps solide pour le mouve-
ment autour de G sont

(12) p=9. g=1¥swb  r==ycos5+ 9,

g

() Paul Arpers, Traité de Mécunique rationnelle, t. 11, p. 241, 372, 381.
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alors
(13) P=p, Q=g R == ¢ cos tang¥.

Si u, v, w_sont les projections de la vitesse V¢ du point G sur les
axes GXYZ, pour écrire que la circonférence roule sans glisser sur
le plan yOz, il faut exprimer que la vitesse du point matéricl

by

H (0, - - a, 0) est égale 4 zéro; donc nous avons
u-ar —o, ¢ = 0. W—ap=—o;

ces équations sont les équations (8)
B, ¢, ¢ étant les parameétres indépendants, la fonction T, dans ce
cas est la demi-force vive pour le mouvement autour de G

'l",,:%[A(p’—{- q*) - Cr#]:

et la fonction S; est la demi-énergie de I'accélération de toute la
masse de la circonférence concentrée en G:évidemment, cette
fonction est
S, = .;-[(u’+ QW)+ (w' = Qu)*]+....
Ia force appliquée, le poids Mg dérive de la fonction de force
w=— Mgasinj.
Alors I’équation pour g est
d Cr ) ! 0 —
;;2( )+ (' +Qw)(—a)=o0
ou
(n (C+a®)r'—a*pg=o

I’équation pour § ‘est
! .
Z‘ﬁ (Agsinf 4 Crcosf) + (1'+ Qw)(acos5)=o0

ou, en tenant compte de (I), nous aurons

() A¢+ (AR —~Cr)p=o,



~}
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Enfin, ’équation pour 0 sera

%(Ap) — Agdcosh 4+ Crlising + (v — Qu(a=— agcosf

on
(1 (A+a)p— (AR =Cr)g+ a*qr=— ag cosb;

les équations (1), (II), (I1I) sont les équations du mouvement.
Il est facile de voir que la méthode de Lagrange, appliquée pour
le paramétre 0, donne 'équation (LII). En effet, la fonction 1" dans
ce cas esl
T= %[(A + &) pr+ Ag*+ (C+a®)r?]
et la fonction

- 1 ,
' = ;(u“—i.— Wiy
évidemment, nous aurons

2 (T Sr=s
J% de\ 99 ) 9 T

A. Exemple 11. — Un corps solide pesant de révolution, homo-
géne, roule sans glisser sur un plan horizontal mobile, qui tourne
uniformément autour d’un axe vertical fixe (').

Soient Oz et Oy deux axes perpendiculaires dans le plan
horizontal mobile, et OZ un troisiéme axe qui se confond avec I'axe
vertical fixe et dirigé vers le haut.

I.e mouvement relatif du corps est connu, si nous connaissons
celui de son centre de gravité G et son mouvement autour de G.

L.e mouvement de G est défini, si nous connaissons en fonction
du temps les coordonnées %, v,  de ce point par rapport aux axes
Ozyz.

Le point G du corps est situé sur I’axe de rotation que nous dési-
gnerons par GZ.

I.e mouvement relatif autour de G, c’est-a-dire autour des

(") Iv. Isixorr, Mouvement sans frottement d’un corps solide pesant de révolution
sur un plan horizontal (Annuaire de U Université de Sofia, 1916, 1917, 1918).

Journ. de Math. (% série), tome III. — Anonée 1920, 33
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axes G z'y'z' paralléles aux axes Ozyz, est un mouvement d’un
corps autour d’un point fixe.

Prenons un axe horizontal GX, perpendiculaire au plan ver-
tical 7Z/G7, et un autre axe GY, perpendiculaire au plan XGZ.
De cette maniére, nous déterminons un triédre rectangulaire GXYZ.
dont la position par rapport au tritdre G2y’ 7' est déterminée

N
par les angles { = XG 2/, § = 7/ GZ.

Le mouvement relatif du corps autour de G est défini par les
angles

s
'!J, 4, o XGD,

GD étant une droite liée au corps ¢t située dans le plan XGY.
l.a condition que le corps touche le plan horizontal mobile
s’exprime par la liaison finie

[ étant une fonction donnée. .
Les paramétres ¢y, ¢y, ..y @iy --s §1, dans ce cas sont

Les composantes de la rotation du tricdre GXYZ et celles de la
rotation du corps pour son mouvement autour de G sont données
respectivement par les équations (11) et (12).

Le corps roule sur le plan horizontal, si la vitesse relative du
point matériel du contact est nulle. Trouvons les coordonnées de
ce point. La courbe méridienne, qui engendre la surface de révolu-
tion, est située dans le plan vertical YGZ. On l'obtient comme
I'enveloppe de la tangente. 1'équation de la tangente en H est

— ysind—zcosh==%;

alors, de cette équation et de I’équation

— ycosh+zsinf=72,

nous obtenons, pour les coordonnées du point M parrapport aux

axes GXYZ,

s x=o,
y =—/f(9)sind— f'(6) cos¥,
.’ z = —f(#)cosh + f'(5)sinb;

(r3)
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Ja vitesse relative de ce point est la résultante de la vitesse de trans-
lation des axes Ga’,y/', 2’ ¢t de la vitesse due a la rotation du corps
autour de G; alors les projections de cetle vitesse sur les axes
GXYZ sont
Yeost +'siny+ g3 -—-ry=o,
— Z'sindeosl -~/ cosYcosh + fpsind—ps =0,

Z'sind sing —'cosbsing - [ pcost + py=o

ou, en tenant compte des valeurs de y et z, ces trois équations se
réduisent aux deux suivantes :

t
3
]

=qcosh( fcosh—fsinG)y— rcosd( fsing+ f'coshy + pfsindb.
o = qgsinb(fcosd --f'sin%) — rsind(fsing + f'cos’) + pfeosd,

qui correspondent aux équations (8).
Les paramétres indépendants sont z, 0, L, les dépendanls - - %, +,.
La fonction T, dans ce cas se¢ trouve immédiatement; elle est

VY, = é [Apr+ A(g-+ psinG) + C(r + pcosd )]+ éMf’z/)";

u. étant la vitesse avee laquelle le plan horizontal tourne autour
de I'axe vertical fixe; la fonction S, présente la partie suivante de
Pénergie de accélération absolue de Gy, laquelle fonction se trouve
aussi tres facile :

S, = ;.\l L2 =n =" (2pa' - p22) 20" (2p ' — p2n) )+ ..

Alors Péquation pour % sera

L ir 4 meesy) < JdS, 97" 9’ a3 dn” I o
= 4 T COST) T N T Ty A -
dt ¢ ) VE TR - AT PR T ) :

ou

(hy Clr'—psinbp) — M(Z"—2us'—p2Z)coshi{ fsin’ + [ cos?)
/,
/

- M(70" 4+ 2mZ — p2a)sinb(fsind + ["cosh) = 0.

}.’équation pour ¥ sera

%[;\(7—2{J.Siu’/)sinﬁ!-é-(j(l'—%—;J.cos[/)cusﬂ e

LISy (020 0w 0ry Oy (0t g 0 Ory
‘ TS

PEANY P P T AT

7/
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. f ’4 M o | .
ou, en tenant compte de I'équation (I), nous obtenons

(1) Ag' +(Agcotd—Cr)p+ (2A—C)ppcosh
+ (fcosd — fsind)[M(Z" — apr/—p2E) cosh-t- M(r" + apz' —pru)sing]=o.

Enfin 'équation pour 6 sera

(A+ M%) p —A(g+psinb)(L' cost +1.Lcos/1)-——(,(r—{— peos)(—L sin G—psin’)

di
S, 92"  aS, 9’ .
- 1 £1 2 175 7 — Mg/
\1/ f + ()";I/ ()pl -+ o,n// 0])’ Ma/

ou

(L) (A +Mf 2)p' M/ ["p? — A(q+psinT)(gcoti—+prcosh)+C(r+pcos)(y+psinb)
+ M2 —opn' — p2E)fsing —M(n" 4 2pt — p2a) feosy =— Mg/’

Dans le cas ou le plan est fixe, nous avons le probléme suivant :
Un corps solide pesant, de révolution, roule sans glisser sur un plan
horizontal fize (*).

"Les équations du mouvement s’obtiennent de (1), (II), (IT1) ¢n
y posant g = o; elles sont

Cr'—(fsinf+ f'cosh) M(Z" cosh + 4"sind) = o,

Ag -+ (’\r/colé— Crip+ (fcosh — f'sinG)M(Z" cos'h + "sinb) == o,
(A+Ms2)p +\I_/"/ 'pr—(A qeoti—Cryg +Mf (2 sind—n"cosh) =—Mg [";
mais en vcltu des équations (14), nous avons, pour les deux pre-
miéres équations,

Cr'+ My (& cos + #"sin'k) =0,
Ay 4+ (Agcoty —Cr)p—Mz(Zcosyh + +"sind)==o.

M. Appell donne une autre forme a ces deux équations en intro-
duisant les projections u, v, w de la vitesse du centre de gravité¢ G
sur les axes GX, GY, GZ.

Trouvons ces équations. La fonction T, sera
2Ty=M(u*+ vt 4+ w?) + A(p2+ ¢*) + Cr2.
Les équations exprimant la condition que le corps roule seront

U+ qs~—ry—o, v—ps=o0, W py=—o;

(") Paul Aerery, Développement sur une form: nouvelle dzs équations de la Dyna-
mique (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1979, p. 33).
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d’ou :
w=ry—qs.  ¢=ps, Ww=—py;

ces cqualions correspondenl aux équations (8).
Alors :
— ,
I;::-Q-[A(/ﬂ—hr/’) +Cr]—+...

se réduit seulement a la demi-force vive pour le mouvement autour
de G.

La fonction S, est la demi-énergie de Paccélération de toute la
masse, concentrée en G:

S,= é Mt 4+ qw — Re)? 4 (¢ 4 R — pw)? -+ (W 4+ pe — qu )],
I équation pour 2 est
d . ,
7 (Cry+ M@ +qgv—Re)yy=o0
ou
(1v) Cri+-Mu'v + M(yy + Rs)nw==o.
Léquation pour 4 est
d . _ . oy .,
(—[Z(Ar/ sinl 4 Crcosy) + M +gv—Re)(yeosh—s=inf)=non,

ou

Aqg'sin 1+ Cricosh+Apycosty  Crpsind
A M (1 + v — Re)ycosh— M (1 +qsw — Re) y cosh — M (e’ 4+ gow —Re)einlz=o,

ou enfin, ¢a tenant compte de Péquation (IV) et en divisant les
deux partics par sin 0, nous obtenons

(V) A+ (Agecoty—Cryp —Md's +~M(yy + Rz = oy

(IV) et (V) sont les équations cherchées.
L’équation ci~dessus pour ) peut &tre remplacée par U'intégrale
des forces vives.

3. Ezemple 111. — Une sphére roule sans glisser sur un plan
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horizontal qui tourne avec une vitesse angulaire constante p.
autour d'un axe vertical (2).

Ce probléme est un cas particulier du précédent. lei { = q,
a étant le rayon de la sphére. Si nous tenons g, ¢, 0 comme para-
métres indépendants, nous travaillerons comme dans 4. Mais
nous prendrons comme paramétres indépendants £, 1, .

Si nous égalons & zéro les projections sur les axes Ga’, y', 7’ de
la vitesse relative du point de contact H de coordonnées o, o, —- a,
nous aurons, comme équations (8), les équations suivantes : . -

i —aqg=o0
- ap o,
ol
p ==7cosy + o'sinsin,
¢ ="9sind— ¢ sinfcos.
. Pour trouver les fonctions 17 et Sy, il faut nécessairement cal-
culer complétement T', et S,.

La force vive absolue 1, ¢t I'énergie de 'accélération absolue S,
de la sphére, en ne tenant compte que de la liaison finie { = «,
se calculent trés facilement. Ces fonctions sont respectivement
2 To= M[(Z'— pn )2+ (0 + pE) |+ ALp*+ 2+ (1 + 11)2
Sy = M[(E—2pm — p22)2 4 (1" + ap —pn)2 |+ A p o 2 12 op py' — g ) |+ .
ol

r=1'4+¢'cost ().
Alors

2T, =M [(Z— pn )2+ (0 P2 = A+ )%

nous omettons le terme A (p* + ¢*), parce qulil est égal a
A (0* 42" sin 0), et

28, = ALp"* + o't 2p(pg-—qp')]-
1’équation pour £ est

d ” 1 - A ! \
7 M —pn) — M (s R %-2'(—,#«/7:”

(") Iv. Iséxorr, Moupement sans frottement, etc. (Annuaire de UUniversité de
Sofia, 1916, 1917, 1918). )

(%) Les expressions p, ¢, rsonl les projections de la vitesse angulaire instantanée
relative de la sphére sur les axes G2/, ', 7',
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7 o 12 [ 9=
S — —Mun — =o.
5 S ®g

I.”écuation pour 7 esl

7 . . A, A
EM(T;/—F Ly M e en) po— =P ey =0

ou

, 12 .
(16) L'+ = pil—ptn=o.
Enfin I'équation pour  est

d .
a—;A(/ 4+ p)==o

ou

o

" = 0.

Cette équation s’obtient par la méthode de Lagrange, parce
que ¢/ ne figure pas dans £’ = aq, 4 = -—ap.
[Les intégrales générales du systéme d’équations (15) et (6),

sont
= Acos(pl+ o)+ Bcos<-;[u -+ Q>,

\,

7, — Asin(ut 4+ a) — Bsin (%pt + 3) .

Ces équations donnent la loi du mouvement du centre de gra-
vité de la sphére.

La trajectoire absolue de¢ la projection de G sur un plan
horizontal fixe est une circonférence.



