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MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS NON IIOLONOMES. 2/|5 

Sur les équations générales du mouvement 
des systèmes matériels non ltolo/w/ncs ; 

Pau IV. 1SÉNOFF. 

1. Ou sait que le mouvement saris flottement d'un système 
matériel holonome ou non holonomc est caractérisé par la fonc-
tion S = ~2SmJ-, J désignant l'accélération d'un point de 
masse m. Si qv q2, qk sont les paramètres indépendants, dont les 
variations virtuelles sont arbitraires, cette fonction S est une fonc-
tion du second degré en q

t
, qk que nous pouvo s supposer 

réduite seulement aux termes qui contiennent q\, q[
t
, ..., qk. Les 

coelïicients de cette fonction peuvent dépendre d'autres para-
mètres encore, dont les variations virtuelles sont des fonctions 
données, linéaires et homogènes des variations ql} q2, qk. Pour 
un déplacement virtuel donné clu système, la somme des travaux 
des forces appliquées est 

O, oy, H- ()., dq, -h Qk οr/
k

. 

Alors les équations du mouvement sont 

-fi - & 

La fonction S s'appelle énergie cVaccélération, par analogie avec 
le nom énergie cinétique étant ainsi appelée la demi-force owe du 

(') Paul API'ELL, Développement, sur une forme nouvelle, des équations de la Dyna-
mique (Mémoire imprimé clans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
ifloo). 
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système 

dû 1 dl . 

ν étant la vitesse, d'un point de masse ni. 

Si le système est holonome, les équations du mouvement. 
données par Lagrange, sont 

- ; I ) ( 3J Γ~ , . . . . /. . 

Notre but est d'écrire, sous une autre forme, les équations géné-
rales du mouvement d'un système non holonome, au moyeu de 
laquelle, dans la plupart des cas, on -parvient plus facilement aux 
équations différentielles du mouvemenl. 

2. Supposons un système de points matériels soumis aux 
liaisons, exprimées par des équations finies et différentielles, des 
paramètres qui définissent Ja position du système; les premières 
parties des équations différentielles ne sont pas des différentielles 
totales et n'ont pas de facteurs intégrants. 

En ne tenant compte que des liaisons finies, imposées au sysLcnie, 
soit k + ρ le nombre des paramètres qx, q2, <f/

{
, qk9 #//,.+ ., ..., 7^, 

qui fixent sa position. En supposant que ces liaisons dépendent 
aussi du temps t, nous aurons, pour les coordonnées d'un poinL 
quelconque du système, 

x —/(b Vu <ϊι< · · ·> 7*5 7*'·ι 7/ >-/-)■ 

(i) y — ? ( L 7ι· 9\, · ■ · 1 7*» 7*+11 · · · · 7*4-/0· 
ζ — ω(ί, y„ g,, . .., gk. y,,+ ), . .., 7/,+-,,)· 

Nous obtiendrons un déplacement virtuel du sysLème compa-
tible avec ces liaisons au moment l, en donnant aux paramètres q

v 

72i ·*·5 7«5 7/*-+-15 -·5 7*-f// des accroissements infiniment petits et 
arbitraires dqv dq2. ..., dqk+t

, ..., dqk+/ti ce qui donne: 

OX = — 0</, 4- -r- Otf4 -+-... H- -— oq,. -F- oqk+ |f...r 'iffk-rp-

à]y ·* dy ^ dy „ 7 κ ^ dy (2) 

Ον— -r-oqi 4- χ- oy,-4-...-l· -r—oqu-τ - ο//χ + 14- ·· 4- oyA.+/,. 
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Supposons maintenant que nous ujouLons, aux liaisons iinies 
ci-dessus,, des liaisons nouvelles, dépendant du temps t, exprimées 
par ρ relations différentielles, non intégrables entre les para-
mètres yl5 q2, qk, qk+J, et soient ces relations, résolues 
par rapport, à dqk+i, dqk+.,, ..., (Ιηί+Ι„ de la forme 

dqι f-1 Z, dtp 4- A
2
 cl·/, 4-... 4- y.kdqk 4- a fit, 

dqk+2 3, dtp 4- y2 dtp -t- . . . -f- S/
(
i/y/, -h 3 dl, 

(?>) 

* ♦ . . . , 
dtp, . t, — /., dtp 4-- /., dq, -f-. . . -f- /./. <rA//, 4- λ dl, 

les coefficients de dqv dq2, ..., dqk, Î/Î étant en général des fonc-
tions de y2, q/{9 qA+l, r//i+/7. Pour un déplacement virtuel 
compatible avec ces liaisons au moment t, nous aurons 

θ'//. ,, z, oy, 4- χ, oy
2
 4-... 4- */.· oy^. 

oqk. , — 3, oy, β2 otfi -f- . .. -4 3/. oqi. i/ii . . . 
'*7* f-,, - /·, 07, 4- λ

2
 oy

2
 4- ... -4 >./, dtp,. 

Alois nous obtiendrons un déplacement virtuel du système 
compatible aux deux sortes de liaisons, au moment l, si nous intro-
duisons dans (2) les valeurs de oqk+l, oqk+.,, .... oyA_,„ de (.4); donc, 
pour ce déplacement, nous aurons 

ox— — y.\ — 4 pi -4 . · . -4 A, )otp 

f dx ().τ . dx . dr \ 

(5) 
4-

4- ( 4 ?■/, ~ï 4 yk 4 . . —- /.k oyA. 

ηy — 

nz 

En tenant compte de toutes les liaisons imposées au système, 
sa position est à chaque instant complètement définie, si nous 
connaissons, pour ce moment, les paramètres q

v
, q

2
, q

k
, parce 

que les autres ρ paramètres q
k+{

, q
k+2

, ..., q
k+p

 se déterminent 
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par les équations (3;; donc la position du système dépend de k 

paramètres indépendants qv q2, <//,· 
L'équation générale de Ja Dynamique, déduite du principe de 

d'Alembert et du principe du travail virtuel, est 

2i/n(.x" ht -h y" h y -l· z" oz) ~ Σ ( Χ hx -f- Y hy ~h /- h ζ ). 

χ", y", ζ" étant les secondes dérivées des coordonnées par rapport 
au temps, et Χ, Y, Ζ les projections d'une quelconque des forces 
directement appliquées. 

Cette équation doit être satisfaite pour tous les déplacements (5) 
compatibles avec toutes les liaisons; elle se décompose donc en 
k équations de la forme 

(é) ifli x" (~ κ a, Ηβη r...-t-λι-τ 

\ dqt <>Ίι+ι dqk+2 oq/.+,,) 

β ( dz dz dz dz \ 

Qj étant le coeflicient de dql
 dans l'expression de la somme des 

travaux virtuels des forces appliquées, 

-(Xài'+ V oy -f- Ζ oz ) rr Q, hq{ -f- hq% Q/. oy/. 

Transformons la partie gauche de l'équation ((>) que nous dési-
gnerons par Pp Nous avons 

\\ — — 1 m χ [- α, -r j- ρ, -r . . . -4- /., Ί 

,( dy dy a dy . dy , 

·+■ - ( -J f- yI ~z h pi -J h I -Z J 

~
m

\
a \_dt \dqj Ut^dqJ ' dt\ ' dq

k+
J ' "*ί~ cfr0q

k+/
>) J 

,\ d /dy'\ t df dy \ d Λ dy_\ . . (i (- (lL_\ 

^ G I dlWJ+Titd^z)+dïV> diizz)+ dil'·1 ^rrj. i· 
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Des équations (i), nous obtenons 

X ——; 1—Τ- *7 2 1 " ' Ί k*-\ —λ k¥tn 

(?) Y ·"— —j 1—A—'/·»-+"···H—r1— <7/. -+- ~t—1 7/·,; ι —; 7/«·+/'· 

z ~Γ7 -Ι—ί— 71 ι— 7 ·> -+-··■ ~i—;— 7λ· ~ϊ 7/ί M · · · Η r~ 7 /·■ f /< · 

Les équations (3) donnent 

7/r+i — *ι Ί\ + *2 7î 7Α· + « » 
7W2 — βι 7'ι βί7ί -+-··· -+- |3λ-7Λ·+" β> ί8) 

y 

q'fi'r/,— t.
x
q\ Η- }.

2
7g +· · ·+ λ, 7', '·· 

Alors, en vertu de (7) et (8), nous aurons 

àx' ôx àx 0 àx . àx 

ÈÎ^ÈL + χ ày -i. 3 -ÉZL4.. _iÎL·. 

àζ' _ ds àz ôz . de 

et la fonction Pj prend la forme 

I', — Tim x1 -+- y' -r-r H-s' -r-r 

H\ ~ ôfh ** àqk+x ^' ^7Λ+ο + ' ' '' d7/,+/, ' 

--
m

 I. - A*· 3jj7j 

+
y*U JL·

 + Pl
 J>L

 +
...

 +
 /y_) 

^ Αα·ά^Γ,+?·ά^+···^'·'ά^τ
Ρ
)_· 

Dans les équations (1), χ, y, ζ sont des fonctions de t, qv q2, 

7a» ···» Qk^v'i donc -il sont des fonctions des mêmes 
paramètres; prenant les dérivées par rapport au temps de ces der-

Journ. de Math. (8e série), tome III. — Année 1920. 32 
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nières quantités, et en tenant compte des équations (8), nous 
aurons 

d / dx\ _ 02.r d:jc , à*x , ύ2 χ . 

-Λ—τ;— («1 <t\ + *·ιΊ'Ί -Î '··-(- «Α·<7* + *·) 

— (,V/, + β* 7* ·+ · · · β*·7* + β) 

+ 

^
1
Λ/

ί
.„

(λ|7
'"
+λ!Ϊ

'
! +··· + λίΐ'· Α)· 

r// \d7J-

dt \<)qx / 

• D'autre part, prenant les dérivées partielles, par rapport à qXi 
de y', ζ', données par les équations (7), et en tenant compte des 
équations (8), nous obtenons 

àx' <)2x d2x , ô2x , ô2x , 

+ + α<Ί'·- ■■ · ·■+ *^"+ x) 

+
 ''ÙL··.

+ + ■ · · + ?*»* + ̂  
*+·..·., » 

-t_ tht r>n M λ2 7 s '·*7Α· + *) 

, da? t t t <λτ ()q'k,„ 

àq, 

dqx~ f 
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Done 

d / Ox \ _ dV I O.r Oq'j.,, Ox Oq',.^ Ox Oq'/., ,,\ 

— (Ù2L\~ i£. _ί ()-γ ()(^·' ^ °y H- ,f dy ii!E±n\ 

'W ds \ f ds <)n'k+\ 1 ds dyA4., . [ d~ ^7λ+/> ι 

lin teiianL compte do ces expressions pour (jjyJ ' ) ' 
ίί.( el que des équations (8) nous avons 

d'f /;>-1 dyA-+i ^ dyA.. f, -

et des équations (jj 

Or' Or Ox' Ox Ox Or 

Oy' _ Oy. Oy' Oy Oy' _ Oy 

Oz' _ Oz ûz' _ âz âz' _ ôz 

la fonction Ρ prend la forme 

[> _ 1 V ,,, fr.l OjiL ■ y' 'fr' , -> \ 

— i/// I -η— -r V -5- - -j— ) 

u_vm[ ( dr' Oq'i.j., , d-r' dyA» t | da,^ dy^y,\ 

+ y' / <)}/ t)r/'·-' + (jy/ + dr' ûq'k+i,\ 

Oq'k- \ + àz' dg'k+., _ ( dz' dyV^A"! 

— >/111 rÀr' dy/,+ ■ , àx' àq'k*i ^ àv' dg'k+,\ 

+ y'd- f ôy' dy^, ^ dy dy^2 + + dy dy/4/A 

, ,/ ^ / d^' dy^, t dA dy^, , , d^' dy^A I 
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En désignant, pour un moment, par M la dernière somme de 
la fonction Pl5 nous aurons 

M - ίί v„, Γ r'( à/' àr/"'1 4- ÔX' â(/'k** -4- -4- <U'[ <)<lk'"\ 

, d/ dq'k, 1 [ <hJ <K/K+Î 1 | <)/ àg'k,,, \ 

_1_ -■'( dz d4'*+i ds' dfh<+î . , dz· djhiL \ I 

— *m Γ τ"( Ô/ ddk+i 4- ÔX ÔC,k+î ' 4- Ô'r (tik±Ji \ 

-4_ Y'(JlL'ÛÙ±l — <)y à<fk+i + -j- <J-Y' <)(lkH' ) 

_ί_ 5' / °z' â(tr^i _4_ ôz> + . . H_ d-' Y . 

Mais la dernière somme de cette expression pour M peut prendre 
une autre forme, en tenant, compte que des équations (-;) et (8) 
nous avons 

de <)j;' de' de" ΰ.ι' _ d.v" 

d»' dy" dy' _ dy" dyf _ dy" 

d;' _ ds" ds' _ d;" da' _ dζ" 

d7^, dg'i,^ __ 'dyA.t■« dy/) + /, __ dr/^,, 
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Alors pour P1? nous aurons 

P{— -rim ,Î'T7+/fr + ;'-T 

— Zm [χ h v'-f- + s -r— ) 

4- V », Γ 7·' f ^ 

, y,( Qy' /λ.μ- ι , , | o*ik-r i> \ 

+ ./ / g-s <¥*+1 + ^ ^Λ'+2 + + '*S' \ 

— — V/n I r' ( àX< Ô(/**1 -+■ ***' <*g' 

, ·( dy Ofi'/i+1 , d,y d?y, , d/ Ύ/.+/Λ 

.4- /j*Î_ ()Ίι^"- . VI 

„v(J dg''+i 4- ^'*+2 4- 4. f)<r// àq"k+,,\ 

4_ νΎ 4/ ¥¥2 , , Qy" Qrik+t>\ 

4- -'Y f)z" dl"*+* + 0- àg"k+t ^ Oz" Oq"k+,X\ 

at l'équation (Gj ost de la forme 

(6') P, = Q.. 

Désignons par Τ la demi-force vive du système, en tenant compte 
des liaisons finies et différentielles, qui lui sont imposées, et par T0, 
la demi-force vive du système en ne tenant compte que des liaisons 
finies. La fonction Τ s'obtient de TH en substituant dans celle-ci 
aux q'k+ , q'k+

i9
 q,

iJrX
 leurs valeurs définies par les équations (8). 

La fonction T„ se compose de deux parties : l'une contient des 
termes qui dépendent de 7^,, qk+„ qk+p, nous la désignerons 
par Tj; l'autre qui contient les autres termes, nous la désignerons 
par T

0
; de cette manière nous avons 

t.=T, = T;. 
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D'autre part, désignons par S
0
 la demi-énergie de l'accélération 

du système en ne tenant compte que des liaisons finies, et par Sj 
la fonction obtenue de S

4
, en ne retenant que les termes qui con-

tiennent les quantités qk+lt q"k+v ..., q], , définies aussi par les 
équations (8) en les dérivant par rapport à l. 

Alors l'équation du mouvement (f/) prend la forme, 

d_ ί <YY \ <)Ύ ^ 0Λ\ cl ίϋ'ΥΛ <)S, ^ 

ou bien 

iL (£Liι , dS! ___ 0 

Donc les équations du mouvement du système sont 

^ dSd'i*) d'Ii. ' drj
%
 cit \/)'/'

x
 )

+
 â'j"

a

 %/λ ) 

ou 

, d [ <)i \ ()l (Jh, 

Ύ„ n'étanL une fonction que des vrais paramètres indépendants qv 

Ην ···; Hk île leurs dérivées; et S
t
 n'étant une fonction que des 

secondes dérivées des paramètres dépendants, lesquelles se déter-
minent en fonction des secondes dérivées des paramètres indépen-
dants au moyen des équations (8). 

Les fonctions T„ et S, dans la plupart des cas se déterminent 
plus facilement que la partie de la fonction S, introduite par 
M. Appell, laquelle donne la demi-énergie d'accélération en tenant 
compte de toutes les liaisons imposées au système. 

Ce que nous allons éclaircir avec quelques exemples présentant 
des systèmes non holonomes. 

En écrivant les équations différentielles du mouvement sous la 
forme (9), nous déduisons les corollaires suivants : 

i° Si quelqu'un des paramètres indépendants r.e figure pas dans 
l'équation (8), l'équation différentielle pour ce paramètre s'obtient 
par la méthode de Lagrange. 

Mais, par la méthode de Lagrange, on peut obtenir aussi l'équa-
tion différentielle pour quelqu'un des paramètres indépendant s, 
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par exemple qui figure dans les équations (8), pourvu que nous 
ayons 

c)qs dt \ dq's ) dq's 

2° L expression 

tfT, d /dT,dS, 

contient les termes qu'il faut ajouter à Ja partie gauche de l'équa-
tion du mouvement, déduite pour le paramètre q

%
 par la méthode 

de Lagrange, pour avoir la vraie équation différentielle du mou-
vement, répondant à ce paramètre. 

3. Exemple /. — Une circonférence de rayon α et de masse unité 
roule, sans frottement ni glissement, sur un plan horizontal fixe 
(cerceau) ('). 

Dans le plan horizontal xOy, prenons deux axes fixes ()x et ()y, 
et par le point 0, menons un troisième axe Oz, perpendiculaire au 
plan et dirigé vers le haut. Par le centre de gravité G de la circon-
férence, menons trois axes Gx'y'z' parallèles aux axes Oxyz. 
Soit GX l'intersection du plan de la circonférence avec le plan x'Gty', 
désignons par G Y l'axe passant par G et le point de contact H 
de la circonférence et du plan xOy, et enfin soit GZ l'axe du cer-
ceau. Si nous désignons par GD une droite invariablement liée 
avec la circonférence, située dans son plan, la position de la circon-
férence autour de G est définie par les angles 

x\~è, XI) = 9, «'Z = i. 

Les projections de la rotation instantanée du trièdre rectangu-
laire GXYZ sur les axes GX, G Y, GZ sont 

(ιι) Ρ b', Q — ψ' si η β, h ψ' cos b 

et celles de la rotation instantanée du corps solide pour le mouve-
ment autour de G sont 

(12) pz=ib'. q-=zVA\\b
t
 r ~ ψ'cos9-H a»', 

(*) Paul APPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. II, p. 2/JI, 3-2, 38I. 
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alors 

(j3) Yz=zp, Q— <y. Κ — y cos tangi. 

Si M, c, fv_sont les projections de la vitesse V° du point G sur les 
axes GXYZ, pour écrire que la circonférence roule sans glisser sur 
le plan yOx, il faut exprimer que la vitesse du point matériel 
H (ο, a, o) est égale à zéro; donc nous avons 

u -\- ar ~ o, c — o. w — cip — ο : 

ces équations sont les équations (8) 
0, ψ, o étant les paramètres indépendants, la fonction Ύ0

 dans ce 
cas est la demi-force vive pour le mouvement autour de G 

TZ!: 

et la fonction Sj est la demi-énergie de l'accélération de toute la 
masse de la circonférence concentrée en G: évidemment, cette 
fonction est 

S,= Otv)!-r- (w'— Q«)M -r· 

La force appliquée, le poids M g dérive de la fonction de force 

u~ — Vf ga si n h. 

Alors l'équation pour o est 

^(C/·) f Q»v)(—a) = o 
ou 

(I) (C H- a2)/·'— a'pq = o 

L'équation pour b est 

^(A^rsin^-f- CrcosS) (w'-i- Q«')(rtcosi/) 

ou, en tenant compte de (I), nous aurons 

(II) A^'-i-(AI«— Cr)p = o. 
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Enfin, l'équation pour 0 sera 

-^( Ap) — A £"J/cos0 -+- Cr-J/sin# h- (<»-' — Q«(a = — agcosh 

ou 

( III) (A + — (AM —Cr)r/ alqrz=.— ag cos#; 

les équations (1), (II), (III) sont les équations du mouvement. 
11 est facile de voir que la méthode de Lagrange, appliquée pour 

le paramètre 0, donne l'équation (HI). En effet, la fonction Τ clans 
ce cas est 

Τ = I[(Λ + )/,»-+- A#2-t- (C -+-Λ2),·'] 

et la fonction 
T, — — (id 4- O'2) ; 

évidemment, nous aurons 

TFT ~~ dê\W)+W~°' 

A. Exemple II. — Un corps solide pesant cle révolution, homo-
gène, roule sans glisser sur un plan horizontal mobile, qui tourne 
uniformément autour d'un axe vertical fixe ('). 

Soient Ox et Ο y deux axes perpendiculaires dans le plan 
horizontal mobile, et OZ un troisième axe qui se confond avec l'axe 
vertical fixe et dirigé vers le haut. 

Le mouvement relatif du corps est connu, si nous connaissons 
celui de son centre de gravité G et son mouvement autour de G. 

Le mouvement de G est défini, si nous connaissons en fonction 
du temps les coordonnées ξ, η, ζ de ce point par rapport aux axes 
Ο xyz. 

Le point G du corps est situé sur l'axe de rotation que nous dési-
gnerons par GZ. 

Le mouvement relatif autour de G, c'est-à-dire autour des 

(') Iv. ISÉXOFF, Mouvement sans frottement d'un corps solide pesant de révolution 
sur un plan horizontal (Annuaire de V Udiversité de Sofia, 1916, 1917, 1918). 

Journ. de Math. (S· série), tome III. — Année 1920. 33 
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axes Qcx'y'z' parallèles aux axes 0xyz, est un mouvement d'un 
corps autour d'un point fixe. 

Prenons un axe horizontal GX, perpendiculaire au plan ver-
tical Z'GZ, et un autre axe GY, perpendiculaire au plan XGZ. 
De cette manière, nous déterminons un trièdre rectangulaire GXYZ 
dont la position par rapport au trièdre Crx'y'z' est déterminée 
par les angles ψ = XG χ', θ = ζ' GZ. 

Le mouvement relatif du corps autour de .G est défini par les 
angles 

ψ, b, ç> r- XGD, 

GD étant une droite liée au corps et située dans le plan XGY. 
La condition que le corps touche le plan horizontal mobile 

s'exprime par la liaison finie 
ζ··=Α(>), 

/ étant une fonction donnée. 
Les paramètres qt, q2, ..., qk, ..., qk dans ce cas sont 

?, Ψ, % ξ, *Λ. 

Les composantes de la rotation du trièdre GXYZ et celles de la 
rotation du corps pour son mouvement autour de G sont données 
respectivement par les équations (n) et (12). 

Le corps roule sur le plan horizontal, si la vitesse relative du 
point matériel du contact est nulle. Trouvons les coordonnées de 
ce point. La courbe méridienne, qui engendre la surface de révolu-
tion, est située dans le plan vertical YGZ. On l'obtient comme 
l'enveloppe de la tangente. L'équation de la tangente en H est 

— y sin 7 — ζ cos# ̂  ? ; 

alors, de cette équation et de l'équation 
— y cos 9 ■+■ z sin b — ξ', 

nous obtenons, pour les coordonnées du point M par rapport aux 
axes GXYZ, 

X — o, 

Di) y =—/(b) sin#—/'(#) cos#, 
z = — /( 9) cos 9 f' ( b ) si η b ; 
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la vitesse relative de ce point est la résultante de la vitesse de trans-
lation des axes Gx', y', z' et de la vitesse due à la rotation du corps 
autour de G; alors les projections de cette vitesse sur les axes 
GXYZ sont 

^'cos'L -f- y/si η ψ -i- qz — ry — o, 

— ς'sin ψ eus# r/cos'l* cos# -+-f ρ sin # — pz ο, 

ς'βίηψ sin # — Y/COS-I» sin # H- f ρ cos# ρ y — ο 

ou, en tenant compte des valeurs de y et z, ces trois équations se 
réduisent aux deux suivantes : 

c! — '/ cos'J/ (/cos# — /'tin #) — ν cos'i» ( y sin# -ι-/'cos#) -i- pf siirL 
r/ — y sini/i/eos# -/'sin #) — r sin'^(/sin# -+-/'cos#) 4- ρ/οο*ψ. 

qui correspondent aux équations (8). 
Les paramètres indépendants sont φ, 0, ψ, les dépendants - ξ, η. 
La fonction T

0
 dans t e cas se trouve immédiatement; elle est 

Ί' = ^ [ Λ ρ1 -ι- Λ ( y -r- p. sin#)2-h C(r -r p.cos#)2]+ ^M/'2p2; 

α étant la vitesse avec laquelle le plan horizontal tourne autour 
de l'axe vertical fixe; la fonction présente la partie suivante de 
l'énergie de l'accélération absolue de Gx, laquelle fonction .se trouve 
aussi très facile : 

S, 2 Y," ( 2 Ρ — [J? Y, ) J -f-

Alois l'équation pour ο sera 

<1 f. · dS, d£" Or' dS, Or, Or 

OU 

( I ) C ( / '— p. sin#//) — M ( /— 2 p. Y/— p.2 ; ) cos ψ (/sin # -4-./"cos#) 

-- Μίγ/'-f· 2p.£ — p.2Y») sin-lq/sin # -+-/*'cos#) —- o. 

L'équation pour ψ sera 

L
 LΛ(y - p. sin #) sin # 4- C(r + p. cos#) cos#] . . 

dS, /0;" dy' do" d/"\ dS, / dr/' dy' dr'\ _ 
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ou, en tenant compte de l'équation (I), nous obtenons 

(II) Ar/' 4- (A<7 cot0 — Cr)p -H (2 A —C)p.p COSO 
-4- ( fcosd — /' s i η #)[M ( ç"— 2μ·/, '—μ}'ξ) cos'|> 4- M (//-+- 2—p.h, ) si η ψ] = ο. 

Eniin l'équation pour θ sera 

— (A 4- M f,r)p—A(<jT4- /xsin5)(d/ cos4 4- ycosO)—C(/*4-jacos4)(—ψ'si η fj—μ si η 0) 

— M f' f'p* 4- ~ ~ 4- —i — — — M <>■/" 

ou 

(III) (A4-M/2)p'4-M//'^2—A(^4-^sin£)GcoG4-/ACOs6,)4-C(r4-p.cos6)(y4-/Asiti6l) 

4- Μ(ξ"— 2/xr/ — μ
2
|)/

ί
'
η

Ψ — M("*)"·+■ 2.μξ' — μ2γ))/οο3ψ =— M g/'. 

Dans le cas où le plan est fixe, nous avons le problème suivant : 
Un corps solide pesant, de révolution, roule sans glisser sur un plan 
horizontal fixe ('). 

Les équations du mouvement s'obtiennent de (1), (II), (III) en 
y posant y. = ο ; elles sont 

C/·' — (/sin £ 4-/' eos0) M (x"cos'i/ 4- ν/'βίηψ) — o. 

A q' -f- (Λ q col 9 — Cr)p 4- (/ cos 3 — /'sin 0)M (ς'cos ψ + r/'ϋίιιψ) r- ο, 

(A4- Μ/"·)ρ'+ Μ/'/>'—(A ycolO—C/-)7 + Μ/(ξ'βίηψ—r/W^—Μ&/*'; 

mais en vertu des équations (14), nous avons, pour les deux pre-
mières équations, 

Cr'4- My(£"cos<.L 4- //βίηψ)—-o, 
Aq'-\- (\.qcolO — Cr)p — Mc(^"cos'i» 4- r/Vm'J») ~ o. 

M. Appell donne une autre forme à ces deux équations en intro-
duisant les projections u, v, w de la vitesse du centre de gravité G 
sur les axes GX, GY, GZ. 

Trouvons ces équations. La fonction T
e
 sera 

2T0~ M (u14- e24- W2) 4- A(/;24- q~) 4- C/'2. 

Les équations exprimant la condition que le corps roule seront 

u qz — r y — ο, ν — pz=zo, w 4- ρ y — o ; 

(' ) Paul Appell, Développement sur une forme nouvelle fin équation> de la Dyna-
mique ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1900, p. 33). 
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d'où 
u — tY — tfz. i> = pz, w — — ρ y ; 

ces equations correspondent aux équations (8). 
Alors 

' ο — - [ Λ ( /y® + «y* ) 4- C λ2 ] -f-... 

se réduit seulement à la demi-force vive pour le mouvement autour 
de G. 

La fonction Sj, est la demi-énergie de l'accélération de toute la 
masse, concentrée en G : 

Sj I M [( f/'-f- qw — l»t')5 ■+·((·' -f- IWi — P
W

Y~ 4- («'' -r- J'Y — '/" )M · 

L'équation pour ο est 

— (C/') 4- M {u' 4- yiv — K<')j = ο 

ou 

(IV) C/·' 4- M n'y 4- M (y/ 4- Ks)»v ~ o. 

L'équalion pour ψ est 

— ( A y ainO 4- CrcosO) 4- M (//'4- y«r — Kr) ( y cosO — ζ -in 0) ~ (», 

ou 

A q' >ii. 0 4- C/'cos 6' 4- Apq cosO Crj> >in cj 
4- M (//'-+ ytv — lté) vcosi— M (n'-\-fjw — K<>)/cos9— M («'4-yo' — Kc)-iii^j=;:o, 

ou enfin, en tenant compte de l'équation (IV) et en divisant les 
deux parties par sin 0, nous obtenons 

( V) Ay' 4- (Ay cotCJ — Cr)p — M«'c 4- Μ('/„κ 4- K-jf o; 

(IV) et (V) sont les équations cherchées. 
L'équation ci-dessus pour 0 peut être remplacée par l'intégrale 

des forces vives. 

o. Exemple 111. — Une sphère roule sans glisser sur un plan 
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horizontal qui tourne avec une vitesse angulaire constante p. 
autour d'un axe vertical (*). 

Ce problème est un cas particulier du précédent. Ici ζ = a, 
a étant Je rayon de la sphère. Si nous tenons φ, ψ, 0 comme para-
mètres indépendants, nous travaillerons comme dans A. Mais 
nous prendrons comme paramètres indépendants ξ, η, ψ. 

Si nous égalons à zéro les projections sur les axes Gx', y', z' de 
la vitesse relative du point de contact H de coordonnées ο, ο, — a, 
nous aurons, comme équations (8), les équations suivantes : . 

c' — ctq — ο 
r/ -h ap - - o, 

ou 
ρ {/'COS ψ -+- 'ύ Sir 0 Sill ψ, 

y 0' sin ψ — φ' sin θ cos^. 

Pour trouver les fonctions T'
0
 et Sl5 il faut nécessairement cal-

culer complètement T„ et S
()

. 
La force vive absolue T„ et l'énergie de l'accélération absolue S„ 

de la sphère, en ne tenant compte que de la liaison finie ζ = a, 
se calculent très facilement. Ces fonctions sont respectivement 

•'Ί ο— M [(£' — txr, Y 4- (r/ -4- u?y | 4- Λ [/>- 4- y2 4- (/■ 4- y)2] 

Sa^M [(£*-— 2/J.Y/ — μ2;)24-(η"+ *μί'—pr,)*\-\-A \p':4- ν'24-/',34-2μ(/"/- y//j.|4-

OÙ 
/■ ™ ψ'4- ©'cos 0 

Alors 
aT'0= Μ [(£'— p-t

t
y 4- (τ/4- μί_Υ\ 4- Λ ( /' 4- μ)' ; 

nous omettons le ternie A (ρ2 -f-q~), parce qu'il est égal à 
A (0/2 -f o'- sin2 0), et 

aS,= A[y/* 4- y'2 4- 2 p( pq' — y// )]. 

L'équation pour ξ est 

M ( l'~ μ* ) — M ( r/ 4- \x\ ) \x -h ^ </' 4- 2 pp — ο 

(') Iv. ISÉNOFF, Mouvement sans frottement, etc. (Annuaire de Γ Université- de 
Sofia, 1916, 1917, 1918). 

(2) Les expressions p, q. r sont le» projections de la vitesse angulaire instantanée 
relative de la sphère sur les axes G.r', 1/, ζ'. 
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OU 

(·■') Ιί"-'4μ·η·-μ·'Ζ = 0. 

L'équation pour η esI 

Jj M (r' ; ) -ί ■ VI ( :w - y r, ) y. — y. y-o 

ou 

r rs 7 » 12 -v 

Enfin l'équation pour ψ est 

— A (/·-+- μ) — ο 

OU 
V o. 

Cette équation s'obtient par la méthode rie Lagrange, parce 
que ψ' ne figure pas dans ξ' = aq, rj' = — ap. 

Les intégrales générales du système d'équations (i5) et (16), 
sont 

1 Λ cos ( μ Ι + y. ) -h H cos ̂  y t β J , 

■r, -- — A si n (y t -t- α ) — Β si n ̂  t -+- 3 J · 

Ces équations donnent la loi du mouvement du centre de gra-
vité de la sphère. 

La trajectoire absolue de la projection de G sur un plan 
horizontal fixe est une circonférence. 


