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LIGNES DE DISCONTINUITE DES SOLUTIONS. 195

Lignes de discontinuité des solutions de certaines U(lualions
de Fredholm

Par Gasrvox JULIA.

1. On envisage une équation de I'redholm

(1) f(x)+)\/ N(x, 3)f(5)ds=o{r),
! L

ot »(r) est une fonction holomorphe dans unce certaine région & du

plan . C est une ligne intéricure & & joignant deux points fixes « et &

de la région &. Le noyau N(.z, 3) est supposé analytique lorsque . ¢t 5

sont inléricurs a la région &. On suppose cependant qu’il puisse s’écrire

G, 2)
NGy 3) = gy

G(r, z) et H(x, 3) étant deux fonctions holomorphes dans & telles
que pour certaines valeurs de . et s'intéricures a &, lafonction H(z, z)
puisse étre nulle. Ponr préciser, nous supposons que lorsque .« décrit
une certaine courbe I' intérieure & &, allant de « & 3, une racine
simple 5 de I'équation H(x, 5) = o décrive la courbe Callantdeaa b.
Il est claiv que si . est choisi sur 1" les formules ordinaires pour la
résolution de ’équation (1) tomben! en défaul, mais ellessont valables
sia, sans étre sur I, est voisin d’un point £ del, d’un c61é ou del'autre
de cette courbe. Le probléme qu'on se pose esl le suivant : Partons
d’un point x, voisinde £ ¢t d’un certain coté de I', la solution f(.r') est
parfailementdéterminée par les formules de Fredholm ; faisons varier
dans la région &, en longeant T et de facon que jamais une racine 3
de H(x, ) = o ne rencontre (i, et de facon quel'on arrive en x/, voisin
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de % el de I'autre co1é de I' par rapport i . Y a-1-il une relation
simple entre f(:c,) el f(x,) lorsque @, ¢l &, sonl infinimen| voisins
de % ? C’est un probléme analogue & celui qui se pose dans I'¢lude des
coupures des intégrales définies sur lesquelles Hermite attiva atlen-
tiondes géométres. Le résultal, dunsles hypothéses oti nous allons nous
placer, rappelle tout & fait les résultats d’'Hermite. On viomontrer que

la d.iﬁ“érence S(x) = f(x,) a une limite facilemenl calculable,
lorsque . el & tendent vers &.

2. La solution f(.r') de Péquation (1) s’obtient par
(2) Jir) = o) )./ (o, 5 hro(s)ds,
LB
oll 3L(:x, 3, A) est le noyau résolvant

(3) Mooty &y ) 2m b

W, 3 e 'f")r{:, dsy .. ds,,
(4) <
O == 1 ‘;,j... >c/:,d:._,...(/:,,,
1 nlJ. : R
N ;

N(r,z) N(=x,5) ... N(x, 3,

() N(fil‘:'(B': N(s05) N(sipa) o0 N(siy30)

R T A R A “ee L S )

N(S,,,Gl) N(zuy32) oo N(3,, 200

Nous supposerons essentiellement que N(3;, z;) est holomorphe quels
que soienl 5;, 3, dans une pelile région @, conlenan! & son inlérieur la
courbe C. Ce qui revient i dive que lorsque w décrit la région &,
toutes les racines = de Uéquation H(x, 3) = o restent extérieures a
cette région &,. Celte supposition revienl en somme & admeltre que
la solution est donnée, pour & non sur I, par les formules méme

nl A . \ I
de Fredholm. Elle écarte des noyaux N(.x, 5} tels que —— pour les-

quels la représentalion méme de la solution par les formules de
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I'redholm (2), (3), (\4) présente déji des difficuliés considérables,
sur-lesquelles on n’a pas pour but de s’attarder ici.

Dans les hypothéses faites, ln conrbe I est tout entiére extéricure i
la région &, contenant C, et lorsque x: tend vers un point £ de I, on
voit que les difficultés naissent de la présence des termes N (., 3;)
dans @ (.ry 7, 4). ces lermes devenant infinis pour une certaine valeur
de 5; correspondant & % par 11(%, ) = o. Lorsque £ décrira une cer-
taine région g entourant I, le point unique ¢ ui lui corvespond par
hypothése décrira la végion .

3. Pour comparer commodément les valenrs f(.r)) et f(r)) de
la solution (1), considérons les points {, et T, voisins de { que 'équa-
tion H(a, =) = o fait correspondre respectivement & ., et .-, lls sont
situés de part el d’autre de G comme 'indique la figure. Considérons

un deuxiéme chemin C,, allant de « & b, dans la région =, déja citée :
C, sera suffisamment voisin de G, C et (i, délimileronl une aire sim-
plement connexe conlenant ¢, el laissant & 'extérieur {). Nous allons
comparer les intégrales des formules (2) et (4) @ des intégrales
analogues prises le long de G,

Aucnue difficulté pour les intégrales du type

/ /TN(?:E?:::i")d;,(/:g...(/s,,.

e
[ N =n

>

5; ¢l 34 élant quelconques dans @ < tous les termes N (5, 34) sont holo-
morphes, par conséquent
Ledoded

“ 1
c'esl-a-dire que @D () ne change pas si les intégrales qu'il contient
sonl prises suivant C, el non suivant C.

.



198 GASTON JULIA.

4. Considérons, dans @ («, 5, %), 'intégrale Lype
Hw, 5) == / o / 1\'('_5' T f") dzy ... dz,,
e Jy SN N

el comparons-la &
j \(“‘""’”) ... ds,.
¢, T30Sy

(w,3)= /
On voit dbord dans

N(xs3) N(rs) ... N(rsz)
/' N(ss) N( 1~1) v N(3i3)

AN R

(~n~) \(‘ll"l) e N(:'u:'n)
que seul le terme N(xz,) du délerminant crée des difficuliés, 1
admel un pole simple, qui est , ou {, selon que . est en i, ou en .x.
Nous allons supposer d’abord qu’on donne & .« la valeur «,. Entre les
PP | 0

chemins C et C, figure donc un pole de N(.,, 3,) quiest 5,= {3 le
résidu correspondant es!

Gy L)

BLASORTIN
. . “: (\as Z0)
1 est alors visible que

N(rs) N(xsz) ... N(rs,

D ) B I Sp

Gl N(ze3) oo N(3u5)
» PN JREEN ’ - - \
N e [ NN Y

5313, A LI P

C+ G, désignant le contour fermé constitué par Cel C,, décrit dans
le sens positif (vorr la figure 1), ou bien

L]
LyS)pSae. S
{ N< ~0 l~. -ll> (1:"
Rre) 0:"5‘2..'-'”

:fN<l'¢13132- )d.,,+(~l)"+l a2l C(I.,,.o) \,<: 152 000 Spy C">.
¢ S ET2ees S Uy (@, 50) XN

N(“‘":"“f’"):N(xo;)N(‘"‘sf" >—\(1M)\( >+
S Sp e Sy ""“”l

+(—I)I'N($03,‘)N(fli2" 7 >,
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el puisque le terme

(— 1) '\(~l'|)3i)N(TI:2".:i-l:i .:,,>

= S 03
LR R i e e R

L \(.L'OS,') .\(wi;l RS N =3 I BN f”>

7 BV p

0
“e

.

n'esl altérd, dans la substitution du chemin C, au chemin G, que par
Platégration relative & 5, les autres intégrations donnant le méme
résultat sur G et sur G, puisque

Fa s S ce L 3y
l\< < ‘ )
CPEPIR < R P T IR n

reste holomorphe quels que soient =,,z,, ..., 32,3, ..., 5, dans & il
vient immédialement

2]
o

L
[

. \.
* A - TR
/ / \< o _"> ... ds,
e, Y0, MRS I ]
"
? e - ~ .7
S e Sa e S . J(.l\g) o
-/...[N(_“ ) _”) 5. dsg+ 2l 8
e e S SpSre. . Sp H:(""‘{h o)
ol
n—1
~7 N
. e ..‘ -
3= f/\( _">(/;, ds,
¢ ¢ 5 h
n—1
L0335 3
—+—f \('__'_" ~'L)d5|d3;;...d:,,+...
e o S SIS e,

S o e 6 Siat e Sn )
-i—f. . N( o borviet _”) dsydsy...dsi_ dsipy ... dz,+
« Je S s~ n

e S S

E 31 Sr e e - -1
+ f\(*_ e s dsy L s,
¢ o N T = .

Or, il esl visible que lesz intégrales qui figurent dans X ne different
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que par kv dénomination des lettres d’intégration, done

S [\(

(. e

St "'f”"')r/:, dzy o dzy, .

RS

w2
“

Désignons par 3%, (i, 3, A) le noyau (3) caleulé a I'aide du chemin
d'intégration C, et 9t(x, 5, &) le méme noyau calculé al’aide de C. On
aura évidemment, puisque ®(A) n’a pas changé,

( ( Loy \0)

(6) Oy (Xny 3 1) 72 I ( @y, 5, 1) -+ 2imh W )

(;0, VAR

Désignons par f, (') ce que devienl /() si le chemin C, est
substitaé a C,

fi(x) = o(e)—17 f&'(,,(‘c, ok o(s)ds.
v .

Il existe une relation simple entre f(x,) el f, ()

8]

Ji(2s) == o() 7./ Yor (s 5000 5(5) d3

iy

::o(m—/] o (e 301) 0(3) s

o ._‘.‘,, *0. “n) y
— 22U T ” (L‘,,Q, / 3\’(‘0’*:' ( )(/

L’expression de

. ®(Za» 5, A
I (Lo 3y 1) = ((_005__)

avec

S NS TR
“"(51!" /) sy )b(\-tl,v)‘l'E;‘f/... \<._f).:: - )d5|d3.1-..d:-”
. e « Subeee

~n

prouve, puisque ¢, est dans la région &,, que 9%(C,, 3, A) est holo-
morphe en = dans &, ; par conséquent.

f%(t..“,)\)co( )(/.,_‘/‘é)b(n.,.,)\)9(:)@2

Au contraire, considérons dans -

fe)t, (2o, 5y 2)0(3)ds |

G,
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le terme général

— L e aNds | (f Lot %n _
S0 at lm(a)dﬂ./c...fcl\(“lm: >¢L dsy... ds,.

Le terme

admel le pole simple 5 = {; entre C et C,. Un caleul tout analogue &
celui qu’on a fait précédemment prouvera que

Ll (l
)

. . G(xo, &) ( e :-,,>
—air b el R.UEA A ds,...ds,.
li H (T(,,C,,) 2 I l

[5G0 30 0(s) ds = [95(s 5. 1) (5 ds — i (2)

v,

Donc

G (24, 80) )
H,;'(Jm &)

1in définitive

ft(l"o)—[co(a'o)—lf )D'(axu,g,)\)d] 2 .f%((%:’%l,(“)
Tzir:‘/ﬁi,:%(% EICEBHOE
:f<wu)+ziml_]7((_% (%) +2i S'((Ti. LG — 2 (Z)
car
. ./'(:va):q:(x.,)—).fnq(:)gr,(ar,,, 50 ds

E)—9(L) =—% | o(3) (L, 5,2)ds.
F&)— 9(20) fc“’” (Zor3,2)

Journ. de Math. (8¢ série), tome IV, — Fasc. II, 1421, 26
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Toutes réductions faites, il vient

G(Jco' \0)

O N f,(m:f(xo)ﬂmxu( o %)

~1

6. Envisageons maintenant f() et f,(x,). Ils s’expriment tous
deux par la formule (2) oul iz est remplacé par x,, mais dans f toates
les intégrales sont prises sur C et dans f, elles sont prises sur C,.
Les singularités des fonctions a intégrer proviennent toules de
termes N (70:,, 3;) qui n’admettent dans &, quun pole ¢;. Ce pole est
extérieur & I'aire délimitée par C et C,. Les intégrales prises sur Cou
sur C, ont les mémes valcurs

(8) | f@i) =Sz

7. Il faut maintenant faire tendve «, et ), versle point& de T, alors{,
lendra vers ¢, point de C. f(¢,) lendra vers une limite f({) parfai-
tement définie et donnée par la formule (2) pour « =Z{. [Car les sin-
gularités de tous les termes de (2) lorsque 2 = ¢, sont donnécs par la
scule équation H(G,, 5) = o, clies sont done extéricures a la végion &,
ou {, sc déplace. |

Envisageons f,(w,) et f,(2,); en vertu de leur expression parla
- formule (2), ot les intégrales seraient prises suivant G, tous les

termes N <~~1 ::) sont holomorphes ¢n 2 lovsque =,z,, z,, ..., 3,
sont sur G, ct lorsque = est dans un voisinage asscz vestreint de &,
par conséquent £, (z,) et £, (x;) tendent vers une limite bien déter-
minée £, () donnée par (2) ol toutes les intégrales seraient prises
suivant C,. Comparant alors

f(xlo):',/l(x:))
el
S(@o) = fi(x0) Q'Tlm%%f(-o

on voit qué Sf(z,) et f() ont respectivement les limites

R oy
S
VA - 1(&)y ¢
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o, rappclons-le,
f.(.r):cp(x)—lf@’(,l(w,:,).)cp(;)d:.

. C‘
Par suite,

(10) lim[ f{xy) — f(z)] = 2¢imh (&C S

c'est-a-dire en somme que la ligne T est, pour la solution f(x) de (1),
une coupure artificielle du type des coupures des intégrales définies

d’Hermite, auw dela desquelles f(v) est prolon"cabln analyti-
quement.

8. Le résultal précédent cst susceptible de vérification divecle.
Reprenons I'équation (2)
el
J(@) 4+ [ Nie, ) f(2)dz = g(a),
C .
ol nous donnerons & w successivement les valeurs z, et 2. On aura

nea —f(xo‘):—-lf[N(:rQ, 5) = N2, 2)1£(3) dz + 9(2) — 9 (2).
(W

Lorsque #, ct-z) tendent vers 5, ¢(z,) — ¢(,) tend vers zéro car g
est holomorphe dam & ct l'on peut se borner a étudier 'intégrale

(_;(xlo :.) G(xo’ :) )
I-—‘/‘[“('Lo» g) a H (=, :)]f(z)d-'“

On a remarqué antéricurement que, dans la région &, entourant C,
f(=) est parfaitement déterminé et n'a pas de singularité. Comparons
I'intégrale précédente, prise suivant G, a la méme intégrale

. G(.’l,,~) G‘(‘Tm:) N e
li= [H(xo,-) Il(xo,s)]f(“)d~

prise suivant G,.

fT((—-i; ’a pas de pole entee Cet Gy, car son pole est .
0~

G (&), 3) G(),3) & .
Tz, 5/ (& -fm W, o)/ () 4

La foncnon
Done
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. ) G(z), .,)
Au contraire, entre C et G, 72— (7. 3) . f( ) a le pole simple 5 =¢,
dont lc résidu scra
G(xoaCo) ‘
(&)
M, )
Donec ‘
. G(: ,C
1:1,_2mf(c0)",_((fj__;_)).
I\ %oy 50

Par conséquent

G 0y le
() = fm0) = 2 [0 g2 ‘.
G(zy 5 G y § ’
- 7L‘/v.f(‘:") [HE“::)’ ;)) - “((::.:’ :;] ds + o(xy) — 2(%)-
Lorsquc @ est voisinde &, en x, ou en z, le pole de “(( ; est voisin

de & en ¢, ou €. Il reste donce & distance finic du chemin C, si, comme
on lc suppose, { n’est ni en A ni en B.

Donc si z, ct ), tendent vers &,

G(z,,s _ G (z9, 3)
H(x,, s) H(x,y, 3)

tend nniformément vers zéro, quel que soit 5 sur C,. Par conséquent
0 ‘) G(-”«‘o- 3):'
dz,
ff( )[”(Z‘o,.-) H(xy, 5)

comme 3(x,)—9(x,), tend vers zéro.
On obtient donc

(10) im{ /() —f(x)] = 2imh f(Z)

G(&2)
H% (£, %)

qui est bien le résaltat obtenu par étude directe de /().

*. Bicn entendu, on ne démontre pas ainsi que f(x,) et f(x))
tendent séparément vers des limites, Mais la méthode du n° 8 peut
s’appliquer a la somme f(z,) + f(x,) comme a sa différence. Elle
donne alors

(@) + f() = o (xa) + ¢ (&) = 7-f[N(-TB, 5) + N(2o, 3)1f(5) d=.
o
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Lorsque 2, ct &, tendent vers &, les considérations du n® 8 prouvent
que -
G (20, %)
Hl:(woa :0)
— 1 [ [N(@hy 5) + N0y )1 /(3 .
(N

[/ () + S (@] = ¢ (20) + 9 (2}) —2¢mh f(§)

Lorsque z, el ), sont voisins de £, intégrale

f[a\‘<x;,,:>+m(wmlf(~'>"3
j

est parfaitement réguliére, et tend vers
2[N(E,:)f(:)dz
Gy

lorsque &, et ) tendent vers £. On a donc

. g ' ‘. ) o G Es N e -
hm[f(zs) + f(ay)]=20(5) —2rid f() H’v((’»‘ Cg) —Q.Afh(c_, 3)f(s) ds.
s A= C

Si nous appelons £, () la solution de 'équation de Fredholm
(&) + 4| N(z, 3) f1(5)ds =o(2),
fi(@) f( (@, 3) f1(5) ds = o (@

fi(x) admet la coupure I', correspondant a G, ct les formules de Fre--
dholmmontrent que, lorsque @ st dans la région &, qui entoure CG,,
on a
S(x)=fi(x).
Par conséquent,

{:N(g’;)f(;)d;:LJ\(&:?‘;)fl(:')ds

e

et

°(2) —)‘fN(g' 3) fi(s)ds = fi ().
Donc ' |
(11) lim{ f(zy) + f(xy)] =2 /1 (E)—2mihf(%) l(i((gécc))

Des formules (10) ct (11) oblenues dircclement aux n 8 et 9 on
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dédnit
G(8)

lim f(2y) = f, (&) = 2ind () o THE
hy$

hmf(xo\’ =fl(§)a

qui sont les formules (9) déja obtenues par I'étude des formules de
Fredholm.

10. 1lscrait aisé d'étendre les résultats obtenus au cas ot £ déeri-
vant I', ¢’est une racine double on multiple de H(x, 3) = o qui décri-
rait la courbe C.

Le scul changement & introduive serait un nouveau calcul pour le

residu g (l(,lmteo'lalc
f Lr(ao.e)f( )d“
C+ Il(zm“)

dont I’élément admettrait dans le contour fermé C + C, un pole double
ou multiple ;. Le terme
(tw \)

amihf (£ )H’(» 3

des formules précédentes serait remplacé par 2w/A; ou plutot par la
limite de 27iAp quand &, tend vers £, L'essentiel durésultat précédent
subsiste, & savoir que T’ est une coupure non essentielle pour f(x) au
dela de laquelle f(x) est prolongeable analytiquement, ct dans les
deux sens.

— s O E—



