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Géudralisation d’un théoreme de Tchebycheff;

Piar Trveve NAGEL,

{ Reistiania (Norvége).

INTRODUCTION.

On doit & Tchebycheff le théoréme remarquable que voici (') :
P, étant le plus grand nombre premier qui divise le produit

(2 +=0+06Y). o (n+ ha?),
P, TR
le rapport - crotlinfiniment avee .

Aprés la mort de Tchebycheff, M. A. Markoff a trouvé dans ses
manuscrits posthumes une feuille, tout a fait sale et déchirée, on se
trouvaient des calculs presque inintelligibles, mais qui Uont conduit
a la démonstration du théoréme. Sa démonstration fut publiée dans
le Bulletin de I’ Académie Impériale des Sciences de Saint-Péters-
bourg, 1895 (*).

Ce résultat a éle généralisé par M. G. Polya, qui a démontré le
théoréme suivant (%) :

(") On le trouve annoncé dans les Cours lithographiés (§° édition, p. 197) de
Hevmite.

() Ces rvenseignements sont tirés du Mémoive de M. G. Stinner, Une appli-
cation d’un théoréme de Tchebychefl ( Archiv for Mathematik oy Naturei-
denskab, t. XXIV, Kristiania, 1go2).

(3) G. Powva, Généralisation d'un théoréme de M. Stirmer (-Archiv for
Mathematik og Naturvidenskab, t. XXXV, Kristiania, 1917).
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En posant pour n > =
1, () = I | (e,

ole p parcourt les o(n) racines primitices w de Uunité, et en desi-
- gnant par U, le plus grand facteur premier du produit

Fo (1), (2). Fy(3). 1 By ().
on a

T
Ne—> 0 l‘l?

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le théoréme de I'cheby-
chell peut &tre ¢tendu & toute fonction rationnelle enticre [},
irvéductible, de degré > 1, & coellicients entiers.

Nous allons, en eflet, démontrer le théoréme :

in désignant par P, le plus grand facteur premicr du produit

SO LS S0
ol f(«) est un polynome entier, irvéductible, de degré > 1, on a

. w(lagae):
i ————

)
> e l)‘c

ou ¢ est une quanlité quclconque <.
Dans les deux premicrs paragraphes, nous démontrons (uelques
lemmes préliminaives : 1° sur le nombre de racines de la congruence

Sy =o (mod p*),

ol f(x) est un polynowe entier, et ot p est premicer; et 2° sur Fordre
de grandeur de la somme
o logp

,\ \Jp'—l—/‘

i 4

P
qui est ¢tendue & tous les nombres premiers pe, el ol v, désigne le
nombre de racines de la congruence

SJe)mzo (mod p),

Le troisicme paragraphe contient la généralisation du théoréme de

Tchebycheil.
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L. Etant donnée la fonction rationnelle, entiére de @ de degré 2 a
coefficients entiers

Sy = aget ap Ve A @y Ay,
nous allons ici démontrer quelques théorémes sur la congruence
Slry=o (mod p*),

ol p est un nombre premier quelconque. Pour simplilier, nous suppo-
sons : 1° que le plus grand commun diviscur des cocfficients a,, @, s
a, soit ¢égal & 1; 2° que I'¢équation f(w)=o0 n’ait aucune racine
multiple, ¢’est-d-dive que le discriminant D de f () soit différent de
z¢ro. Alors il est bien connu que le nombre de solutions de la con-
gruence

m S{v)zmo {mod p)

est an plus égal au degeé n de f(), lorsque p est premier. Siw, est
une racine de la congruence (1), tel que f7(.ty) ne soit pas divisibie
par p, nous appelons ., une racine simple de la congruence (1). Siles
nombres f(.v,) et /() sont tous les deux divisibles par p, nous
appelons @, une racine maltiple de la congruence (1). Dans le dernier
cas, nous tirons, en cflet, de Uidentité (')

() SO =) 4 (e — o) e
Y (g
(= )? H—" ek (J‘—“"o)".'/_'_(v:"“—)'

la congruence identique
(3) J@) =z (- (e)  (modp),

oli &(x) est un polynowe entier de w de degré n — 2. Comme le dis-
criminant D de () est une fonction rationnelle, entiére des coefli-
cients de f() & cocfficients entiers, il resulte de (3) que D est congru
au discriminant de (. — v, )* g (&) = o (mod p); donc :

N | " .
(") Westi remarquer que tous les nombres Ff"’(.:'o) sonl enliers; car

1 . n . no— o
. "/(I.(.l'o):(7.;(,_)4*’& "o a,( R j;vg L T

r. / /
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Lemme I. — Si la congruence (1) posséde une racine multiple, le
discriminant D de f(.x) est divisible par p.
Si Uon connait toutes les racines de la congruence

) J(e)=0 (mod p*)., .
on en peut déduire toutes les racines de la congruence
(3) J{x)=0 (mod p**+ty,

Toute racine de (5) est de la forme @, -+ p*, ot &, parcourt toutes
les racines de (4). Cherchons a déterminer Pentier ¢ tel que le nombre
X, + {p* soit une racine de (5), ., ¢tant unc racine de (4). Nous
avons

JGtat ()= [y - prfreg - e L)

Sag=tp2) oz f ) =+ % f () (mod p*rty,

On aura aivsi & résoudre la congruence

(6) S (wa) bz ALY (mod p).

pr*

Si f'(x,) n'est pas divisible par p, c’est-d-dire si &, cst une racine
simple de (1), cette congruence a toujours unc et une seule racine /.
Si f'(x,) est divisible par p, c’est-d-dive si 2, est une vacine multiple
de (1), la congruence (6) a p raciues, ou bien elle n’a aucune racine,
suivant que f (&) est divisible par p*** ou non. Dans le premicr cas,
correspondent & toule racine w, de (4) les p rvacines w,, x,+ p%,
Ty+2p% ., 2+ (p —1)p*de (D).

Nous aurons, par suile, les résultats suivants :

Lemme 11. — Soit x, une racine simple de la congruence (1).
Alors, il y a une et une secule racine de la congruence (4), qui est
congrue & x, (mod p*).

Lemme 111. — Soit x, une racine multiple de la congruence (1).
Alors, il y a au plus p*-' vacines de la congruence (4), qui sont
congrues a x, (mod p*).

Des lemmes I et I, il résulte :

Tuvorene I. — Si p est un nombre premier qui ne divise pas le
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discriminant D de f(x), le nombre de racines incongrues de la
congruence
J(ry=o (mod p*)

est exactement égal a celud de la congruence

S(z)=o0 (mod p).

Supposons ensuite que le nombre premier p divise D; et soit p*la
plus haute puissance de p qui divise D. Si la congruence (1) n'a
aucune racine multiple, le théoréme I est encore vrai.

Noit maintenant x, une racine de la (°0ngrhence

Jry=o (mod p¥+!),

ct de plus une racine multip]e de (1). Dans ce cas, le nombre f'(wx,)
est au plus divisible par p*. Car, si f'(«,) était divisible par pt+',
I'identité (2) donnerait la congruence identique

Jle)y= (v —ay ) g () (wod pp+t),

d’olt résulterait Dz=:0 (mod p**'), contre I'hypothése. [D est une
fonction rationnelle, enti¢re des coefficients de f(w) & coefficients
entiers. |

Si f'(w,) est divisible par p® et non par p#*', on a donc BSu. I
résulte de plus que les nombres f'(,+ p**'), pour ¢ entier quel-
conque, sont divisibles par pf ct non par pb+',

Si 2, est une racine congrue & &, (mod p*+') de la congruence

(7) fley=o (mod p+B),

ol a2 u + I, tous les nombres

(8) &+ up® (e=o0,1,2,...,pb—1)
le sont aussi. Car le nombre

Sry 4+ wp*) = f(2)) -+ up® f'(x) + %u*p“f”(wl) +

est divisible par p**#, puisque f'(.x,)=: 0 (mod p#) et 2 > a + B.
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Cherchons les racines de la congruence

(9) Sx)=o  (modpx+bs),

qu’on peut déduire des p® racines (8) de la congruence (7).
Ces racines sont de la forme x, + wp*+ vp**#, Nous avons

S0 + up®+ opr+B)
=S (2 + up®) + p**B [0y up®) +. o =f(r+upt)  (mod prHBrry,

va que
S+ up*)=o0 (mod p).

Comme 22 a + B + 1, nous aurons
A Sy up®)y=fay) -+ up*. [ (1)) (mod pr+d+1),
Nous aurons donc a résoudre la congruence .
S(@) +ap fl(ay)=o0  (mod px+B+1),
La congrucnce

S(zy) _

p“‘*‘ﬁ =—1U

S (@)
—— (mod p)

posséde toujours une et une seule racine, soit u,, puisque f'(x, ) n’est
pas divisible par pf+'. Nous obtenons ainsi en partantdes pP racines (8)
de la congruence (7), les pf racines suivantes de la congruence (9) :

(10) &Ly (g~ hp) p*+ epa+B,

ot h=o0,1,2,...,pb'—1, et ot =0, 1,2. ..., p—1, et pas
d’autlres racines.
En posant &, + u,p* =z, le systéme (10) est équivalent &

(10") . @y - Lprr,

oui=o0,1,2,...,p8 -1,

Il résulte de la, lorsque &, parcourt toutes les racines de (7), qui
sont congrues & x, (mod p¥*1) : Le nombre de racines congrues a
x, (mod p*+') de la congruence (7) est indépendant de «, lorsque
wZp+1I.

A toute valeur de x, correspond une valeur déterminée de 3, qui
est S . Par conséquent, nous pouvons tirer la conclusion :
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La congruence
(11) Sfley=o (mod pr+i)
possede exactement awlant de racines que la congruence
(12) S(x)=o0 (mod pr+ty]
quel que soit o> . ' .
[Car, de toute racine de (12), (ui est une racine simple de (1), se
déduit, d’aprés le lemme 11, une et une seule vacine de (11).]
Si la congrucnce (1) posséde exactement m racines simples et

m, racines multiples,’le nombre de racines de la congruence (12) est
au plus ¢gal & (d'apres les lemmes 11 et 1)

m -+ S D
Nous avons ainsi démontreé @
Tutorene U, — La congruence
Jury—o {mod p%),

ot p est un factewr premier du discriminant D de f(x), posséde au
plus nD? racines incongrues (V).
N v
2. Supposons que le corps algébrique () de degré n soit engendre
par le nombre «, racine de équation f'(w) = o, on

Sle)y=a"+axt—t . A a, &+ a,

est une fonction entiére, iricductible de w & coefficients entiers.
n prenant pour point de départ la formule connue (*)

(') Z l(lg'\(p)::.(~.+ ()(_I-L.—('\'NT'.!"),

-\'lp"3~"

(') Notre démonstration de celle proposition se date du 6 {évrier 1921,
M. Ore nous a communiqué qu'il a démontré ce théoréme déja au mois de jan-
vier. Sa démonstration va paraitre dans Norsh Matematisk Tidsskrift, t. 3
(Kristiania, 1921). :

(*) Voir M. L. Laspau, Einfihrung in die elementare und analytische
Theorie der algebraischen Zahlen und der Ideale (Leipzig, 1918, p. 109).
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ol la somme est étendue & tous les idéaux premiers p du corps k(x)
dont la norme ne surpasse pas z, et ou ¢ esl une constante posilive,
nous allons d’abord démontrer la formule suivante :

o loaN(p) .
(2) Z '——l\—-(';)— _—l()b‘L-FO(l).
N a

Posons, pour abréger,

' ' Y Iﬂ“N(p)
E logN(»), p(e) = 2-1 TN(p)

NS . Npse

O{z) =

et
n(a)=0(x) — 2= (_)(xc“"\’m‘).

Alors nous avons

. G(m) — m—1)
$(z)= 2_7—-

= }: % + Zi[nw)—'ﬂ(m =l
— {1 l ! ] 1 n(r)
00x+0(1)+ nim)| — - —— ———n(|)+

n m =1

9

vu que

ML |
2m = logx + O(1).

En y introduisant
n(e)= O(;I;e“"/loxa-)’
on aura

ne ¢ 1

/ n—C lu,.m —_
U(x) =logw --|—O(|)+()(27C ‘ + O(¢evivEr),

Or, nous avons pour m, suffisamment grand

. eylogm 5

4 e yiog ——

< [log(m +1)]?
N |

. > : ' 1
. On]ll'l l Sc[l —————— \7
pour tous les m2 zm, C e la e ) m(iog )t est convergenle,
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nous aurons, par suite,
d(r)=logz + O(1). €. Q. F. D.
Désignons maintenant par v'" le nombre d'idéaux premiers (diffé-
. p »
rents) de degré 7 divisant I'idéal principal [p], ou p est un nombre

premier (rationnel). Si p, désigne un idéal premier de degré r, nous
aurons les équations :

N.p,.;.r . pg.t'
y logN(p,) _ 2 \)mlogp’
=i N(p) bop
P 14
NP Sa p<e
2 log N (p,) — 2 au2) lon{:p,
(3) N(»,) bop
Ps 14
........... ety
N S pla
2 |05:'N(Pn) _ 2 m(',,,hﬁ/’,
" N(ps) Lot
\ R P

ol les sommes & droite sont étendues & tous les nombres premiers

L

p S (dans la premiére), Sa* (dans la seconde), cte.
Or, nous avons, pour =2
) y b

/n"g.x- ,}'é.l'
O logn log p
D I < ra E =00
_}_ i > (1),
!

log &
e est convergente.
2

puisque la série 2
k=1
Par addition, il résulte donc de (3),
5/ logN(») _ § iy logp
(0) —N—(T)—_-EJP I +0(I).

NpiSe pSa

Or, si nous désignons par v, le nombre de racines incongrues de la
congruence

f@)=0  (modp),

p
diviseur « non essentiel » de « I'index » du nombre entier « du corps

Journ. de Math. (8¢ série), tome IV. — Fasc. 1V, 1921, 45

nous avons d’aprés Dedekind v}’ =v,, pourvu que p ne soit pas un
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k(a) ('). Comme il n’y a qu'un nombre fini de tels diviseurs « non
essenticls », nous pouvons dans la formule (3') remplacer v}’ par v,.
En appliquant la formule (2), on aura, par suite, la formule suivante i

P _.)‘

o S oo

—
Il
ol la somme est étenduce & tous les nombres premiers p S
Cette formule est encore valable pour le polynome irréductible

Je)y=aqa"+a """+ 4a,_,r-a, (cty520).

Car, si nous y posons
A==z
et
) =ag 'f(e) =" a3 e am P - aualttt

la formule (4) est valable pour le polynome g(z). Or, le nombre de
racines de la congruence

S(r)=o0 {(mod p)
est exaclement ¢gal a celui de la congruence
a(3)=o0 (mod p),

sauf pour a, divisible par p. La formule (4) est donc valable pour tous
les polynomies irréductibles.

Lorsque f(.r) est réductible, la formule (4) subsiste encore, si I'on
y remplace le membre logx par mlog.c, ou m désigne le nombre de
facteurs irréductibles diflérents contenus dans f(x).

9. Soit donnée la fonclion rationnelle, entiére de degré n & coeffi-
cients entiers

() Sl =age a0V a2+ ay.

(") Voir R. Deoexizn, Ueber den Zusammenhang swisclen der Theorie der
{deale undder Theorie der hoheren Congruensen (Ahh. der K. Ges. der 1iss.
su Gottingen, 1878).
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Désignons par P, le plus grand facteur premier du produit
(2) (1) S(2) f(3) .- ().

[Lettc définition exige que /( ) nes’annule pour aucune valeur entiére,
positive de . |
Le but de ce paragraphe est de montrer qu’on a

©

(3) lim _r_(_|0,g1)
H—>® I-.l

=0, ows <<,

pour toute fonction irréductible /() de degré > 1.
Cherchons d’abord une limite supérieure de ’exposant L de la plus
haute puisance p" du nombre premier p, qui divise le produit

4 . SO L2 f(3) e Sf(N).
Si p ne divise pas le discriminant D de f(.¢), la congrucnce
Slr)=o (mod p™)

posséde exactement v, racines incongrues (¢f. § 1, théoréme I, et
pour la définition de v, § 2). L’exposant L de la plus haute puissance
de p qui divise (4) ne pcut donc surpasser la quantité

(3) v,,l.l,<1\>+l+l'<:>+l+ +I‘<;‘,>+x],

ou p*' est plus grand que tous lesnombres | £(1)|, [ /(2)]. ..., |/ (N)].
[E(x) désigne le plus grand nombre caticr contenu dans .. ]
Sipdivise le discriminant D, lc nombre desracines de la congruence

SJlr)=o (mod pm)

est au plus égala #D* (¢f. § 1, théoréme II). L’exposant cherché L
ne peut donc élre supérieur a

@ ) ers(D) ()]

Nous pouvons toujours déterminer un nombre positif x, tel que (')

f2)|=|apxm+ a, 2" " +. ..+ Ay +a, | < ag(x 4+ )"

(') Pour simplifier, nous supposons a, positif,
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pour toute valeur positive de x. Car nous avons, pour x> o,

|f(L)|<m,z"+|al|.z" R L7 AR Y N
et .

n n X
ay (2 + )" = aya” + a0< l>;r‘,;v"—'+. ot ao<k>w{',x"“"+. o ap g,

[l suffit donc de choisir le nombre x, plus grand. que tous les nombres

(k=1,2,3, ..., )

fn

’ (k)

Il résulte de I qu’on peut choisir Iexposant / de maniére qu’on ait
PEa(N +a,)n < pi+

ou

loga, T Iog(N + )

<l +1.
logp logp

(6) 1<

Comme

NY ;
E(-—)+E<E2>+...+E<—N7)§N( Fom e )<—I\—
p P 4 p r P! P~

nous pouvons remplacer les limites (5) et (5') par les suivantes :

lnga log(N + 2
yl, t——— + vp L) _|.. n V[) _,:_(____02
P —1 logp logp
et
nD? N +nl)='0g”" + n2D? —-—————-I“ (N + 20)
p—1 logp logp
Par conséquent, nous aurons
=N
Z log | f ()]
a=1
/,<p
N loga log(N + 2,)
loo o0 N B U
< 2 o8P [v,, *Togp G logp

+ 2 Iogp[nD’p—N— +nhr——

D=o0Gnod p)

loga, + D log(N +x0)].
logp logp

Il est évident que 'ordre de grandeur de la derniére somme est O(N).A
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Nous avons, de plus,

, logp logp
2t = Xl 00,

I'gpx I’f".

Car la série

2 ) logp
"pp—1)
,’
est convergente, puisque l'est la série
log & '
2 A(h—1
k=2
Nous arrivons donc & la relation
x=N
(7) D leg )I<Z,N»p 32+ N v, [logag+ nlog(N + 2)] + O(N).
r=I1 ps < ry I’.S-_l'.

Supposons qu'il existe une grandeur g telle qu’on ait pour une
infinité de valcurs de N l'inégalité

(8) PxSgN(logN)e pour e << 1.

Dans ce cas, nous aurons, d'apreés la formule aragraphe @ :
’ ’ F ’ 3

valoif’ =loglx+ O (1)< log N +- ¢ log logN + O(1),

pEPy

et, en outre, d’aprés la théorie de la distribution des nombres pre-
miers,
vy < N — .—l:\_. - "N o -1
PN _0<Iog],x) — O[N(logN)=].

l’gl'u I'épx

En introduisant ces valeurs dans (7), il vient

=N\

(9) X log|f(2)| < NlogN+ O[N(logN)],
€ =l

one<L 1.
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D’autre part, nous avons

a=N =N =N
2 log|f(z)|—n 2 loge — Zlog |y ay ! 4. . a2 | = O(N).
=t =1 r=1

La formule de Stirling,
=N
Wl I
2‘ logz =NlogN — N + 5 logN + O(1),

a=1

donne, par suite,

ar=N
2 log|f(2)|=nNlogN -+ O(N).
ax=1

Or, cette formule cst contradictoire avec 'inégalité (), » élant >1,
L'inégalité (8) n’a donc lieu que pour un nombre fini de valcurs
de N. Par conséquent, le théoréme (3) se trouve démontré pour toute
fonction irréductible f(.x) de degré > 1. Nous le pouvons évidemment
énoncer sous la forme suivante :
« Soit f(x) une fonction rationnelle, entiére, irréductible, de degré

> 1 a coefficients entiers. Alorsil y a au moins un nombre parmi les
nombres

S, S(2), SB) s flw)

qui est divisible par un nombre premier p > r(logx)®, ¢ étant un
quantité quelconque <1, pour tous les w>>u&,, ol le nombre «,

dépend de . »

© Plus généralement, nous tirons de i le résultat suivant :
Soit f(x) une fonction rationnelle, entiére, a coefficients entiers,

possédant au moins un séro irrationnel. Alors, il y a au moins un
nombre, différent de zéro, parmi les nombres

SO, f(2) f3) ooy S(2),

qui est divisible par un nombre premier p > x(logx ), € élant une
quantité quelconque <1, pour lous les x > x,, ot le nombre x,

dépend de «.



