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Généralisation (Γan théorème de Tehebyeheff; 

PAU TKYUVE λΑίίEL, 

à Kristiania (Norvège). 

INTRODUCTION. 

On doit à Tehebyeheffle théorème remarquable que voici (■) : 

P
t
. étant le plus grand nombre premier qui ddise le produit 

(I 4- -) (I 4- .IS) (| 4-6s). . .(L 4- 4-VS), 

le rapport croit infiniment avec x. 

Après la mort de TchcbychelT, M. A. Markoff a trouvé dans ses 
manuscrits posthumes une feuille, tout à fait sale et déchirée, où se 
trouvaient des calculs presque inintelligibles, mais qui l'ont conduit 
à la démonstration du théorème. Sa démonstration fut publiée dans 
le Bulletin de Γ Académie Impériale des Sciences de Saint-Péters-
bourg, i8c)5 (2 ). 

Ce résultat a été généralisé par M. G. lVdya, qui a démontré le 
théorème suivant (3) : 

(') On le trouve annoncé dans les Cours lithographies (4e édition, p. 197) de 
Hermite. 

(-) Ces renseignements sont tirés du Mémoire de M. C. SÎOIUIKR, Une appli-
cation d'un théorème de Tehebyeheff (Archie for Mathematik og Naturei-
denskah, t. XXIV, Ivrisli a η ia, 190a). 

(3) G. PÔI.YA, Généralisation d'un théorème de M. Stormer (Ai chic for 
Mathematik og Natu/ridenskab, t. XXXV, Kristiania, 1917). 
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En posant pour η > 2 

Vn | | (·'·.. P° 

ou ρ parcourt les ®(n) racines primitives n"'""'s de Γ unité, et en desi-
. gnant par IV,. le plus grand facteur premier du produit 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 
on a 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le théorème de Tcheby-
chelT peut ctre étendu à toute fonction rationnelle entière /(·*'), 
irréductible, de degré > F , à coefficients entiers. 

Nous allons, en eilet, démontrer le théorème : 
En désignant par P,. le plus grand facteur premier du produit 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

ou f(x) est un polvnomc entier, irréductible, de degré > i, on a 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

où ε est une quantité quelconque < ι. 
Dans les deux premiers paragraphes, nous démontrons quelques 

lemmes préliminaires : i° sur le nombre de racines de la congruence 

j\.r) ο (mod/)*), 

où f(x) est un polynôme entier, et où ρ est premier; et 2° sur l'ordre 
de grandeur de la somme 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

qui est étendue à tous les nombres premiers />V;.c, et où v;> désigne le 
nombre de racines de la congruence 

/p') - ■ ο (mod/)). 

Le troisième paragraphe contient la généralisation du théorème de 
TchebychelV. 
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L Dtant donnée la fonction rationnelle, entière de .r de degré//. à 
coefficients entiers 

J\.v) ■--- <ιϋ.ί'" -\r α,.ν" 1 -l-... M- + n„, 

nous allons ici démontrer quelques théorèmes sur la congruence 

/(.c) ΞΞΞ o (mod/;*), 

où ρ est un nombre premier quelconque. Pour simplifier, nous suppo-
sons : i° que le plus grand commun diviseur des coefficients a

0
,a

n
 ..., 

a„ soit égal à 1 ; 20 que l'équation f(-c) = ο n'ait aucune racine 
multiple, c'est-à-dire que le discriminant D de /*(.c) soit différent de 
zéro. Alois il est bien connu que le nombre de solutions de la con-
gruence 

(') J'(.v)-- ο {mod ρ) 

estau plus égal au degré η de /'(./ ), lorsque /> est premier. Si .r
0
 est 

une racine de la congruence (ι\ tel que f '(.e0) ne soit pas divisible 
par p, nous appelons une racine simple de la congruence (1). Si les 
nombres /( <„) et /'(.<·„) sont tous les deux divisibles par nous 
appelons .r„ une racine ntulfiple de la congruence (1). Dans le dernier 
cas, nous tirons, en effet, de l'identité (' ) 

(■«) /(.<·) —J\.r
0

) 4- (.f — t\
t
) 

+ (.r —.r
0
)-—— . .-h <.r —.r

0
)"· —, 

la congruence identique 

(3) /(.c) (.c — .r„)s(mod/)). 

où if (λ') un polynôme entier de .c de degré η — 2. Comme le dis-
criminant D de /'(.r) est une fonction rationnelle, entière des coeffi-
cients de /'(.e) à coefficients entiers, il résulté de (3) que D est congru 
au discriminant de (.c — .r

0
)Jg(.c) — ο (modp)\ donc : 

(l) Il est à remarquer que tous les nombres 0) soul entiers; car 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 
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Lemme I. — Si la congruence (i) possède une racine multiple, le 
discriminant D def(x) est divisible par p. 

Si l'on connaît toutes les racines de la congruence 

(4) J'(,P ) Ο ( 1110(1 />α ), 

on en peut déduire toutes les racines de la congruence 

(5) /(.r) Ξ:: Ο ( mod />a+l). 

Toute racine de (5) est de la forme a?0+ tpa, où x
0
 parcourt toutes 

les racines de (4). Cherchons à déterminer l'entier / tel que le nombre 
x^-htp"· soit une racine cle (5), ,c0 étant une racine de (4 V Nous 
avons 

/(«r„ -i- tp*) :·-.:/(λ·
0
) H- tp*.f\.r ο) -I- p~* ^ ^ -h 

/('«0-+- tp*) + tp*.f'{x
n

) (mod />aHl). 

On aura ainsi à résoudre la congruence 

(6) /' (.«?„ ) t ( mod ρ). 

Si /'( α?
0
) n'est pas divisible par p, c'est-à-dire si est une racine 

simple de (i), cette congruence a toujours une et une seule racine f. 

Si /'(· v
0
) est divisible par jp, c'est-à-dire si x

0
 est une racine multiple 

de (i), la congruence ((>) a ρ racines, ou bien elle n'a aucune racine, 
suivant que/(.c

0
) est divisible par/>a4 t ou non. Dans le premier cas, 

correspondent à toute racine x
{)
 de (4) les ρ racines .c

0
, .r„ H- pa, 

#0+ ·· ·, + - ι)/>α de (o). 
Nous aurons, par suite, les résultats suivants : 

Lcmmc IL — Soit .x\, une racine simple de la congruence (ι). 
Alors, il y a une et une seule racine de la congruence (4), qui est 
congrue à x

0
 (modρΛ). 

Lemme 111. — Soit χ·
0
 une racine multiple de la congruence (ι). 

Alors, il y a au plus pa_l racines de la congruence (4), qui sont 
congrues à x

0
 (modρα). 

Des lcm m es I et 11, il résulte : 

THÉORÈME I. — Si ρ est un nombre premier qui ne divise pas le 
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discriminant. D de /(#)> ^ nombre de racines incongrues de la 
congruence 

f(x)=ο (mod/?*) 

est exactement égal à celui de la congruence 

/(Λ>)ΞΞΟ (mod/?). 

Supposons ensuite que le nombre premier ρ divise D; et soit p* la 
plus haute puissance de ρ qui divise D. Si la congruence (1) n'a 
aucune racine multiple, le théorème I est encore vrai. 

Soit maintenant a?„ une racine de la congruence 

/'(.*·) ΞΞ ο (mod/?!*"1"1), 

et de plus une racine multiple de (1). Dans ce cas, le nombre f'(x0) 
est au plus divisible par p*. Car, si f'(x0) était divisible par p^\ 
l'identité (2) donnerait la congruence identique 

/(.r) ΞΞ (,r — .<·„)·-£('0 (mod/?^1), 

d'où résulterait D:_:o (mod/?^1), contre l'hypothèse. [D est une 
fonction rationnelle, entière des coefficients de f(x) à coefficients 
entiers. | 

Si f'{Xo) est divisible par p$ et non par on a donc β = Il 
résulte de plus que les nombres /'(,^ + ψ^1), pour t entier quel-
conque, sont divisibles par et non par/?P+\ 

Si x
{ est une racine congrue à x0 (mody#4"') de la congruence 

(7) /(.r) = o (mod/?«+?), 

où α ̂  ul 4- 1, tous les nombres 

(8) a?, 4~ l'Px (M = ο, 1, 2, 1) 

le sont aussi. Car le nombre 

/(j?,4- up*) =/(.-r,) -h up*f'{Xi)+ l- Ms/>aV"(d?i) 4-· · . 

est divisible par/>*+P, puisque f'(x\)~o (mod p$) et 2α > a 4- β. 
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Cherchons les racines de la congruence 

(9) /(α:) = ο (mod />α+Ρ+1), 

qu'on peut déduire des racines (8) de la congruence (7). 
Ces racines sont de la forme x, up*-b Nous avons 

f(&i b W/>a+ P/)a+P) 
= /(Λ? ι"+· 'φ*) + Γ/?α+β./'(.Γ, + ///>*) -b. . .ξ//pa) (mod ρα+β+1), 

vu que 
/'(a*i ~b "/'*) ΞΞ ο (mod/)). 

Comme 2α>α H- β -h 1, nous aurons 

/(>*'!+ "/,α) = /(xi) + «Ρ*·/!(Χι) (niodp*-»-^1). 

Nous aurons donc à résoudre la congruence 

f{x\) ~b ί//>α·/'(^'ι) == 0 (mod />a+P+1). 

La congruence 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

possède toujours une et une seule racine, soit α
0

, puisque/"(x,) n'est 
pas divisible par ρ&+1. Nous obtenons ainsi en partant des racines (8) 
de la congruence (7), les p$ racines suivantes de la congruence (9) : 

(10) χ, -h ("0+ Ιψ)ρα+ »y>a+P, 

où h = o, 1, 2, .pP-'—t, et où ν = 0, 1,3. ..ρ — ι, et pas 
d1 autres racines. 

En posant x, -b α
0
pa= a?',, le système (10) est équivalent à 

(10') .Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

où / = o, 1, 2, .. .,pP - ι. 
Il résulte de là, lorsque x, parcourt toutes les racines de (7), qui 

sont congrues à x
0
 (modρμ+1) : Le nombre de racines congrues à 

x
0

(modp'A+l) de la congruence (7) est indépendant de a, lorsque 
a > p. -h 1. 

A toute valeur de x
0
 correspond une valeur déterminée de β, qui 

est 5; p.. Par conséquent, nous pouvons tirer la conclusion ; 
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La congruence C 

(") /(.Γ)ΞΟ ( mod ρΛ-*~'χ ) 

possède exactement autant de racines que. la congruence 

(12) /(κ'1· ) ϋ£Ξ Ο ( 1110(1 />'·^ ), 

quel que soil α > p.. 

[Gar, de toute racine de (12), qui est une racine simple de (1), se 
déduit, d'après le le m me 11, une et une seule racine de (11).] 

Si la congruence (1) possède exactement m racines simples et 
racines multiples, le nombre de racines de la congruence (12) est 

au plus égal à (d'après les lemtnes 11 et III) 

tu -h ni 1 n D2. 

Nous avons ainsi démontré : 

THÉORÈME II. — La congruence 

J {·>' ) — ο (modyo*), 

où ρ est un facteur premier du, discriminant D de/(x1), possède au 
plus η D - racines incongrues ('). 

2. Supposons (pie le corps algébrique / (a) de degré η soit engendré 
par le nombre a, racine de l'équation/'(χ) = ο, où 

/(.<·) — χ" -H η ι Χ"-1 4-... Η- α
η
-χχ 4- α

η 

est une fonction entière, iriéduclible de χ à coefficients entiers, 
lin prenant pour point de départ la formule connue (2) 

(0 ^ log Λ (ρ) — ,<· 4 · 0(.re~''»',HS·''), 
Ν ιρ. 4.»· 

(') Moire démonstration de celte proposition se date du 6 lévrier 1921. 
M. Ore nous a communiqué qu'il a démontré ce théorème déjà au mois de jan-
vier. Sa démonstration va paraître dans Norsk Matemcilisk Ίidsskrift, t. 3 
(Krisliania, 1921). 

(-) Voir M. K. LANDAU, tun/uhruni,»· in. die elementare and anatylische 
Théorie der atgebraischen Zahlen mut der Ideate (Leipzig, 1918, p. 109). 
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où la somme est étendue à tous les idéaux premiers ρ du corps /,·(α) 
dont la norme ne surpasse pas a?, et où c est une constante positive, 
nous allons d'abord démontrer la formule suivante : 

(O Σ ημ»Γ
 015 (,)

· 

Posons, pour abréger, 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

ET 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

Alors nous avons 

Ή*>=Σ m 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

= log# + 0(ι)+ V η (m) - 1 — - η(ι) + , 

VU que 

Σ7Γι + °(')· 

En y introduisant 
η (.«.·) = 0(.*?e-<Vi^), 

on aura 

ψ(χ) = Ιο
8

α
!
 + 0(.) + θ/2 -^TTT )

 + 0(e~"'""!·' )· 

Or, nous avons pour n?
0
 suffisamment grand 

.Λο. ./vo./l·^.· ·./'(·<·)< 

pour tous 1rs m>m
0

. Comme la série 2
est conver

§>
enle

> 
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nous aurons, par suite, 
ψ(.ί ) = Ing.-C ·+ 0( I ). C.Q.F.D. 

Désignons maintenant par v'^ le nombre d'idéaux premiers (diffé-
rents) de degré r divisant l'idéal principal [/?], où ρ est un nombre 
premier (rationnel). Si p,. désigne un idéal premier de degré /*, nous 
aurons les équations : 

(3) 

ΣΙθ!ϊΝ(ρ,) _ V Λ>ι(2)Ιθ£ϊ/) 

Σ Ιθ!ϊΝ(ρ,) _ V Λ>ι(2)
Ιθ£ϊ/) 

Σ 1"«Ν(ρ„) __ Y loS/> 

où les sommes à droite sont étendues à tous les nombres premiers 

ρ S χ (dans la première), (dans la seconde), etc. 
Or, nous avons, pour r>2, 

1'·^ηΓ<'·"Σ~Ι^ = °0· 

puisque la série ̂  ·—— est convergente. 

Par addition, il résulte donc de (3), 

(3') Σ^=Σ'<·"ψ
+0{

'
)

· 

Or, si nous désignons par vy, le nombre de racines incongrues de la 
congruence 

/(.r) = o (mod ρ), 

nous avons d'après Dedekind v^,1 ' = v
/;

, pourvu que ρ ne soit pas un 
diviseur « non essentiel » de « l'index » du nombre entier α du corps 

Joum. de Math. (84 série), tome IV.— Fasc. iv, i93i. 45 
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/ι(α) ('). Comme il n'y a qu'un nombre fini de tels diviseurs « non 
essentiels », nous pouvons dans la formule (3') remplacer v*1 ' par v;j. 
En appliquant la formule (2), on aura, par suite, la formule suivante : 

(4) 2v,!^==lo
s

.
r +

 O(0, 

où la somme est étendue à tous les nombres premiers ρ "Sx. 
Cette formule est encore valable pour le polynome irréductible 

f(.v) — rtf„.r" + rti.e"-1 4-. . . 4- a„-.vv -H a„ («0~o). 

Car, si nous y posons 
a0.rz=z 

et 
»·( 3 ) = < '/(■<·) ~ 5» 4- ax s"-' 4- ... -h λη_, (f'p - ζ 4- a„ , 

la formule (4) est valable pour le polynome g(z). Or, le nombre de 
racines de la congruence 

/(.r) ΞΞΞ o (mod/;) 

est exactement égal à celui de la congruence 

£·(3)Ξ=ο (mod/;), 

sauf pour α
0 divisible par p. La formule (4) est donc valable pour tous 

les polynômes irréductibles. 
Lorsque/(./;) est réductible, la formule (4) subsiste encore, si l'on 

y remplace le membre Iog.x· par /Λ log.χ, où m désigne le nombre de 
facteurs irréductibles différents contenus dans /(,r). 

5. Soit donnée la fonction rationnelle, entière de degré η à coeffi-
cients entiers 

(') f (x' — "«.*·" 4- a 1 ' 4-... 4- a
n
-xx 4- o

n
. 

(l) Voir \\. DKDKKIND, Ueber don Zasammenhang zwischen der Théorie der 
Idéale uadder Théorie der hôheren Congruenzen (Afdi. der K. Ges. der fViss. 
zu Gôttingen, 1878). 
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Désignons par Ρ
Λ
 le plus grand facteur premier du produit 

<*) /(«)./( a)./(3 ).../(·*). 

[Cette définition exige que /'(.x) ne s'annule pour aucune valeur entière, 
positive de χ. | 

Le but de ce paragraphe est de montrer qu'on a 

(3) lim —— ^—- — o, ou ε < ι, 

pour toute fonction irréductiblef(x) de degré > i. 
Cherchons d'abord une limite supérieure de l'exposant L de la plus 

haute puisancc pL du nombre premier/), qui divise le produit 

(4) /(0·/(2)./(3).../(Ν). 

Si ρ ne divise pas le discriminant D de/(.χ), la congruence 

/(.r) = o ( mod />m) 

possède exactement v,, racines incongrues (cf. § I, théorème I, et 
pour la définition de vy), § *2). L'exposant L de la plus haute puissance 
de ρ qui divise (4) ne peut donc surpasser la quantité 

0) ν +1+lî(^)+1■ ·+ι:(^)+Ί' 

ou pl+i est plus grand que tous les nombres |/(ι) |, |/(*.>) |, |/(N)|. 
[Ε(α;) désigne le plus grand nombre entier contenu dans χ. ] 

Si ρ divise le discriminant D, le nombre des racines de la congruence 

/(.r) = o (ni od yj'" ) 

est au plus égal à //Dâ (cf. § 1, théorème II). L'exposant cherché L 
ne peut donc être supérieur à 

(5') η 13" 11. I — ) + ι Il ( -- ) 1 -+-. . . IL I —) -}- ι · 

Nous pouvons toujours déterminer un nombre positif .τ
0
 tel que (·) 

|/(Λ') | = | (i0xn-ha
l
xn~i-l·.. .+ a„_

t
.v ■+- a

n
 \ < + ·»'„)" 

(') Pour simplifier, nous supposons a0 posilif. 
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pour toute valeur positive de x. Car nous avons, pour χ >o, 

\/(χ) | = <?»·*'" + I (t\I Λ·"-1 -t-... -+-1 a
 k

 | A·'-*' -+■. .. -4- I a η | 

et 

a„( χ H- x0)n = ■+■ «ο + + ···-+■ «o^o· 

Il suffit donc de choisir le nombre χϋ plus grand que tous les nombres 

l /—77Γ7 (A' = i,a, 3, »t). 

Il résulte de là qu'on peut choisir l'exposant / de manière qu'on ait 

/>'£«o(N-t-.To)"</>/+"1 

ou 

(6) <
<j££ûs

 +
 „l"«(

|

N + J-»)
<

/
 + l

, 

Comme 

|/(Λ') | = | (i0xn-halxn~i-l·.. .+ a„_t.v ■+- an \ < + ·»'„)" 

nous pouvons remplacer les limites (5) et (5') par les suivantes : 

|/(Λ') | = | (i0xn-halxn~i-l·.. .+ a„_t.v ■+- an \ < + ·»'„)" 

et 

|/(Λ') | = | (i0xn-halxn~i-l·.. .+ a„_t.v ■+- an \ < + ·»'„)" 

Par conséquent, nous aurons 

2 ,οβ 1/(^)1 

|/(Λ') | = | (i0xn-halxn~i-l·.. .+ a„_t.v ■+- an \ < + ·»'„)" 

+ y log/) Γ,,ρ·-ϋ-
 + (|

ρ«!£££! + «.p. '"g<N + *°>1. 

Il est évident que l'ordre de grandeur de la dernière somme est O(N). 
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Nous avons, de plus, 

|/(Λ') | = | (i0xn-halxn~i-l·.. .+ a„_t.v ■+- an \ < + ·»'„)" 

Car la série 

L 'Χ/<-υ 

est convergente, puisque l'est la série 

Σ  log k 

Nous arrivons donc à la relation 

(7) 2
 lo

sl/('
r
)l< 2

 v/>[,08"o+'*lo§(N ■+· Λ'Ο)] 4- Ο (Ν). 

Supposons qu'il existe une grandeur g telle qu'on ait pour une 
infinité de valeurs de Ν l'inégalité 

(8) Pn5 °-N(logN)e pour ε <I. 

Dans ce cas, nous aurons, d'après la formule (4), paragraphe 2 : 

|/(Λ') | =~ 1°o1\n+ 0(i)Î logN -ι- ε log log Ν -t-O(i), 

et, en outre, d'après la théorie de la distribution des nombres pre-
miers, 

2^i^" = o(
f
^) = 0[!N(logN)=-']. 

En introduisant ces valeurs dans (7), il vient 

(9) ' 2
 losl/(a')|<N logN-H 0[N(logN)s'], . 

où ε' < ι. 
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D'autre part, nous avons 

2 '°β ι/(λ') 108
 '

r,#
 ̂

 Λ,
~'
++i=-°(N)· 

La formule de Stirling, 

^ log^p = Ν logN — Ν -+- ^ logN -+- O(i), 

donne, par suite, 

Σ ,0Sl/(>r) I = l°gN + 0(N). 

Or, cette formule est contradictoire avec l'inégalité (9), 11 étant > 1. 
L'inégalité (8) n'a donc lieu que pour un nombre fini de valeurs 

de N. Par conséquent, le théorème (3) se trouve démontré pour toute 
fonction irréductible f{x) de degré > 1. Nous le pouvons évidemment 
énoncer sous la forme suivante : 

« Soit/(x) une fonction rationnelle, entière, irréductible, de degré 
]>i à coefficients entieis. Alors il y a au moins un nombre parmi les 
nombres 

/('), /(2), /(3), /(.*) 

qui est divisible par un nombre premier p^>x(logo?)6, ε étant un 
quantité quelconque <1, pour tous les x^>x0, où le nombre x

0 

dépend de ε. » 
Plus généralement, nous tirons de là le résultat suivant : 

Soil f(x) une fo/iclion rationnelle, entière, à coefficients entiers, 
possédant au moins un zéro irrationnel. Alors, il y a au moins un 
nombre, différent de zéro, parmi les nombres 

/(')> /(2), /(3), .... /(.*■), 

qui est divisible par un nombre premier ρ ]> a?(log#)6, ε étant une 
quantité quelconque <1, pour tous les χ > x

0
, ou le nombre χ

0 

dépend de ε. 


