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Νuove osserMzioiii su alcuni metodi d' appros sima'ione 

/lell'analisi; 

Jïw MAURO PICOJXE. 

PREFAZIONE. 

Considerando, per esempio, i probiemi nel campo delle equazioni 
lineari aile derivate parziali del tipo ellittico, dei quali la fisica lia 
chiesto la soluzione all'analisi matematica, si puo ben dire che, se le 
trattazioni fino ad oggi date di quei probiemi possono essere, alla fine, 
ritenute del tutto esaurienti dal matematico, esse tuttavia non conlcn-
gono metodi per l'effettivo calcolo approssimato della soluzione che 
riescano, in ogni caso, di facile e di utile applicazione al fisico. 

11 potente ausilio delle equazioni integral! ba permcsso oggi di con-
seguire, con una grande généralité, i teoremi d'esistenza per molti e 
per i più important! di quel probiemi, ma si deve, pur troppo, con-
venire che, nelle successive approssimazioni della soluzione, date con le 
dimostrazioni di questi teoremi, non si puo vedere un pratico metodo 
di calcolo. 

Mi sono proposto di indagare se non sia possibile, in alcuni casi, di 
realizzare tali metodi di calcolo. L'indagine mi ha per intanto con-
dotto ad un η novo metodo di calcolo approssimato per la soluzione 
dei problema di Dirichlet, metodo che, dal punto di vista accennato, 
mi sembra possedere i desiderati requisiti. L'esposizione di tale metodo 
sarà 1'oggetto di una memoria che, in questo stesso ( liornale, seguirà 
la présente. 

Nella présente memoria sottopongo ad una diffusa trattazione il 
Journ. de Math., tome I. — Fasc. IV, 1922. 4 ^ 
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problema generate delVapprossimazione di un assegnata funzione per 
combinazione lineare di, assegnaie altrc funzioni. Sui risultati ditale 
trattazione si fonda l'indicato metodo d'approssimazione per la solu-
zione del problema di Dirichlet, ma è sperabile clie questi risultati 
forniranno le basi per ulteriori prolicue appiicazioni all1integrazione 
approssimata di equazioni aile derivate parziali, dei varii tipi, délia 
fisica-matematica. 

I metodi classici prescrivono, quasi, lo sviluppo délia soluzione in 
serie di note funzioni, senza domandare se, anche ottenuta una serie 
uniformemente ed assolutamente convergente, derivabile termine a 
termine quante volte si vuole, essa serie, arrestata ai primi η termini, 
fornisca poi, fra tutte le combinazioni lineàri delie stesse η funzioni, 
la migliore approssimazione possibile délia soluzione, in lullo il 
dominio Γ di sua esislenza nef. quale de ve essere considérât a. Quasi 
sempre, invece, avviene clie delie medesime funzioni clic compaiono 
in quei primi η termini délia serie si puo trovare una diversa combi-
nazione lineare che assai meglio approssima la soluzione in tulto 
l'indicato dominio Γ. Nelle scienze sperimentali si constata che tanto 
meglio si approssima qnanto più piccolo è l'errore quadratico medio 
che si commette e che la migliore approssimazione è quella che 
rende minimo tale errore. A questo concetto si informa il metodo dei 
minimi quadrati di.Gauss che ha dato e dà cosi cospicui frulti nella 
scienza délia misura. 

Orbenc, concependo anche in analisi Γ errore d'approssimazione al 
modo delie scienze sperimentali, io riprendo il metodo dei minimi 
quadrati e oso pensarne l'applicazione systematica all'integrazione 
approssimata di intiere classi di equazioni aile derivate parziali. 

E'idea di introduire taie metodo nell'analisi, non è nuova. Essa già 
si trova in Tchebychef (') e fu anche, nello stessoindirizzo, successiva-
mente élabora ta da Heine (2), da Gram (8) e da altri. Loddove, assai 

(') Journal de Mal hé ma tiques pures et appliquées (Journal de Liouville), 
2e série, t. Ill, p. 319. 

(-) HEINE, Handbuch Kugelfunction^ Bd I, Ivap. V. 
(3) GUAM, Ueber die Entwickelung reeller Function in Jteihen mittelst der 

Méthode der klcinsten Quadrate ( Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematick, Bd 94, iS83, p. 41)· 
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più recentemente, Papplicazione del metodo a determinati problemi 
di fisica, dipendenti appunto dall'integrazione dell'equazione Δ.,ιι = ο, 
è stata anche effettuata 0 proposta da Somigliana e Vercelli (') e poscia 
da Brillouin (2), non ostante che del metodo non si posscdesse alcuna 
nozione sulla sua convergenza. 

Oggi perù, dopo la scoperta di Lebesgue delle funzioni sommabili, 
dopo l'introduzione, dovuta al Fischer, délia convergenza in media, il 
metodo dei minimi quadrati acquista una nuova, inesperala potenza, 
anche nel campo délia pnra analisi matematica, e là ove esso non 
arrivava che per una corigettura, vi arriva, come qui ho dimostrato 
(al n° 21), § Y), con matematica certezza. 

Ai metodi classici di integrazione perserie rimane il grave compito, 
di interesse prevaleutemcnte leorico, diprovare l'esistenza e di trovare 
il numéro delle soluzioni dei problemi sull'integrazione delle equazioni 
aile dcrivate parziali; ed io sarei pago se questo mio lavoro ed i suc-
cessivi nei quali applicberè i risultati di questo, riuscissero, almeno, 
a slabilire che al metodo del minimi quadrali spetla, invcce, il com-
pito di. calcolare la solitzione. 

NelTesposizione del presenle lavoro, per comodità del lettore e alio 
scopo di fare un tutto organico, non ho trascurato di trattare rapida-
mente alcuni risultati noti fondamentale 

Degna di relievo mi pare che sia la nuova semplicissima trattazione 
che qui ricevono (ai VI et 11) i sistemi di infinite equazioni lineari 
in infinite quantità incognile, la cui soluzione si riconnette appunto 
aile noslre riccrche d'approssimazione. Al £ VII si ritrovano i bei 
risultati di E. Schmidt su tali sistemi. 

(') SOUIC.LÎANA E VERCELLI, Sulla provisio ne malemalica delta temperatura 
nei grandi trafori atpini ( Memorie delta R. Accademia delle Scienze di 
Torino, t. LXI1I, 1913, p. 827). 

(-) BRILLOUIN, La melhode des moindres carres cl les équations aux dérivées 
partielles de la Physique mathématique (Annales de Physique, t. VI, 1916, 
p. I37). 
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I. — Sulla convergenza in media. 

1. DEFIMZIOXI Ε TEOREMA FISCHER-WEYL. — lndicheremo sempre con 
la lettera Ε un insieine di punti, limitato, misurabile (al senso di 
Lebesgue) e di misura non nulla, di uno spazio ad un numéro qua-
lunque di dimension*!. Sia Ρ un punto variabile in Ε e /(P) una fun-
zione di Ρ definita in E (*) ivi di quadrato sommabile (al senso di 
Lebesgue), la /(P) risulterà sommabile in E. Se £"(P) è un'allra 
funzione definita in E, ivi pur essa di quadrato sommabile, le funzioni 
fgi (f~~ ëY> (/"*" g)~ risulteranno sommabili in E. 

Cio posto, consideriamo il fecondo concetto di convergenza in media 
introdotto da E. Fischer (2). 

La successione di funzioni 

(0 F,(P), F, (P). F
2
(P) F„ (P), 

sia coslituita di funzioni definite in E ed ivi di quadrato sommabile, 
si dice che la successione converge su E in media se : 

lira f [F,.(P) — F
S
.(P)]2 oiP = o. 

Si dice che la stessa successione (i) converge su E in media verso 
la funzione /( P) e scriveremo 

^F„(P)=/(P), 

se 
lim Γ[/(Ρ)-Ρ

/ί
(Ρ)]2^Ρ = ο. 

Evidentemenlc : se una successione converge su E in media, essa 
converge in media su ogni insieme misurabile contenutoin E; se una 
successione converge su E in media verso una funzione /, essa con-

(l) Sjttintenderenio sempre (salvo a dicliiarare espressamente il conlrario) 
reale e finito il valore assegnaio ad una funzione in ogni punto. 

(S) E. FISCHER, Sur la convergence ou moyenne {Comptes rendus de VAca-
démie des Sciences, Paris, ier semestre 1907, p. 1022). 
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verge in media verso la stessa funzione su ogni insieme misurabile 
contenuto in Ε ; se una successione converge su Ε in media verso una 
funzione/, ogni altra funzione verso la quale la stessa successione con-
vcrga su Ε in media sarà équivalente alla f ('); condizione necessaria 
affinchè una successione converga su Ε in media verso una funzione f 
è che la successione converga su Ε in media; condizione sufficienle 
affinchè una successione converga su Ε in media è che esista un 
insieme E', avente la misura di E e contenuto in E, nel quale la suc-
cessione converge uniformemente. 

La convergenza in media per una serie 

(2) «ο(Ρ) Uj(P)-+- · ·· -+- "«(Ρ) 

di funzioni definite in Ε ed ivi di quadrato sommabile, si riporla a 
quella della successione 

(0 F,(P) = «
0
(P), F

1
(P) = «,(P) + I/

1
(P) F„(P)=2«*(P> 

Se 

/('*)=,γξγ!Γi) «<·(Ρ). 

si scriverà 
./ (Ρ) "o(P) + "ι(Ρ) ■+· · ·. + w«(P) 4- .... 

Sussisle il 

TEOREMA FISCHER-WEYE (-). — Se una success/one di funzioni. con-
verge su Ε/Λ media, esistc ana funzione, delerminala quasi ovunque 
in E, verso la quale la successione converge su Κ in media. 

Questo fondamentale teorema è stato scoperto dal Fischer, c dimos-
tralo, dal Fischer ed in seguito di nuovo dal Weyl, nel caso che 
l'insieme E si riduca ad un intervallo lineare. Alla dcnominazione del 

(') Due funzioni /'eg deiinite, in E, saranno dette fradi loro equivalenli in Ε 
se si ha /(P)=£'(P) quasi ovunque in E, cisè fatla, al piii, eccezione pep i 
punti di un insieme di misura nulla. Si scriverà allora/(P) == £'(P)· 

(2) FISCHER, loc. cit. — H. WEYL, Ueber die Konvergenz von fteihen, die 
nach Orthogonal/unctionen fortschreiten (Mathematische Annalen, Bd 68, 
I9°9, p. 225). 
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teorema da noi enunciato è giusto pero aggiungere il nome di Weyl, 
poichè soltantola dimostrazione di quesloautore è suscettibile d'essere 
immediatamente estesa ad un qualsiasi insierne limitato e misurabile 
di uno spazio ad un numéro qualunque di dimensioni. 

2. ALCUNE PROPRIETÀ DKLLA CONVERGRXZA IN MKDJA. — Esporremo ora 
alcune notevoli proprietà délia convergenza in media, sostanzialmente 
già osservate. 

I. Si,ct A un insierne misurabile conlenulo in E, se la successione ( i.) 

converge su E in media, esislerà un numéro positivo lv tale che, per 
ogni indice n, qualunque sia Λ, risulta 

F[K„(P)P<<P<K. 

Ed invero, dato ε positivo e arbitrario, è possibile trovare un indice 
n

z
 tale che, se M = si ha 

F(V
IR

- F
WL

)»£/F<E
F 

ma è 

f\^dVi f Vf,<t\><2 f( F/( — F„ )2 r/l> ^ 

ne segue, che il numéro K, di cui abbiamo asserilo Tesistênza, è il piu 
grande fra i seguenti η, -b ι numeri : 

9 0 ^ ^ ^ ~ °'1
 *

 n
^' 

II. Le successioni convergatio su E in media, rispetti-
v a me nie

 ) verso le funzionife g, dico che allora 

lim f ί fedP, 

uniformemente per A variabile in E. 
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ΚΛ I 

= I jf(/— F.)
S

 rfP -t-jT(
A
' - G„)F„ dP I 

u 'j'y- v.YdvJydP+
\/ fy - o.ydpfy.dP 

u/ fg'-di>./ jf(/- F„)«rfP +^K y 

IL u ïolare : per Gn== 1, si ha : 

li.n f FndP = Γ/rfP, 

unifoi nte in E; per G
rt
==F

rt
, si lia : 

lim f F*,l\>= fpd\\ 

uniformemenle in E. 

II. — Sulla convergenza uniforme in generale. 

5. DEEINIZIONK Ε TËOUKM.V M WKVI.. — Si deve al Weyl (/oc. cit., 
p. 33g) uno studio approfondilo délia convergenza in media con il quale 
si consegue una più adeguata conoseenza del modo di comportarsi délia 
dilferenza/(P) — F„(P) nei punti dell'insieme. Per enunciare questo 
importante risultato occorre introdurre il concetto di convergenza 
uniforme it) generale, del pari dovuto al Weyl. 

Neirinsieme E, limilato, misurabile e di misura non nulla, siano 
definite, nel modo più arbitrario, le funzioni 

J G,lP) = »\»(P). G,(P) = «'
0
(P)+r,(P), ..., 

(,) G„(P)= V.,.(P) 

costituenti una successione; si dira, eon Weyl, che tale successione, 
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oppure che la serie 

(a) r„(P) ^(P) + .. .-t- r„(P) ... 

converge su Ε uniforme me nie in générale, se, comunquc i'. i 
un numéro positivo ε</«Ε('), è possibile costruirc un in . > , 
contenuto in Ε e di misura /nE — ε, nel quale la succession . ci> ι 
serie, converge uniformemente. 

Evidentemente : se la successione (i) converge su Ε uni r u ; e 
in generate, essa converge quasi ovunque in E, esiste t m 
insieme E', avente la misura di E ed in quesLo conlenutc 1 qu ιί la 
successione (i), cioè la serie (2), converge. Ogni fu 
definita in tutto E, clic in E' coincide col limite délia ? nie (1), 
cioè con la somma délia serie (2), si dira rappresc <.. = quel la 
successione 0 da quella serie. 

Ciô posto, siamo in grado di enunciare l'accei to risidt 0 di 
Weyl col seguente. 

TEOREMA DI WEYL. — Se la successione 

( F0(P) = //0(P), F,(P) — //tt(P) 4- w,(P). 

{i) j f.(l') =2 

di funzioni definite in E, ici ciascuna di quadralo sommabilo, con-
verge su E in media, è possibile coslruire qualité si vogliano succes-
sioni n{, /a2, ..., n

s)
 ... di inclici crescent i, tali, che la successione di 

funzioni 

(4) F
lt|

(P), F,JP), ..., F„
f
(P), ..., 

cioè la serie, 

(5) ^wA-(P)-+- ^ ///.·( P)-4-...-f- ^ u/c( P) 4-..., 

converge su E uniformemente in générale. La successione (3) 

(*) Se con una detènninata leltera designaino un insieme misurabile, con la 
slessa lettera preceduta dalla leltera m designeremo la misura dell'insieme. 
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converge su Ε in media verso ogni funzione /(P) rappresenlata 
dalla successione (4), ci.oè dalla série (5). 

Ecco poi come ilWcyl costruisce le indicate succession! di indici 
71 i , /l.i , . . . , 774., .... 

Sia i
n
 l'estremo superiore dell'insieme di numeri descrilto da 

(6) jT[F.„(P)-F,(P)]'«rt», 

al variare di ν da ο a 00. Per la supposta convergenza in media délia 
successione (3), si avrà lim ε

η
 = ο. Ε possibileperciôcostruirequante 

si vogliano succession! crescenti di indici n
t}

 /i
2

, ..., n
ay
 tali che 

la serie ε,
(ι
 -h ε„ 4-... -4- ε,,,-h ... converga; orbene, pet' ogni taie suc-

cessione di i/idici la successione (4) converge su Ε u/iifor/nenie/ite 
in gc7ieralc. 

4. ΟSSERVAZIOÎSΕ SL'LLA COSTRUZIONE m WEYE. — La costruzione del 
Weyl, dianzi esposta, appare in generale difficile per la ricerca, che 
essa richiede,per ogni valoredell'indice n, dell'estremo superiore (odi 
un numéro a questo non inferiore) dell'insieme numerico descritto 
dall'integrale (G) al variare di ν da ο a se (' ). Vi è un caso pero, molto 
importante per le nostre future applicazioni, in cui quella ricerca è 
immediatamente compiuta. E il caso in cui già si conosce una funzione 
/*(P) verso la quale la successione (3) converge su Ε in media, 
e questa convergenza è tale che, posto 

(7) σ«= ( (/— lr«)adP, 

la successione σ
0

, σ,, ..., σ„, ... (che ha per limite zero) non è mai 

(l) Cf. C. SEVEIUNI, Sulta leoria di chinsurci dei sistemi di fttnziotii ortogo-
nati (Rendiconli del Circolo Matematico di Palermo, 20 semestre 1913). lu 
questo lavorogià si trova (al n° 6) la critica del testo alla costruzione del Weyl, 
perô anche nel caso conlemplato dal Severini si verifica la circostanza semplifi-
catrice osservata più oltre nel teslo. 

Journ. de Math,, tome I. — Fasc. IV, 1922. 44 
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crescente. In taleipotesi risulta invero : 

f f (/—f,)'<<p+3 f (y-F.«)'rfPS4®.. 

Si lia perlanto : 

Se la successione (3) converge su Ε m media verso la funzionc 
/(P), '/i maniera e.he Γ intégrale (7) «o// cresca mai al cresccre 
di /?, α a^ esempio, /jc/· la successione di iridici λ,, α.,, ..... 
•St Λα : 

f (/-Ρ,,Χ-Μ'ίτ, 

/α successione (4) converge su Ε uniforme mente in geuerale e vi 
rapprcsenlalafunzionef(V). 1 

III. — Posizione del problema d'approssimazione. 

II. CONSIRKRAZIOINI PRI-.I.IMINAKI . — NelTinsiem e limita to e misurabileE, 
di misura non nulla, di uno spazio lincare S,, ad un numéro qua-
lunque r di dimension!, siano assegnate le funzioni 

(0 ./«(Ρ), /".(Ρ), ..., Λ(Ρ), 

ciascuna di quadralo sommabile, costiluenti una successione. Come 
ben si sa, un problema di capitale imporlanza nell'analisi è il segmente : 

Data, arbitrariarnenle, una funzione f ( P) in E, ivi di quadralo 
sommabile, approssinuire la funzione, in tulto E, per mezzo di com-
binazioni linean, a coefficient! costaud, di J'unzioni. délia succes-
sione (1). 

E nella natura stessa del problema il fare l'ipotesi die, per ogni 
valore di n, le funzioni f0,f{, ·· ·>/„, siano, in E, linearmenle indi-
pendenti, siano cioè tali che non esistano η -h 1 coslanli c

0
, e,, c

2
, .. 

c
/f

, 110η lutte nulle, per le quali si abbia, quasi ovunque in E, 

Co/«(P) ■+■ ci./i(P) + · · · + cn/n( P) — °· 
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Poniamo 

ÎMn/AP)dP=U 

l'ipotesi ora delta, che noi appunto facciamo, cquivale ad arnmcttere, 
com' è noto, che per ogni valore di η si ha : 

/0» ./01 · · · /OH 

(2) ·
/ι0

 ···
 Jul

 >0 ('). 

Λ> / 112 ftill I 
Diremo in tal caso, semplicemente, che il sistema [//] di funzioni è 

di funzioni linearmenle indipendenli. 
Il generale problema d'approssimazione, testé sommariamente indi-

cate, contiene, evidentemente, come caso particolare, il classico pro-
blema dello sviluppo di una funzione, arbitrariamente data, in 
serie di assegnatc altre funzioni. Supposto, in particolare, che in Ε 
sia : 

/0— *· 1 ,/l— '^*1, J ■>— · · · 1 jr —-' fr¥1 ''-f, f>\-2— .Χ'ι .i·'ο , ·.·> 

ove χ·,, Λ;,, ..., x
r
 designano coordinate di unpunto di E, si ha il pro-

blema dell'approssimazione di una funzione per mezzo di polinomii. 

(>. CASO IN CUI LE FUNZIONI D'APPROSSIMAZIONE SONO IN NUMÉRO LIMI-

TATO. — Rispondiamo, in primo luogo, al quesito seguente : Come si 
puô cipprossimare in Ε un assegnala funzionef( P), di quadralo 
sommai)ile, medianle combinazioni lineari di funzioni delta suc-
cessione limilala f

0
, f, ? A tale questione si risponde subito al 

rnodo seguente : 
Ο è possibile determinare ν -h 1 costanti α0, α

η
 ..., av

 per modo 
che, quasi ovunque in E, sia/ = «

0
/

0
 -+* «,/, H- ... -h C/v/v, oppure la 

richiesta approssimazione non puô scendere al disottoto di un termine 
assegnabiie 0, si puô cioè determinare una quantité positiva δ, tale che, 

Ο lu ogni caso, qualisisiano le funzioni /0,/i, ···,/« di quadrato sonnna-
bile, il déterminante al primo membro délia diseguaglianza del testo non è mai 
negativo. Il suo annularsi è condizione necessaria e sufficiente affinchè le fun-
zioni /9,/i, .··,/« siano in Ε linearmente dipendenli. 
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comunque siscelgano le costanti «
0

, «
v
, quella porzione di Ε 

nei punti délia quale risulta 

I/—(«o/o+ a\j\-^-' · ·+ ftv/v)l =0 

è di misura non nulla. 
Gonsideriamo invero l'intégrale 

Ι(α0,α,, . ..,«v)=/ 

dipendente dai parametri α
0
, α,,..., a

v
. Esso ha un minimo determinato 

clie raggiunge per i valori delle a verificanti il sistema di equazioni 
lineari 

(3) Y α* fff/idl' («' = <>, ι,.-.,ν), 

il déterminante delle quali, in virtu délia suppostaindipendenza lineare 
delle funzioni [/<], riesce positivo. Designamo con σ

ν
 questo minimo. 

Se σ
ν
=ο, per il sistema delle a verificanti le (3) si avrà, quasi 

ovunque in E, f = ^ a
k
f

k
; se σ

ν
>ο, l'approssimazionc délia /, per 

combinazioni lineari di funzioni délia successione limilata /„, /*,, .. 
fv, non puô scendere al disotto del termine 

3 = \/-r 
Adunque : Al problema delVapprossimazione in Ε di una fun-

zione f, di quadralo sommabile, medianle combinazioni lineari di 
funzioni della successione limitata ... ,/

v
, si risponde al modo 

seguenle : Se il déterminante 

fj-d Ρ ■■■ 

ffoj dl* foo · · · /ov 

. . . . . 

ff-Jdi' /,„ ... /„ 
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è nullo, le equazioni (3) delerminano ν costanli tali che
t
 quasi 

ovunque in E, risulta f— a
0
f

0
 -+- a, ■+·...-H a

v
f, ; se lo stesso 

déterminante èposilivo, le stesse equazioni (3) delerminano ν cos-
tanli tali che, dello Σ

Ν
 il valorc dcWintégrale I(«0> au · · · 5

 βν) C/ÎC 

ad esse corrisponde, /a richiesla approssimazione, /70« puo scendere 
al disollo del termine \]σ

Ί
: m Ε. 

7. PoSIZlONlï PRECISA DEL PROBLEM A GENERALE D'APPROSSIMAZIONE. — 

Consideriamo ora il generale problema, di vero interesse, delf approssi-
mazione dell'assegnata funzione/, di quadrato sommabile, median te 
combinazioni lineari di funzioni délia successione illimitata (1). 

Il problema deve ancora essere precisato. Cominciamo a far ciô 
dicendo : Si richiede la delerminazione delle constantly in infini là 
numerabile, del seguenle quadro 

I (,D ) 1 ! 
I «(

0
n» «'Λ 

| «<T> «'Λ «'Λ 

Ι <7(,/) «("! α1"' a'"1 

pe/' moifo cAc la combinazione lineare 

Γ„(1>) = α|;"/9(Ρ) + aï"/.(P) + ■ ·.+ <7„(P), 

al divergere di n, approssimi in Ε C assegnala funzione /(P) di, 
quadrato sommabile. 

Occorre ancora precisare il significato délia frase : « La combinazione 
lineare F

N
(P), al divergere di η, approssima in Ε l'assegnata fun-

zione /(P). » Per far ciô, prendendo una propriété comune a tutti gli 
sviluppi in serie e a tutte le approssimazioni, fin ad oggi conosciuti, 
porremo la seguente. 

DEFINIZIONE. — Diremo che la combinazione lineare F
S
(P), al 

divergere di η, approssima in E la funzione /(P) di quadrato som-
mabile y se, comunque si definisca in E la funzione g (P), di qua-



348 MAURO PICONE. 

drato sommabile, si ha : 

(5) lim f [/( Ρ) — F„(P)] £·(Ρ) t/P r= o. 

Evidentemente : Se la combinazione lineare F„(P) approssima inE 
la funzione/(P), l'approssima anche in qualunque insieme misurabile 
contenuto in E; se la combinazionc lineare F

rt
(P) approssima in Ε due 

funzioni, queste dovranno ivi essere equivalenti ; se le due combina-
zioni lineari Ρ,'/Ρ ) e F"

t
( P) approssimano in E, rispettivamente, le due 

funzioni/' e/", indicando con a' e a" due costanti arbitrarie, la combina-
zione lineare a'F'

;i
+ a"F'

u
 approssima in E la funzione a'f -+- a!'f"('). 

Se, valendo la (5), lequantità a\k) del quadro (4) risultano, perogni 
valore del l'indice f, indipendenti dal secondo indice k, diremo che la 
funzione /(P) è appross'unabile in E per serie di funzioni f^fK

, — 
Posto af! = ah si avrà F

7i
= c/„/

0
 + «,/, + ...+ si dirapercio 

anche che la serie a
0
f

0
 ~h -b ... approssima in E la funzione f. 

In tal caso dunque la serie 

ο
0
 f /ο ο dV + et ι f J ι + . . ., 

qualunque sia la funzione £'(P), di quadrato sommabile, è conver-

gente ed ha par somma j*fg dV. 

8. ESEMPII NOTEVOLI D'APPIIOSSIMA/JONE. — Ycdiamo ora dei casi 
notevoli d'approssimazione nei quali è soddisfatta la condizione (5). 

(') Nella sola ipolesi clie la combinazione lineare F,t, al divergere di n, 
approssimi in E la funzione f, nel senso ora precisato, inleresserebbe studiareil 
modo di comporlarsi délia difFerenza f— F

/n
 nei punli di E, nel mentre che n 

diverge. À queslo riguardo si dimostra, per esempio, facilmente che, indicando 
con ô una qualsiasi quantité positiva, con E'„(d) e E"

z
(d) le due porzioni di E 

nei punti delle quali è, rispellivamenlo, f — F
w

^ de/ — F,
{
i — d, si ha : 

misura limE',(d) — misura limE",(ô)=o, 

ove limE^(d) e lim E
w

(o) designano gli insiemi pià piccoli laniti rispettiva-
mente di Ε„(ο) e di E

7l
(ô) per n crescente all'infinito. 
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I. Nelle scienze sperimentali, come misura clell' errore d'approssi-

mazione commcsso soslituendo, intuttoE, alla funzione/(P), la com-
binazione linèare F

/(
(P), si prende l'intcgrale 

(6) /"[/(!') — 

e, fissato il numéro n, si ritiene anzi che, quella combinazione lineare 
F

W
(P), i cui coefiicienti dànno ail' intégrale (6) il suo minimo 

valorc, 1'ornisei, in tulto E, l;i miglioreapprossimazione relaliva aile 
combi nazioni lineari di quel pvefissato numéro u di, fun.zi.oiii del 
sislema | J k\. Unil'ormandoci a que s to concetto, vogliamo vedere se, 
risultando : 

(;) ί i m / [/(1*) — 1 «('Ι]" = °> 

si possa dire, nel senso precisato al numéro preccdente, elle la combina-
zione lineare F„, al divergere di// , approssimain Ε la funzione f. Cio si 
puo effettivamente dire, poichè, nell'ipotesi (7), la successione [F„] 
converge su Ε in media verso la funzione/, e la proprietà II délia con-
vergenza in media, osservata al n° 2, dà allora che, qualunque sia la 
funzione £'(P), di quadrato sommabile, riesce vc ri Ilea ta la (5). 
Adunque : 

La combinazione lineare F
?i
(P), al divergere di η, approssima 

in E la funzione /(P), se 

j|ïïp.(P)=/(P), 

in parlicolare, e ovviamente, se in un i.nsieme E', ave nie la misura 
di E e contenulo in E, la successione [F

n
] converge uniformemenle 

verso la funzione f. 

II. In virtù del noto teorema di Lebesgue del passaggio al limite 
sotto il segno intégrale, si ha anche : 

La combinazione lineare F,
t
( P), al diver g ere di n, approssima 

in E la funzione f{ P ), se in un insieme E', ave nie la misura cli E 
e contenulo in E, si ha limF

M
(P) =/(P), ed inollre la differenza 
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/(Ρ) — F
n
(P) si mantiene in Κ', in valore assolulo, non superiore 

ad una funzione, indipendenle da n, di quadrato sommabile. 

9. CONDI/ION Ε ALLA QUALE DEVE SODDISIARE UN SISTEMA D'APPROSSIMAZIONE. 

SISTEMI COMPLETΙ DiFUNziONi. —Domandiamo ora : Ogni successione illi-
mitata [/A(P)| è forse suscettibile, mediante combinazioni lineari dei 
suoi termini e al divergere del numéro di questi termini, di approssi-
mare in Ε ogni assegnata funzione di quadrato sommabile? A tale 
importante questione daremo una risposta negativa; stabiliremo anzi 
una condizione necessaria e sufficiente, che deve essere soddisfatta dalle 
funzioni del sistema [//f(P)]> affinchè esse siano in grado, mediante 
loro combinazioni lineari, di approssimare in Ε ogni funzione asse-
gnata, di quadrato sommabile. 

Si dice che la successione illimitata /
0
(P),/<(P), P), ..., 

di funzioni di quadrato sommabile in E, costituisce un sistema com-
pleto in un datoinsiememisurabileYl, di misura non nulla, contenuto 
in E, se dalle due ipotesi : 

Ia La funzione g"(P) è di quadrato sommabile in E'; 
II® Riescono simultaneamente soddisfatte le infinite equazioni : 

(8) Çf
k
(P)g(V)dV-o (Α = ο,ι, 

si trae come necessaria conseguenza 

f i
S

(P)r-di>=o, 

si trae cioè l'equivalenza a zero in E' della funzione g"(P). 
Osserviamo che : Se un sisiemo di funzioni è completo in un 

insieme E, esso è allrcsi completo in ogni insieme misurabileW con-
tenuto in Ε di misura non nulla (1 ). 

Ed invero, se per una funzione £"'(P), di quadrato sommabile in E', 

(J) Come faro vedere, con un esempio, nella memoria (annunziala nella pre-
fazione) a «(uesta successiva, ia proposizione reciproca, se si suppone inoltre 
mW< mE, è falsa. 
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si avesse 

f [5-'(P)]"rfP>o, ff
k

(P)
s

'(\>)dP = o (* = O,I,
3|

...), 

la funzione #(P) definita in Ε dalle eguaglianze : 

,p. \ =g'i?) se p è inE',. 
^ ) — ο se Ρ è in Ε — Ε', 

sarebbe in Ε di quadralo sommabile e non équivalente a zero, inentre 
verificherebbe le (8). 

Ad esempio, si sa (cf. n° 22) che il sistema di funzioni 

(9) Η0(Ρ) = ι, H,(P) = a?11 H,.(P) — x
n 

H/-
h1

(P) = #!, Η,.
+2

(Ρ) = λ?
1

Λ7
2

, Μ* (Ρ) =jc\ix% ... x';.-, ..., 

ove l'indice k è una certa nota funzione degli esponenti kit k2i · ■ ·, kn 

è completo in ogni dominio limitato dello spazio S
r
, definito dalle 

limitazioni (i = i, 2, ../·), il sistema è pertanto completo 
anche in ogni insieme limitato e misurabile di S,.. 

Gio posto, si dimostra facilmente il 

ΤΚΟΚΕΜΛ I. — Condizione neccssaria affinchè con una combina-
zione lineare di funzioni della succcssione (1), si possa, al divergere 
del numere dei termini, della combinazione, approssimare in Ε ogni 
assegnata funzione di quadralo sommabile è che la succcssione 
costituisca un sistema completo in E. 

Siano invero g"(P) una funzione di quadrato sommabile per la quale 
risultino veriiicate le (8) e E

n
(P) quella combinazione lineare délie fk 

che, al divergere di η, approssima in Ε la funzione g. In forza 
della (5), ove si ponga g in luogo di f, e in forza delle (8), si avrà : 

lim f F
n
(V)g(V)d?=: f[g{V)?dP, 

f F
n
(P)g{P)dP=o (Λ = Ο, I, 2, ...), 

Journ. de Mathlome I. — Fasc. IV, 1922. 4^ 
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e quindi, cio che dimostra la completezza del sistema [/A], 

f [^(P)]«rfP = o. 

Il teorema è suscettibile délia seguente seconda dimostrazione di 
maggiore significato. 

Nell'ipotesi del teorema potremo, per ogni valore dell'indice i, 
trovare una combinazione lineare : 

F/«(P) = <Vo(P) + «FIYT(P) +-.·· + <>/
Λ
(Ρ), 

tale che, al divergere di η, approssimi in Ε il monomio H, (P), intro-
dotto in (9), taie cioè che, per ogni funzione ^(P) definite in Ε ed rvi 
di quadra to sommabile, si abbia 

(10) f H
t
-(P)^(P)rfP= lira f F

in
(P)g(P)dP (1 = 0, 1, 2, ... ). 

Se per una funzione g"(P) di quadrato sommabile riescono soddis-
fatte le (8), si avrà 

J*¥
in

{P)g{P)dP = 0 («, η — ο, r, 2, . . 

e quindi anche, per le (10), 

jTH,(P)#(P)dP = o (/-—o, 1, 2, ...), 

il che, per la nota completezza del sistema [H,·], ha di conseguenza 
Tequivalenza a zero délia ^(P) in E. Il sistema [/A] è dunque, corne si 
voleva dimostrare, completo in E. 

Se si osserva questa seconda dimostrazione si vede subito che si puô 
altresî enunciare il 

TEOREMA II. — La completezza in E del sistema [/A] è anche 
neccssaria se si vuole, medianle combinazioni lineari dei suoi ter-
mini, approssimare in E ogni funzione di una delerminata classe 
di funzioni di quadrato sommabile, nella quale sia conlenulo un 
sistema di funzioni completo. In particolare, Cindicala completezza 
è neccssaria se, sollanlo, si vuole approssimare in E ogni monomio. 
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10. ESEMPII. — L'insieme Ε sia ad una dimensione e costituito 
dall'intervalle (a, b) dell'asse delle x. Si sa bene, dalla più elementare 
teoria delle serie trigonometriche, che, posto 

(JI) /ο(^) = Ι» = sen«a?, /
2;l
 = cos/ia? (η =zi, i, ...), 

ogni potenza xl(i=o, i, 2, ...) sipuo approssimare in (a, b) in serie 
di funzioni (11), anche da cio dunque segue già la completezza del 
sistema (11) nell'intervallo (a, b) (cf. n° 22). 

Yiceversa, dalla completezza del sistema (11) si deduce quella del 
sistema fa;1]. Ed invero, ogni funzione del sistema (11) si puo appros-
simare per serie di potenze. 

Dalla completezza in un insieme E, del sistema [a;*] si deduce 
immediatemenle la nota completezza ivi di ogni sistema [PA(#)] di 
polinomii, i cui gradi coincidono con i rispettivi indici. Le relazioni 

P
0

— «001 Pl= "10+ a\\X> ···■> ^ k~ ak0 + rt/rl x + · · · ■+" O-kk^i ···> 

avendo supposto akhf o, dànno invero ciascuna potenza xk come 
combinazione lineare dei polinomii P

0
, P,, ..PA. 

Alio stesso modo, dalla completezza in un insieme Ε dei monomii (9) 
si deduce la completezza ivi di ogni sistema di polinomii, nelle 
variabili xn ar2, ..x

r
, tale chc : 

1° Per ogni numéro intiero e non negativo η vi sono + poli-

nomii di grade n\ 11° è diverso da zero il déterminante formato con i 
coefficient! dei monomii di grado η di questi polinomii (in ogni linea 
del déterminante disponendo i coefiicienti di uno stesso polinomio, ed 
in ogni coionna i coefiicienti di uno stesso monomio). 

Esempii di sistemi non completi se ne hanno, assai facilmente, 
quanti se ne vuole. Il sistema fk(oc) = x~k(k = 0, 1,2, ...) è incom-
plete in ogni intervallo («, b) dell'asse delle a; che contenga l'origine 
come punto interno (èinvecc complet© in ogni intervallo al quale 
l'origine sia esterna). 
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IV. — Approssimazione per combinazioni lineari di funzioni 
di un sistema ortogonale e compléta. 

11. SLSTEMI ORTOGONALI DI FUNZIONI. ORTOGONALIZZAZIONE. — La com-
pletezza nell'insiemeEdel sistema [/Α(

:
,Ρ)]> che abbiamo trovalo essere 

condizione necessaria, affinchè, mediante combinazioni lineari dei 
suoi termini, si possa approssimare, in E, ogni funzione di quadrato 
sommabile, è anche sufficiente. Per giungere a tale importante risul-
tato faremo uso dei sistemi ortogonali di funzioni e ci appoggeremo 
sulla teoria dell'approssimazione per serie di funzioni di tali sistemi, 
sostanzialmente dovuta al Riesz e al Fischer, teoria che rapidamente 
esporremo, aggiungendo ad essa taluni risullati nuovi. 

Un sistema di funzioni 

?Θ(Ρ)> ?L(P)? ···> Φ«(Ρ)> ···> 

di quadrato sommabile in E, dicesi ortogonale in E, se sono soddis-
fatte le relazioni 

(0 /1[©dP)]1dP = i, f 9/(P)®_/(P)rfP = o, per i^j 

= 1,2, ...). 

Per ogni valore di λ, le funzioni ortogonali φ
0

, φη ..., <p„ sono 
certo linearmente indipendenti in E, poichè, in forza delle (i), 
l'eguaglianza 

/ (c
0
9o-h c,®,+. ..+ c

n
o„)

2
RFP = o, 

si scrive c\ -h c\ +... -+- c\ = o. Del resto, il déterminante al primo 
membro délia (a) del n° ha, per queste funzioni, il valore uno. 

Dato il sistema [/*(P)] di funzioni di quadrato somma de in Ε — 
per le quali si suppone solamente l'indipendenza lineare in Ε — esso 
si puo sempre iviorlogonolizzare: Si pud ('), ad ogni funzione f

n
 del 

sistema far corrispondere una funzione o„, combinazione lineare delle 

(*) Cf. E. SCHMÎDT, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral-
gleichungen, I. Teil (Mathematische Annale η, Bd 63, 1907, p. 442) · 
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funzioniin modo che il sistema delle riesca ortogo-
nale in E. Si abbia 

(2) φ«— ̂  c
nk

fn . (n = o, ι, a, ...)· 

Per la già notata indipendenza lineare delle <p„, dovrà risul-
tare ο

ηη
φ ο, qualunque sia n, e percio le (2) si possono invertire, si 

abbia 

(3) /«=2μ·?λ· 

Dalle (2), (3), segue, evidentemente, che la completezza del 
sistema [/A] ha di conseguenza la completezza del sistema ortogona-
lizzato [φΑ] e viceversa. 

12. PRIMI IUSULTATI GENERALI. — Volendo, con la combinazione 
lineare 

Φβ(Ρ) = «r<?0(P) + (P) 

di funzioni del sistema ortogonale e completo [Φ*], approssimare in E 
l'assegnata funzione f(P), di quadrato sommabile, si debbono deter-
minare le costanti v.f in modo che si abbia sempre 

(4) dm f<K{V)x(r)dP= ff(P)g(P)dP, 

qualunque sia la funzione g'(P), di quadrato sommabile in E. In par-
ticolare, per »·(Ρ)Ξ!ρ

4
(Ρ), si dovrà avere 

(5) lim ο#"= f/(P)o,.(P)dP (k=o, 1,2,...). 

Adunque : Pet 1 coejficienti dalla pià générale combinazione 
lineare ΦΛ(Ρ), di, funzioni di un sistema [?*(P)], ortogonale in E, 
alto ad approssimare ivi ogni data funzione f(P) di quadrato som-
mabile, devono essere soddisfaite le condizioni (5). 

Soddisfatte queste condizioni, data la completezza in E del sis-
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tema [©*], vediamo subito che, se la combinazione Φ
η
 — ̂  α/ ok 

approssima in Ε una funzione /', ivi di quadrate sommabile, questa 
sarà équivalente alla /, vediamo cioè che la<l>„approssimerà in Ε anche 
la /. Ed invero, dalla (4), ponendovi f in luogo di /e in luogo 
di g, si ricava in virtù delle (5), 

f/?AdP = f/'o
t

. dP, f {/'— J')?/,dP = ο ( k = ο, i, 2, ...), 

e quindi, per la completezza del sistema [9/.], se ne deduce l'equiva-
lenza a zero in E délia diiierenza f — f. Si ha pertanto il 

TEOREMA. — Per approssimare in E una funzione/(Ρ), cliqua-
drato sommabile, mediante una combinazione linear e 

<MP) =2 «r ®*(n 

cli funzioni di un sislema [φ/] octogonale e completo in E, è neces-
sario e sufjiciente delerminare i coef/icienli délia combinazione in 
modo che siano soddisfaltc le condizioni (5) e che la combina-
zione Φ

η
, al clivergere di n

)
 approssimi in E una funzione. In par-

ticolare, è sufficienle delerminare le coslanli a/ in, modo che siano 
soddisfaile le (5) e che la combinazione Φ,η al cliccrgere di η cou-
verga su E iu media. 

15. APPROSSIMAZIONE PER SERIE. - Aile (5) si puo, per esempio, sod-
disfare ponendo, scnz'ullro, 

«Λ"=«Α·= f /(P)®A-(P)^P k = Ο, I, 2, . ..), 

con che si approssimerebbe in E la/(P) mediante la serie di Fourier : 

(6) ^α/,ψ/gP), cr.f· — Ρ ) cp/. ( Ρ ) ί/Ρ. 

Tale serie approssima in Ε effettivamente la /(Ρ), poichè essa vi con-
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verge in media. Ed invero, anche nella sola ipotesi dell'ortogonalità 
del sistema [9*], avendosi (diseguaglianza di Bessel), 

(7) /ν-Σ
β

*?*)
 Λ>

=//'(
ρ
)-Σ

β

^°' 

si ρuo asserire le convergenza della serie α I 4- a;4-..e quindi che 

lim / ( y«4.0t -y,,, dP= lirn («-„ + 4, + . . .4- a*+,,) = o, 

uniformemente al variare di ρ per valori intieri e positivi. Cio 
esprime appunto la convergenza in media su Ε della serie (G). Si ha 
pertanto il 

TEOREMA. — La complelczza, in Ε, del sislema ivi orlogonale [O
A
] 

c 11011 soltanto condizione necessaria, ma anc/ie sufficienle ajfinchè 
si possa, mediante combinazioni lineari dei. suoi termini, approssi-
mare in Ε ο g ni data fnnzione f di quadralo sommabile. Uappros-
simazione puo essere fornita dalla serie (6), la quale, anzi, con-
verge su E in medio verso la f. 

Si ha inoltrc chc (cf. n° 20) : 

Per ogni prefissalo valore di η, la combinazione lincare 
α

0
φ

0
 4- α, φ, 4-... 4- a

rt
o

n
, fornisce la migliore approssimazione pos-

sibile, in E, della /, per combinazione linear e delle funzioni φ
0

, 
9 π · · · J 9 "■ 

Osserviamo ancora che, come si deduce dalla (7), l'intégrale 

Γ(/—<*>?, 

infinitesimo al divergere di η, non cresce mai al erescere di η e 
quindi che (cf. n° A) : 

Dala la complelezza e Γortogonalilà del sistema [9*], se, ad 
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esempio, per la successione di indici /*,, n
2
, ..., n

s
, ... si ha 

/(/-Σ**?*) (»=».».···). 

la serie 

2®*?*+ 2 αΑ.<ρΑ. + ...+ ^ α*®*·+-···> 

converge su Ε uniformemenle in générale e vi rappresenla la fun-
zionc f ; essa dunque converge, quasi ovunque in E, veroo la fun-
zione f. 

14. DETERMINAZIONE DI TUTTE LE COMBINAZIONI D'APPROSSIMAZIONE CON-

VERGED TI IN MEDIA. — Passiamo ora a dare tutte le possibili combinazioni 

lineari Φ„(Ρ) = yα^'οΛ.(Ρ), atte ad approssimare in E un'assegnata 

funzione /(P) di quadra to sommabile, in modo pero che la combina-
zione converga su Ε in media. 

Occorre e basta percio delcrminare le costanli a,'" in modo che 
siano soddisfatte le (5) ed inoltre che si abbia : 

Λ' — 0 Χ° — /ί ι -+-1 Χ" ~ W;| -4» I 

=

 | ( J ■f '
 dP
 ~*«)* I —°· 

Ma, data la completezza del sistema [φΛ], è, come abbiamo visto, 

HRA( F/**Ρ-ΥαΛ = ο, 

e pertanto si ha il 

TEOREMA. — Condizione necessaria e sufficienle affmchè la com-

binazione lineare Φ„(Ρ) =V α}."19/
c
(P), di funzioni di. un sis-
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tenia [φλ] ortogonale e completo in E, possa, al divergere di n, ap-
prossimare in E una funzione /(P) di quadratosonnnabile, 
couvergendo su E in media, è che si abbia 

(9) Jim V _ a/.)s —ο, <χ,<= ff(\y) ?k(P) dP. 

Ed invero, in tale ipotesi, riescono soddisfatte le (5) e la (8). 
La relazione di limite (9) è già stata, con molto profitto, conside-

rata da Schmidt ('), e precisamente nel [modo che andiamo ad 
esporre. Si abbia il sistema inlinito di quantità reali ο complesse 

(10) X0"\ \\"\ Xfc">, 

i cui elementi dipendono altresi dall'indice η che puo prendere i 
valori ο, 1, 2, oc. Secondo Schmidt, si dice che il sistema (10), 

al diverge di //, convergere forte mente verso il sistema 

XO, XI > ' · · » ΧΑ·, · · · ? 

se si hà 

lim V|X-Xr' |s =0. 

Ritornando al nostro risultato, volendolo enunciare alla maniera 
di Schmidt, estenderemo la definizione delle quantità α*"1, po-
nendo — ο se η < k ; potremo allora scrivere : 

2 ( - «*>'=2 («?· - **)' - 2 «*· 

e per la convergenza délia serie αJ -+- αJ H- ..., la (9) ha di conseguenza 
la convergenza forte del sistema [a*"] verso il sistema [αΛ], e viceversa, 
taie convergenza ha di conseguenza la (9). Pertanto potremo enun-
ciare il nostro ultimo teorema al modo seguente : 

(') E. SCHMIDT, Ueber die au/lôsung linearer Gleichungen mit unendlich-
vilen unbekannten (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XXV, 
1908, p. 53). 

Journ. de Math., tome I. — Fasc. IV, 1922. 4^ 
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Condizione neeessaria e sujficienle a/finchè la cornbinazione 

lineare Φ,,(Ρ) = V Α^"Ο
Α
.(Ρ), di funzioni di un sisletna |Ο

Λ
], ojlogo-

nale ecompleto in E, passa, al diver g ere di n, approssimare in Ε una 
funzione /*( P) di quadrato sommabile, concergendo su Ε in media, 
è che ilsistema faj."1], per il quale si ha ot["] — ο se η < h\ converga 
fort em ente verso il sisfema f aA. |, ove 

A %= Ο A = Ο 

15. METODO D'APPUOSSDIAZIONE DI FEJKR. — Come caso particolaris-
simo troviamo il metodo d'approssimazione di Eejér. Ponendo infatli 

4- Ι - /> 
si ha 

φ»(|>>-,7ΤτΣΣα'?Ί|,>· 

ed è subito visto che 

lim («Α— lim ^ ^ — o. 

16. ALCUNE NOTEVOLI ΗΕΐ.ΛζιοΝί. — Siano /<(P) e /A(P) due fun-
zioni arbitrarie definite in E, ivi di quadrato sommabile, e si ponga 

«1Α· = //ι(Ρ)θ*(Ρ)ί/Ρ, a
iA

— f/j(P) ?A-(P)rfP (λ—o, 1,3, ...). 

Siano poi [affj e l«2!J due arbitrarii sistcmi che, veriiicando la 
condizione ajjf = = ο per k > η, al divergere delPindice /i, con-
vergano in modo forte rispettivamente verso i sistemi [α,Λ] e [α

ϊΑ
|. Si 

ponga 

Φι « = 2 *1*' ?*' φ2« =2 *** **' ' 
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data, sempre, la completezza del sistema ortogonale [<pA], si avrà : 

lim , . lim . . 

e quindi {cf. n° 2) 

lim ( Φ|ηΦ3„ tfP = f /i/srfP, 
ma 

" = * «-'E Κ 

ne segne 

* K """*=0 

In particolare, per aj' = a
lA

, a^!' = ouA., si ha la nota relazione 

(l2) / /ιΛ =y«u.as* = V Γ/, 0/,ί/Ρ Γ/toA.'rfP. 

Sîano ora Λ, et Α2
 duc arbitrarii insiemi niisurabili contenuti in Ε e 

siano g
t
 et g

3
 due funzioni arbitrarie definite, rispettivamente, in A, 

e in A2, ciascuna di quadra to sommabile. Si ponga 

/·/px i -s'(P) se P ύ ίη An 
1 \ — o se Ρ è in Ε — A,, 

e M>\ ί ==A,s(p) se ρ èin Α«> 
} \ r=o se Ρ èin Ε— Λ2. 

Per queste funzioni /, e /
2
 sussistono le (11) e (12), mentre, indi-

cando con Λ, A2 Einsieine comune ai due insiemi A, e A2, si ha 

fj\AdP=:Î ^rfP, 

«1 *= / A ?α· </P = / gi φΛ-rfP, «3A= / /i φ*dP = / gi <?kdP, 

ne segne: 

Se il sistema [φΑ] è in E ortogonale e complclo, per due arbitrarii 
insiemi misurabili A, et Aa, contenuti in E, e per due arbitrarie 
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funzioni j\ e /
2>

 definite in Ε ed ici di quadrato sonunabile, sub-
siste la relazione 

(•3) f /,(I')/,(P):.-P- lirn Σ*'Λ'*ίί> 

ocr [ai?] c [α}"*] sono due arbitrarii sistemi che, reri/icando la eon-
dizione a[J} = = ο se k > w, convergono in modo forte, rispetti-
vamente, verso i sistemi 

[-.* = /| ?* j e |^s<V = Λ ?λ <'1 'J -

in particolare, s* Λα 

('« f /,(P)/s(l')rfP=y f /ι(Ρ)φ*(Ρ)Γ/,ΙΡ)Τ»(Ρ)<β» (')· 

(') Si osservino le c ariose conseguenze di questa proposizione. 

Per arbitrarii insiemi misurabili A, e Aa, contentai in E, si ha 

(«) »|(\, \,1=ν / ¥»<«■ /' 0,.rfP· 

Per rfwe arbitrarii insiemi misurabiti Λ, e \s contenuti in E, i eut puttti 
cotnuni costituiscono

y
 at pit), un insieme di mtsttra nulla e per due arbitrarie 

funzioni ft e f* definite in E e ici di quadrato somma bile, sttssisle ta rela-
zione 

S f/KP)?*(P)dPf.A(P)?aP)<'P = o. 

Se ne ricava un modo assai seinplice di dedurre du un sistema di funzioni [φ*·], 
octogonale e complelo in E, un'infinità numerabile di sistemi schmidliani di 
quantità [X^1] (/ = ο, 1, 2, ...) a due a due ortogonali, di sistemi cioè (cf. 

Sc.tnimT, loe. cit.
y
 p. o5q. § I) per i quali le serie ^(X*1)* convergono e si ha 

V\A'\J - ο per Î Γ-7· 

Basta peroio pïendere in E un'infinità numerabile A0, Λ|, ... di insiemi misu-
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17. GENERALIZZAZIONI. — Per il sistema [«[" ] togliamo la condi-
zione a*" = ο se k > η. Nella definizione di convergenza forte del sis-
tema [α^] verso il sistema [aA], è insita la convergenza délia 

rabilù aventi a due a due in comune, al più, insiemi di misura nulla, eporre 

(/>) ok(P)dP (ί, k = o, r, 2, ...). 

Le relazioni trovate possono essere utilizzate per ottenere degli sviluppi nole-
voli. Sia, ad esempio, Ε l'intervallo (ο, a π) dell'asse delle a?, e si ponga 

o0(.r)~—L=.> oiH..i{,c) = —!= sen//a·, <ps„(.τ) — -^cos/ta; (« = i, 2, ...). 

Se ο au, dalla (α), facendo coincidere vV.( e Λ, rispettiva-
mente con gli intervalli («', b') e (à", b"), si irae lo sviluppo : 

8 =1 *ist-·" {'·—jse" {'· 5 )cos [k ; ) ' 

in parlicolare, per a' ~ i>, a" — b' — π, b" — aiî, si trjva il noto sviluppo 

8 iW(2/i + l)s 

Erendendo, ad esempio, per Λ, l'intervalle ^717) dell'asse delle x
y
 per 

l'atluale sislema ortogonale, le (b) dùnno 

.. .· a «π οηπ a ηπ 3/zττ 

:== T/lT" se" ν» = 7^sen **cos ^ 

(« = ο, ι, a. ... ), {il — 1, a, ... )· 

Si osservi, inline, che, convergendo le serie ^ αϊΛ. e ^ α?,/., la serie V* %\h <x*k> 

al secondo membre délia (i4)> converge assolumenle. 11 ijuadrato délia somma 

délia serie dei valori assoluli non supera la <|uantità 
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serie ^](α
Α
 — ajt"1)2, per valori di η abbaslanza grandi. Dulla conver-

genza di questa serie e della serie a2, si deduce la convergenza délia 

serie ^(αί',!)2. Noi supporremo — senza percio che si introduca res-

Irizione alcuna — che quest'ultima serie converga per ogni valore 
di n. Allora, la serie 

VK A=0 

converge, per ogni valore di η, su Ε in media verso una funzione Φ«(Ρ) 
di quadrato sommabile. E, data la completezza del sistema orto-
gonale [cpA], si ha 

A/( ρ > - «·.( ι·) γ =2
1

< «* - «J"' )
;· 

Se ne deducono i seguenti teoremi clie gencralizzano quelli dei 
nl 14 e 16. 

Dalo il sistema di funzioni [ç*|, ortogonale e compléta in E, 
siano /(P) una funzione ivi di quadrato sommabile e. [α/" | il pià 

arbitrario sistema di quantité, per il quale la serie ^VYa*")2 converga, 

qualunque sia η. Si ponga 

A—0 

condizione necessaria e sufficienle afiincbè si abbia in Ε : 

^Φ«(Ρ) =/(■'). 

è che il sistema | al divergere di η, converga forlcmente verso 

il sistema j^a
A

. = jf/'(P) φ
α
.(Ρ) ^pj. Sia no j\ (P) e /«( P) due arbi-

trario funzioni definite in E, ivi di quadrato sommabile, Λ, e Λ2 
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due arbitrarii instemi misurabili eontenuli in E. Allora, per· i ρίιϊ 
cirbilrarii sistemi |a|^ | e [a^'] rbe, a I di\er^ere di n, convergano 

/orient en le eerso i sistemi |^a
a

 — ( J\ r/P j e |a
3
* = j e*</pj, 

si h a 

I ΜΡ)Α0')<η'=ι»»Σ*·"<*?*· 

18. CMTRMI ni COMr LKTK/.ΖΛ PEU I SISTEMI OUTGO,ONALI. — Poniamo, 
nella (ι4)» Α,ΞΞΕ, il risultare verilicata, per due quali si vogliano 
funzioni f

x
 e /_>, di quadrato sommabile in E, e perogni insieme misu-

rabile A conlenuto in E, la rclazione 

(là) / J\J\dV = \ Ι J\f'I' / A ok (t\\ 

alla quale si riduce la (14)» è come abbinmo vislo, condizione neccs-
saria per la completezza in E del sistemaivioctogonale |oA|, ma quesla 
condizione, evidentemente, è altresi sufiiciente. Poniamo nella (i5), 
una prima volta,/

2
ξξι, ed una seconda volta, /, ~-i/

2
= jf, 

AE; se ne deduce : 

l. Condizione necessaria e (evidentemente) sufiiciente per la com-
pletezza in E del sistema ivi octogonale |?A|> è ehe, per ogni insieme 
misurabile A conlenuto in Κ e per ogni funzione ivi di quadrato som-
mabile, si abbia 

(i(i) f'/(P)rfl'=V (/(Ρ)
?<

.(Ρ)Ί/Ι> jf?
t
(P),/P. 

II. Condizione necessaria e (evidentemente) sufiiciente per la com-
pletezza in E del sislema ivi octogonale [oA] è che, per ogni funzione 
di quadrato sommabile in E, si abbia 

(«-) £l/(P)V<tr = V jT/(P)
?i(

P)rfpJ. 
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Steklofî, Lauricella e Severini (')hanno in deiinitiva stabilito che 
l'equazione (17) oppure (Severini) la (16) sarà verilicata per ogni 
funzione/di quadrato somrnabile in E, se, solamente, essa è verilicata 
per tutte le funzioni di un particolare sistema complcto in E. Questo 
risultato si otliene immediatamonte délia nostra analisi. Dirnostriamo 
che : 

Condizionc neccssaria a sufficicntc per la complelczza ut E del 
sistema ici orlogonalc [yk\ è che, per ogni funzione ifv(E) di un 
particolare sistema [£v |, complet ο in E, si abbia 

(18) tA-v(h)3»«η» =2 [Χ«·-(
p

) ?*-<
p

>
rfp

]* (»=».■. '.···)· 

La nécessita di tale condizione è stala dimostrata. La sufficienza 
dériva da quanto si è stabilito col teorema II del n° 9, poichè, il veri-
ficarsi délia (18), esprime che ogni funzione g\ del sistema [ |, eom-
pleto 111 E, è approssimabile per serie di funzioni del sistema ortogo-
nale [φΛ |, precisamente, dalla serie 

2 ?Α·(Ρ) f 

anzi la (18) esprime che questa serie converge su E in media verso 
la 

Quest' ultimo teorema (in modo spéciale) si suole considerare corne 
un crilerio di completezza per il sistema ortogonalc [φ*]. Le equa-
zioni(i6) et (17) [entrambe cou tenu te nella (i5)] si chiamano le 
equazioni di complelczza per il sistema ortogonale [oA. |. Si osservi 
che (c/. n° 2) la serie nel secondo membro délia (ID) converge uni-

(') W. STEKLOFF, Sur la théorie de fermeture des systèmes de fonctions 
orthogonales dépendant d}un nombre quelconque de variables (Mémoires de 
l'Acad. Imp. des Sciences de Saint-Pétersbourg, vol. XXX). — G. LAUHJCKLLA, 

Sulla chiusura dei sislemi di funzioni ortogonali e dei nuclei delle equazioni 
intégrait (ftendicofiti délia II. Accad. dei Lincei, vol. XXI, i° semestre 1911, 
p. 6~5). — C. SKVKRINI, loc. cit., p. 343. 
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formementc (in ogni caso) al variare in E dell* insieine A. Essa 
converge anche assolutamente |cf. nota ('), p. 36a], 

\ . — Approssimazione per combinazioni lineari di funzioni 
del più générale sistema compléta. 

19. PlllMA SOLUZIONE DEL PKOlil.KMA GKNEUALK I»\VPIM\0SS1MAZI0NK. — llitor-
niamo ora al problema générale dell' approssimazione in Edi una fun-
zione ivi assegnata, di quadrato sommabile, mediante combinazioni 
lineari di funzioni di un sistema 

(0 /o(P), /.(P). .... Λ(Ρ) 

per il quale si suppone soltanto rindipendenza lineare e la com pie-
tezza in Ε. 

Al problema si ριιύ dare immediatamente una prima soluzione. 
Ortogonalizziamo, iuvero, il sistema (1) e sia [φ*] il sistema, ortogo-

nale e eompleto, che se ne deduce, risidtando ok. — V cA</,. Per quanto 

si è otteuuto al n° 15, posto 

Λ/, - f 0,, /ttV -- V CAi I /JtiW 

Φ«(Ρ)=2 =2 *«2 «WVO1) —( Y] «/<·,·* J/t(P). 

A' -R Ο » = Ο 

la combiuazione lineare 

♦„(i')=2«/?,(·'). 

al divergere di η, approssima in E l'assegnala funzione /(Ρ), anzi, 
essa converge su Ε in media verso quella funzione, ed in maniera che 
l'intégrale 

(») j\/ /;(/-V«<« Λ ,n\ 
Journ. de Math, LOME 1. — EASE. IV, UPA. 47 
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infinitesimo con η divergenle, non cresce mai al crescere di n. Si ha 
dunque il 

TEOKEMA. — La completezza in Ε del sistema [/*], di funzioni 
linear mente indipende nti, è non sollanto condizionc necessaria, 
ma anche sufficiente ajjinchè si possa, mediante combinazioni 
lineari dei suoi. termini, approssimarc in Ε ο g ni funzione f ivi di. 
quadrato somtnabile. Sipuô anzi trovare una combinazione lineare 

Φ„ =2 «P/A °d divergere di η, converge su Ε in media verso 

la funzione f, ed in maniera che Vint eg rale (2) non cresca mai al 
crescere di n. Per modo che, se, ad escmpio, per la successione di 
indiciels], il detto intégrale non sapera la frazione 1 : s'2, la suc-
cessione Φ

Κ{
 converge su Ε uniforme mente in generate e vi rappre-

senta la f. Si deduce adunque immédiat ameute dalla successione 
[Φ„] una successione [Φ„ ] di combinazioni lineari dellc f

k
 che 

converge, quasi ovunque in E, verso la funzione /. 

20. METODO D'APPHOSSIMAZIONE DEI MINIMI QUADUATI. — Passiamo ora 
ad esporre un più pratico metodo d'approssimazione, per combina-
zioni lineari di funzioni del sistema completo (1), che — pur potendo 
coincidere, nel resultalo, col precedente — non richiede lapreliminare 
ortogonalizzazione del sistema e che, inoltre (e sta in cio il suo princi-
pale vantaggio), perogni fissato numéro η di funzioni del sistema, par-
tecipanti alla combinazione, fornisce la migliore approssimazione 
possibile. 

Fissato un valore di n, si consideri l'intégrale 

1 ( «0» (t
\s ···,«/.) =j«o/o —«1./1 — ··· — ««/« 

e si diano aile costanti a
0

, a
t

, a
n
 quei valori per i quali l'integrale 

assume il suo minimo valore. Questi valori sono determinati univoca-
mente dal seguente sistema di equazioni lineari al quale devono sod-
disfare 

( 3 ) V ak f f/,, dV—1 fft d\> ( i — ο, 1, ·>., ...,/<)« 
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il cui déterminante risulta positivo per la supposta indipendenza 
lineare delle funzioni del sistema [/*]. Indichiamo con 

n( n\ am\ ain\ 

i valori in discorso e poniamo 

(4) F„(P) = αΐΓ7.(Ρ) + «(."7.(F) +· · · + 

(5) *
H
=zf [/{}>)-F

H
(P)]*dl\ 

Facciamo orva variare n. In ogni caso, la quantité σ„, evidente-
mente, non crescerà mai al crescere di n

9
 sia ο no completo il sis-

tema [/A]. Esisterà pertanto, in ogni caso, determinato e finito e non 
negativo il limite σ di σ

η
, al divergere di n. Se il sistema [/

A
] è com-

pleto, poichè ff„fnon supera certo il valore delF intégrale (2), che 
riesce allora, come abbiamo vislo, inlinitesimo con n divergente, 
si avrà σ = lim σ„ = ο. Si ha dunque il seguente. 

METODO GENERALE I)\VPPI\0SSIMAZ10NE (DEI MINIMI QUADRATl). DdtO 
il sistema completo [/A], di funzioni linear mente i ndipe rident i, 
volendo, mediante combinazioni linear i di queste funzioni, appros-
simare in E an* assegnata funzione f, ivi di quadrato sommabile, 
si delerminino, per ogni valore deW indice η, le costanti a^t], a{"], 
a{,'i\ soluzioni del sistema (3) di equazioni linear i; la combinazione 

lineare F
n
(P) — S aff

k
(P), al divergere di η, approssima allora 

in Ε Vassegnata funzione /'( Ρ). Anzi, al divergere di n, l'indicata 
combinazione converge su E in media verso la f, ed in maniera che 
l'inlegrale (3) non cresce mai al crescere di. n. Inoltre, per ogni 
prefissato valore di η, la stessa combinazione, fra tulle quelle delle 
medesime funzioni f0, fn ···,/,approssima., in lullo E, la f nel 
miglior modo possibile, cioè col minimo errore quadratico medio 
possibile. 

Nel caso particolare che il sistema [/A] sia octogonale, le (3) si 
scrivono 

a
t
 = f J'f/dP, 
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e l'esposto metodo d'approssimazione si riduce a quello già dato 
al n° 15. 

21. ClUTERIO DI COMPLETEZZA PER IE P1Ù GENERALE S1SEMTA RI FUNZIONI. — 

Siamo ora in grado di stabilire 1111 scmplice criterio di completezza per 
il più generale sistema di funzioni linearmente indipendenti. Siano 
[/*] un sistema de funzioni, di quadrato sommabile in E, ivi linear-
mente indipendenti, e [^·

ν
] un particolare sistema di funzioni, com-

pleto in E. Per ogni funzione g., del sistema [g
v

] e per ogni valore 
dell' indice n si determinino le costanti a^(k = ο, 1, 2, ..., n) solu-
zioni del sistema (3) di equazioni lineari, ove si è sostiluita la f con 
la °v, indi si calcoli l'intégrale 

σ
ν
« = f - <\/\ - ... - <>/,, )· d\\ 

Esiste, in ogni caso, il limite di taie intégrale al divergere di n, al 
quale esso intégrale tende non crescendo mai; orbene, condizione 
necessaria a sujficienle per la completezza in E del sistema \ fk\ 
è che per ogni valore delliindice v, si abbia 

(6) limo\,„—ο (ν == b, ι, a, ...). 

Lacondizione è già stata dimostrata nccessaria. La sua suflicienza 
dériva dal teorema del n° 1), poichè il verilîcarsi di essa esprime che 
ogni funzione g

H
 del sistema |g\ |, completo in E, è ivi approssimabile 

per combinazioni lineari di funzioni del sistema [/*]. 
Per il calcolo di σ

ν
„, poniamo 

( 7 ) / Jifj — f'jy f f' & c(l> = 7vm f £v dlJ — y
v

» 

indichiamo con Δ
Λ
 il déterminante d'ordine η che ha fy per elemento 

délia riga orizzontale ima e délia colonnaymn ed indichiamo con il 
complemento algebrico di f(j in Δ„. 11 sistema di equazioni (3) si scrive 
allora 

2 fa- «W = y^i (< = <>, 1,9.. ..., n). 
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Cio posto, si ha 

( 8 ) σν„ = yv — «W yVA- -4- ^ aW2 /'* 

= yv- 2 a^'y^ 

k=0 

/v y</« 7νι · · · 7v« 
Vvo ,/oo /o, ,/θΜ 
yvi /,o ,/ι ι · · · /.« 
.... 

y^M f no JMl · * · y»/» 

./oo ,/οι · · · fο η 
Jn> ./π · · · ,/l't 

.... 
,ΛNO ,//I I · · · ,/ /I// I 

Enunceremo pertanto al modo seguente il 

CNITERIO D1 COMPEETE7.ZA PEU UN SISTEMA M FUN7.IONI. — DdlO U SIS-
tenia [/*] difunzioni, di quadralo sommabile in Ε ed ivi linear-
mente indipendenli, condizione necessaria e sujjiciente per la 
completezza in Ε del sislema è che, per qualunque valore dell' 
indice ν, si ahbia Ιΐιησ

ν
„ = ο, σ

νη
 essendo dato dal membro finale 

delle eguaglianze (8), co/ concorso delle (7), menlre [gv(P)] à un 
particolare sistema di funzioni, completo in E. In ogni caso, /a 
quanlila σ

ν
„ aoa d mai negaliva, erf essendo sempre posilivo il 

déterminante a denominatore, aoa sa/'à mai negalivo il détermi-
nante a numeratore ('), per ogni fissato valore di v, al crescere 
di n. essa aoa cresce mai. 

(') Ciô clie segue del resto anche dalla considerazione che tale déterminante 
è il discriminante délia seguente forma quadratica nei parametri λ, μ0, μΗ..μ„ : 

Ι ( λ ,§ν+y» Η- μι y, -Η · · · + μ« J η )2 rfl"*· 
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In particolare, nell' ipotesi che il sistema [/*] sia ortogonale in E, 
si ritrova il criterio Lauricella-Severini dato al n° 18! 

Se il sistema [/*] non è completo in E, non tutte le funzioni pos-
sono ivi essere approssimate per combinazioni lineari delle fk. In pro-
posito, è facile dimostrare il teorema seguente. 

Supposlo che le funzioni del sistema [/*]> 11011 completo in E, 

siano ivi linearmente indipendenti, tutte e sole le funzioni f, di 
quadrato sommahile in E, che ivi non possono essere approssimate 
per combinazioni lineari delle fk, sono quelle per le quali, calcolata 
la quantité σ„ mediante le (3) e (5) del n° précédente, si ha 

lira ση = σ> ο. 

Per ciascuna di tali funzioni, Verrore quadraiico medio che si 
commette nel sostituirla, in tutto E, con una qualsiasi combinazione 
lineare delle fk, non è mai inferiore α σ, e quindli (cf. n° 6), 
poslo δ = \Ατ m Ε, Γapprossimazione di f per combinazione lineare 
delle fk, non pub scendere al disotlo di δ, cioè comunque si 
prenda una combinazione lineare G

W
 delle fk, vi è sempre una 

porzione di E, di misura non nulla, rtei punti della quale riesce 
cf on ; 

22. SISTEMI COMPLETI FONDAMENTALI. — Per la generale pratica appli-
cazione degli esposti criterii di completezza, nel campo delle funzioni 
a r variabili, occorre anzitutto conoscere un sistema di funzioni 
[g\(P)] tale che : I, ogni suo elementog·., risulti di quadrato somma-
bile in ogui insieme limitato e misurabile della spazia S,, a/- dimen-
sion!; II, il sistema riesca completo in ogni tale insieme. Un sistema 
di funzioni cosi fatto sarà da noi chiamato un sistema completo fon-
damentale delle spazio S

R
. 

Per la costruzione di sistemi completi fondamentali è utile il 
séguente teorema che subito discende dal teorema di Fubini (') sugli 
integrali multipli di Lebesgue. 

(J) G. FUBINI, Sugli integrali multipli (Bendiconti della R. Accad, dei 
Lincei, i° semestre 1907). 
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Siano [£'· (P; )] e |^I (P") | due sistemi completi fondamentali, 
rispeltivamente,degli spazii S,., e S,*,allora la funzione ̂ .(Ρ')^(Ρ"), 
al variare di i e di Zr, indipendentemenle V uno dalValiro, neWinsieme 
dei numeri ο, i, 2, ..., deserive un sistema completo fondamentale 
dello spazio 

Detta χ Pascissa di un purito di un S,, il sistema [a;A] è completo 
fondamentale di S, (' ). Ne segue che, dette x

{
, , x

r
 le coordi-

(1 ) Cf. G. SKVERINI, Suite equazioni integrcili I θ(χ)χη dx — Ο (Rendi-
• conti delta /?. Âccad. dei Lincei, sedutadel 2 gennaio 1921). In questa elegante 

nota il Severini dà una semplicissiina dimostrazione délia completezza del 
sislema [.z?fr] in un inlervallo («, b) qualsiasi dell'asse delle x. Se ne deduce 
{cf. n° 9 del tesLo) la completezza dello stesso sislema in un qualunque insieme 
limitato e misurabile di S,. 

La dimostrazione del S. è divisa in due parti. Nella Ia parle, semplificando 
assai un procediinento già seguito dailo Slieltjes, si dimostra che, fra le fun-
zioni Θ(Λ'), continue in {a, b), solainenle lo zero puô simullaneamente soddis-
fare aile equazioni 

(α) I Q{x)xk dx — ο (ί' = θ|ΐ,2, .. .). 

Dopo ciô, nella 11" parte, si fa il segrente ragionamenlo : Se per una fun-
zione 0{x) sommabile in (a, b) [veramente, l'a suppone anche la sommabililà 
del quadralo di Ô(x), 111a cïù non è necessario] riescono soddisfatte le (α), 

ponendo Θ(Λ·) = I 9(x)dx, si trova, inlegrando per parti, che la funzione 

continua, anzi assolulamente continua, Θ(Λ;) soddisfa aile stesse (Α), e quindi, 
per quanlo si è ottenuto con la Ia parte della dimostrazione, si deduce che©(a?) 
è identicamente nulla in (a, b) e pertanto che è ivi 0(λ?)~Ο. 

Con la dimostrazione del S., non soltanto si prova la completezza del sis-
tema non soltanto cioè, supposta 0(#) di quadrato sommabile, dal simul-
taneo verificarsi delle {a) si deduce 6(x)~o, ma, di piii, supposta, sem-
plicemente, 0(a?) sommabile, dal simultaneo verificarsi delle (a) si deduce 
ancora 0(o. 

L'elegante arliiicio — che rammenta quello di Du Bois-Reymond per il calcolo 
della variazione prima di un intégrale (nel calcolo delle variazioni) — escogitato 
dal S. nella IIa parte della sua dimostrazione, parmi assai fecondo; esso è stato 
da me ripetuto con successo in una dimostrazione di completezza per un sistema 
di funzioni, particolarmente intéressante, che si présenta nel nuovo metodo 



3:4 MAURO PICONE. 

nate di un punto di un S
r

, il sistema 

XkfXkf ... xk* k
iy

 . . . , — O, I , 2, . . .) 

è completo fondamentale dello spazio S,. Cosi pure il sistema 
[cos/ra?, sen/f#] è completo fondamentale di S, {cf. nota, p. 3^3), e 
pertanto, il sistema 

cos( k[A'jx« -H... -+- k,.xr), sen ( A-, xx ■+- k%.jCj-t- · · . "4- k
r
χ,·) 

( /f) , /» ·», ·..,/>,· — ο, ι, 2, ...), 

è completo fondamentale dello spazio S,.. 

cTap|)rossimazione da me trovalo per la soluzione del problema di Dirichlet 
(cf. la Prefazione). 

Ma c'è da osservare che, considerando bene la 11" parte della dimostrazione 
del S., si vede che essa permette di enunciare il seguenle 

TKORBMA. — Sia gi(.r), gi(x)
y
 ... una successione di funzioni sommabili 

in (a, b), tale che, fra le funzioni Θ ( χ ), assolutamente continue in (Α, b)
y 

verificanti simultaneamente le equazioni 

I g
v
(x)S(x)dx = o (v = i,a, ...), 

e nulle in a e in b, non exista che lo zero; allora, indicando con c0, c,, c2, ... 
una successione arbitraria di costanti, delle quali la prima non nulla, il 
sistema di funzioni : 

f(x ) = C'o, /, (x ) — c, H- I g
x
 (x ) dx 

f
n
(x)z=c„ +- I g„(x)dx, 

è non soltanto completo in (a, b), ma
y
 di più

y
 è tale che, supposta θ(χ), sem-

plicemente, sommabile, dal simullaneo verifcarsi delle equazioni 

f fk(x)9(x)dx — o (k = o,i,2,...)
f 

si deduce Vequivalenza a zero di θ(χ) in (a, 6). 

ESBMPIO. — Dall ι teoria elementare (Jordan) delle serie trigonometriche si 
deduce subito che, fra le funzioni Θ(Λ?), continue e a variazione limitata in un 
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VI. — Approssimazione per serie. 

25. CoNNESSIONE FIU IL PROIÎLEMA D'APPROSSIMAZIONE PER SERIE Ε QUELLO 

DELIA RISOLU/JONE DEI SISTEMI DI INFINITE EQUAZIONI LINEARI IN INFINITE 

QUANTITA INCOGNITE. — Gome abbiamo rilevato nella Prefazione, le 
approssimazioni per serie, hanno in generale — dal pratico panto di 
vista cola accennato — un interesse prevalentemente teorico, pero, 
l'csame, che ci accingiamo a fare, délia loro possibilità si riconnette a 
questioni d'analisi assai interessanti da parecchi lati. 

Vssegnato il sistcma 

(>) /„(1'), /,(1*), ..., Λ(Ρ), .... 

completo in G, di funzioni ivi linearmente indipcndenti, si tratta di 
delerminare undnfinità numerabile di costanti : 

( 2 ) Cl
t
>, (Ij, , Ct

n
, . . . , 

in modo che la serie 

( 3 ) "o/« ( 1*) + 0,/,(P) + · · · -H anfn ( Ρ) + · · · > 

intervallo (<?, b) — fra le quali si trovano le funzioni assolutamente continue 
in (a, b) — verificanti simullaneamenle le equazioni 

/ (")(./') se η y χ <Lv — Ι Θ(χ) cos va? d.v = ο (ν —i,2, ...), 

e nulle in a, non esiste clie lo zero. Da ciô segue allora, in virtù del leorema ora 
enunciato, clie il sistema di funzioni 

sen A'a;, cos k.v (A=:o, 1,2, .. .)> 

è tale che, supposta la sommabilità di Q(x) in (α, b)
f
 il simultaneo verificarsi 

delle equazioni 

' b(x) senA\z·dx = / 0(x) coskxdx = ο (A" = o,r, 2, ...), 

lia di conseguenza che in (a, b) è θ(χ) — o. In particolare, segue la complelezza 
in (a, b) del sistema [senA\r, cos λ'a?]. 

Journ. de Math.., tome I. — Fuse. IV, 1922. 48 
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approssimi in Ε la funzione /(I*), ivi di quadrato sommabilc, arbi-
trariamonte data; in modo cioè clie, cornunque si scelga una fun-
zione -(P) di quadrato sommabilc in K, risutti sempre : 

(ί) = f/g<
tv

· 

Poniamo nella (4), in luogo di g\ successivamente, le funzioni 
dclla successionc (r), troviamo allora che le coslanti (2) dovranno 
simultaneamcnle soddisfare alla seguente infinità numerabile diequa-
zioni lineari : 

ί ·>) y «k j fifk dP — f f/i'/V ( r = 0,1,2,...). 

Adunque : 11 problema detCapprossimazione di una funzioni f, 
di quadrato sommabilc, per série di funzioni, pur esse di quadrato 
sommabilc, di un sislema | //. |, si riconnette al problema délia riso-
luzione del sislema (5) di un infinità numerabile di equazioni 
lineari e ad un*infinità numerabile di. quanlilà incognito ( '). 

24. PRIME CONDIXIOM D'APPROSSIMARIMTA PEP. SERIE. — Per quanto pre-
cede, si ha intanto : Condizione necessaria affinchb la fitnzionc f, 
di quadrato sommabilc in E, sia ici approssimabile per serie di 
funzioni, pur esse di quadrato sommabilc, del sislema | fik |, è cl1e, 
il sislema (5) di infinité equazioni lineari, ne lie infinite quant ità 
incognito ak, sia risolubile, sia cioèpossibile delerminare le coslanti 

(') Una trattnzione a fondo di tali sisteini lia fallo K. Hiesz, nel suo a mini-
revole libro : Les systèmes (inéquations linéaires à une infinité d)inconnues 
(Collection Boret, Paris, Gautliier-Villars, 1910). Qui sono esposti in forma 
brillante e spesso nuova i fondamental! risultali suirargomento eonseguiti da 
Poincaré, da von Kocb, da llilbert e dai snoi scolari e dal Riesz medesimo. Vi 
si trovano crilerii di risolubililà degli indicali sistemi, interessanti casi di ri 
solubilité, melodi di risoluzione, nonchè utilissime indicazioni per gli ulteriori 
sviluppi di cui è susceltibile la bella teoria trattata. 
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délia successions (2) in modo che : 1° le infinite serie nei primi 
membri delle (5) siano convergent! ; II0 esse abbiano per somma i 
secondi membri. 

Dimostriamo facilmanle il 

ΤΕΟΚΕΜΛ. — Condizione sufiiciente affinckè la funzione /, di qua-
drato sommabile in E, si a ivi approssimabilc per serie di fitnzioni 
del, sistema [/*|, supposto compléta in E, è che il sistema di equa-
zioni (5s) am/net ta una tale soluzione cite la corrispondente 
serie (3) approssimi in E una funzione ivi di quadrato sommabile; 
in particolare, sia taie che la serie converga su E in media, si 
abbia ci oc, uniformemente al variare di ρ per valori intieri e 
posit ivi, 

H m J / ^ «/.,/'& \ (tl· — lîttt ^ a, «A· j fiftdV = υ, 

0, pià part ico larme nte ancora, sia tale che la serie converga 
uniformanienle in un insieme E' contenuto in E e avcnte la misura 
di E. 

Ed invero. se le costanti délia successione (2) so ne tali che la 
serie (3) approssima in E una funzione J'ivi di quadrato sommabile, 
si avrà : 

y«tf/,AdP = f f'fidv (Ί=Ο, I, ■«, ...). 

e se,inoltre, quelle costanti verificano il sistema (5), ne seguirà 

f (/' —/)/id[> = ο ( ι = ο,ι, ν, ... ), 

il che, per la completezza, in E, del sistema ['/'*]> ha di conseguenza 
l'equivalenza ivi delle due funzioni /' e /, ha di conseguenza cioé che 
proprio la serie (3) approssima in E anche l'assegnala funzione/. 

25. METOÛO DELLE RIDOTTE PER LA RISOLUZIONE DEL SISTEMA (5). — La 
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condizione sufficiente ora data per l'approssimabilità di un'assegnata 
funzione f per serie di funzioni del sis tenia [/A|, presuppono già la 
conoscenza di una soluzione del sistema di equazioni (5); noi daremo, 
in ciô che segue, altre condizioni sufficient!, le quali, al contrario, 
contengono nuovi criterii di risolubilità del sistema di equazioni (5). 
Vedremo anzi, cio che è di un certo interesse, clic in tali condizioni, 
per la risoluzione del sistema (5)6 applicabile il mclodo délie ridotle 
(cf. RIESZ, loc. cit., p. 37(>, capitoli I e II). ïale classico mclodo 
consistesempliccmente in cio : Delle equazioni (5) si conservano le sole 
prime η -h ι e delle incognite ak si caneellauo tutle le successive alla a

n
. 

Si ottiene cosi un sistema di « + i equazioni linenri in // H- ι inco-
gnite — il cosi dclto sistema ridollo d'ordine ιι H- ι — che coincide 
col sistema (3) del n° 20. Taie sistema di equazioni, perla supposta 
indipendenza lineare delle funzioni del sistema [/*], c a déterminante 
positivo; ne sia (af, a{"\ ..., af) la soluzione. Si fa ora variare η e, 
per ogni fissato valore delfindice k, si esamina se, al divergere di n, 
esiste, determinate) e finito, il limite di a{f. il metodo riesee se : 
l(> esiste, determinato e finito, taie limite; 11° se, posto 

lim a{,"] ~ ai; (/.· — ο. ι, ... ), 

le quantità ak cosi definite verilicano il sistema (5). 

20. UN\ CONDIZIONE SUITICIENTE D'APPROSSIMAUILITÂ PEU SKUIE. — Ai casi 
osservati — nella Leoria dei determinanti inliniti — da Poincaré 
e da von Kock in cui riesee il metodo, teste esposlo, delle ridotte, 
ne aggiungeremo duc nuovi, specialmente interessanti per le nostre 
applicazioni. Un primo caso si verifica nelle condizioni espressc dal 
seguente 

TKOREMA. — Il sistema |//], di funzioni linearmenle indipendenti 
in K, sia ici complet ο. Sia (af, a"\ ..., af) la soluzione del sistema 
r idol to 

(6) V aA. f f ifk d\> = f ffi <W ( Î = Ο, Ι, ·2, ..., Μ), 
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esi'abbia 

(7) LILÏL rtyr!" — (LK (/- = 0,1,3,...). 

(8) lîm ^ ΓA/W>==°> 

(9) UM V „■;+!"/"/,/* *Ρ = Ο, 

uniformemente ai variare di ρ per valori intieri e positivi. A flora, 
la serie (3),concergendo su Κ in media, approssima ici la funzione f 
di quadralo sommabile, arbitravriamenle data, ed in particolare, 
dunque, le ak verificano if sistema (5). 

lid invero, posto 

L·,, = «Ι,"
1
/,, 4- «V'/I -+-··· H- ΛΙ 

al divergere di //, la F„, come abhiamo visto al u° 20, converge su Ε 
in media verso la funzione f, e percio, comunquc si scelga la fun-
zione g in E, ivi di quadrato sommabile, si avrà : 

(ΙΟ) H". VAI»> f.UgdP = f fgdP. 

La serie 

2 «/. f AsdP, 

risulta convergente, in virtù délia (8). Si ha infatti 

Σα' ÎAsdp) = fglYn-fAdP i( fg'-dv) VVff* f/JtdP, 

e quindi uniformemenle al variare di 

lim Y α* / /«ά' ί/Ρ = o. 
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Si trae poidalla (9), alio stesso modo, che, uniformementc al variare 
dip, 

(11) lin y I f,,g d\> — o, 

poichè 

A = v l: J ^ Ε Λ. A=v K 

Ma, valendo la (u), è facile dimostrare che 

liin V «(/η f fkg dP = V I fK.g dP, 

e pertanto, scgue dalla (10), 

Σ Oc■ f M'·Ά<= j'fgd V, 

ciô che appunto si voleva dimoslrare. La (8) esprime inoltre la con-
vergenza su Ε in media délia serie (3). 

27. UNA SECONDA CONDIZIONE SUEEICIENTE D'APPROSSIJIAIUI.ITA PER SERIE. 

— Un secondo caso in cui, pec la risoiuzione del sistema (5), è appli-
cable il metodo delle ridotte, si trova appoggiandosi sulla seguenle 
proposizione délia teoria der limiti [C/, RIESZ, loc. CÎ/., n°40] : 

/ sislemi di. quantità finite (reali 0 comptasse) 

<\ · · · > «Γ> · · · («—0,1,2....), 
^Oi ^·1ι · · · > ^·Α·» ' · ' ι 

siano tali, che esistano due numeri. reali e positivi q e L, il primo 
ma g g io re di uno, per ι quali le due serie 

Σ ι <> e- Σ1**17^· 

convergano, mentre la somma délia prima non sapera, qualunque 
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sia η. il numéro L·. Allora se esistono, déterminâti e /initi, i limili 

lim o)i]~ <1/, (i-o, 1,2, ...), 
si avril 

V | a,, IL, UNI Ν Χ,-ag V Χ,. 

risultcindo convergente Γ ultima série scritta. 

In base a questa proposizione è facile dimoslnuv il 

ΤΚΟΙΙΚΜΛ. — ft sisfema | f
k

| di' funzioni linear men te indipendenti 
in E, sia ici compléta. Sia. (a\"\ a'

t
'\ .a,") la soluzionc del sis-

tema ridotlo (G) e si abbia : 

1° esiste un numéro reale ρ maggiori di ~ par oui converge la 
série 

A — 0 ' A—0 A 0 

11° \\M AI'0 — A/,· (K — Υ. Ι, A, ... ) : 

III» esiste un numéro positivo L, taie c/te, (jualunque sia //, 
risulla. : 

V | ai" \~*< L. 

Allora la'serie (3) approssima. in E la funzione f di quadrato 
sommabile. arbitrariamcnlo data, ed in partieolare, dunque, te ak 
verijicano il sistema. (5 V 

Si ha, invero, comunque si scelga la funzione g in E, ivi cli qua-
dra lo sommabile, 

lim /"/,, - </l> ^ ffydW 

basterà percio demosîrare chc : 

lim y ai"' ( ftçdV—X a* t Jtgdl'. 
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In virtù delle ipotesi del teorema, cio è un1 i ni media ta conseguenza 
délia proposizione di limite ultimamente enunciata, poichè, posto : 

[ιρ — ι — '/· j/
k
^ -

si ha : 

'=..ψΓΤ7)· Sl-H'SU 

n i* i / r/y\ r 

e l'ultima diseguaglianza, in forza dell1 ipotesi la, conduce alla conver-

genza délia serie V | XA. —1. 

VII. — Sui sistemi schmidtiani. 

28. PUELIMINAUI. — Assegnate le quantità finite e reali 

«ι/η l>t (/, λ· = 0, 1, a, ...), 

prendiamo a considerare il sistema di infinite equazioni lineari 

( 1 ) V aikXk = hi ( « ~ ο, I , 

nelle infinite quantità reali incognite ;r
0

, ,v
2

, Schmidt (/oc. 
cit., p. 35q) lia studiato il sistema (i) nell' ipotesi che le serie 

(a) 2αλ· (/ = o, ι,·.ΐ, ...) 

convergano per ogni valore dell1 indice i. In tale ipotesi noi diremo il 
sistema (i) un sistema schmidtiano. Diremo poi, con Schmidt, che il 
sistema di quantità [xk] h 'una soluzione del sistema (i) se : 

1° la série ® convergente, cio che, per la convergenza delle 
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série (2), lia di conseguenza l'assoluta conyergenza delle serie ai 
primi membri delle (i); 

11° per il sistema [Λ·λ| di valori, le serie ai primi membri delle (i) 
hanno por somma i secondi membri. 

ίιι qnesto paragrafo finale vogiiamo brevemente trattare i sistemi 
schmidtiani e cio alio scopo, principalmente, di conseguire una nuova 
interpretazione del difficile problema di vedere se un dato sistema di 
funzioni è completo ο pur no, interpretazione cliepuô talvolta giovare 
alla risoluzione di quel problema. Vedremo di più che, in alcuni risul-
tali dci §§ IV et V sono contenuti i principali risultati di Schmidt 
(loc. cil.) concernent i sistemi (i). 

29. CoNNESSIONË Ell A l SISTËMI SGHMIIITIAM Ë CEIlTl SISTËMI 1)1 INlliNlTË 
KQUAZIONI INTËGUALI. — Dato il sistema [/A(1

3
) | di funzioni di quadrato 

sommabile in un insieme E, per deciderne la completezza ivi, occorrc 
considerare ilseguente sistema di infinite equazioniintegrali lineari ed 
omogenee : 

(3) / ./V( 1A)A'(**) " (ί —υ, i, 

nclla funzione incognita if (I'M» supposta pur essa di quadrato somma-
bile in E. Il sistema (3) rienlra, come caso particulare, nel seguente 

(4) — h (/—ο, 

ove le sono quantità reali, arbitrariamenle assegnate. Dircmo, bre-
vemente, che la ^ ) è una soluzione del sistema (4) se : l·' essa è 
in E di quadrato sommabile; 11° essa soddisfa aile equazioni del 
sistema. 

Un criterio di risolubiUtà sistema (4) è già contcnuto nei risul-
tati del n° 15. Ortogonalizzando, invero, il sistema [/*], supposto di 
funzioni linearmente indipendenli — al quale caso ci si puo sempre 

ridurre — si abbia 9a —2 î!av/v· H sistema (4), poichè ο
η
φ ο, equi-

Journ. de Math.
y
 tome l. — Kasc. iv, κ,-. 49 
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vale al seguente 

2 f 9,0')ïO')dP = ytc"b'· 

onde (cf. n° 15), in virtù delT ortogonalità del sistema [φ<·(Ρ) | si ha : 

TEOREMA RIESZ-FISCHER (,N). — Condizione neccssaria e suffi-
dente affinchè il sistema (4) possieda una soluzione è che risulti 
convergente la serie 

Σ (Σ *·*·) = 

soddisfatta quesla condizione, una soluzione del sistema è data da : 

s'(p)~2 ?*(p)2 c*v/v 

Ora noi vogliamo mostrare che (*) la ricerca di tutte le soluzioni del 
sistema (4) équivale alla ricerca di tutte le soluzioni del più générale 
sistema schmidtiano. . 

Sia [<p*(P)] un particolare sistema di funzioni, ortogonale e com-
pleto in E, che riteniamo fissato una volta per tutte. Ponendo 

(5) α
Μ
.= Γ/,·(Ρ) φ

Α
.(Ρ)ί*Ρ (i, k -=0,1,2,...). 

si avrà (cf. n' 15,16, 18) 

2 α* =f Ui(p)Y'<n* (« = o» . · ·). 

e pertanto, il sistema (1) di inlinite equazioni lineari, i cui coefficient! 

(1 ) F. KIKSZ, Sur les systèmes orthogonaux de fonctions ( Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, Paris, 10 mars 1907). —*E. FISCHER, loc. cit., p. 338. 

(*) Cf. F. RIKSZ, Untersuchungen i'tber Système [integrierbarer Funktionen 
(Mathematische Annalen, Bd 69, 1910, p. 449)· 
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sono dati dalle (5) c un sistema schmidtiano. Kssosidirà il sistema 
schmidtiano associàlo al sistema (4) di eqaazioni integrali. 

Viceversa dato il sistema schmidtiano (i), poniamo 

(6) (' = o, I, λ. ...), 

il sistema di equazioni integrali (4\ per il quale le j^-(P) son date 
dalle (6), si dira il sistema di equazioni integrali associalo al dato 
sistema se ft m i dtiano. 

Evidentemenle : Si il sistema (4) di equazioni integrali è associato 
al sistema schmidtiano (Is), reciprocamente, questo sistema è associato 
a quello. 

I due sistemi (0 e (4) siano associati Puno alPaltro. Sia #(P) 
una soluzione del sistema (4^ di equazioni integrali, ponendo : 

(7) .r*= /V(P)?/(P) (* = ...) 

si avril 

>>.=///(•>>ί·(ΐ,)'«>=2'»«^, f[ί·(Ρ)]«<<ρ, 

e quindi le (7) forniscono una soluzione del sistema schmidtiano (1). 
Viceversa, sia |'&v|una soluzione del sistema schmidtiano (i4, ponendo 
allora 

(8) ir(t>)~V/>?<(P), 

si avrà una soluzione del sistema (4) di equazioni integrali. Onde il 

TKORF.MA. — Dato il sistema (4) di equazioni integrally ad esso, 
mediante le for mole (o), è associato un sistema schmidtiano (1). 
Viceversa, dato il sistema schmidtiano (1), ad esso y mediante le 
form oie (6), è associato un sistema (4) di equazioni integrali. Vi 
è corrispondenza hiunivoca fra le soluzioni di due sistemi associati. 
Le (η) f anno passa re da una soluzione del sistema ( 4) di equazioni 
integrali ad una soluzione de//'associato sistema schmidtiano ; 
viceversa y la ( 8 ) fa passare da una soluzione del sistema schmid-
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liano (ι) ad una soluzione de IU associato sislema di equazioni inté-
grait. 

Al sistema (3) di equazioni integrali è associato il sistema schmid-
tiano omogeneo 

(9) O (1 = 0,1,2,...). 

e dal teorema ora ennunciato si deduce il 

COROLLAMO. — Condizione nccessaiia e sufficiente affinchè il sis-
tema di fitnzioni [/

Λ
| sia complelo in E, è che il sistema schmid-

tiano omogeneo (9), associato al sistema (3) di equazioni integrali, 
non abbia che la soluzione nulla, cioè la soluzione 

.rA.= ο (Α· = ο, ι, a, . ..). 

50. I N ESEMPIO. — Con quest'ultima proposizione il problema di 
decidere se un dato sistema di funzioni è 0 no completo, viene trasfor-
mato in quello di vedere se il sistema schmidtiano omogeneo corris-
pondente possiede sollanto la soluzione nulla 0 ne possiede altre. Ora 
tale trasformazione puo talvolta riuscire utile per la risoluzione di quel 
problema. Convinciamocene con un esempio. 

Sia α una costante reale, si tratta di vedere se il sistema di funzioni 
délia variabile 0 : 

, ν l/o(5) = '> /în_,(0) = (i-4-acos0)ttseiwifl 
I /3«(0) = (ι + « cosft)'1 e°s/i 0 

è, nell' intervalle (Ο, 2τ:), completo ο pur no. 
Come sistema |"©J, ortogonale e completo in (o, 2π), prendiamo 

quello delinito dalle eguaglianze 

oo(0) = -p=> 9s«~i(0) = -—i^ennOy φ2„( 0) = ~ cos η 0 

(/1 = 1, 2, ...). 

Il sistema sebmidtiano associato al sistema (3) di equazioni intc-
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grali, si scrive, nel caso attuale, dopo faciii Irasformazioni, 

\ k ) U ~ 0> ( /· )' ( "a ) '*'*(''*0*')—1 •=:0 (/=i,3,...). 

So | α I > 2, una soluzione évidente di laie sistema si ottieneponendo 

>/?o — 0, ./vi-i = -o
2

v = (— ι)1' (v = i, a, ...). 

Pertanto, per |α| > 2, il sistema di funzioni (10) non è completo 
in (ο, 2π), ed una funzionc che verilica simultaneamente le (3) è 
data da, 

é'(°)=2(—O'' ̂ ) (cos/» 0 ·+· sen /-0) (»). 

51. I RISULTATI m SCHMIDT. —Nella citata memoria (loo. oil., p. 3I>9) 

lo Schmidt ha formulato varii criterii di risolubilitit per i sistemi 
schmidtiani e ha dato inoltre una condizione nccessaria e sufii-

(l) L'intcressc per questo esempio ύ suscitato vieppiù dal falto che il consi-
derate) sistema (10) di funzioni è, al contrario, completo in (ο, ·ιτ:) se | α J < ι : 
per oc = ο il sistema si riduce a quello solito di Fourier, h'usserita completezza, 
per | α | < t, del sistema (to) si troverà dimostrata, come caso particolarissimo, 
nella memoria a questa successiva trattante il probletna di Dirichlet, annunziata 
nella Prefazione. (L'indicato sistema si présenta appuuto nel problema eslerno di 
Dirichlet per Tellisse.) Ne seguirà che il sistema schmidliano omogeneo 

de multiplier ces 

al quale — ponende ^ = β, ovvero .r
sv

_, -·- ·
Ί
 — si riduce quello otte-

nuto nel testo, non possiede, per |β|< che la soluzione nulla. Di ciù non 

sono riuscito a dare una dimostrazione direlta, per quanto, a prima visla, essa 
semkri facilmente consegnibile. 
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ciente affinchè un sistema schmidtiano omogeneo non abbia che la 
soluzione nulla. Orbene, tali risultati sono contcnuti nei nostri, in virtù 
del teorema enunciato al n° 21). 

Il criterio, enunciato al n° 29, di risolubilità per il sistema di equa-
zioni integrali(4)< associato al sistema schmidtiano (i), dà per quest'-
ultimo un criterio che coincide con quello dato dallo Schmidt al $ 14 
délia sua memoria. 

Il criterio di completezza, enunciato al n° 21, applicato al sis-
tema |/Λ. | di funzioni definite dalle ^6"), dà una condizione necessaria 
e sufficiente affinchè il sistema schmidtiano omogeneo (9) non abbia 
che la soluzione nulla. Tale condizione conliene conic caso particolare 
quella trovata dallo Schmidt al ^ II délia sua memoria. Per avère il 
praciso enunciato di Schmidt, premettiamo la seguente osservazione : 
Indicando con t*

0
, p.,, ,.., p.„ dei parametri indclerminati, condizione 

necessaria e sufficiente affinchè, qualunque sia //, ί primi membri delle 
prime /1 + 1 equazioni del sistema schmidtiano (9), siano linearmcnte 
indipendenti è che la seguente forma quadratica ncgli indicali para-
metri, 

y ( y « //· μ,· \ — y μ< μj y « a «j * (1 ), 

sia definita positiva. Adunque, osservando che 

f/<{ 

supposta l'indipendenza lineare delle funzioni fky ne segne l'indipen-
clenza lineare, qualunque sia //, dei primi membri delle prime η 4-1 
equazioni del sistema schmidtiano (9), associato al sistema (3) di 
equazioni integrali, e viceversa. 

(l) Dalu la convergenza delle serie ya'{/.y è facile dimostrare la eonvergenza 

délia serie al primo membro, perquali si vogliatio valori dei parametri μ,, non-
cliè feguaglianza. 
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Poniano ora 

(11) a,y — 

e, per enunciare il criterio di completezza del n° 21, usiamo, in parti-
colore, in luogo del sistema completo arbitrario [5,,]? il sistema [ o,, |, 
ortogonale e completo del n° 29, allora, con le altuali notazioni, si lui 
precisamenle il 

TKOREMA NI SCHMIDT. — Data il sistema schniidliatio omogeneo (()), 
taie che, qtialunque sia //, i primi membri del le prime /1 ■+■ 1 equa-
zioni siano lincarmente independently condizione necessaria e suf ji-
ciente affinebè il sistema, non possi.edu che la soluzione nulla, è che, 
per qualunque valore deW indice v, si abbia : 

1 av, avt ... air/ 

«ov «oo α
0

ι · · ' «0Il 

et ,ν α10 ... y.),, 
.... 

.. e in «/mi «//l · · · «//// / ·. 

« 10 « 11 · · · « I h 
.... 

«//<) «/M · · · «//// 

ore le quantilà α η sono date dalle (11). in ogni easo, il détermi-
nante a denominatore ù se m pre positiva, quello al ntimeralore 
non è mai negativo, ed il loro quoziente, per ogni fissalo valore 
di v, non cresce mai al crescere di n. 

52. UNVHLE A(Î(;IUNTA AL TKOREMA M SCHMIDT. — Nelle applicazioni 
del teorema di Schmidt ora enunciato è utile un'osservazione, che 
vogliamo ora qui fare, la quale non si trova neppure nella citata espo-
sizionedelRiesz (loc. cit., p. 376). Secondoquestaosservazione, si ha: 

llverificarsi délia (m), per un parlicolare valore m deW indice v, 
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ha di conseguenza che, per ogni soluzione del sistema schmidtiano 
omogeneo (9), è x

m
 = ο ( ' ). 

Sia invero verilicata la (12) per il particolare valore m dell'in-
dicev, dico che allora non potrà esistcre una soluzione del sistema 
schmidtiano omogeneo (9) per la quale risulti χ

ιη
φ ο. Ed infatti, in 

caso contrario, il seguente sistema schmidtiano 

i Χ,η — 1 , 

■ 2ια>Ί>χ'<~° (i = °> 2> ··■)> 

possiederebbe una soluzione [\Α·α|. Per tale soluzione sia 

2·.·ϊ=Μ. 

Comunque sè scelgano gli w-h 2 parametri μ, μ„, tx
f
, ..., μ

Μ
, dalle 

prime η ·+· 2 equazioni del sistema (i3) deduciamo 

μ — μ#,« -Η 2 χ α 2 °ι*μ,·> 

onde segne la diseguaglianza 

μ*ί Ml μ'2-h ΏμΥ aim μ,· -h V α,·/μ,· μ, ), 

segne cioè che la forma quadratica 

( M — I ) μ3 + 2 M 2 aim μμ; + M 2 

nei parametri p., μ
0

, p.,, ..., |Α
λ

, è definita 0 semidefinita positiva per 
ogni valore di 11. 11 suo discriminante sarà perciô non negativo, si 

(') Mentre, secondo il teorema di Sclimidt, per dedurre che#,„:=o, par-
rebbe necessario verificare che la (12) ha luogo per ogni valore delTindice v, 
e non semplicemente per il solo valore m. 



AUC.UNI METODI D'APPIIOSSIMAZIONE DELL'ANALISI. 3g i 

avrà cioè, per ogni. valore di /i, 

' ^ ο m ft ι m · · · ft κ m Λ()ο 3C|)| ... 3C„
;| ft ο ιιι «οο «ο» · · · «ι ui 

M  0! ι (I 0C| ι . . . Of 1 « > 

. . . . 
«//0 «rtl · · · «//« ftnin «Ηο ««ι · · · «///i 

ciô che, valendo la (12) per ν = m, à assurdo per ogni valore finito 
diM. 

Si ha cosi, si noti, una nuova seniplicissima dimostrazione elemen-
tarc della suflicienza della condizione (12) — verillcata per ogni valore 
dell'indice ν — perche il sistema schmidtiano omogeneo (9) non abbia 
che la soluzionc nulla. 

Journ. de Math., louie 1. — Faso. IV. ig·.» H 
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