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Nuove ossetvdziont su alcuni metodi d’approssimasione
N p . .
~ * dell’analist;

-~

hv

\\mw‘l)

Mauvro PICONE.

PREFAZIONE.

Considerando, per esempio, i problemi nel campo delle equazioni
lineari alle derivate parziali del tipo ellittico, dei quali la fisica ha
chiesto la soluzione all’analisi matematica, si pud ben dire che, se le
trattazioni fino ad oggi date di (juei problemi possono essere, alla fine,
ritenute del tutto esaurienti dal matematico, esse tuttavia non conlen-
gono metodi per l'effettivo calcolo approssimato della soluzione che
riescano, in ogni caso, di facile e di utile applicazione al fisico.

Il potente ausilio delle equazioni integrali La permesso oggi di con-
seguire, con una grande generalita, i teoremi d’esistenza per moltie
per i pitt importanti di quei problemi, ma si deve, pur troppo, con=
venire che, nelle successive approssimazioni della soluzione, date con le
dimostrazioni di questi teoremi, non si pué vedere un pratico metodo
di calcolo.

Mi sono proposto di indagare s¢ non sia possibile, in alcuni casi, di
realizzare tali metodi di calcolo. L’'indagine mi ha per intanto con-
dotto ad un nuovo metodo di calcolo approssimato per la soluzione
del problema di Dirichlet, metodo che, dal punto di vista accennato,
mi sembra possedeve i desiderati requisiti. L’esposizione di tale melodo
sard I'oggetto di una memoria che, in questo stesso (iiornale, seguira
la presente.

Nella presente memoria sottopongo ad una diffusa trattazione il
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problema generale dell'approssimazione di un’assegnala funsione per
combinasione lineare di assegnate altre funsioni. Sui risultati ditale
trattazione si fonda l'indicato metodo d'approssimazione per la solu-
zione del problema di Dirichlet, ma & sperabile che questi risultati
forniranno le basi per ulteriori proficue applicazioni all'integrazione
approssimata di equazioni alle derivate parziali, dei varii tipi, della
fisica-matematica.

I metodi classici prescrivono, quasi, lo sviluppo della soluzione in
serie di note funzioni, senza domandare se, anche ottenuta una serie
uniformemente ed assolutamente convergente, derivabile termine a
termine quante volte si vuole, essa serie, arrestata ai primi » termini,
fornisca poi, fra tutte le combinazioni lineari delle stesse 2 funzioni,
la migliore approssimazione possibile della soluzione, in tutto il
dominio U di sua esistenza nel quale deve essere considerata. Quasi
sempre, invece, avviene che delle medesime funzioni che compaiono
in quei primi # termini della serie si puo trovare una diversa combi-
nazione lineare che assai meglio approssima la soluzione in twlio
Uindicato dominio T. Nelle scienze sperimentali si constata che tanto
meglio si approssima (nante piu piccolo & l'errore quadratico medio
che si commette ¢ che la migliore approssimazione & quella che
rende minimo tale ervore. A questo concetto si informa il metodo det
minimi quadrati di. Gauss che ha dato e da cosi cospicui frulti nella
scienza della misura.

Orbene, concependo anche in analisi 'errore d’approssimazione al
modo delle scienze sperimentali, io rviprendo il metodo dei minimi
‘quadrati e oso pensarne l'applicazione sistematica all'integrazione
approssimata di intieve classi di equazioni alle derivate parziali.

.’idea di introdurre tale metodo nell’analisi, non & nuova. Lssa gia
si trova in Tchebychef (') e fu anche, nello stesso indirizzo, successiva-
mente elaborata da Heine (?), da Gram (*) e da altvi. Loddove, assai

(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées (Journal de Liouville),
2¢ série, t. Ill, p. 319.

(%) Hewg, Hlandbuch Kugelfunction, Bd 1, Kap. V.

(3) Guan, Ueber die Entwickelung reeller Function in Reihen mittelst der
Methode der klcinsten Quadrate (Journal fir dic reine und angewandte
Mathematick, Bd 94, 1883, p. 41).
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piti recentemente, I'applicazione del metodo a determinati problemi
di fisica, dipendenti appunto dall’integrazione dell’equazione A,u = o,
& stata anche effettuata o proposta da Somigliana e Vercelli (') e poscia
da Brillouin (*), non ostante che del metodo non si posscdesse alcuna
nozione sulla sua convergenza. ‘

Oggi pero, dopo la scoperta di Lebesgue delle funzioni sommabili,
dopo l'introduzione, dovuta al Fischer, della convergenza in media, il
metodo dei minimi quadrati acquista nna nuova, inesperata potenza,
anche nel campo della pura analisi matematica, e la ove esso non
arrivava che per una congettura, vi arriva, come qui ho dimostrato
(al n°® 20, § V), con matematica certezza.

Al metodi classici di integrazione perserie rimane il grave compito,
di interesse prevaleutemente teorico, di provare I'esistenza e di trovare
il numero delle soluzioni dei problemi sull’integrazione delle equazioni
alle derivate parziali; ed io sarei pago se questo mio lavoro ed 1 suc-
cessivi nei quali applicherd i risultati di questo, riuscissero, almeno,
a stabilive che al metodo dei minimi quadrati spetta, invece, il com-
pito di calcolare la soluzione.

Nell'esposizione del presente lavoro, per comodita del lettore e allo
scopo di fare un tutto organico, non ho trascurato di trattare rapida-
mente alcuni rvisultati nott fondamentali.

Degna di relicvo mi pare che sia la nuova semplicissima trattazione
che qui ricevono (ai 8§ VI et Vil) i sistemi diinfinite equazioni lineari
in infinite quantita incognite, la cui soluzione si riconnelte appunto
alle nostre ricerche d'approssimazione. Al § VII si ritrovano i bei
risultati di E. Schmidt sn tali sistemi,

(') SomicrLians & Vercewwy, Sulla provisione matematica della temperatura
net grandi trafori alpini (Memorie della R. Accademia delle Sciense di
Torino, t. LXIII, 1913, p. 327).

(*) Briwouws, La méthode des moindres carrds el les équations aux dérivées
partielles de la Physique mathématique (Annales de Physique, t. V1, 1916,
p. 135).
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I. — Sulla convergenza in media.

1. Dermiziont & TeoreMa Fisener-WeyL. — Indicheremo sempre con
la lettera E un insieme di punti, limitato, misurabile (al senso di
Lebesgue) e di misura non nulla, di uno spazio ad un numero qua-
lunque di dimensioni. Sia P un punto variabile in E e f(P) una fun-
zione di P definita in E (*) ivi di quadrato sommabile (al senso di
Lebesgue), la f(P) risultera sommabile in E. Se g(P) é un’alira
funzione definita in E, ivi pur essa di quadrato sommabile, le funzioni
Jg, (f— &) (f + g)* risulteranno sommabiliin E.

Cio posto, consideriamo il fecondo concetto di convergenza in media
introdotto da E. Fischer (*).

La successione di funzioni

(1) Fo(P), F,(P). Fy(P), ..., F,(P), ...,

sia coslituita di funzioni definite in E ed ivi di quadrato sommabile,
si dice che la successione converge su E in media se :
lim f[F,.(P) — F,(P)]*dP =o.
rs=w R,
Si dice che la stessa successione (1) concerge su E in media verso
la funsione f(P) e scriveremo
lim .
"= l<ll(p) :./(P)v
se
lim [ [f(P)—F,(P)]2dP =o.
nN=% Jp
Evidentemente : se una successione converge su E in media, essa
converge in media su ogni insieme misurabile contenuto in E; se una
successione converge su E in media verso una funzione f, essa con-

(1) Sottintenderemo sempre (salvo a dichiarare espressamente il contrario)
reale e finito il valore assegnato ad una funzione in ogni punto.

(*) E. Fiscuer, Sur la convergence ou moyenne (Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences, Paris, 1e* semestre 1907, p. 1022).
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verge in media verso la stessa funzione su ogni insieme misurabile
contenuto in E; se una successione converge su E in media verso una
funzione f, ogni altra funzione verso la quale la stessa successione con-
verga su E in media sara equivalente alla £ (*); condizione necessaria
affinché una successione converga su E in media verso una funzione f
¢ che la successione converga su E in media; condizione sufficiente
affinché una successione converga su E in media & che esista un
insieme I, avente la misura di E e contenuto in E, nel quale la suc-
cessione converge uniformemente.
La convergenza in media per una serie

(2) w(P)+ t,(P)+... +un(P)+ ...,

di funzioni definite in E ed ivi di quadralo sommabile, si riporla a
quella della successione

(1) Fo(PY=uo(P), Fi(P)=ue(P)+u (P), ..., F,,(P):Zu,,([’),
Se =

n
lm x>
S = ;‘;.:;}_ ui(P),
. . . A=0
s1 scriverd

Sy~ ug(PY 4 0ty (PY + o+ g (PY 41
Sussiste il

Trorexa Fiscuer-Wevt, (2). — Se una successione di funsiont con-
verge su liin media, esiste una funsione, determinala quast ocunque
in 15, verso la quale la successione concerge su V. in media.

Questo fondamentale teorema ¢ stato scoperto dal Fischer, ¢ dimos-
trato, dal Fischer ed in seguito di nuovo dal Weyl, nel caso che
I'insieme E si riduca ad un intervallo lineare. Alla denominazione del

(1) Dae funzioni fe g definite, in E, saranno dette fra di loro equivalenti in E
se si ha f/(P)=g(I’) quasi ovunque in E, cis¢ fatta, al piu, eccezione per i
punti di un insieme di misura nulla. Si scriverd allora f(P) = g(P).

(2) Fiscuen, loc. cit. — H. Weyr, Ueber die Konvergens von Reihen, die
nach Orthogonalfunctionen fortschreiten (Mathematische Annalen, Bd 68,
1909, p. 223).



340 MAURO PICONE.

teorema da noi enunciato & giusto perd aggiungere il nome di Weyl,
poiché soltanto la dimostrazione di queslo autore ¢ suscettibile d’essere
immediatamente estesa ad un qualsiasi insieme limitato e misurabile
di uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni.

2. ALCUNE PROPRIETA DELLA CONVERGENZA IN MEDJA, — Esporremo ora

alcune notevoli proprieta della convergenza in media, sostanzialmente
gla osservate.

L. Sia Auninsieme misurabile contenutoin L, se la successione (1)

converge su Il in media, esistera un numero positivo K tale che, per
ogni indice n, qualunque sia \, risulla

f[l*‘,,(l’)]"d[’gl(.
AN

Ed invero, dalo ¢ positivo e arbitrario, & possibile trovare un indice
n, tale che, se nZn, si ha

/‘(“‘”._Fl(s)‘z‘{l);s:,
bl
/‘F;-; /l‘-([l)\) (l‘”——l") dP - ”f: d,
L

[BIRN i

ne segue, che il numero K, di cui abbiamo 'mserllo Pesisténza, & il pin
grande fra i seguenti 2, <+ 1 numeri

2(8 +f1~‘;—;dp> (k==o0, 1.2 :...n,).
1

II. Le successioni |F,] ¢[G,] conscergano su E in media, rispetti-
vamente, verso le funzioni f e g, dico che allora

lim f B, Gl = [ fgap,
nee )\ v A )

unzfor'rrlel)zerzte per A variabile in E.
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|J fé’—lnGn)dP'
—If(,_l‘n)"dp‘l"/(L"‘Gn)l‘ndp|

=\/\(f— l’,,)fdl’j Py f(;r—c.,l) dP/ F3dP

/Loy fu=rpa ey [c—cer

h. u volave : per G,=1, siha:

Iim . dP ._ffdP

L

anifor :.: ate in I2; per G,=F,, si ha:

tim lﬁsdl*_—_['fidl*,
n 12,,‘(\‘ * . A\

uniformemente in E.

1l. — Sulla convergenza uniforme in generale.

3. Dermizioze & teoremy nt Wev. — Si deve al Weyl (loc. cit.,
p- 339) uno studio approfondito della convergenzain media con il quale
si conscgue una pit adeguata conosecnza del modo di comportarsi della
differenza £(P) — F,(P) net punti dell'insieme. Per enunciare questo
importante risultato occorve introdurre il concetto di convcergensa
uniforme in generale, del pari dovuto al Weyl.

Nell'insicse E, limitato, misurabile e di misura non nulla, siano
definite, nel modo pit arbitrario, le funzioni

& G(P) =« (P), G (P) = ¢y (P) + o, (P),

n

(1 i Ga(P)= Y eul(P), .o

k=o

costituenti una successione; si dird, con Weyl, che tale successione,
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oppure che la serie

(2) p(P)+ e (P) 4.0 o+ 0, (PY+. .
converge su E uniformemente in generale, se, comunque . i

un numero positivo e < mli ('), & possibile costruirc un in .. .,
contenuto in E e di misura mE — ¢, nel quale la succession. . civ:
serie, converge uniformemente.

Evidentemente : se la successione (1) convergesu Euni® v e
in generale, essa converge quasi ovunque in L, esiste ¢ o an

insieme E’, avente la misura di E ed in questo contenute . ! i la
successione (1), cioé la serie (2), converge. Ogm fo - (),
definita in tutto E, che in E’ coincide col limite della s - - e (1),
cioé con la somma della serie (2), si dird rappresc .. . jyuella

successione o da quella serie.
Cio posto, siamo in grado di cnunciare 'accer: to rizult: o di
Weyl col seguente.

Trorema 1 Wevt.. — Se la successione

Fo(P) = u,(P), F(P)=u,(P)+ u (P). RN
(3) T (1) :Z u, (P, .
k=0

di funsioni definite in E, ivt ciascuna di quadrato sommabilo, con-
verge su K in media, ¢ possibile costruire quante si vogliano succes-
SLORL Ny Rgy + ooy Ny « .. di indici crescenti, tali che la successione di
Junsion:

(4) F, (P), F.(P), ..., Fo(P), ...,

ctoé la serie,

ny ny ey

- O O

(3) Ell“([’)+ }_‘ wp(P)y+. ..+ >_‘ wr(Py+...,
k=0 A=n,+1 h=n=+1

concerge su E uniformemente in generale. La successione (3)

(') Se con una determinata lettera designamno un insieme misurabile, con la
stessa lettera preceduta dalla lettera n: designeremo la misura dell'insieme.
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converge su E in media verso ogni funsione f(P) rapprescntata
dalla successione (4), cioé dalla serie (5).

Ecco poi come il Weyl costruisce le indicate successioni di indici
Mgy Py on g Mgy oo e

Sia ¢, I'estremo superiore dell’insieme di numeri descritto da
(6) [T (P) = Fu(P) e P,
Y

al variare di v da o a o. Per la supposta convergenza in media della
successione (3), si avra lim ¢, = o. I possibile per cid costruire quante

n=»
si vogliano successioni crescenti di indici n,, n,, ..., n, ..., tali che
laserie s, +¢, + ...+ ¢, +... converga; orbene, per ogni tale suc-

cessione di indici la successione (§4) converge su K uniformemente
n generale.

A. OSSERVAZIONE SULLA COSTRUZIONE D1 WEY.. — La costruzione del
Weyl, dianzi esposta, appare in genevale difficile per la ricerca, che
essa richiede, per ogni valore dell’indice n, dell’estremo superiore (o di
un numero a questo non inferiore) dell’insieme numerico descritto
dall’integrale (0) al variare div da o a = ('). Vi & un caso perd, molto
importante per le nostre future applicazioni, in cui quella ricerca ¢
immediatamente compiuta. IY il caso in cui gia si conosce una funzione
f(P) verso la quale la successione (3) converge su I in media,
e questa convergenza ¢ tale che, posto

(7) Tn :f(f— F,)*ap,
[

la successione o, a,, ..., &,, ... (che ha per limite zero) non ¢ mai

() Cf. C. Sevemisi, Sulla teoria di chinsura det sistemi di funsioni ortogo-
nali (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 3¢ semestre 1913). In
questo lavoro gii si trova (al n° 6) la critica del testo alla costruzione del Weyl,
perd anche nel caso contemplato dal Severini si verifica la circostanza semplifi-
catrice osservata piu olire nel testo,

Journ. de Math., tome 1. — Fasc. 1V, 1g22. 44
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crescente. In tale ipotesi risulta invero :

(( F/H—‘/" an )2 ar i 2 [(f - Fn )2 dpP + 2 / (/— Fll—i—‘l).z dp gh,l-o'n-
b H vk

Si ha pertanto :

Se la successione (3) concerge su 15 in media verso la funsione
Sf(P), in maniera che Uintegrale (7) non eresca mai al crescere
di n, e se, ad esempio, per la successione di indicin, ny, ..., ng, ...
stha :

f(f_ B)APES (s=10, .00,
v '

la successione (4) converee su B uniformemente in generale e vi
+ > . S
rappresenta la funzione f(P). ' ‘

Il. — Posizione del problema d’approssimazione.

8. Consineraziont preLinxaki, — Nell'insieme limitato e misurabile IS,
di misura non nulla, di uno spazio lincave S, ad un numero qua-
lunque  di dimensioni, siano assegnale le funzioni

(l) /(I(P)v II(P)$ ey ,fu(P)) LR}

ctascuna di quadrato sommabile, costiluenti una successione. Come
bensisa, un problema di capitale importanza nell’analisi ¢ 1l seguente:

Data, arbitrariamente, vna funzione f(P)in B, o0 di quadrato
sommabile, approssimare la funsione, in lulto B, per mezso di com-
binaziond lincart, a coefficienti costanti, di funszioni della succes-
sione (1).

I nella natura stessa del problema il fare T'ipotesi che, per ogni
valore di n, le funzioni f,, £\, ..., f,, siano, in E, lincarmente indi-
pendenti, siano cioé tali che non esistano 2 + 1 coslanli ¢, ¢, €.y ..y
¢,» non Lutte nulle, per le quali si abbia, quasi ovunque in E,

Cofo(l)) —~+- cx,/‘l(P) e I cn.fn(])) =0.
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Poniamo

f,f:(l’)jj(l’)dl’ = fi

I'ipotesi ora detta, che noi appunto facciamo, cquivale ad ammettere,
com’ & noto, che per ogni valore di  si ha :

fUO ,/'01 L ICI j‘un
(2) ./10 fil /m

.fltl ./.ug “ e ﬁzlt

Diremo in tal caso, semplicemente, che il sistema [ £, | di funzioni é
di funzioni lincarmente indipendents. '

Il generale problema d’approssimazione, testé sommariamente indi-
cato, contiene, evidentemente, come caso particolare, il classico pro-
blema dello sviluppo di una funzione, arbitrariamente data, in
serie di assegnate altre funzioni. Supposto, in particolare, che in E
sia :

>0 ().

Jo=1, fi= =z, Si=xs o, fo=w,, [fra=al, froamsLX, o,

OVe &\, &, ..., &, designano coordinate di unpunto di E, si ha il pro-
blema dell’approssimazione di una funzione per mezzo di polinomii.

6. CAso IN CUI LE FUNZIONI D'APPROSSIMAZIONE SONO IN NUMERO LIMI-
rato. — Rispondiamo, in primo luogo, al quesito seguente : Come st
pud approssimare in B un’ assegnala funsione f(P), di quadrato
sommabile, mediante combinaziont lincari di funsiont della suc-
cessione limitata f,, f,, ..., f, 7 A tale questione sirisponde subito al
modo seguente :

O & possibile determinare v + 1 costanti @,, a,, ..., @, per modo
che, quasi ovunquein L, sia f=a, f,+ a,f,+ ... + «, f,, oppure la
richiesta approssimazione non puo scendere al disottoto di un termine
assegnabile 8, si pud cioé determinare una quantita positiva ¢, tale che,

(1) In ogni caso, qualisisiano le funzioni fy, fi, ..., f, di quadrate somwma-
bile, il determinante al primo membro della diseguaglianza del testo non & mai
negativo, Il suo annularsi é condizione necessaria e sufficiente affinché le fun~
zioni fy, fi, ..., f, siano in E linearmente dipendenti.
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comunque si scelgano le costanti ,, a,, ..., a,, quella porzione di E
nei punti della quale risulta

|f—(aofo+ arfi+...+a f,)| 23

é di misura non nulla.
Consideriamo invero I'integrale

Waga, ... a0)= [(./“ afo—afi— ... —a, [, dP,
Ll 4
dipendente dai parametri@,, a,, ..., a,. I’sso ha un minimo determinato
che raggiunge per ivalori delle a verificanti il sistema di equazioni

lineari :

v
(3) ZaA.ff,j',_.dl’: [ frav (i=o0,1,...,%),
E B M
k=0
il determinante delle quali, in virta dellasuppostaindipendenza lincare
delle funzioni [ £,], riesce positivo. Designamo con s, questo minimo.

Se 6,=o0, per il sistema delle @ verificanti le (3) si avra, quasi
v

ovunque in K, f= E a, f,;se 6,> o, approssimazione della f, per

A= 0 ‘. . . . . g
combinazioni lineari di funzioni della successione limitata f,, f,, ...,

J+, non puo scendere al disotto del termine

by Gy

0— ——

mE

Adunque : Al problema dell’approssimasione in I di una fun-
sione f, di quadrato sommabile, mediante combinazion: lincar: di
Sfunszioni della successione limitata f,, f,, ..., [y, st risponde al modo
seguente : Se il determinante

If fdP fL foJdP .. [ fofdp
| [ FSAP fu e S
[rrae Jo
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é nullo, le equazioni (3) determinano v costanti tali che, quasi
ovunque in E, risulta f=a,f,+a,f,+ ... +a.f,; se lo stesso
determinante é positivo, le stesse equasioni (3) determinano v cos-
tanti tali che, detto =, il valore dell’integrale 1(a,, a,,...,a,) che
ad esse corrisponde, la richiesta approssimasione, non pud scendere

al disotto del termine \a,: mE.

7. I’0SIZ10NE PRECISA DEL PROBLEMA GENERALE D APPROSSIMAZIONE. —
Consideriamo ora il generale problema, di vero interesse, dell’ approssi-
mazione dell’assegnata funzione f, di quadrato sommabile, mediante
combinazioni lineari di funzioni della successione illimitata (1).

Il problema deve ancora essere precisato. Cominciamo a far ci6
dicendo : 8¢ richiede la determinasione delle constanti, in infinita
numerabile, del seguente quadro

a(o()‘,’
a(ol)’ a('l)’
(4) a(o'_’," aﬁ'.’)f a(z",\'a
.............. N
' a' a(.ln) , a‘,{“,

per modo che la combinasione lineare
F,(P)=a" [u(P) + a{" fi(P) +...+ & fu (P),

al divergere di n, approssimi in E Lassegnata funzione f(I*) di
quadrato sommabile. _

Occorre ancora precisare il significato della frase: « La combinazione
lineare F,(P), al divergere di n, approssima in E 'assegnata fun-
zione f(P).» Per far cio, prendendo una proprieta comune a tutti gli
sviluppi in serie e a tutte le approssimazioni, fin ad oggi conosciuti,
porremo la seguente.

Derinizione. — Diremo che la combinasione lineare ¥, (P), al
divergeredi n, approssima in K la funsione f(P) di quadrato som-
mabile, se, comunque si definisca in E la funsione g(P), di qua-
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drato sommabile, si ha :

(9) lim | [f(P)—TDF(P)]g(P)dP =o0.
= Jp

Evidentemente : Se la combinazione lineare I¥,(P’) approssima in k
la funzione f(1”), 'approssima anche in qualunque insieme misurabile
contenuto in I¥; se la combinazionc lineare I, (P) approssimain E due
funzioni, queste dovranno ivi essere equivalenti; se le due combina-
zioni lineari ¥, (P ) e IV}, (P) approssimano in E, rispettivamente, le due
funzioni /" e £, indicando con a’ e «” due costanti arbitrarie, la combina-
zione lineare o', + "I, approssima in E la funzione a’f + a” f/(').

Se, valendo la (5), le quantita & del quadro (4) risultano, per ogni
valore dell’indice 7, indipendenti dal sccondo indice %, diremo che la
Junzione f(P) ¢ approssimabile in E per serie di funsziont fy, f,-...
Posto a" = a;, si avia F,=«, f, +«, [, + ... + @, fo, i dira percid
anche che la seric a, f, + «, f,+ ... approssima in E la funzione f.
In tal caso dunque la serie

a[)ffogdl’—i—a, f/’,gdl’-&-...,
E JE

qualunque sia la funzione g(P), di quadrato sommabile, & conver-
gente cd ha par somma ffg dP.
E

8. Esempii NotEvOLL v'aprrossivazione. — Vediamo ora dei casi
notevoli d'approssimazione nei quali & soddisfatta la condizione (5).

(') Nella sola ipotesi che la combinazione lineare I,, al divergere di n,
approssimi in E la funzione f, nel senso ora precisato, interesserebbe studiare il
modo di comportarsi della differenza f— I, nei punti di E, nel mentre che n
diverge. A questo riguardo st dimostra, per esempio, facilmente che, indicando
con ¢ una qualsiasi quantitd positiva, con E}, (d) e I, (0) le due porzioni di E
nei punti delle quali ¢, rispettivamento, f —F,2de f —F,Z—d, si ha:

. .* . .*
misura lim E}, (0) = misura limE}, (¢) =o,
n=o n=aw
X * U o ) . . . . 3 [RY . 3 . o, . . .
ove limE}(d) e lim E, (9) designano gli insiemi piad piccoli limiti rispettiva~
mente di E,(d) e di E,,(5) per n crescente all’infinito.
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I. Nelle scienze sperimentali, come misura dell’ errore d’approssi-
mazione commesso sostituendo, in tutto E, alla funzione f(I”), la com-
binazione lineare }°,(I"), si prende I'integrale

(6) [ L/(P) =, (P)RaP;
Ji

e, fissato il numero n, si ritiene anzi che, quella combinazione lineare
I7,(P), i cul coefficienti danno all’ integrale (6) il suo minimo
valore, fornisct, in tutlo 5, Li migliore approssimazione relativa alle
combinaziont lineari di quel prefissato numero n di funsziont del
sistema | /1 |. Uniformandoci a questo concetto, vogliamo vedere sc,
risultando :

(5) lim /'[/‘(P)_ I, ()] dP =o,
Coomsmdy

si possa dire, nel scnso precisato al numero precedente, che la combina-
zione lincare I, al divergere di , approssimain E la funzione f. Cio si
puo effettivamente dire, poich¢, nell’ipotesi (7), la successione [F,]
converge su E in media verso la funzione f, ¢ la proprieta 11 della con-
vergenza in media, osservata al n° 2, da allora che, qualunque sia la
funzione g(P), di quadrato sommabile, riesce verificata la (5).
Adunque :

La combinasione lincare I, (P), al divergere di n, approssima

in K la funzione f(P), se
;f—i;-; I"n( P) ::f(P)’

in particolare, e ovoiamente, se (n un insieme E', acente la misura
di ¥ e contenuto in K, la successione [IF,| converge uniformemente
verso la funsione f. '

II. In virtd del noto teorema di Lebesgue del passaggio al limite
sotto il scgno integrale, si ha anche :

La combinasione lincare 7,(P), al divergere di n, approssima
in E la funsione f(P), se in un insieme E', acente la misura di E
e contenuto in L, st ha imF,(P) = £ (1), ed inolire la differenza

nN=umn .
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Sf(P)—T,(P) st mantiene in ¥/, in valore assoluto, non superiore
ad una funzione, indipendente da n, di quadrato sommabile.

9. CoNDIZIONE ALLA QUALE DEVE SODDISFARE UN SISTEMA D’APPROSSIMAZIONE.
SistEMI compLETI DI FUNZIONI. — Domandiamo ora : Ogni successione illi-
mitata [ f4(P)] & forse suscettibile, mediante combinazioni lineari dei
suoi termini e al divergere del numero di questi termini, di approssi-
mare in E ogni assegnata funzione di quadrato sommabile? A tale
importante questione daremo una risposta negativa; stabiliremo anzi
una condizione necessaria e sufficiente, che deve essere soddisfatta dalle
funzioni del sistema [ f,(P)], affinché esse siano in grado, mediante
loro combinazioni lineari, di approssimare in E ogni funzione asse-
gnata, di quadrato sommabile.

Si dice che la successione illimitata £, (P), /,(P), ..., fu(P), ...,
di funzioni di quadrato sommabile in L, costituisce un sistema com-
pleto in un datoinsieme misurabile E', di misura non nulla, contenuto
in I, se dalle due ipotesi :

I* La funzione g(P) é di quadrato sommabile in E’;
II* Riescono simultaneamente soddisfatte le infinite equazioni :
(8) ff,,.(l’)g([’) dP =o (h==0,1,2,...),
i
s1 trae come necessaria conseguenza

fl (P)JidP =o,

si trae cioé I’equivalenza a zcro in E' della funzione g(P).

Osserviamo che : Se un sistemo di fun'ioni ¢ completo in un
insieme I, esso é altresi completo in ogni insieme misurabile E’ con-
tenuto in K di misura non nulla (* )

Ed invero, se per una funzione g'(P), di quadrato sommabllc in E,

(') Come fard vedere, con un esempio, nella memoria (annunziata nella pre-

fazione) a (uesta successiva, la proposizione reciproca, se si suppone inoltre
mE' < mE, ¢ (alsa.
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si avesse S
f[g'(P)]’ AP > o, Fo(B)g (PYdP =0  (k=o, 1,2, ...},
E’ E’' .

la funzione g(P) definita in E dalle eguaglianze :
=o' (P)se P éinE/,,

0
bel
o se P éinE —E/,

g(P);

‘sarebbe in E di quadrato sommabile e non equivalente a zero, mentre
verificherebbe le (8).
Ad esempio, si sa (¢f. n°® 22) che il sistema di funzioni

(9) H,(P) =1, H (P) =, vy H,.(P)=x,,
Hry (P) =2}, Hrpp(P)=z,2,, vy Mp(PYy=ahea® . 2hey ..,
ove l'indice & & una certa nota funzione degli esponenti k,, k,, ..., &,,
é completo in ogni dominio limitato dello spazio S,, definito dalle
limitazioni ¢;Sx;S¢a; (i =1, 2, ..., '), il sistema & pertanto completo
anche in ogni insieme limitato e misurabile di S,.
Cio posto, si dimostra facilmente il

Trorena 1. — Condizione necessaria affinché con una combina-
sione lineare di funzioni della successione (1), si possa, al divergere
del numere dei termini della combinasione, approssimare in E ogni
assegnata funzione di quadrato sommabile é che la successione
costituisca un sisiemna complelo in E.

Siano invero g(P) una funzione di quadrato sommabile per la quale
risultino verificate le (8) e F,(P) quella combinazione lineare delle f;
che, al divergere di »n, approssima in E la funzione g. In forza
della (5), ove si ponga g in luogo di £, e in forza delle (8), si avra :

n=w

lim fE F,(P)g(P)dP = j "Lg(P)]aP,

fF,,(P)g(P)dP_—_o (n=0,1,3,...),

Journ. de Math., tome I, — Fasc. 1V, 1922, lg‘;
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e quindi, ci6 che dimostra la completezza del sistema [ f;],
f[g(P)]fdP:o.
E

Il teorema & suscettibile della seguente seconda dimostrazione di
maggiore significato.

Nell'ipotesi del teorema potremo, per ogni valore dell’indice i,
trovare una combinazione lineare :

Fu(P) =af fo(P) + aff f1(P) + ... + &) fu(P),

tale che, al divergere di n, approssimi in E il monomio H; (P), intro-
dotto in (9), tale cioé che, per ogni funzione g (P) definita in E ed ivi
di quadrato sommabile, si abbia

(10) [H (P)g(P)ap = hmf ,',,.(P)‘g(l))dP (i=o,1,2,...).

Se per una funzione g(P) di quadrato sommabile riescono soddis-
fatte le (8), si avra ‘
fl’,',‘(l’)'g(l’)dl’_—:o (i,n=o0,1,2,...),

e quindi anche, per le (10),
fH,.(P)g(P)dP:o (i=o, 1,2, ...),
[ .

il che, per la nota completezza del sistema [H,], ha di conseguenza
I’equivalenza a zero della g(P)in E. Il sistema [ f;] ¢ dunque, come si
voleva dimostrare, completo in E.

Se si osserva questa seconda dlmostmzmne si vede subito che si pud
altresi enunciare il :

Teorems II. — La completessa in E del sistema | fi] ¢ anche
necessaria se st vuole, mediante combinasioni lineari dei suoi ter-
mini, approssimare in E ognt funzione di una determinata classe
di funsioni di quadrato sommabile, nella quale sia contenuto un
sistema di funzioni completo. In particolare, Uindicala completezza
¢ necessaria se, soltanto, si vuole approssimare in E ogni monomio.
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10. Esewpn. — L'insieme E sia ad una dimensione e costituito
dall'intervalle (a, b) dell’asse delle . Sisa bene, dalla piu elementare
teoria delle serie trigonometriche, che, posto

(1) fol®)=1,  fau-i(z)=sennz, Sfan=cosnz (n=1,2,...),

ogni potenza x'( = o, 1, 2, ...) sipud approssimare in (a, 0) in serie
di funzioni (11), anche da ci0 dunque segue gia la completezza del
sistema (11) nell'intervallo (a, b) (¢f. n° 22).

Viceversa, dalla completezza del sistema (11) si deduce quella del
sistema [z']. Ed invero, ogni funzione del sistema (11) si puo appros-
simare per serie di potenze.

Dalla completezza in un insieme E, del sistema [z*] si deduce
immediatemente la nota completezza ivi di ogni sistema [P,(x)] di
polinomii, i cui gradi coincidono con i rispettivi indici. Le relazioni

Po==ap, Pi=a,0+ a,x, RN P,L.:: Aro+ A X+ .o+ Qppx*, ey

avendo supposto a5 o, danno invero ciascuna potenza z* come
combinazione lineare dei polinomn P, P, ..., P,.

Allo stesso modo, dalla completezza in un insicme E dei monomii (g)
si deduce la completezza ivi di ogni sistema di polinomii, nelle
variabili z,, z,, ..., z,, tale che :

° . ! . e ) . . r—+n-—i .

I° Per ogni numero intiero e non negativo 7 vi sono " poli-

nomii di grade #n; 1I° & diverso da zero il determinante formato con i
coefficienti dei monomii di grado n di questi polinomii (in ogni linea
del determinante disponendo i coefficienti di uno stesso polinomio, ed
in ogni colonna i cocfficienti di uno stesso monomio).

Esempii di sistemi non completi se ne hanno, assai facilmente,
quanti se ne vuole. Il sistema fi(x) =a*(k=o0,1,2,...) & incom-
pleto in ogni intervallo (&, &) dell’asse delle « che contenga l’origine
come punto interno (&invece completo in ogni intervallo al quale
I'origine sia eslerna). '
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1V. — Approssimazione per combinazioni lineari di funzioni
di un sistema ortogonale e completo.

41. Sisremi orrocoNaLt b1 FuNzion:. OrTocoNALIzzazioNe. — La com-
pletezza nell'insieme E del sistema | £4(P)], che abbiamo trovato essere
condizione necessaria, affinché, mediante combinazioni lineari dei
suoi termini, si possa approssimare, in I, ogni funzione di quadrato
sommabile, ¢ anche sufficiente. Per giungere a tale importante risul-
tato faremo uso dei sistemi ortogonali di funzioni e ci appoggeremo
sulla teoria dell’approssimazione per serie di funzioni di tali sistemi,
sostanzialmente dovuta al Riesz e al Fischer, teoria che rapidamente
esporremo, aggiungendo ad essa taluni risullati nuovi.

Un sistema di funzioni

(PO(P)7 ?1(P)) sy "?IL(P)’ Ty

di quadrato sommabile in E, dicesi ortogonale in E, se sono soddis-
fatte le relazioni

0 frePrap=1 [ aPjo@)dP=o, periz
E

) E
(4, j=o0,1,2, ...)

Per ogni valore di n, le funzioni ortogonali ¢,, ¢,, ..., ¢, sono
certo linearmente indipendenti in E, poiché, in forza delle (1),
I'eguaglianza

f(Co%-l— ¢ O ...+ Cr0,)dP —o,
E
si serive ¢l + ¢} +...+ ¢} =o0. Del resto, il determinante al primo
membro della (2) del n° & ha, per queste funzioni, il valore uno.

Dato il sistema [ fx(P)] di funzioni di quadrato somma’ ilein E —
per le quali si suppone solamente I'indipendenza lineare in E — esso
si puo sempre iviortogonolizzare : Sipuo ('), ad ogni funzione £, del
sistema far corrispondere una funzione ¢,, combinazione lineare delle

() Cf. E. Scaumor, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral-
gleichungen, 1. Teil (Mathematische Annalen, Bd 63, 1907, p. 442).
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funzioni £, £, ..., fa, in modo che il sistema delle ¢, riesca ortogo-
nale in E. Si abbia

n
(2) (P”:z S (n=o, 1,2, ...).
k=0

Per la gid notata indipendenza lineare delle ¢,, dovra risul-
tare c,, %= 0, qualunque sia 7, e percid le (2) si possono invertire, si
abbia

(3) fll:2 }’,;kCPk-
k=0

Dalle (2), (3), segue, evidentemente, che la completezza del
sistema [ /] ha di conseguenza la completezza del sistema ortogona-
lizzato [¢,] e viceversa.

42. PriMi RISULTATI GENERALI. — Volendo, con la combinazione

lineare
O, (P)=10a"0,(P)+ a0, (P) +...4+ ;" ¢, (P),

di funzioni del sistema ortogonale e completo [ 9], approssimare in E
'assegnata funzione f(1”), di quadrato sommabile, si debbono deter-
minare le costanti ;" in modo che si abbia sempre

y i 0, (P)g(P)dP = [ f(P)g(P)aP,
(6 sim [ 0u®rge) b= [7(P)(P)
qualunque sia la funzione g(P), di quadrato sommabile in E. In par-
ticolare, per g(P)=¢x(P), si dovra avere

(3) Clima= [ f(P)os(P)dP (K=o, 1,2, ...).
n== i
Adunque : Per 1 coefficienti della pit generale combinasione
lineare ®,(P), di funsioni di un sistema [9,(P)], ortogonale in E,
alto ad approssimare vt ogni data funsione f(P) di quadrato som-
mabile, devono essere soddisfatle le condizioni (5).
Soddisfatte queste condizioni, data la completezza in E del sis-
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n

. . . . y ! \
tema [ox], vediamo subito che, se la combinazione (D,l:Zoc}""?k

k=0
approssima in E una funzione f”, ivi di quadrato sommabile, questa
sara equivalente alla £, vediamo cioé che la @, approssimera in E anche
la f. Ed invero, dalla (4), ponendovi /" in luogo di f e 9; in luogo
di g, si ricava in virtu delle (5),

[roca=[rocar,  [(/=nowdr=o0 (k=012 ..,
Y Ji JE

e quindi, per la completezza del sistema |24], se ne deduce 'equiva-
lenza a zero in I della differenza f'— f. Si ha pertanto il

Teorems. — Per approssimare in V5 una funsione f(P), di qua-
drato sommabile, mediante una combinasione lineare

n

®,(P) = ol 0i(P),
k=0 .

di funzioni di un sistema [zi] orlogonale e completo in ¥, ¢ neces-
sario e sufficiente determinare @ cocfficientt della combinasione in
modo che siano soddisfatie le condizioni (5) e che la combina-
sione ®,, al divergere di n, approssimi in E una funsione. In par-
ticolare, ¢ sufficicnte determinare le costanti o' in modo che siano
soddisfatte le (5) e che la combinaszione ®,, al dicergere di n con-
verga su B iu media.

13. Aprrossivazionk per serie. — Alle (5) si puo, per esempio, sod-
disfare ponendo, seunz'altro,

ot}(“:o:,,:f/(P)cp,,.(P)dP (RZh, k=0,1, 2, ...),
E
con che si approssimerebbe in E la f(P) mediante la serie di Fourier :

(6) SeaonP) = [ S(P)gu(P)aP.
JE

k=0

Tale serie approssima in E effettivamentela f(P), poiché essa vi con-
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verge in media. Ed invero, anche nella sola ipotesi dell’ortogonalita
del sistema [ 9], avendosi (diseguaglianza di Bessel),

(7) v[(./'-za/.» ',o/.-) dl’:jf'z(") —Za}if—jo,
\ k=uv / > k=0

si puo asserire le convergenza della serie a2+ a®—+..., e quindi che

n--p n o2
. N\ |\ . o » N
'}mlf(\; oy O <Y o %) dP = lim (2} + 2} ,+~. ..+ 22,) =0,
= E <zl n=w

\h=0 k=0

uniformemente al variare di p per valori intieri e positivi. Cid
esprime appunto la convergenza in media su E della serie (6). Si ha
pertanto il

Teorema. — La completezza, in E, del sistema o ortogonale 2]
¢ non soltanto condizione necessaria, ma anche sufficicnte affinche
st possa, mediante combinasiont lincari dei suot termini, approssi-
mare in X ogni data funsione f di quadrato sommabile. L'appros-
simasione pub essere fornita dalla serie (6), la quale, ansi, con-
cerge su E in medio verso la f.

Si ha inoltre che (¢f. n° 20):

Per ogni prefissato valore di n, la combinasione lineare
%@+ X Py oo+ %,9,, forniscela migliore approssimasione pos-
sibile, in E, della f, per combinasione lineare delle funzioni o,,

C,DH ey ?n'
Osserviamo ancora che, come si deduce dalla (7), Uintegrale
f(f"‘E 223 ?/;\ ar,
K ., k=9 /

infinitesimo al divergere di #, non cresce mai al erescere di n e
quindi che (¢f. n° 4) :

Data la completesza e lortogonalita del sistema [9,], se, ad
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esempio, per la successione di indici n,, nyy ..., i, ... st ha

i

2 e
3 1 \ 9.- |
f f——.zd/-'c?k dP:fj' dl)—zyi'-_s‘—-’ (s: 1, 2, ...),
E

E k=0 k=0

la serie

ny ny Ny

O O O
Za;‘.qk-%— 2‘ ApQp+.ot+ 2‘ Qp Oty

k=0 k=ny+1 A=rny41

converge su E uniformemente in generale ¢ vi rappresenta la fun-
sione f; essa dunque converge, quast ovunque in E, veroo la fun-
sione f.

14. DETERMINAZIONE DI TUTTE LE COMBINAZIONI D APPROSSIMAZIONE CON-
VERGENTI INMEDIA. — Passiamo ora a dare tutte le possibili combinazioni

n

lineari ®,(P) =¥ a;" 2,(P), atte ad approssimare in E un’assegnata

funzione f(P) di ~qouadralso sommabile, in modo perd che la combina-
zione converga su E in media.

Occorre e basta percid delerminare le costanti «;" in modo che
siano soddisfatte le (5) ed inoltre che si abbia :

n 2
(8 lim ‘—-Va‘.'”ol.« dap
) pa koY
n=—wo E F—o

n

n N
. " > WS Y R
= Jim ]f‘dl) "Z *a +_/\'_,(9f(/5”—" ox)? ‘ =o.
"=" E k=y \

h=0 K

Ma, data la completezza del sistema [o;], €, come abbiamo visto,

n N\

tim ([ 72 ap = o \):0,
"

n=o
k=0 /

e pertanto si ha il

Teorema. — Condisione necessaria e sufficiente affinché la com-

n
. - . L) . . . . .
binazione lineare ®,(1) :_\._‘a;.’” o (P), di funzioni di un sis-

k=0
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tema [ ] ortogonale e completo in E, possa, al divergere di n, ap-
prossimare in E wuna funzione f(P) di quadrato sommabile,
convergendo su E in media, é che si abbia

(9) lim E(a}"‘ — a)*=o, oc,_.:ff(l’)%(l))dl’.
"= k=0 E

Ed invero, in tale ipotesi, riescono soddisfatte le (5) e la (8).

La relazione di limite (g) & gii stata, con molto profitto, conside-
rata da Schmidt ('), e precisamente nel jmodo che andiamo ad
esporre. Si abbia il sistema infinito di quantita reali o complesse

‘@l “(n) L)
(10) ;\o ’ -\1 i s f\k ’ ety

1 cul elementi dipendono altresi dall'indice n che puo prendere i
valori o, 1, 2, ..., %. Secondo Schmidt, si dice che il sistema (10),
al diverge di n, convergere fortemente verso il sistema

xo: Xn reey Xl-'v tey

se st ha

@®
lim M |X — X 2=o,
n=w
k=0

Ritornando al nostro risultato, volendolo enunciare alla maniera
di Schmidt, estenderemo la definizione delle quantita «)”, po-
nendo «f" = o se n < k; potremo allora scrivere :

®

ko-q k=0 k=n-+1

e per la convergenza della sevie o] + o] + ...,1a (g) ha di conseguenza
la convergenza forte del sistema [«{"] verso il sistema [, ], e viceversa,
tale convergenza ha di consegucnza la (g). Pertanto potremo enun-
ciare il nostro ultimo teorema al modo seguente :

(Y) E. Scumior, Ueber die auflisung linearer Gleichungen mit unendlich-
vilen unbekannten (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t, XXV,
1908, p. 53).

/g
Journ. de Matkh., tome I. — Fase. 1V, 1922. -}()
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Condizione necessaria e sufficiente affinché la combinasione

lneare ®,(P) =2 " o (P)y di funziont di un sistemalg,], ortogo-
]

nale e completo in B, possa, al divergere di n, approssimare in E una

funszione f(P) di quadrato sommabile, concergendo suEin media,

é che il sistema [af'], per il quale si ha 2} = o se n < k. converga

JSortemente verso il sistema [ ], ove

ap= /‘f(l)) 2(P)dl.
R

15. Merovo v’aperossiuazione o1 Feikr. — Come caso pacticolaris-
simo troviamo il metodo d’approssimazione di FFejér. Ponendo infatti

s IR
n-1 "

si ha
¢, (P) = 2 v ai9;(P),
ll -+ 1

h==0 i=0

ed & subito visto che

\ e R .
hm ‘ (024 2" )= hm .)-i (n 1)t o
] k=0

16. Avrcuse notevowr revaziont. — Siano f,(P) e f,(P) due fun-
zioni arbitrarie definite in I}, ivi di quadrato sommabile, e si ponga

a= [ {(P)ou(P)dP, uﬂ«:ffql*)c.u(l*)dl’ (k=0,1,9, ...).
L 5 E

Siano poi [a{’] e |aw’| due arbitrarii sistemi che, verificando la
condizione «f}' = a{y’ = o per k > n, al divergere dell’indice n, con-
vergano in modo forte rispettivamente verso i sistemi [a,x] e [ 2,4 ]. Si
ponga

-
®,, ——z d("} Qi an :2 “{-_"I\) Pus

k=q k=0
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data, sempre, la completezza del sistema ortogonale | g;], si avra:

lim ) lim R
===/ = Pu=/s

e quindi (¢f. n°® 2) ~
lim { ®,,®,, dP = f fo/sdP,
E E .

n=xJp
‘ma
n
<.
[0 P = o o,
vE k=0
ne segne
: "
dl) —_— l‘ \Y (ns (1)
(11) Sils -—"‘l‘: Ak Xah e
i =
* k=0

In particolare, per aj}’ = a4, i’ = ay;, si ha la nota relazione

(12) ‘/Bf,f, dl’:za,‘,..ze,‘.::g~(f, m.zf[’[f, o dP.
ko k=0 ‘

Siano ora .\, et A, duc arbitrarii insiemi misurabili contenuti in E e
siano g, et g, due funzioni arbitrarie definite, rispettivamente, in A,
e in \,, ciascuna di quadrato sommabile. Si ponga

=a(P) se P éin A
. l') s C"( 1
H) ? =0 s¢e P ¢éin E—A,,
=& (P) se P é&in A,
(P b
S(P) ; =0 se P é&in E— \,.

Per queste funzioni f, e f, sussistono le (11) ¢ (12), mentre, indi-
cando con A, A, I'insieme comune ai due insiemi A, ¢ A,, si ha

f fofadl = j 2.24dP,

[ A\,

a,k_—_ffl oudP= [ g opdP, u,k=//mdp :f 5105 dP,
D . B AW

(YR Y

ne segne

Se il sistema [9;] é in E ortogonale ¢ completo, per due arbitrari
instemi misurabili \, et A,, conlenuti in E, ¢ per due arbitrarie
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Junzsiond [, e f,, definite in Vi ed ivi di quadrato sommabile, sus-
siste la relasione
*
. . ' N Wl R
(13) [ A@ aE) e =tin 2,
R VAW T k=e
oce [aP] e |l ]| sono due arbitrarii sistemi che, verificando la con-
dizione afy' = o) = o se k > n, concergono in modo forte, rispetti-
camente, verso i sistemi

lal,‘.:f f,(_pk(ll’l e I\ot._,;:j Jeor dl’]~
AW . AW

in particolare, si ha

4”

0~

wh [ PSPy ap =

A\, &

NECPCY RAG NGO
v A, AW

0

(') Si osservino le curiose conseguenze di (uesta proposizione.

Per due arbitrarii insiemi misurabili Ay e \,, contenuti in E, st ha

(a) m(M A=V j wudP [ gidp.
P CANEEIAN

Per due arbitrarit instemi misurabili \, e \y contenuti in B, { cut punti
comuni costituiscono, al piu, un insieme di misura nulla e per due arbitrarie
funzioni f, e f, definite in E ¢ ivi di quadrato sommabile, sussiste la rela-
sione

N J DY ., )} —
Zﬁlf.u )?a‘(l’)dl’f.\;fs(l ) ouP)dP = o.

k=v

Se ne ricava un modo assai semplice di dedurre da un sistema di tunzioni [9;],
ortogonale e completo in E, un’infinita numerabile di sistemi schmidtiani di
quantitd [X#] (=0, 1, 2, ...) a due a due ortogonali, di sistemi cioé (¢f.

*
. W~ 9 . . . W > (4) .
Scuminr, loc, cit., p. 35y, § 1) per i quali le serie \; (X{")? convergono e si ha

- k=0
\‘\\i‘\\j — 0 . S
RIRVIRVAEK per (=
k=0

Basta percido prendere in I un’infinitd numerabile A, .\,, ... di insiemi misu-
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17. Gexerauzzaziont. — Per il sistema [«("] togliamo la condi-
zione o’ = o se A > n. Nella definizione di convergenza forte del sis-
tema [«”] verso il sistema |«x], € insita la convergenza della

rabili, aventi a due a due in comune, al piu, insiemi di misura nulla, e porre

(b) X§f' = f or(P)dP (6, k=o0,1,9, ...).
".\.’

Le relazioni trovate possono essere utilizzate per ottenere degli sviluppi note-
voli. Sia, ad esempio, E I'intervallo (o, an) dell’asse delle &, e si ponga

1 1
=sennx, Oy (&)=-—=cosnr (n=1,a2,..).

1 con |
\/TT‘?) Qsa1(:T) ‘/; \/ﬁ

Se o _a’'_b a" b"Sam, dalla (@), facendo coincidere A, e A, rispeltiva-
mente con gli intervalli (a'y b') e (a”, b"), si trae lo sviluppo:

Qo) ==

’

‘! " 4" ® ’;__ ' L L L N
a=0b)b7—a ) bi'—a) =N s (/\‘ —a > sen </.‘ b—a )cos (A‘ I———————' ral—b—a \:
a—t /i 2 . P /

in particolare, pera’'=o. " = 0'=mx, b"=2m, si trova il noto sviluppo

£
G N 1
T T (22 1)
rn=0

~

/
. . T
Prendendo, ad esempio, per A; Vintervallo T

1) dell’asse delle x, per

Uattuale sistema ortogonale, le (&) danno

; TN
({1 L2
Xy=¢\/= ="
9
i 2 nw 3nm " a nT Snm
\l — . W — 3
Ny, = - \/F‘he" T 58N S NS, = ——n\/E SeN 7 C0s
({=o. 1,2 ..)0 (r==1,2, .00 )

. - AN O o N

Siosservi, inline, che, convergendo le serie ‘\,_‘oc},.. e }‘ag,“, la serie Z:x,kocgk,
k=0 k=0 k=0

al secondo membro della (14), converge assolumente. 11 quadrato della somma

della serie dei valori assoluti non supera la quantitd f S dl’j Sfidpr.
A\, A
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. 1 . . oqe . .
serie }_‘(ak — a;")*, per valori di » abbastanza grandi. Dalla conver-
k=0
N L]
genza di questa serie e della sevie ¥ o}, sideduce la convergenza della

k=0
L]

serie E(oc;,’")“. Noi supporremo — senza perciod che si introduca res-
A=0

trizione alcuna — che quest'ultima serie converga per ogni valore

di n. Allora, la serie

Ea%/> ?I;(P)

k=0

converge, per ogni valore di n, su E in media verso una funzione @,(1")
di quadrato sommabile. E, data la completezza del sistema orto-
gounale [¢,], si ha

[ L) = @)l =D (e— af .
vk k=0
Se ne deducono i seguenti teovemi che gencralizzano quelli dei
ni 14 e 16.
Dato il sistema dv funsioni |9.|, ortogonale ¢ completo in E,
siano f(P) una funsione ivt di quadrato sommabile ¢ [a"| il pie
®
Dilrarto Srele ; 10 .y sl serte N a)? PP
arbitrario sistema di quantita, per il quale la serie }_‘(a‘g’) converga,

kzz0
qualunque sta n. St ponga

By (P) D (1),

k=0 B
condisione necessaria e sufficiente aflinche si abbia in E

him

zT.—?ztl)n(P) =f(P),
é che il sistema [ "), al divergere di n, converga fortemente verso
il sistema [ak = [/(P)ai(P) dP]. Siano f,(P) ¢ f.(P) due arbi-
e .

trarie funzioni definite in E, ivi di quadrato sommabile, A, ¢ A,
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due arbitrarii insieme misurabili contenuti in K. Allora, per i pit

arbitrari sistemi |2 | ¢ [ai'] che, al divergere di n, convergano

Sortemente verso @ sistemr [x‘,_.;: | /5 ({P] 8 [agkz , IR (‘ll‘],
. : .\, e .\.‘- -

st ha
. x
. . . S
j\ fx(l))./:ﬂ')dl':"l:_nl Naway.
Phrehe &0

18, CritERI DI COMPLETEZZA PER 1 SISTEMI ontocoNatl. — Poniamo,
nella (14), \,=E, il visultave verilicata, per due quali st vogliano
funzioni f, e /,, di quadrato sommabile in E, ¢ per ogni insieme misu-
rabile A contenuto in E, la relazione

(1) ‘ /A'\f.,/; =Y [ fodt | Lovar,

k=u

alla quale si riduce la (14), & come abbiamo visto, condizione neces-
savia per la completezza in E del sistemaiviortogonale |9 ], ma questa
coudizione, evidentemente, ¢ altresi sufliciente. Poniamo nella-(13),
una prima volta, f,==1, f, =/, ed una scconda volta, f,==/,=1F,
A==E; se ne deduce :

l. Condizione necessaria e (evidentemente) suflicicnte per la com-
pletezza in E del sistema ivi ortogonale | 2,], & che, per ogni insieme
misurabile .\ contenuto in E e per ogni funzione ivi di quadrato som-
mabile, st abbia

L4

.

(16) ’;‘/‘(P) di = ['f(m or () dP l‘\‘%(p)dp.
LN t A

k=

Il. Condizionc necessaria ¢ (evidentemente) sufticicnte per la com-
pletezza in I del sistema ivi ortogonale | ,] & che, per ogni funzione
di quadrato sommabile in E, si abbia

(137) /‘[./‘(p)]:({bzﬁ[/'f( I))?‘.(P)dl’]:,
v k-0 _
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Stekloff, Lauricella e Scverini (') hanno in definitiva stabilito che
'equazione (17) oppure (Severini) la (16) sard verificata per ogui
funzione £ di quadrato sommabile in E, se, solamente, essa & verificata
per tutte le funzioni di un particolare sistema completo in E. Questo

risultato si otliene immediatamente della nostra analisi. Dimostriamo
che :

Condizione necessaria ¢ sufficicnte per la completesza in E del
sistema ivi ortogonale o] & che, per ogni funsione (V) di un
particolare sistema | g,), completo in E, si abbia

(18) \/E.[‘::v(l-')]* ape :A}: [Igv(l)) <p,‘.(l))dp]* (v=0,1, 2, ...).
=g "V

La necessitd di tale condizione & stata dimostrata. La sufficienza
deriva da quanto si ¢ stabilito col teorema 1I del n° 9, poiché, il veri-
ficarsi della (18), esprime che ogni funzionc g, del sistema | g, ], com-
pleto in E, & approssimabile per sevie di funzioni del sistema ortogo-
nale | gx |, precisamente, dalla serie

D o:(P) f:q'v opdP:
X YK,

aned
k-0

anzi la (18) esprime che questa serie converge su E in media verso
la gv.

Quest’ ultimo teorcma (in modo speciale) si suole considerare come
un criterio di completessa per il sistema ortogonale |94]. Le equa-
zioni (16) et (17) |entrambe coutenute nclla (15)] si chiamano /le
‘equasiont di completezza per il sistema ortogonale [o;]. Si osservi
che (¢f. n° 2) la seric nel secondo membro 'della (15) converge wni-

(') W. Srekiorr, Sur la théorie de fermelure des systémes de fonctions
orthogonales dépendant d'un nombre quelconque de variables (Mémoires de
U’Acad. Imp. des Sciences de Saint-Pétersbourg, vol. XXX). — G. LauvnicsLra,
Sulla chiusura dei sistemi di funsioni ortogonali e dei nuclel delle equasioni
integrali (Rendiconti della R. Accad. del Lincel, vol. XXI, 1° semestre 1911,
p. 635). — G. Ssverin, loc. cit., p. 343.
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Sormemente (in ogni caso) al variare in E dell’ insieme A. Essa
converge auche assolutamente | ¢f. nota ('). p. 362].

V. — Approssimazione per combinazioni lineari di funzioni
del pil generale sistema completo.

19. Priva soLUZIONE DEL PROBLENA GENERALE D'APPROSSDUAZIONE, — Ritor-
niamo ora al problema gencrale dell’ approssimazione in E di una fun-
zione ivi assegnata, di quadrato sommabile, mediante combinazioni
lineari di funzioni di un sistema

(1) LHo(P), A0 o (P

per il quale si suppone soltanto Uindipendenza lincarve e la comple-
tezza in L,

Al problema si pud dare immediatamente una prima soluzione.
Ortogonalizziamo, invero, il sistema (1) e sia | 4] il sistema, ortogo-

&
[ |
nale e completo, che se ne deduce, risiltando 9, = ¢y fi- Per quanto

=0
si & ottenuto al n° 13, posto
A
. < e,
2 .-~-:‘£ o S P :"}d cm‘. /F JiS dr,

t.on

n n ¢ n n :
| N ~ . O ~ R
@, (0= mei) =N a N eanfi) =N Y 3:“:’&) Je(P),
i=0 i=0 R=0 kazo \i=4k
n
—
= N 2 cine
" Ly Zitik

tomk
la combiuazione lineare

n

W, (1) =¥ o fu( 1) = N wisi(1P),

kico i=0

al divergere di », approssima in I assegnata funzione f(P), anazi,
essa converge su L in media verso quella funzione, ed in maniera che
l'integrale

. . n *
(2) [ wyae= [ (=N ) av.

¥ Je \ ;

Journ. de Math. lome 1. — Vuse, IV, tgan. 4')
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infinitesimo con » divergenle, non cresce mai al crescere di n. Si ha
dunque il '

Teorema. — La completezza in B del sistema | fi], di funsioni
linearmente indipendenti, & non soltanto condizione necessaria,
ma anche sufficiente affinché si possa, mediante combinaszioni
linear: dei suoi termini, approssimare in E ogni funzione f ivi di

! (]
quadrato sommabile. Si puo anzi trocare una combinasione lineare

n

b, =E a fi che, al divergere di n, converge su ¥ in media verso

la fuflt-.}one S, ed in maniera che Uintegrale (2) non cresca mai al
crescere di n. Per modo che, se, ad esempio, per la successione di
indice [n,), il detto integrale non sapera la frasione 1:s*, la suc-
cessione @, converge su E uniformemente in generale e vi rappre-
senta la f. Si deduce adunque immediatamente dalla successione
[®.] una successione [®,] di’ combinazioni lineari delle fi che
converge, quast ocunque in E, verso la funzione f.

20. METODO D’APPROSSIMAZIONE DEI MINMI QuUADRATI. — Passiamo ora
ad esporre un piu pratico metodo d’approssimazione, per combina-
zioni lineari di funzioni del sistema completo (1), che — pur potendo
“coincidere, nel resultato, col precedente — non richiede la preliminare
ortogonalizzazione del sistema e che, inoltre (e sta in cio il suo princi-
pale vantaggio), per ogni fissato numero » di funzioni del sistema, par-
tecipanti alla combinazione, fornisce la migliore approssimazione
possibile.

Fissato un valore di #, si consideri l'integrale

L(aq, ay, ...,a,,):/ (f—ayfo—a ji—...—a,[n)dP,
I

e si diano alle costanti a,, a,, ..., @, quei valori peri quali 'integrale
assume il suo minimo valore. Questi valori sono determinati univoca-
mente dal seguente sistema di equazioni lineari al quale devono sod-
disfare ’

(3) \;‘ akffij'ﬁ.dl’ = /'A/‘j}dl’ (=o0,1, 2, ...‘, n),
E i

>
=4
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il cui determinante risulta positivo per la supposta indipendenza
lineare delle funzioni del sistema [ f;]. Indichiamo con

ap, ay’, ..., ap
i valori in discorso e poniamo
() Fu(PYy==a® fo(P) + a0 fi(P) 4. o+ @l fu(P),
(5) au= [ L/(P) = Fu(P) Tl
6

Facciamo orva variare n. In ogni caso, la quantita s,, evidente-
mente, non crescerd mai al crescere di n, sia o no completo il sis-
tema [ f;]. Esistera pertanto, in ogni caso, determinato e finito ¢ non
negativo il limite ¢ di g, al divergere di . Se il sistema [ f;] & com-
pleto, poiché o, 'mon supera certo il valore dell’ integrale (2), che
riesce allora, come abbiamo vislo, infinitesimo con n divergente,
si avra ¢ = lim s, = 0. Si hadunque il seguente.

n=w

METODO GENERALE D'APPROSSIMAZIONE (DEt MINWMU QuaDRATI). -— Dato
il sistema completo [fi], di funsioni linearmente indipendent,
volendo, mediante combinasioni lineari di queste funsioni, appros-
simare in E un’ assegnata funzione f, ict di quadrato sommabile,
st determinino, per ogni valore dell’ indice n, le costanti o\, a'’, ...,

o)
al, soluzioni del sistema (3) di equasioni lineari; la combinasione
n

lineare I, (P) =2 a’ fi(P), al divergere di n, approssima allora

in & l’assegnala?zouz:ioncf(.I‘). Arnszi, al dicergere di n, Uindicala
combinazione converge su Ii in mediaverso la f, ed in maniera che
Utntegrale (5) non cresce mai al crescere di n. Inoltre, per ogni
prefissato valore di n, la stessa combinaszione, fra tutle quelle delle
medesime funsioni f,, f\, ..., fuy approssima, in tutio E, la f nel
miglior modo possibile, cioé¢ col minimo errore quadratico medio
posstbile.

Nel caso particolare che il sistema [ f;] sia ortogonale, le (3) si

scrivono
a,‘:ff‘/‘,- ({P,
E
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e 'esposto metodo d'approssimazione si riduce a quello gid dato
al n° 13.

21. CrITERIO DI COMPLETEZZA PER 1L PIU GENERALE SISEMTA DI FUNZIONI. —
Siamo ora in grado di stabilire un semplice criterio di completezza per
il pid geaerale sistema di funzioni linearmente indipendenti. Siano
[ /] un sistema de funzioni, di quadrato sommabile in E, ivi linear-
meate indipendenti, e [g,] un particolare sistema di funzioni, com-
pleto in E. Per ogni funzione g, del sistema [g,] e per ogni valore
dell’ indice n si determinino le costanti ayy(k = o, 1, 2, ..., ») solu-
zioni del sistema (3) di equazioni lineari, ove si & sostiluita la f con
la gy; indi si calcoli I'integrale

Gyn = /(-’J/ — 0%),/‘0 - ai,/lt\../‘l — e (75,',',’/‘,, )2 dp.
L

Esiste, in ogni caso, il limite di tale integrale al divergere di n, al
(quale esso integrale tende non crescendo mai; orbene, condizione
necessaria ¢ sufficiente per la completezsa in B del sistema | fi]
€ che per ogni valore dell'indice v, si abbia
(6) lim ¢, =0 (v=o,1,2,...).
n=m

[.a condizione & gia stata dimostrata nccessaria. l.a sua sufficienza
deriva dal teorema del n° 9, poich¢ il verilicarsi di essa esprime che
ogni funzione g, del sistema | g ], completo in E, & ivi approssimabile
per combinazioni lineari di funzioni del sistema | f5].

Per il calcolo di ,,, poniamo

(7) [sr,a0=pp  [fgab=q  [star=p,

“E K b
indichiamo con 4, il determinante d’ordine » che ha f;; per elemento
della riga orizzontale ™" ¢ della colonna j™ ed indichiamo con F il
complemento algebrico di f;;in A,. 1] sistema di equazioni (3) si scrive
* allora

n
S .
z‘/ik a5 =y (i=o, 1,2, ..., a).

k=0
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Cio posto, si ha

n

n 13
&l
(8) Oy = Yu— 22 al yur + z a‘v',-”z Sialy

k=0 i=0 k=0
n

— )
=Y Z ai yur

k=eo
1 ~
= W YvAn_‘ E }‘W'Yv.\*[‘fg)
n

ray=0
YA T S TR )
Yo ,/'00 ful e fOn
Y1 fto ,/.n e fm

Yvn ./no fnl cen fnn
Jo Sfoo oo fu
./‘ln ,/‘]l LB _flu

./nll ./.nl CECI) ‘/.u"
Enunceremo pertanto al modo seguente il

CRITERIO DI COMPLETEZZA PER UN SISTEMA DI FuNzioNl. — Dato il sis-
tema | fi] di funsioni, di quadrato sommabile in E ed ici linear-
mente indipendenti, condizione necessaria e sufficiente per la
completesza in K del sistema é che, per qualunque valore dell
indice v, si abbia limas,,= o, a,, essendo dato dal membro finale

n=oo

delle eguaglianse (8), col concorso delle (7), mentre [ g.(P)] é un
particolare sistema di funzioni, completo in V. In ogni caso, la
quantila o,, non é mai negaliva, ed essendo sempre positivo il
determinanle a denominatore, non sara mai negativo il determi-

nante a numeratore ('), per ogni fissato valore di v, al crescere
di n, essa non cresce mai.

(') Cioé che segue del resto anche dalla considerazione che tale determinante
¢ il discriminante della seguente forma quadratica nei parametri A, o, phy ooy fon ¢

j (Agvt o So -+ pufi oo o4 pafu) dP.
F
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In particolare, nell’ ipotesi che il sistema [ f¢] sia ortogonale in E,
si ritrova il criterio Lauricella-Severini dato al n° 18:

Se il sistema [ f%] non & completo in E, non tutte le funzioni pos-
sono ivi essere approssimate per combinazioni lineari delle f;. In pro-
posito, ¢ facile dimostrare il teorema seguente.

 Supposto che le funsioni del sistema | fi], non completo in E,
stano i linearmente indipendenti, tutle e sole le funsioni f, di
quadrato sommabile in E, che ici non possono essere approssimate
per combinazioni lineari delle fy, sono quelle per le quali, calcolata
la quantita o, mediante le (3) e (5) del n° precedente, si ha

limg,=o>o.

n=w
Per ciascuna di tali funzioni, l'errore quadratico medio che si
commelte nel sostituirla, in tutto E, con una qualsiasi combinazione
lineare delle f;, non é mai inferiore a s, ¢ quindli (c¢f. n° 6),
posto 8 = \a : mE, U'approssimaszione di f per combinazione lincare
delle fi, non pubd scendere al disoito di 8, cioé comunque si
prenda una combinaszione lineare G, delle fi, vi ¢ sempre una
porzione di E, di misura non nulla, nei punti della quale riesce

22. Sistemi compLETI FONDAMENTALL. — Per la gencrale pratica appli-
cazione degli esposti criterii di completezza, nel campo delle funzioni
a r variabili, occorre anzitutto conoscere un sistema di funzioni
[gv(P)] tale che : 1, ogni suo elemento g, risulti di quadrato somma-
bile in ogui insieme limitato e misurabile della spazia S, a r dimen-
sioni; II, il sistema riesca completo in ogni tale insieme. Un sistema
di funzioni cosi fatto sard da noi chiamato un sistema completo fon-
damentale delle spasio S,.

Per la costruzione di sistemi completi fondamentali & utile il
séguente teorema che subito discende dal teorema di Fubini (') sugli
integrali multipli di Lebesgue.

(') G. Fueint, Sugli integrali multipli (Rendiconti della R. Accad. dei
Lincei, 1° semestre 1907).
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Siano [g;(P")] e [g:( P”)’] due sistemi completi fondamentali,
uspcltlvamente deglispazii S, eS,.,allora lafun..zonem(P’)b (P )
alvariarediiedi If, indipendentementel’ unodall’altro, nell’insieme
dei numerio, 1, 2, ..., deserive un sistema completo fondamentale

dello spasio S,._..

., Detta x I'ascissa di un punto di un S,, il sistema [2*] & completo
fondamentaie di S, ('). Ne segue che, dette x,, ,, ..., x, le coordi-

(Y Cf. C. Snvxmm, Sulle equasioni integr ahf f(z)z" dx =0 (Rendi-

conti della R. Accad. dei Lincei, seduta del 2 gennaio 1g21). In questa elegante
nota il Severini dd una semplicissima dimostrazione della completezza del
sistema [2%] in un intervallo (a, b) qualsiasi dell’asse delle 2. Se ne deduce
(¢f. n° 9 del testo) la completezza dello stesso sistema in un qualunque insieme
limitato e misurabile di S,

La dimostrazione del S. & divisa in due parti. Nella I* parte, semplificando
assai un procedimento gid seguito dallo Stieltjes, si dimostra che, fra le fun-
zioni @(x), conlinue in (a, &), solamente lo zero pud simullaneamente soddis-
farve alle equazioni

b
(a) f (z)axtdr=—0o (h=o0,1,2,...)

.

Dopo cid, nella 1I* parte, si fa il segrenle ragionamento : Se per una fun-
zione 0(z) sommabile in (@, &) [veramente, I'a suppone anche la sommabilita
del quadrato di G(w), ma cid non é necessario] riescono soddisfatie le (a),

N

ponendo @(a;)::f 6(x)dx, si trova, integrando per parti, che la funzione

conlinua, anzi assolulamente continua, ®(x) soddisfa alle stesse (@), e quindi,
per quanto si & ottenuto con la [* parte della dimostrazione, si deduce che 8(z)
¢ identicamente nulla in (@, D) e pertanto che ¢ ivi §(2)==o0.

Con la dimostrazione del S., non soltanto si prova la completezza del sis-
tema [2%], non soltanto cio¢, supposta §(x) di quadrato sommabile, dal simul-
taneo verificarsi delle (a) si deduce 6(x)==0, ma, di piu, supposta, sem-
plicemente, 0(x) sommabile, dal simultaneo verificarsi delle (@) si deduce
ancora §(z)==o.

L’elegante artificio — che rammenta quello di Du Bois-Reymond per il calcolo
della variazione prima di un integrale (nel calcolo delle variazioni) — escogitato
dal S. nella II» parte della sua dimostrazione, parmi assai fecondo; esso & stato
da me ripetuto con successo in una dimostrazione di completezza per un sistema
di funzioni, particolarmente interessante, che si presenta nel nuovo metodo
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nate di un punto di un S,, il sistema
ahah, . b (Ayy Ry ooy bp=0, 1,2, ...)

¢ completo fondamentale dello spasio S,. Cosi purc il sistema
[coska, senkx] & completo fondamentale di S, (¢f. nota, p. 373), e
pertanto, il sistema

cos(k &)+ hy@a+...+ k,2,), sen(hyx, 4 kaZo+.. .+ A,2,)
(kyy ke oo v hp=0,1,2, ...),

é completo fondamentale dello spasio S,.

d’approssimazione da me Llrovato per la soluzione del problema di Dirichlet
(¢f. la Prefazione).

Ma c'é da osservare che, considerando bene la Il parte della dimostrazione
del 8., si vede che essa permetle di enunciare il seguente

TroreMA. — Sia g, (), g(x), ... wna successione di funzioni sommabili
in (a, b), tale che, fra le funsioni ©(x), assolutamente continue in (a, b),
verificanti simultaneamente le equasiont

b
f S(x)0(r)der=o (v==1,2, ...)
Va . X

e nille in a e in b, non esista che lo zero; allora, indicando con c¢,, ¢,, cy, ..
una successione arbitraria di costanti, delle quali la prima non nulla, il
sistema di funsiont :

Jo() = ¢, Sfile)=c,+ / si(e) de.

ta

A
fn(-l'):Cn"*‘/ g;:(«l-‘) du, N
Ve

é non soltanto completo in (a, b), ma, di piu, ¢ tale che, supposta §(x), sem-
plicemente, sommabile, dal simultaneo verificarsi delle equasiont

b
ffk(w)e(.r)dx:o (k=o0,1,2,...),

st deduce Uequivalensa a zero di 6(x) in (a, b).

Esempio. — Dallt teoria elementare (Jordan) delle serie trigonometriche si
deduce subito che, fra ie funzioni @(x), continue ¢ a variazione limitata in un
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Vi. — Approssimazione per serie,

25. CONNESSIONE FRA 1. PROBLEMA D’APPROSSIMAZIONE PER SERIE E QUELLO
DELLA RISOLUZIONE DEI SISTEMI DI INFINITE EQUAZIONI LINEARI IN INFINITE
OUANTITA INCOGNITE. — Come abbiamo rilevato nella P’refazione, le
approssimazioni per seric, hanno in generale — dal pratico punto di
vista coli accennato — un interesse prevalentemente teorico, perd,
I’csame, che ci accingiamo a fare, della loro possibilita si riconnette a
questioni d’analisi assai interessanti da parecchi lati.

Assegnato il sistema

(‘) fn(l))) fl(l’)y Cey fu(l))) ey

completo in E, di funzioni ivi linearmente indipcendenti, si tratta di
delerminare un'infinith numerabile di costanti :

(3) am al: sy am oy
in modo che la secrie

(3) ”nfu(p)'*‘“lfl(l))"*’"--+‘7"fn(P)+~->

intervallo (@, b) — fra le quali si trovano le funzioni assolutamente continue
in (a, b) — verificanti simultaneamente le equazioni

~b

b
‘/ O(r)senve dr :f O(x)cosvrdr=o (v=1,2, ...),
i 4
e nulle in a, non esiste che lo sero. Da cid segue allora, in virtii del teorema ora
enunciato, che il sistema di funzioni
senhx, cosk.w (h=o,1,2,...),

& tale che, supposta la sommabilitd di 8(x) in (a, b), il simultaneo verificarsi
delle equazioni

/

ha di conseguenza che in (a, b) ¢ 6(2)==o0. In particolare, segue la completezza
in (a, b) del sistema [senkx, coshz].

b b
b(x) sen/cwdw:f f(x)coskzxdr=o0 (h=o0,1,2, ...),

Journ. de Math., tome 1. — Fasc. IV, 1g22. 48
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approssimi in E la funzione f(1I'), ivi di quadrato sommabile, arbi-
trariamente data; in modo cioé che, comunque si scelga una fun-
zione g (P) di quadrato sommabile in I%, risutti sempre :

(4) Za,,.ff,,.g/w:[fgdp.
k=0 v R

Poniamo nella (4), in luogo di g, successivamente, lc funzioni
della successione (1), troviamo allora che le costanti (2) dovranno
simultancamente soddisfare alla seguente infinitd numerabile di equa-
zioni lineari :

(5) g}a,{/r:f,f,,dp :m[:ff,-(zv (i=o, 1,2, ...).

Adunque : I{ problema dell’approssimasione di una funzioni [,
di quadrato sommabile, per serie di funzioni, pur csse di quadralo
sommabile, di un sistema | fi], st riconnette al problema della riso-
lusione del sistema (5) di un’infinita numerabile di equasiont
lineari e ad un’infinita numerabile di quantita incognite (*).

24. Prive cONDIZION! D’APPROSSIMARILITA PER SERIE. — [er quanto pre-
cede, si ha intanto : Condizione necessaria affinché la funzione f,
di quadrato sommabile in B, sia ivi approssimabile per serie di
Sunsioni, pur esse di quadrato sommabile, del sistema | fi], ¢ che,
i sistema (5) di infinite equaziond lineari, nelle infinite quantita
ncognile ay, sia risolubile, sia cioé possibile determinare le costanli

(') Una trattazione a fondo di tali sistemi ha fatto F. Riesz, nel suo ammi-
vevole libro : Les systémes d’équations linéaires a une infinité d’inconnues
(Collection Borel, Paris, Gauthier-Villars, 1913). Qui sono esposti in forma
brillante e spesso nuova i fondamentali risultati sull'argomento conseguiti da
Poincaré, da von Koch, da llilbert e dai suoi scolari e dal Riesz medesimo, Vi
si trovano criterii di risolubilita degli indicali sistemi, interessanti casi di ri
solubilita, metodi di risoluzione, nonché utilissime indicazioni per gl ulteriori
sviluppi di cui & suscettibile lu bella teoria trattata.
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della successione (2) in modo che : I° le infinile serie nei primi
membri delle (5) siano convergenti; 11° esse abbiano per somma i
seconde membri.

Dimostriamo facilmante il

Trowems. — Condizione sufficiente affinché la funsione f, di qua-
drato sommabile in E, sia ivi approssimabile per serie di funsioni
del sistema | fi), supposto completo in E, ¢ che il sistema di equa-
sioni (5) ammetta una tale solusione che la corrispondente
serie (3) approssimi in E una funsione ivf di quadrato sommabile;
in particolare, sia tale che la serie converga su B in media, si
abbia cioé, uniformemente al variare di p per valori intieri c
positict,

SEY] 2 Np \
. * N\ . . X .
lnn/ 2 a,[i ) dP = lim \; a,-a,‘.j Sifi dP = o,
M= e B V= E

h=v ih=v

0, pite particolarmente ancora, sia tale che la serie converga
uniformamente in un insieme ' contenwio in E e avente la misura

di E.

Ed invero. sc le costanti della successione (2) souc tali che la
serie (3) approssima in E una funzione /' ivi di quadrato sommabile,
siavrd :

Za,‘.j:f,f,,dl’:‘/ﬁf'fidl" (=0, 1,2, ...),

k=0

e s¢, inoltre, quelle costanti verificano il sistema (3), ne seguird
f(f'—f)f;a’l’::o (F==o0, 1,2, ...),
E

il che, per la completezza, in I, del sistema | /%], ha di conseguenza
P'equivalenza ivi delle due funzioni f’ e f, ha di conseguenza cioé che
proprio la serie (3) approssima in E anche I'assegnala funzione f.

235. METODO DELLE RIDOTTE PER LA RISOLUZIONE DEL SISTEMA (5). — La
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condizione sufficiente ora data per 'approssimabilith di un’assegnata
funzione f per serie di funzioni del sistema [f;], presuppone gid la
conoscenza di una soluzione del sistcma di equazioni (5); noi daremo,
in cid che segue, altre condizioni sufficienti, le quali, al contrario,
contengono nuovi criterii di risolubilita del sistema di equazioni (5).
Vedremo anzi, cid che & di un certo interesse, che in tali condizioni,
per la risoluzione del sistema (5) & applicabile il metodo delle ridotte
(ef. Ruesz, loc. cit., p. 376, capitoli I e ll). Tale classico metodo
consiste semplicemente in cib : Delle equazioni (3) si conservano le sole
prime 72 + 1 e delle incognite @, si cancellano tutle le successive alla a,,.
Si ottiene cosi un sistema di 2 + 1 equazioni lineari in n 4+ 1 inco-
gnite — il cosi delto sistema ridotto d'ordine n +1 — che coincide
col sistema (3) del n° 20. Tale sistema di equazioni, per la supposta
indipendenza lincare delle funzioni del sistema [ /3], ¢ a determinante
positivo; ne sia ()", a\", ..., @) la soluzione. Si fa ora variare n ¢,
per ogni fissato valove dell'indice &, st csamina se, al divergere di #,
esiste, determinato e finito, il limite di a}”. 1l metodo riesee sc :
[° esiste, determinato e finito, tale limite; 11° se, posto

lim a{") = a; (h==o,1,2, ...),

n—xo

le quantita a, cosi delinite verificano il sistema (5).

26. UNA CONDIZIONE SUFFICIENTE D’ APPROSSIMABILITA PER SERIE, — Al casl
osscrvati — nella leoria dei determinanli inliniti — da Poincaré
e da von Kock in cui riesce il metodo, testé esposto, delle vidotte,
ne aggiungeremo duc nuovi, specialmente interessanti per le nostre
applicazioni. Un primo caso si verifica nelle condizioni espressc dal
seguenle

Tronema. — I sistema | ], di funsioni linearmente indipendenti
in &, sta ivi completo. Sia(al"yal”y ..., &) la soluzione del sistema
ridotto

(6) Eakff,j'kdl’szfidl’ (£ 0, 1,2, vy 1),
[ E

k=0
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e stabbia

(7) lim @} = a; (hk=o0,1,2,...).
nN=xo
\l+/;
(8) lim 3 aa; f/,.fm):o,
LG”I'./\':V vE
Vb p
(9) lim B o ap [ fifidP=o,
v E
fhk=v

uniformemente al variare di p per valort intieri e positivi. Allora,
laserie (3),convergendo sul inmedia, approssima ici la funsione f
dit quadrato sommabile, arbitravriamente data, ed in particolare,
dunque, le a) verificano il sistema (5).

lid invero, posto
l:ll = a‘({".ﬁ) -+ all'”fl + et ail’” f‘/l?

al divergere di n,la 1v,, come abbiamo visto al n® 20. converge su E
in media verso la funzione f, e percio, comunque si scelga la fun-
zione ¢ in L, ivi di quadrato sommabile, si avra :

(10) lim Eakf’)/./’ﬁ.g‘dl’: [fgdﬂ
i vE

n=w
ks

La serie

3
-

E ay. / ‘/.[.»:‘_,’"dp,
k=0 t

risulta convergente, in virti della (8). Si ha infatti

veEp 2 . N 2 " V+p
v f "o D — [ o ‘1 3 4 * o2 ) v . [ .
f"f,aA'“*='j"'ﬁ ) =| [o( T ausi av |- [ gl | X wa [ fifedP,

ke k=v E k=v

e (uindi uniformemente al variare di p,

V+p

31__11:2 ak[fks"dP = o.

E

k=v
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Sitrae poidalla(g), allo stesso modo, che, uniformemente al variare
di p,

Nep
(11) lim ? a“""l”ff, odP =vo,
Nizw
A_a
poiché
Vtp 2 . N p .
- N N \
¥ ape f fegdp ) < ( [« (zp) 3 arar [ fifedr.
A—v v E ivk=v K

Ma, valendo la (11), ¢ facile dimostrare che

tim 5 a""ff,gdl’__\ 0// Jrg dp,

=%
k k=9

e pertanto, scgue dalla (10),

0 *
a; /‘/".gdl’:: /‘/:',"dl’,
£ v

R

L4

>
]

cié che appunto si voleva dimosirare. La (8) esprimc inoltre la con-
vergenza su E in media della serie (3).

. UnA SECONDA CONDIZIONE SUFFICIENTE D’APPROSSIMAUILITA PER SERIE.
— Un secondo caso in cui, per la risoluzione del sistema (5), & appli-
cabile il metodo delle ridotte, si trova appoggiandosi sulla seguente
proposizione della teoria der limiti |¢f. Riesz, loc. cit., n° 40] :
1 sistemi di quantita finite (reali o complesse)
ald, d, o, a®, ... (n=0,1,2....),

ke T td
Xo, Xi eovy NXao o ey

stano tali che esistano due numert reali e pOSlllOl q ¢ L, il primo
maggrore di uno, per i quals le due serie

o
2: | ay® |, 2‘ | Xk ll]-—l

k=0 k=-0

convergano, mentre la somma della prima non supcra, qualunque
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sta n, il numero L. Allora se esistono, determinati e finiti, i limiti

hm et = a, (K=o, 1,2, 000,
St avra

w

AN i1 l \ N\ -—-—\

> lap . i a N,
dl A I L] e e I3 / L
k=0 k::o l. [

risultando concergente U ultima serie seritta.
In base a questa proposizione & facile dimostrave il

|‘|r()|'.|=;\|\. — N sistema | Si) di funziond lincarmente indipendenti

in B, sta ivi completo. Sta (). al”, ..., a;") la soluzione del sis-
tema ridotto (6) ¢ si ablia :

l° esiste wun nwmero reale 1Y II‘l(l‘“"IOI( dl -~ p(‘l Llll ('()IH('I“’L’ la

serte
< L]
E (/ SR (Il")p :
koo NOF
e lm af == a, (K=o, 1,2,...):

L

L esiste wun numero positivo L,

tale che, qualunque sia n,
risulta :

n ‘,’

\ l (I o l,‘l'—«‘

l.‘. 0

Allora la’'serie (3) approssima in B la funsione [ di quadralo
sommabile arbitrariamento data, ed in particolare, dunque, le a,
verificano il sistema ().

Si ha, invero, comunque si scelga la funzione g

g in I ivi di qua-
drato sommab\le,

lim \ ait / frgdb == //udl’

R.-——&

bastera percio demosirare che :

n=w
--4\ £ =0

lim \ a” /f/ rdb “‘3 a /// gdl,
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In virti delle ipotesi del teorema, cio & un’ immediata conseguenza
della proposizione di limite ultimamente enunciata, poiche, posto :

2P =q, ‘/f,..‘;;' dP = X,,
B

ap —1
si ha :
— q9 NY ) 4000 jg<
7> p"":k(q-——l)’ ."...lla}r 175 Ly
h=v

q L ’
[N 7= (f_/‘g dp)' (féa dl')',
K r ,

e l'ultima diseguaglianza, in forza dell’ ipotesi I*, conduce alla conver-
w 'l
. Wl " I
genza della serie » | X; [/,
k=0
VIl. — Sui sistemi schmidtiani.
28. Preumixani. — Assegnate le quantita finite e reali
@iy Uy (6, k=o0,1,2,...),
prendiamo a considerare il sistema di infinite equazioni lineari
-
Q) .
(1) }‘a,-,\.;rk:b,v (Fz=0, 1,2, ...),
k=0
nelle infinite quantitd rcali incognite x,, &, &,, .... Schmidt (loc.

cil.. p. 359) ha studiato il sistema (1) nell’ ipotesi che le serie

W\ .
(2) >_‘a,’,_. (FT=0,1,2,...)
L
convergano per ogni valore dell’ indice . In tale ipotesi noi diremo il
sistema (1) un sistema schmidtiano. Diremo poi, con Schmidt, che il

sistema di quanlita [ 2] & 'una solusione del sistema (1) se

I° la série M, x} & convergente, cid che, perla convergenza delle

k=0
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seric (2), ha di conseguenza l’assoluta convergenza delle serie ai
primi membri delle (1);

l1° per il sistema [;] di valori, le serie ai primi membri delle (1)
hanno por somma i secondi membri.

fu questo paragrafo finale vogliamo brevemente trattare 1 sistemi
schmidtiani e cio allo scopo, principalmente, di conseguire una nuova
interpretazione del difficile problema di vedere sc un dato sistema di
funzioni & completo o pur no, interpretazione che puo talvolta giovare
alla risoluzione di quel problema. Vedremo di piu che, in alcuui risul-
tati dei§§ 1V et V sono contenuti i principali risultati di Schmidt
(loc. ¢it.) concernenti i sistemi (1).

29. CoNNESSIONE FRA | SISTEMI SCHMIDTIANT E CERTU SISTENI DI INFINITE
EQUAZIONT INTEGRALL -— Dato il sistema | f4(P)] di funzioni di quadrato
sommabile in un insieme E, per deciderne la completezza ivi, occorre

considerare il seguente sistema di infinite equazioniintegrali lineari ed
omogenee : ‘

(3) [,/}(“ (PYdP =0 ({==0, 1,2, ...),
Vi

nclla funzione incognita ¢ (I*), supposta pur essa di quadrato somma-
bile in E. 1l sistema (3) rientra, come caso particulare, nel seguente

(4) [FaP)e@yaP =0, (i=o,1n ..,
i

ove le b, sono quantitd veali, arbitrariamente assegnate. Diremo, bre-
vemente, che la g(P) ¢ una solusione del sistema (4) se : 19 essa &
in E di quadrato sommabile; I1° essa soddisfa alle equazioni del
sistema.

Un criterio di risolubilita del sistcma (4) & gia contenuto nei risul-
tati del n® 15. Ortogonalizzando, invero, il sistema [ f;], supposto di
funzioni linearmente indipendenti — al quale caso ci si puo sempre

k

ridurre — si abbia 95.:2 ¢ Sy 1lsistema (4), poiche ¢;# o, equi-

V=0

Journ. de Math., tome 1. — PFasc, LV, g2y, /49
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vale al seguente

> ew f Su(P) g(P)dP = f 2 (P) (PYdP = ¢n b,
v=0 * v=0

onde (¢f. n° 13), in virt dell’ ortogonalita del sistema |2,(P)]siha:

Teorema Riesz-Fiscer ('). — Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché il sistema (4) possieda una solusione é che risulti
convergenle la serie

w J 2
NYAN
\ Z c"y b\; :

i=0 \v=¢0

soddisfatla questa condisione, una solusione del sistema ¢ data da :

- &
g(PY~ Y or(P)Y cruby,

k=0 V=0

Ora noi vogliamo mostrare che (*) la ricerca di tutte le soluzioni del
sistema (4) equivale alla ricerca di tutte le soluzioni del pil generale
sistema schiidtiano.

Sia [9x(P)] un particolare sistema di funzioni, ortogonale e com-
pleto in E, che riteniamo fissato una volta per tutte. Ponendo

(3) a,,.—_—f./;(r)) ol (P)dl (i k=0, 1,2,...).
£

si avra (¢f. n' 13, 16, 18)

}:aﬁr—"fu[fi(f’)]* @ =e . ),

k=0

e pertanto, il sistema (1) diinlinite equazioni lineari, i cui coeflicienti

(') F.Rigsz, Sur les systémes orthogonauz de fonctions (Comptes rendus de
U’Académie des Sciences, Paris, 15 mars 1goy). —}E. Fiscner, loc. cit., p. 338.

(*) Cf.F.Russz, Untersuchungen itber Systeme ‘integrierbarer Funhtionen
(Mathematische Annalen, Bd 69, 1910, p. 449).
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sono dati dalle (5) ¢ un sistema schmidtiano. Ksso si dira i/ sistema
schmidtiano associdalo al sistema (4) di equasioni integrali.
Viceversa dato il sistema schmidtiano (1), poniamo

(6) ./;‘(P)NZ Qix 9,‘.(P.) (f==o0, 1,2, ...),

k=0

il sistema di equazioni integrali (4), per il quale le f;(P) son date
dalle (6), si dird il sistema di equaszioni integrali associato al dato
sistema schmidiiano.

Evidentemente : Si il sistema (4) di equazioni integrali & associato
al sistema schmidtiano (1), reciprocamente, questo sistema & associato
a quello.

I due sistemi (1) e () siano associati I'uno all'altro. Sia g(P)
una soluzione del sistema (4) di equazioni integrali, ponendo :

;) p= /‘L.g"(l’)g:,,.(l)) (A=o0,1.2,...)
i

. sl avra

8

»

Wl ~ -
b,-:f/,(l‘) s(PYdP = Napas,  Sut= [ [g(P)]dP
R ¢ R gt | LERTILET
£ k=0 k=0 vE
e quindi le (7) forniscono una soluzione del sistema schmidtiano (1).
Viceversa, sia | ;| una soluzione del sistema schmidtiano (1), ponendo
allora

(8) g~ o (P),
k=0

si avrd una soluzione del sistema (4) di equazioni integrali. Onde il

Trovema. — Dato il sistema (4) dii equasiont integrali, ad esso,
mediante le formole (3), ¢ associato un sistema schmidtiano (x).
Viceversa, dato il sistema schimidtiano (1), ad esso, mediante le
formole (6), é associalo un sistema (4) di equasiont integrali. Vi
é corrispondenza biunivoca fra le soluzioni di due sistemi associati.
Le (7) fanno passare da una solusione del sistema (4) di equaszion:
Cintegrall ad una solusione dell'associato sistema schmidtiano;
oicecersa, la (8) fa passare da una solusione del sistema schmid-
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tiano (1) ad una soluzione dell’ associato sistema di equasziont inlc-
aeralt.
o

Al sistema (3) di equazioni integrali ¢ associato il sistema schmid-
tiano omogeneo

w0
~ .
(9) ‘\/‘aikw,‘A:o ({=o0,1, 2, ...),

A=
e dal teorema ora ennunciato si deduce il

Cororrario. — Condisione necessaria e sufficiente af finché il sis-
tema di funsioni | fi] sta completo in E, é che il sistema schmid-
tiano omogeneo (), assoctato al sistema (3) di cquasioni integrali,
non abbia che la soluzione nulla, cioé la solusione

2£p=0 (h=o0.1, 2, ...).

30. Ux esewrio. — Con quest’ultima proposizione il problema di
decidere se un dato sistema di funzioni € o no completo, viene trasfor-
mato in quello di vedere se il sistema schmidtiano omogeneo corris-
pondente possicde soltanto la soluzione nulla o ne possiede altre. Ora
tale trasformazione puo talvolta riuscire utile per la risoluzione di quel
problema. Counvinciamocene con un esempio.

Sia o una costante reale, si tratta di vedere se il sistema di funzioni
della variabile 0 :

S =1,  fia(9) = (1 + acosf)*sennl
S (0)=(1 + atcosl)* cosn ¥

(10) (n=ru, 92, ...),
&, nell’ intervalle (0, 2%), completo o pur no.

Come sistema |9,], ortogonale e completo in (0, 27), prendiamo
quello definito dalle eguaglianze

, 1
9‘,(9) = = ‘?2'1-1(9)

I
V3T —_\/TT:

(n=1,2,...).

senn0, @ (0) = :/1:005120
T

Il sistema schmidtiano associato al sistema (3) di equazioni inte-
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grali, si scrive, nel caso attuale, dopo facili trasformazioni,

£y TZ 0,

-,

i
,

S\i fa\k ANFEAWEAY .
paAY: (; Lafi--k) = 0y A(/; ‘(; Ly(i+k)~1 =0 (=12, ..0)

=0 k=0

>

Sc | x| > 2, unasoluzione evidente di tale sistema si ottiene ponendo

. Q v
@€y = 0, Lgym) = 2y = (— )" (;) (v==1, 9, ...)
Pertanto, per |a|> 2, il sistema di funzioni (10) non ¢ completo
in (o, 27), ed una funzione g(0) che verilica simultaneamente le (3) ¢
data da,

&0 ::2(—- 1)k <-§>k(cosl\‘0 +senk0) ().
=

31, I risureart m Scuvnr. — Nella citata memoria (loc. eit., p. 359)
lo Schmidt ha formulato varii criterii di risolubilith per i sistemi
schmidtiani e ha dato inoltre una condizione nccessaria ¢ suffi-

(') Llinteresse per questo esempio ¢ suscitato vieppitt dal fatto che il consi-
derato sistema (10) di funzioni &, al contravio, completo in (0, 2%) se x| <112
per @ == o il sistema si riduce a quello solito di Fourier, L'assevita completezza,
per |a| <1, del sistema (10) si troverd dimostrata, come caso particolavissimo,
nella memoria a questa successiva trattante il problema di Divichlet, annunziata
nella Prefazione. (L'indicato sistema si presenta appunto nel problema esterno di
Dirvichlet per 'ellisse.) Ne seguira che il sistema schmidtiano omogeneo

i
Vi .
}.i(ﬁ‘)is‘:.i-v-k:o (=12, o00)y
A=0

o L . ..
al quale — ponende 5= 3, gy== 5y, OVVEr0 2y oy o 3y — si riduce quetlo otte-

. | : A
nuto nel testo, non possiede, per |8| < 3 che la soluzione nulla, Di cio non

sono riuscito a dare una dimostrazione diretta, per quanto, u prima visla, essa
sembri facilmente conscguibile,
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ciente affinché un sistema schmidtiano omogeneo non abbia che la
soluzione nulla. Orbene, tali risaltati sono contenuti nei nostri, in virtu
del teorema cnunciato al n° 29.

I criterio, enunciato al n° 29, di risolubilita per il sistema di equa-
zioni integrali (4), associato al sistema schmidtiano (1), d& per quest’-
ultimo un criterio che coincide con quello dato dallo Schmidt al § 14
della sua memoria.

Il criterio di completezza, enunciato al n® 21, applicato al sis-
tema [ £, ] di funzioni definite dalle (G), dd una condmone necessaria
e sufficiente affinch¢ il sistema schmidtiano omogeneo () non abbia
che la soluzione nalla. Tale condizione contiene come caso particolare
quella trovata dallo Schmidt al § 11 della sua memoria. Per avere il
preciso enunciato di Schmidt, plemettmmo la segucnte osservazione :
Indicando con w,, w,, ..., &, dei paramelri indclerminati, condizione
necessaria e sufficiente affinche, qualunque sia », i primi membri delle
prime n + 1 equazioni del sistema schmidtiano (), siano linearmente
indipendenti & che la seguente forma quadratica negli indicali para-
metri,

x " ®

~ ~
A\..' }d"m#,) —‘3 pip ¥ o it (M)
k=n k=0 / ,’_.0 I\':x()

sia definita positiva. Adunque, osservando che

j/, l)f,(lwdl'-“ i tins

/\--0

supposta 'indipendenza lineare delle funzioni /i, ne segne I'indipen-
denza lineare, qualunque sia », dei primi membri delle prime 2 + 1
equazioni del sistema schmidtiano (9), associato al sistema (3) di
equazioni integrali, e viceversa.

@
(") Data la convergenza delle sevie Ea}’,,, ¢ facile dimostrave la convergenza
' A=0
della servie al primo membro, per quali si vogliano valori dei parametri g;, non-
ché Peguaglianza,
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Poniano ora

L
N
(11) “l’j:z Qi) Qjks
k=0

e, per enunciare il criterio di completezza del n° 21, usiamo, in parti-
colore, in Inogo del sistema completo arbitrario | g,], il sistema |¢.],
ortogonale e completo del n® 29, allora, con le attuali notazioni, si ha
precisamente il

Trorexa nt Scaviwr. — Dato il sistema schmidtiano omogenco (y),
tale che, qualunque sia n, ( primi membri delle prime n+1 equa-
sioni siano linearmente indipendenti, condizione necessaria e suffi-
ciente affinche ilsistema non possieda che la solusione nulla, ¢ che,
per qualungue valore dell indice v, si abbia :

T Qe @y oo Qg

Wyy  AKyy Ly oon Oy

Ay Sy Ay oo Hgp
. Qyy  Xpg Ay v Ay - — .
(12) lim 2 > =0 (veoo1, 9, .00
non ()] ~al See an

Lz % e-0 Fin

“ee e D

l Xpa Ant e Xnn

ove le quantita «; sono date dalle (11). In ogni caso, il deterni-
nanle a denominatore ¢ sempre: positivo, quello al numeratore
non & mai negativo, ed il loro quosicnte, per ogni fissalo valore
di v, non cresce mai al erescere di n.

32, UN'vriLe AcGIunta AL teorema bt Senmmr. — Nelle applicazioni
dcl teorema di Schmidt ora enunciato ¢ utile un’osservazione, che
vogliamo ora qui fare, la quale non si trova neppure nella citata eSpo-
sizione del Riesz (loc. ¢if., p. 376). Secondo questa osservazione, si ha:

Hverificarsi della (12), per un particolare valore m dell indice v,
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ha di conseguensa che, per ogni solusione del sistema schmidtiano
omogeneo (9), éx,=o0(").

oy

Sia invero verificata la (12) per il particolare valore m dell’in-
dice v, dico che allora non potra esistere una soluzione del sistema
schmidtiano omogenco (g) per la quale visulti 2,5 o. Ed infatti, in
caso contrario, il seguente sistema schmidtiano

Ty =1,

(13)

L
: Za,-,,;v,‘.::o (i=o, 1,2, ...),
A=0

possiederebbe una soluzione |.z;|. Per tale soluzione sia

£

2.1-,3: M.

k=0

Comunque sé scelgano gli # -+ 2 parametri u, g, U, ..., U,, dalle
prime n + 2 equazioni del sistema (13) deduciamo

L] n
- -
Bo== R +Z &), }_‘ Qi iy
k=0 i=0

onde segne la diseguagiianza

P};M 1‘*2"'9}’-‘\):‘UimP»H—Ea,'jpiw \

i=0 ij=0

segne cioé che la forma quadratica

n n

(M = 1) p2+aM Y anppi+ M Y oy,

i=0 ijz==0

nei parametri (, kg, (hyy +-., th,, ¢ definita o semidefinita positiva per

)

ogni valore di n. ll suo discriminante sard percid non negativo, si
L]

(') Mentre, secondo il teorema di Schmidt, per dedurre che z, = o, par-
rebbe necessario verificare che la (12) ha luogo per ogni valore dell’indice v,
e non semplicemente per il solo valore n2.
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avrd cio¢, per ogni.valore di #,

! a(ll" r’lm AR all'll

HLon Ay o0 Y
Qym %ap Ayy oeo CGlun
o 2y oo Xap |
M Qi o %y e Oy - 0,
Lng Rny oo Zpn

Qi Xyo  Xyy vov Zya

cié che, valendola (12) per v=1m, a assurdo per ogni valore finito
di M.

Si ha cosi, si noti, una nuova semplicissima dimostrazione elemen-
tarc della sufficienza della condizione (12) — verificata per ogni valore
dell'indice v — perchéil sistema schmidtiano omogeneo (9) non abbia
che la soluzione nulla.

D R E——
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